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CAPITOLO 12

LA FORMULA DI TAYLOR

La formula di Taylor nasce dall’esigenza di trovare buone approssima-
zioni, facilmente calcolabili, per le funzioni elementari.

Si tratta essenzialmente dello sviluppo del concetto di approssimazio-
ne lineare che stato introdotto con la definizione di derivata. Infatti se
supponiamo ch¢ sia una funzione derivabile iry; abbiamo visto che

f(@) = f(@o) + f'(wo) (2 — wo) + (x — wo)w(z — 20)
dove
lim w(z —29) =0 =w(0).

T—XT(

Possiamo pertanto affermare che in tale occasione abbiamo trovato un
polinomio di primo grado che approssima la funzigheon un errore che
puo essere espresso nella forma— zp)w(x — ), cONw(z — x9) — 0 se
x — xy, tale errore quindi risulta essere infinitesimo di ordine superiore ad
1 cioe di ordine superiore al grado del polinomio approssimante.

Poniamoci ora il problema di approssimare la funzigneon un po-
linomio di gradon, commettendo un errore che sia infinitesimo di ordine
superiore ad, cioé che possa essere espresso nella forma

(x — x0)"w(z — x0) ove lim w(z —x9) =0.

T—T0

Sia pertanto

un tale polinomio; dowa aversi

n

(12.1) f(z) = Z a;i(z — x0)' + (x — x0)"w(x — x0)

1=0

conw(z — zg) — 0 sex — xy.
Se supponiamg derivabilen volte, affincte la 12.1 sia vera dow
essere

f(ﬂﬂo) = Qo

per cui si ava
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%ﬁixo) =at zn: ai(z — x0)" " + (x — 20)"'w(z — 20).

Passando al limite par — x, si ottiene
f/(xo) = ai
e siava

f(x) = flwo) + f'(xo)(w — wo) + Y aiw — x0)' + (& — w0)"w(x — o)

1=2
da cui

(12.2) f(x) = f(wo) — f'(w0) (2 — x0)

(x — x0)?

= ay + Z ai(r — 20) 2+ (. — 20)" 2w(x — 30)
=3

per cui, applicando la regola di De Laital, si ottiene che

o £ = )
(12:3) T I

e
f77 (xo)
2!
Cod procedendo si ottiene che

f(”)(xo) B
nl "
e pertanto, affinohil nostro scopo sia raggiunto, aarecessario che

" O (g |
P(x)zz Al )(m—%)z.

7!
=0

= a9.

Riassumendo possiamo dire che

Affinch e si abbia

(12.4) fl@) = aiw —z0)' + (v — m0)"w(w — o)
=0

conw(z — xp) — 0 sex — x,. deve essere

™) (2)

n!

(12.5) a, =
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Ci resta ora da provare che tale polinomio soddisfa effettivamente le
condizioni richieste.
Cio saa fatto provando il seguente risultato:

TEOREMA 12.1. - Formula di Taylor con il resto di Peano - SiA :
(a,b) — R derivabile n-1 volte ina, b) edn volte inx, € (a,b); allora

n ) (g |
126) 1) =3 T ) 4 o o)l — )
con o

lim w(z—1zp) =0=w(0).

T—T0

DIMOSTRAZIONE. Definiamo

n O (g |
Pa) =" T o

l

e chiamiamo f) - Pa)
) — Xz
w(r —x0) = T@—a)
proviamo che

lim w(z —x0) =0
T—T0

Allo scopo di applicare la regola di De Lapital calcoliamo

(127) tm SO

ez n(x — o)t

— lim 1 ) — — [ (x0) T — )il
—xl—wo n(x — xo)" ! (f( ) 121 (i—l)!( 0) )

e proseguendo calcoliamo

. f'(@) — P"(z)
(12.8) thfclo n(n—1) (@ —zg)"2
— lim L "(x) — ~ /(o) x— 1) 2
= lim = D@ = z0)=2 (f (x) £ (i— 2);( 0) >

fino ad arrivare a
SO0 (@) = P ()

(12.9) lim '
T—T0 n!(z — o)
= lim FU D (@) = fO D (@) — f) (o) ( — w0) _
T—To T T — Xg
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Si pw pertanto dedurre che
(12.10) lim w(x —20) =0

Tr—XT0

O

La formula di Taylor con il resto nella forma di Peano permette di esten-
dere la possibild di approssimare una funzioriecon un polinomio di pri-
mo grado, fino ad ottenere la possikldi approssimarla con un polinomio
di gradon arbitrario.

Ovviamente il fatto pil importantee la valutazione dell’errore commes-
so e, se consideriamo il resto nella forma di Peano, tale valutagidinigpo
qualitativo.

Se vogliamo una valutazione dell’errore di tipo quantitativo ci occor-
re seguire un procedimento diverso dalla definizione di differenziabilit
Un rapido sguardo ai risultati di calcolo differenziale fino ad ora provati ci
convincea ben presto che il risultato da estendergteorema di Lagrange.

Cercheremo in altre parole di valutare la differenza

") (g |
f) - S T

: 1
=0

in funzione di maggioranti dif "*+V(z)| .

TEOREMA 12.2. Formula di Taylor con il resto di Lagrange - SiA :
(a,b) — R derivabilen + 1 volte in (a,b); sianozx,z, € (a,b), allora
esistec tra z( edz, tale che

"0 (g () (@ —
iy = S0 (e SO

)n-i-l
o (n+1)!

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui= 2; dovremo
in questo caso provare che esistea r, edz, tale che

f/l («TO)

(12.11) £(2) = Flao)+ £ (z0) e —20)+ L (024 L1 o
Sia
(12.12)
f"(x0)

F(x) = f(z) = f(xo) — f'(w0)(x — x0) — 9 (z — 330)2 — R(z — 5170)3

OvviamenteR dipende dal fatto che abbiamo fissate- 3 oltre che da
x e dargy, che comunque sono essi pure fissati,

Se consideriamd’ sull'intervallo di estremiz, ed z, possiamo affer-
mare chee derivabile almeno tre volte e si ha

(12.13)  F'(z) = f'(x) = f'(w0) — f"(x0)(x — w9) — 3R(x — z0)?
(12.14) F"(z) = f"(z) = f"(x0) — 6R(x — x)
(12.15) F"(z) = f"(z) — 6R
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Poicte F'(xz) = F(zo) = 0 per il teorema di Rolle esiste un punidra
xo edx tale che

F'(a) =0
Poicte inoltre F'(z,) = 0, sempre per il teorema di Rolle si ha che esiste
un puntog traz, eda tale che

F//(ﬁ) — 0

Ed ancora per il teorema di Rolle, poiehncora” (xy) = 0 esiste un punto
ctraxy ed( tale che

FIII<C) — 0

Ne ricaviamo infine che
F///(C) — f//l(c) o GR — O

e ne deduciamo che »

o 11O

6







CAPITOLO 13

QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE

Alcuni sviluppi di funzioni elementari ricorrono spesso e quiadiolto
comodo fare una breve raccolta di risultati in merito
Nel seqguito indichiamo cof una funzione infinitesima pear —

Sia

1. Lo sviluppo di McLaurin di e®

Avremo chef € Ct*°(R) e si ha

(13.1)
(13.2)
(13.3)
(13.4)
(13.5)

(13.6)

da cui si ricava che il polinomio di McLauriR, di ¢* di gradon &

flz) = ¢
flz) = e fl0)=1
fi(z) = ¢ f1(0) =1
fia) =e* [10)=1
f”/(x) — 63: f///(o) — 1
fO @y =" f™(0) =
n l’k
P,(z) = ;; T

ed il resto di Lagrang®,, assume la forma

eC

(n+1)!

R, (x) =

Possiamo pertanto concludere che

2" e < af

(13.7)

(13.8)

n Ik
T n
e = — 4+ wlx
27 (@)
k=0
n k c
T e
ex — n+1
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2. Lo sviluppo di McLaurin di sinx
Sia
f(z) =sinz

Avremo chef € C**°(R) e si ha

(13.9) f(z) =sinx f)(z) = sinz
(13.10) f'(z) = cosz fO(x) = cosx
(13.11) f/(z) = —sinzx fO(z) = —sinz
(13.12) f"(x) = —cosx fO(z) = —cosz

Pertanto le derivate di si ripetono di in 4 e si ha

(13.13) f(0) = Fi0)=0
(13.14) f'(0) = F200) =1
(13.15) f7(0)=0 F9(0) =0
(13.16) 70y =—1  fU0) =1

da cui si ricava che il polinomio di McLaurif, di sin = di grado2n + 1

n
IQk’-‘rl

Ponialw) = kzzo (2k + 1))

ed il resto di Lagrang®,,,.; assume la forma

f(2n+3) (c)

o) = {57735,

el < =]

Ricordiamo che il termine di gradin + 2 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che

i 2R+l ont3
(13.17) sinx = — " w(x)
—~ (2k +1)!

. R A (O B
(13.18)  sinz = kzzo k1) @2nt3)

el < ||
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3. Lo sviluppo di McLaurin di cosx
Sia
f(x) =cosx

Avremo chef € C*(R) e si ha

(13.19) f(z) =cosx ) (z) = cosx
(13.20) f'(x) = —sinzx fO(z) = —sinz
(13.21) /" (x) = —coszx O (z) = —cosx
(13.22) f"(z) =sinx f (1) = sina

Pertanto le derivate di si ripetono di in 4 e si ha

(13.23) f0y=1 f™0) =1
(13.24) f(0)=0 f0) =0
(13.25) f1o)y=-1  fO90)=-1
(13.26) f"(0) =0 F(0) =0

da cui si ricava che il polinomio di McLauriR, di cos x di grado2n e

n 2k

Po(x) =Y %

k=0

ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma

f(2n+2) (C)

Fon(®) = 59

e < ||

Ricordiamo che il termine di gradin + 1 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che

n
IQk

(13.27) cosxT = Z o0 + 22" w(z)
k=0
N2k f(2n+2)<c) ont3
. = " <
(13.28) COS T Z k) + @n 1 o) x le] < ||

k=0
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4. Lo sviluppo di McLaurin di In(1 + )
Sia
f(x) = In(1 + 2)
Avremo chef € C**°((—1,+o0)) e siha

(13.29) f(z) = In(1 + 2)
(13.30) fl@) =< i .
(13.31) ﬂ@»:—ujxy
(13.32) £z = u—fxﬁ
(13.33) SO () = — (13; ;4

Possiamo quindi congetturare che

(n) _ (_1\n+1 (n—1)!
(13.34) f () =(-1) —(1 o)
La 13.36si dimostra per induzione, infatti:
(1) pern=1
|
@) =10

e lal3.36e vera.
(2) se lal3.36¢e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:

d d (n—1)!
(n+1) () — (_qyntl)\® T
(13.38) f (@) = S0 a) = D
vy e (m=Din(1 + )t nt2 n!
(=D(=1) (14 z)2 (=1) (14 z)nt!
Pertanto
(13.36) FM0) = (=1)"*(n —1)!
e quindi
- k+1 at - k+1xk
Pa(e) = Y (=DM (k= 1)t = Y (-1
k=0 =0
ed il resto di Lagrang#,,, assume la forma
| n+1 n+1
Rofa) = (cper W P2 ] <|al

1+t (n+1)!
Possiamo pertanto concludere che

(n+1)(1+ c¢)ntt
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(13.37)
n k
In(l+z) = Z(—l)k“% + 2"w(x)
k=0
(13.38)

(142) = S L g (opymez_ 20 d < Ie
In(l1+2) = -1 — +(=1)" cl <lx
£ k (n+ 1)(1 + o)+t
5. Lo sviluppo di McLaurindi /1 + x

Sia

f@)=vIta

. Avremo chef € C**°((—1,+o0)) e si ha

(13.39) (@) = VITT = (1+2)"
(13.40) Fla) = %(1 )12

(13.41) f"(z) = % (_% (14 2)~%2

(13.42) 1) = (%) (%) (14 2)5
w0 (Do

Possiamo quindi congetturare che

Fo@) = (- By g

(13.44)

La 13.44si dimostra per induzione, infatti:

(1) pern=1
Fa) = 51 +x)

e lal3.44¢e vera.

(2) se lal3.44e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:




14 13. QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE

(13.45) f(”“)(g;):% £ () = % (1

2n
2n

2n 2

2n—1

2n—1 1

_(Cy (2n — 3)! (_Zn—l) e

n (271, — ” _ 2n+1
= (—1) A 21’L+1 (1 + m) 2
Pertanto
2n — 3)!!
(13.46) Fm(0) = (_1)n+1%
e quindi
s, o @E=3ar IS, 2B =3,
Pal) = 3 (Mg = 2 ) e
k=0 k=0
ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma
. n+2 (2n - 1)” _2n+1
Ry (z) = (1) W(l +c) 2 lc| < |z]
Possiamo pertanto concludere che
(13.47)
& (2k — 3)!! N
Vitr= Z(—nkﬂwsﬁ + 2 w(z)
k=0
(13.48)
& 2k — 3)!! z* (2n — 1! g
V1 — -1 k+1(—_ _1\n+2 1 S <
e kz:;( ) 7w YT e () el <z
6. Lo sviluppo di McLaurin di -
Sia
fla) = —
C1l—x
Avremo chef € C*t>°((—1,1)) e siha
Definiamo

ed osserviamo che
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(13.49) Sn(iv):Zxk =l+z+2?+2°+. 2"
k=0
(13.50) zSy(x) =x Z th=x + 2 + 23 42t + o 4
k=0

Sommando le due uguaglianze otteniamo

(13.51) (1—2)S, =1— 2"
1— n+1
(13.52) S, =T
1—2z
e
1 n+1
(13.53) S, = 2

Ne deduciamo che

1 xn—l—l n N xn—l—l
13.54 —_— = =
( ) 1—=x Sn+1—x z::x+1—x
ed osservando che
xn—&-l
(13.55) lim =0
z—01 —2x

di ordinen + 1 € N possiamo concludere ricordandolla 4che

(13.56) P, =) a*
k=0

e il polinomio di McLaurin dif (z) = 1.

Pertanto
(13.57) Lo zn: ¥ 4+ 2w ()

' 1—=z —
e
1 n n+1
(13.58) N kg E
1—=z — 1—=z
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Allo stesso risultato si pupervenire dimostrando per induzione che

(13.59) f(”)(:c):(l_—i)m Sy =1

In questo modo si trova che che

1
(13.60) R, = o o] < [z

7. Come ricavare altri sviluppi

Le precedenti formule possono essere utilizzate per ricavare nuovi svi-
luppi di Taylor mediante semplice sostituzione.
Ad esempio dalld 3.7 possiamo ricavare, sostituengda@on —z?2 che

2 n —1)k1’2k . e .
(13.62) e = (1) +(—1) +1mx2 +2 |c| < |2?|

Da quest'ultima, osservando che
" w(x)

e un infinitesimo di ordine superiore &d e ricordando lal2.4 possiamo
affermare che

n -1 kak
>

k=0

& il polinomio di McLaurin die~** di gradon.

L'affermazioneé giustificata dal fatto ch@";_, Hijm% differisce da
e~* per infinitesimi di ordine superioreZ.

Si capisce quindi che guessere utile disporre di criteri che consen-
tano di affermare che la differenza tra un polinomio ed una funzine
infinitesima di ordine superiore al grado del polinomio.

Possiamo a questo proposito dire che
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Sef e derivabile e se

(13.63) f(z) = P,(z) + R (x)
allora
(13.64) f'(@) = (Pu(x)) + (Ra())/

(R, e derivabile perchre R, = f — P, e quindi € la differenza di due
funzioni derivabili.)
Ora se(R,(z))’ € un infinitesimo di ordine superiore adn — 1 si ha

(13.65) lim (R”(xl))’ —0
rz—0 "
e, per la regola di De I'Hopital
(13.66) fimg Sl _pppy Fal@)

xz—0 ™ z—0 nxn—1







CAPITOLO 14

LA CONVESSITA

Con le definizioni e gli strumenti che abbiamo introdotto fino a questo
punto siamo in grado di distinguere una funzione il cui grafico sia del tipo
illustrato in figural(a)da una il cui grafico sia quello illustrato nella figura
1(b)

(@) (b)

FIGURA 14.1.

Possiamo infatti osservare che il pringoil grafico di una funzione
crescente mentre il secondo rappresenta una funzione decrescente.

Abbiamo inoltre ga sviluppato strumenti (studio del segno della deri-
vata prima) che ci consentono di stabilire se una funzermescente o
decrescente.

Non siamo tuttavia ancora in grado di distinguere tra i grafici delle tre
seguenti funzioni in quanto, ad un primo esame, possiamo osservare che
tutte e tre sono funzioni crescengituttavia chiaro che si tratta di funzioni
il cui grafico presenta caratteristiche molto diverse, cosneée evidente
gualee la differenza tra una scodella ed un ombrello.

Onde cercare di definire una propaethe ci consenta di distinguere tra
i tre grafici cominciamo ad esaminare ibemplice dei tre cdil secondo.
Chiaramente si tratta di una retta e quindi il suo graicadividuato da due
punti.

Indichiamo corY la funzione e coftz, ¢(x)), (y, £(y)) due punti del suo
grafico. Possiamo individuare il valore @in z semplicemente usando la
proporzionalia tra i triangoli indicati in figura.

19



20 14. LA CONVESSIRA

(@) (b) (c)

FIGURA 14.2.

(=) = th{y) + (1 - )4(x)

(z)

()

FIGURA 14.3.

Avremo infatti che

l(z) = z) _ Uy) = L(z)

(14.1) =
z—x y—x
Poicte
l(z) —l(z) _ L(x) —{(z) lz) —ly) _ y) — )
Z—x r—z 7 rT—=y y—x

la 14.1non cambia anche nel caso in eunon sia, come in figura, interno
allintervallo di estremiz edy. Inoltre none restrittivo considerare < .
Avremo pertanto che il valore diin z € dato da

((y) — (x)

Yy—x

La 14.2e semplicemente I'equazione di una retta che passa per il punto
(x, £(x) ed ha coefficiente angolafe ===,

(14.2) Uz) =Ll(z) + (2 — x)
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E utile osservare che, se poniamo

Zz—XT
t =
y—x
esprimiamo, nel contempo, la proporziorelit
L z—v
1 y—=x

tra le lunghezze dei segmentidi z| e [z, y| ed i valorit ed 1.
Pertanto il rapporto tra i segmeiti y| e [z, y|, sad uguale a — ¢.
Un semplice calcolo mostra infatti che

Z—r Y—xr—z+zxT Yy—=z

Yy— Yy— y—

Inoltre se poniamo

(14.3) p=2"7
y—x

avremo
(14.4) z—x =ty — )
e quindi
(14.5) z=x+t(y—x)r=ty+ (1 —t)x

Pert € (0,1) la 14.5individua un punto: che si trova all'interno del-
l'intervallo di estremiz edy, mentre pet > 1 si hanno punti a destra gi
e pert < 0 si hanno punti a sinistra di.

Similmente possiamo scrivereld.2come

((x) +t(l(y) — l(x)) = tl(y) + (L = )¢
ed infine possiamo scrivere

()

(14.7) Uty + (1 —t)z) = tl(y) + (1 — t)l(x)

ed osservare che al variaretda 14.7consente di esprimere il fatto che tutti
ivalori ¢(z) = £(ty+ (1 —t)x) si trovano sulla retta di cui abbiamo studiato
il grafico.

Se ora sovrapponiamo i primi due grafici della figira?2 risulta evi-
dente che, se chiamiamfola funzione del primo grafico ede y i punti di
intersezione tra il grafico e la retta, avremo che, all'interno dell'intervallo
[z, y], il grafico di f sta sotto il grafico della retta.

Chiamiamo una tale funziormnvessaed esprimiamo il fatto che ab-
biamo appena individuato semplicemente chiedendo che
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#(z) = th(y) + (1 — )6(z) = £f(3) + (1 — 1)1 (z) ) =4)

#z)

flzy=¢

Iz

FIGURA 14.4.

fly+ A —tx) <tfly) + @ -6)f(x)  vie(0,1)

Poniamo in altre parole la seguente definizione

Siaf : (a,b) — R; f sidice convessa iria, b) se

(14.8) flty+ (1 —t)z) <tf(y)+ (1 -8)f(2)
per ogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)

Inoltre

Diciamo che f e strettamente convessa

(14.9) flty+ (1 =t)z) <tfy)+ (1 -1)f(2)
per ogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)

E utile osservare che [a4.8pud essere scritta in diversi modi tutti utili
per comprendere le propréetlelle funzioni convesse.




14. LA CONVESSITA 23

14.10) S+ (1) < 1) + (1 - 0f(2)
(14.11) F2) < 1) + (1 D ()
(1412 1)< o) + (- {01

Dalla definizione di convessitsi ricava sottraendo ad ambo i membri

f(y)

(14.13) f(2) = fly) < (t=1)(f(y) — f(x))
(14.14) Je) = 1) < = () = J(@)
(14.15) f(z) = fy) > fly) — f(z)
z—y Yy—
Fy)
!
f(=)
FIGURA 14.5.

Possiamo pertanto concludere, osservando che abbiamo sempre operato
trasformando una disuguaglianza in una equivalente, che

Sono fatti equivalenti (si veda la figural4.5):
e feconvessaira,b)
e In ogni punto y € (a,b) il rapporto incrementale
f(t) = fy)
t—y
e una funzione crescente

t—
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D’altro canto, sef e convessa si ha:

(14.16) F) <) + (1= D f (@)
1417) S+ - 0) SH )+ (- 0@
(14.18) /() - ) £ (-0 @) — F2)
(14.19) (= = 2)(f(2) ~ f) < (v~ 2)(F(2) ~ F(2))
(14.20) M= 1), 1) I

FIGURA 14.6.

Ora,ser < z <w < ysiha

f(z) = f(x) < flw) = f(2) < f(y) — f(w)

z—x w—Zz Yy —w

(14.21)

Passando al limite per — 2z~ e pery — w" se f & convessa e
derivabile allora

(14.22) f(z) < fl(w)

e quindif’ e crescente.
Viceversa s¢ e derivabile ed’ e crescente allora, usando il teorema di
Lagrange si pa affermare che

(14.23)

e quindif e convessa.
Ne concludiamo che sge derivabile, allora
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flm

FIGURA 14.7.

Sono fatti equivalenti (si vedal4.?):
e feconvessaira,b)
e f’ & una funzione crescente iffja, b)

Osserviamo infine che, gée convessa, allora

(14.24 F0)— 1) 2 g - 2 EL2 T
(14.25) F0) 2 )+ - 2 T
e passando al limite par—s =

(14.26) £(6) > 1)+ F()y — 2)

(14.27)

e pertanto il grafico df sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente,
Se viceversa il grafico df sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangen-
te, allora

(14.28) f) > f2)+ () (y — 2)

e

(14.29) f@) = f(2) + f'(2)(x = 2)
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da cui, tenendo contoche— z > 0,ex — 2 < 0

(14.30) I = 1) o iy » 1B = 1G)
y—z - z-v

e

(14.31) ) - 1) 2 (v - 72T

e quindif e convessa.

@)

FIGURA 14.8.
Ne concludiamo che sge derivabile, allora

Sono fatti equivalenti (si veda la figural4.9:
e feconvessaira,b)
e il grafico di f sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente

| risultati che legano segno della derivata e crescenza della funzione
permettono poi di concludere che

Sia f una funzione derivabile due volte in(a, b); sono condizioni
equivalenti:
e feconvessaina,b);
e [’ e crescenteina,b);
e f” &non negativa in(a, b).
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DEFINIZIONE 14.1. Sia f : (a,b) — R, diciamo chef & concava in
(a,b) se—f & convessa ifa, b).

DEFINIZIONE 14.2. Diciamo chef : (a,b) — R ha un punto di flesso
inz, € (a,b) se esisté > 0 tale chef & convessa (concava) {m, — 9, x¢)
e concava (convessa) (g, xo + 9).

Semplici esempi mostrano come sia possibile per una funzione avere un
punto di flesso i) e
e non essere derivabile in(f(z) = V/x)
e avere derivata non nulla in(f(z) = sinx)
e avere derivata nullaif (f(x) = 23).

TEOREMA14.1. Siaf : (a,b) — R e siazy € (a,b), supponiamgf
derivabile in(a, b); allora x, € un punto di flesso se e solo e crescen-
te (decrescente) in un intorno destroagi e decrescente (crescente) in un
intorno sinistro.

E’ pertanto evidente che n@possibile caratterizzare un punto di flesso
facendo uso soltanto della derivata prima nel punto.

Possiamo tuttavia provare nel successivo paragrafo condizioni in grado
di caratterizzare i punti di flesso.






CAPITOLO 15

ESTREMI RELATIVI E ASINTOTI.

Abbiamo ga visto cosa si intende per minimo e massimo assoluto di
una funzione e abbiamoatrovato condizioni necessarie e sufficienti per
I'esistenza di un minimo o un massimo assoluto. (Si veda il lemma 9.1 ed
il teorema 7.10).

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la definizione di massi-
mo e minimo relativo per una funzione e daremo condizioni necessarie e
sufficienti per I'esistenza di un punto di minimo o di massimo relativo.

DEFINIZIONE 15.1. Siaf : D — R diciamo cher, € D € un punto
di minimo (massimo) relativo per la funziorfesed§ > 0 tale che ser €
DN (xg— 6,20+ 0) siha

f(x) = f(wo) (f(x) < f(x0))

Usando la formula di Taylor possiamo ottenere uno strumento utile ad
identificare i punti di massimo e di minimo relativo per una funzione. Tutto
si fonda sul fatto che il polinomio di Taylor approssima una funzione a
meno di infinitesimi di ordine superiore al grado del polinomio stesso.

Infatti, sia P, il polinomio di Taylor di f centrato inz, di gradon,

( ricordiamo che per scrivere il polinomio di Taylor di f deve essere
derivabile almena volte); per il teoremd. 2.1 possiamo allora affermare
che

(15.1) f(x) = Po(x) + (x — @0)"w(x — o)
dove, come al solito, qui e nel seguito supponiamo
lim w(z —x9) =0
T—TQ

e se definiamo

n ) (g )
Piw) = 3 T )

si avia
(15.2) f(@) = f(xo) = Py () + (x — xo)"w(z — 20)
mentre se
pit = 3 I

29
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si avia
(15.3) f(x) — f(zo) — ['(wo)(z — o) = P2(x) + (x — m0)"w(x — x0)

Osserviamo ché! e P? sono, rispettivamente, i polinomi di Taylor di

f(x) = f(z0) € f(7) — f(20) — f'(20) (7 — 0).
Dividendo le15.1,15.215.3per P, P! e P?, rispettivamente, otteniamo

(15.4) J@) g, o)

P(a) Pa) )
(15.5) %@f)(%) =1+ CTF;—(Z()))W(:U — )
f(z) = f(xo) — f'(wo)(z — x0) _ (x — x0)"
(15.7)

Poicte P,,P!,P?, sono polinomi di grada e quindi sono infinitesimi,
perz — x, diordine al pun, tenendo conto che & a sua volta infinitesima,
possiamo dedurre che

(x — x0)"
P,(x)
sono infinitesimi per: — xq.
Il teorema della permanenza del segno permette quindi di affermare che
In un intorno dix,

(1) f halo stesso segno &
(2) f(x) — f(xo) halo stesso segno ¢
(3) f(x) — f(xg) — f'(xo)(x — z0) ha lo stesso segno >
Poicle il segno diP, in un intorno dix, € quello dif(z), la prima
affermazione si riduce semplicemente alla riaffermazione del teorema della
permanenza del segno, tuttavia le altre due forniscono utili informazioni su
crescenza e convessit
Infatti poiche f(z) — f(zo) halo stesso segno @ in un intorno diz,
possiamo dire che, € un punto di minimo relativo se siamo in grado di
stabilire cheP! & positivo in un intorno dir,, viceversa possiamo dire che
zo noné di minimo relativo se il polinomid®! cambia segno in un intorno
di xo-
Ora se supponiamo chyesia derivabile almene volte in (a,b) > zq e
che £ (x,) sia la prima derivata non nulla diin 2, possiamo considerare
il polinomio P! che risulta essere definito da

(x — xo)"
P(x)

(x — xo)"

(15.8) 7(a)

w(x —x0) w(x —z0) w(x —z0)

™ (2
Play = 200

n!
e quindi risulta evidente chB! mantiene segno costante o cambia segno
in un intorno dix, a seconda che sia pari o dispari; nel caso chesia pari
il segno diP! & determinato dal segno @™ (z)
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Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA 15.1. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile almeno
n volte e siazy € (a,b); sia f™(z¢) # 0 la prima derivata che non si
annulla,n > 1; allora x, € punto di minimo relativo pef se e solo se e
pari e f™(z) > 0.

In maniera similef (x) — f(zo) — f'(z0)(x — o) ha lo stesso segno di
P2 in un intorno diz, e quindi si ha che che, & un punto di flesso sB?
cambia segno in un intorno dj, viceversa possiamo dire chg none un
punto di flesso se il polinomi®? e positivo in un intorno di,

Ora se, come prima, supponiamo ¢hsia derivabile almena volte in
(a,b) > zq e chef™ (x,) sia la prima derivata non nulla diin x, possiamo
considerare il polinomid®? che risulta essere definito da

P =L 0y
n:
e quindi risulta evidente ch? mantiene segno costante o cambia segno
in un intorno diz, a seconda che sia pari o dispari; nel caso chesia pari
il segno diP? & determinato dal segno @i (z)
Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA15.2. Siaf : (a,b) — R una funzione derivabile almeno
volte e siar, € (a,b); sia f™(x,) # 0 la prima derivata che non si annul-
la, n > 2; allora xy € punto di flesso pef se e solo se e dispari. Il segno
di £ (z,) fornisce poi informazioni sul fatto che il grafico disia sopra
(funzione localmente convessa) o sotto (funzione localmente concava) la
retta tangente al suo grafico

DEFINIZIONE 15.2. Sianof, g : (a,+00) — R; diciamo chef e g
sono asintotiche se

lim f(z)—g(z) =0.

Nel caso in cui sia '
g(x) =ax+ [
diciamo chegy € un asintoto perf.
TEOREMA15.3. Siaf : (a,+o0) — R; la retta di equazione
y=ar+[
€ un asintoto per se e solo se

(15.9) a = lim fz) , = lim f(z)—azx

r——400 €T r——400

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare che 165.9 sono sufficienti
affinché la retta sia asintoto.
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Viceversa, se la reta un asintoto, si ha O
(15.10) i T =er=8_ o @y
Tr——+00 €T rx——+o0o

DEFINIZIONE 15.3. Sia f : (a,b) — R, diciamo che la retta di
equazioner = ¢ e un asintoto verticale pef se

lim |f(z)] = 400



CAPITOLO 16

RICERCA NUMERICA DI ZERI E MINIMI.

Una delle applicazioni pitipiche della convessitconsiste nella ricerca
approssimata degli zeri di una funzione.

Il piu semplice dei metodi di ricerca degli zerindubbiamente il meto-
do di bisezione di cui abbiamoadato una dimostrazione #?

Il metodo di bisezione offre indubbi vantaggi di sempbcdi appli-
cazione e necessita di ipotesi ridotte alla sola con@ndélla funzionef;
tuttavia, in presenza di migliori condizioni, si possono trovare metodi che
convergono alla soluzione moltolpvelocemente.

Tali metodi, usualmente utilizzano la conveasiella funzione, e sono
tanto pl importanti quant@ piu grande la difficok di svolgere calcoli.

Chiaramente, con tempi di calcolo sempra gdotti, tali metodi per-
dono parte della loro attrattiva anche se rimangono interessanti per la loro
eleganza ed efficienza.

E’ questo il caso del metodo di Newton (o delle tangenti) e del meto-
do della regula falsi’; essi convergono se le funzioni di cui si ricercano
gli zeri sono convesse e possono essere generalizzati al caso non convesso
purcte le derivate prime e seconde della funzighgiano opportunamente
maggiorabili o minorabili.

TEOREMA 16.1. - Metodo di Newton (o delle tangenti)- Supponiamo
f : (o, 8) — R, convessa e derivabile due volte (im, 3); supponiamo
inoltre chea < a < b < f e sia

fla) <0, f(b)>0.
Allora esiste uno ed un solo puntce (a, b) tale che
fle)=0, fi(x) = f'(c) >0 Vz € [c,b].
Definiamo la successiong, nella seguente maniera:

I():b

b T T )
n

allora:
e 1, € decrescente e inferiormente limitata,
e limx, =c
e se0 < f"(z) < M perogniz € [a,b] e sef’(a) = P > 0siha
2P (M >
0<z,—c< 573 <ﬁ(b—a))
33



34 16. RICERCA NUMERICA DI ZERI E MINIMI.

Il precedente metodo pLessere generalizzato al caso in cui la funzione
non sia convessa, ma siano verificate opportune condizioni.

TEOREMA 16.2. -Metodo della regula falsi - Sig : (a, ) — R una
funzione convessa e derivabile due volt&ins) e sianoa, b € (o, 8), a <
b, taliche f(a) <0, f(b) > 0.

Allora esiste uno ed un sole € (a,b), tale chef(c) = 0 e f'(z) >
f'(e) >0 V€ [c,b].

Inoltre, se definiamo una successiangenella seguente maniera:

(16.1) xo, 21 € [¢,b] , x1 < x¢
o o Tp — Tp—1
(16.2) 41 =2, f(xn)f(a:n) T
= Tyt — f(@not)

f(xn) = f(@n-1)
si ha

e 1, € decrescente ed inferiormente limitata,

o lim z, =c¢

e selM, P € R sono tali che

0<f(x) <M, fl(x)>P >0 Vz € |a,]
allora

oveJ),, e la successione di Fibonacci.
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