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CAPITOLO 1

UN PO’ DI LOGICA

Diciamo proposizione una affermazione di cui siamo in grado di stabilieevega o falsa.
Indichiamo con lettere maiuscole le proposizioni e scriviamd , leggenda: tale cheP e verg sec
e un elemento in corrispondenza del quale la proposizideesera.
Assegnata una proposiziofesi pud costruire una nuova proposizione, che definiamo negazioRe d
ed indichiamo comot P, come la proposizione cheevera seP e falsa eck falsa seP e vera.
Si pw identificare la proposizioneot P anche mediante una tabella, detta tabella di&gciie elenca
in corrispondenza dei due casi possibili la @otla falsia della proposizione in questione:

P

not P

1

0

0

1

TABELLA 1.1

E inoltre necessario definire nuove proposizioni che dipendono da umigpoggosizioni note.
Assegnate due proposizioRie @,

®Quit
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e (P andQ) e vera seP e () sono entrambe vere
e (P or(Q) e vera se almeno una tfae () e vera
e (P xor Q) e vera se una ed una sola fre () e vera.

Le corrispondenti tabelle di ve@itpossono essere raggruppate nella seguente:

notP | not@ | Pand@ | Por(@ | P xor (@

0 1 1 0

1 0 1 1

0 0 1 1

1 0 0 0
TABELLA 1.2

E immediato verificare che proposiziodexor () & vera o falsa a seconda che sia vera o falsa
proposizione

(P and (not @)) or (Qand (not P))

come si po verificare dalla tabella.2.
Possiamo anche verificare come not interagisce con and e or mediante lalt&bella
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not(P andq@) || not (P or Q)
0

1
1
1

TABELLA 1.3

Dalla tabellal.3 possiamo verificare che

e (not(P and Q)) € vera tutte e sole le volte clgevera((not P) or (not Q))
e (not(P or ())) & vera tutte e sole le volte cleevera((not P) and (not Q))

Si pw inoltre affermare che le seguenti affermazioni sono sempre vere

e (P or (notP)) (legge del terzo escluso)
e (not(P and (notP))) (legge di non contraddizione)

Assegnate due proposizioRie () si possono inoltre costruire le seguenti proposizioni

(P=Q), (P=Q), (PeQ)

che leggiamo, rispettivamenté ‘implica Q’, ‘ P € implicato da@’, ‘ P € equivalente &)’ e che sono
identificate come segue

e (P = (@) significa che) € vera ogni volta ché e vera;




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e (P < Q) significa cheP e vera ogni volta ché e vera;
e (P & Q) significa cheP e vera tutte e sole le volte in c@ € vera.

In altre parole(P = @) significa che o no® veraP oppure, seP € vera, allora vera anche); in
simboli:

(1.1) (P= Q) < ((not P)orQ)

Possiamo verificare dalla tabeliad che due proposizioni sono equivalenti se assumono gli ste
valori nella loro tabella di verdt, cice se sono entrambe vere o entrambe false.

QIP=Q|P<Q | PsQ
1 1 1 1
1 1 0 0
0 0 1 0
0 1 1 1
TABELLA 1.4
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Per convincerci che la definizione di implicazione corrisponde a criteri di senso comapportuno
mettere in evidenza la negazione della proposizidghex ()); avremo che

(1.2) not(P = ()) se e solo se not((not P)or@) se e solose (Por(notQ))

Infatti & chiaro chewot(P = @) se accade chg e vera &) e falsa.
La seguente tabella permette di verificare che le due proposizioni contenute hanno la stessa
tabella di veri&; cioce sono equivalenti.

P not@ | P = @ | (P and (not Q)) not (P = Q)
1

1
0
1

TABELLA 1.5

Osserviamo anche
(1.3) (P = Q) < ((not Q) = (not P))
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Per cui possiamo aggiungere una colonna alla tahefla

P not@ | notP | P = @ | (not Q) =
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1

(not P)

1
TABELLA 1.6

(P Q) & (P=Q)and (P < Q))
(P= Q) < ((not Q)= (not P)) < (not(P and (not Q)))

Quest'ultima relazioné nota comerincipio di dimostrazione per assurda

Ricordiamo che si suppone noto il concettoidsieme
Usualmente gli insiemi sono identificati da una lettera maiuscola, mentre le lettere minuscole, di ¢

designano gli elementi di un insieme.
Ricordiamo anche che
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e a € A significa chez € un elemento di, a appartiene ad;

e b ¢ A significa cheh none un elemento di, b non appartiene ad.

e seA e uninsiemeg € A e P, € una propriet che dipende da, tale che cié sia vera per certi
valori di a e falsa per altri valori di;, scriviamo

{a € A: P,} oppure {a€ A:P,eéverg

per indicare l'insieme degli elementi di tali che P, & vera.
Occorre infine ricordare che si dice data una relazione binaria su un ingieseedati due elementi
a,b € A e possibile stabilire sé vera o falsa la proposizione e in relazione conb’.
ScriveremazRb e aRb per significare che la proposizione in oggettaspettivamente vera o falsa.
Una relazione binaria si dia#i relazione di equivalenzse sono verificate le seguenti condizioni
o (aRb) = (bRa) (simmetricit);
e (aRa) (riflessivit);
e ((aRb) and (bRc)) = (aRce) (transitivita).
Unarelazione binariasi dicerelazione d’ordineo ordinamentase sono verificate le seguenti condizio
o (aRa) (antiriflessivit);
e ((aRb) and (bRc)) = (aRc) (transitivi@).
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SianoA, B due insiemi, diciamo che

(1.4) ACB (BD>A) se (a€ A) = (a€ B)
Diciamo che

(1.5) A=B se(a€A) & (a€B)

Definiamo

A\B={a€ Aanda ¢ B}

Nel caso in cuiB C A l'insieme A\ B si dice anche complementare Hiin A e si indica conB*
essendo omessa l'indicazione che il complemenrgafiato rispetto ad4, in quanto sa sempre chiara,
guando si usertale simbolo, I'identa di A.

Definiamo inoltre

e AUB = {a€ Aora€ B} (A unioneB)
e ANB = {a€ Aanda € B} (A intersezioneB)
e Ax B = {(a,b) :a € Aand b € B} ( prodotto cartesiano




Si possono provare facilmente propéetel tipo

e AU(BUC) = (AuB)UC
e AN(BNC (AnB)NC

N
. AUEBHC; — (AUB%H(AUC’)
( ) yu(Ana)

e AN(BUC) = (ANB
e (AUB)® = A°N B°
e (ANB)* = A°UB°
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Le ultime due uguaglianze sono note come formule di De-Morgan.
Indichiamo conz 'insieme vuoto, ci@ I'insieme privo di elementi
Se P € una proposizione ed € un insieme possiamo considerare le seguenti proposizioni

e ogni elemento dA soddisfaP;
e qualche elemento di soddisfaP;
e uno ed un solo elemento di soddisfaP .

Le tre affermazioni di cui sopra si scrivono in simboli

eVre A : P,
e drc A : P,
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e dlzec A : P,
Osserviamo che le negazioni delle prime due precedenti proposizioni sono

e Jxrc A not P,
eVre A not P,
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CAPITOLO 2

| NUMERI REALI

Introduciamo l'insiemeR dei numeri reali per via assiomatica; elenchiama@d@propriea cui deve
soddisfare I'insieme dei numeri reali prescindendo dalla verifica dell’esistenza di un modRlimdhlla
costruzione di tale modello.

A tale proposito ci limitiamo a ricordare che la retta euclidea su cui siano stati fissati due(peadti (
1), sia stato definito il verso positivo e siano state definite la somma ed il prodotto per via geome
costituisce un buon modello dei numeri reali.

Diciamo che sono assegnati i numeri reali, che indicheremdcce:

e € assegnato un insiente

e sSOno assegnate due leggi, che chiamiamo somma o addizione e prodotto o moltiplicazione
indichiamo con+ e - rispettivamente, ciascuna delle quali associa ad ogni céppig € RxR
un elemento dR che indicheremo com + y edx - y rispettivamente (in reatuseremo sempre
zy in luogo diz - y)

e € assegnata iR una relazione di equivalenza che indicheremo con il simbolgispetto alla
guale esistono ifR almeno due elementi distinti)
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e € assegnata iR una relazione d’ordine che indicheremo con
valgono le seguenti propriper ogniz,y,z € R :
Dz+y=y+=
(propried commutativa dell'addizione)
@) (z+y) +z=r+(y+2)
(proprietr associativa dell’addizione)
(3) esisted € R tale cher + 6 = z, per ognix € R
(esistenza di un elemento neutro rispetto all’addizione)

¢ I'elemento neutro rispetto alla somngaunico inR
infatti sez, 2’ sono due elementi neutri rispetto alla somma si ha

/ / /
r=gd =2 F2=%

e sara indicato d’ora innanzi con 0
(4) xy = ym - - . . -
(propried commutativa della moltiplicazione)

©) (zy)z = z(yz)
(propriet associativa della moltiplicazione)
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(6) esistel € R tale cher( = x per ogniz € R
(esistenza di un elemento neutro rispetto alla moltiplicazione)
¢ I'elemento neutro rispetto al prodotiunico inR Sewu, u’ sono due elementi neutri rispetto
al prodotto si ha

u=uu =u
e sara indicato d’ora innanzi con 1

(7) z(y+ 2) =2y + x2
(propriet distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione)

(8) e vera una ed una sola delle seguenti affermazioni

r<y , T=y , y<uz

(legge di tricotomia)
(9) sex < yallorax + z <y + =z
(invarianza dell’ordine rispetto all'addizione)
(10) sex < ye0 < z allorazz < yz
(invarianza dell’ordine rispetto alla moltiplicazione per elementi positivi)
(11) Per ognix € R esister’ € R tale cher’ +x =0
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(esistenza dell'inverso rispetto all’addizione)
e per ogniz € R l'inverso di z rispetto alla sommae unico, infatti sianar’, z” tali che
¥ +x=2"+2 =0allorasihaz’' + x + 2’ = 2" + x + 2’ e ne segue che = 2"
e verra indicato solitamente con—z
(12) per ogniz € R\{0} esister” € R tale chex”z = 1
(esistenza dell'inverso rispetto alla moltiplicazione)
e per ogniz € R\{0} l'inverso di x rispetto al prodottcé unico Sianar’, z” tali che 2’z =
2"x =1sihax’'za’ = 2”22’ e ne segue’ = 2"
e verra indicato solitamente conl /x 0 conz !
(13) Perognid, B C R, A, B # o tali che

a<b Yae A,Vbe B
esistec € R tale che
a<c<b Vac A, VYbeB

(esistenza di un elemento separatore).
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Sez,y € R scriveremar > y in luogo diy < = e converremo di usare il simboto< y se(x = y) or
(z <y).

Ricordiamo inoltre che in caso dipbperazioni in sequenza, Se non vi Sono parentesi, per convenz
il prodotto ha prioria sulla somma.

Passiamo ora a provare alcune fondamentali pr@pdet numeri reali.

TEOREMA 2.1. - proprieta dei numeri reali - Valgono i seguenti fatti:

Q) Vx,y,z€e R z+ 2=y + 2 < z =y (legge di cancellazione rispetto alla somma)
(2) Vx,y,z€e R, 2#0, zz =yz < z =y (legge di cancellazione rispetto al prodotto)
(3)20=0, VxeR

4 (—(—x)) ==z, VzeR

6) (—2)+(-y)=—(z+y), Vz,yeR

(6) (—z)y = —zy, Vz,yeR
(7) (—2)(-y) =2y, Vr,yeR
(8) zy = 0 se e solo sgx =0) or (y = 0)
9) (xy)' =a7ly!, Va,y € R\{0}
(20) x > O implica—z < 0
(11) zz > 0, Vz e R\{0}
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(12) 1 #£0
(13) 1 >0
(14) z > Oimplicaz™! >0, VreR

DIMOSTRAZIONE.
(1) Siaz’ tale chez + 2’ = 0 allora
r=(z+2)+2=WY+2)+2 =y
(2) Siaz' tale chezz' =1 allora

z=(22)2 = (y2)2' =y

(3) 20 =2 (0+0) = 20 + z0 da cuiz0 = 0 .

(4) (—z)+x=0dacui—(—z) ==x.

B)z+y+ (—z)+ (-y) =0dacui—(z+y) = (—x) + (—y) .

6) (—2)y+ 2y = (—x + x)y = 0onde(—z)y = —zy .

(@) (=2)(=y) + (=2y) = (=2)(~y) + (=2)y = (=2)(~y +y) = 0.
(8) Siazy = 0, se fosse # 0 si avrebber = zyy= = 0.

9) (zy)z~lyt=1.
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(10) Sex >0allora0=z—x>0—2z=—x.

(11) Sex > 0 alloraxzz > 0 mentre ser < 0 si hazx = (—z)(—x) > 0.
(12) Se fossd = 0 si avrebbe, perogni c R,z =21=20=0.
(13)1=1-1>0.

(14) Sex > 0ex ! < 0alloral = z2=* < 0.

O
Possiamo ora costruire un modelladRlidentificando gli elementi dR con i punti di una retta euclidea

su cuie fissato un punt6 ed un puntd.

Si dice positivo il verso di percorrenza fad1 e si dice altrelspositivo un punto (elemento &) che
sta dalla stessa parte drispetto & e negativo in caso contrario.

Si definisce somma di due elementied y I'elementox + y individuato dal secondo estremo de
segmento composto affiancando i segmenti di estoesdiz e 0 edy come si vede in figuta

Si definisce il prodotto di due elementiedy mediante la costruzione indicata in figira

Con le operazioni di somma e di prodotto e la relazione d’ordine introdotteosdipoiostrare che le
propriet richieste sono verificate e permettono di identificare nella retta euclidea un buon modell
numeri reali.
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FIGURA 2.1. Costruzione della somma di due numeri reali

Occorre ora identificare IR I'insiemeN dei numeri naturali, I'insiem& dei numeri interi e I'insieme
Q dei numeri razionali.
A questo scopo definiamo il concetto di sottoinsieme induttiv in

DEFINIZIONE 2.1. Sia ' C R, diciamo cheE €& un insieme induttivo se soddisfa le due segue
proprieta:




NEX

K @Full
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D1er
QrzeFE = x+1€F

Osserviamo che esistono certamente insiemi induttivi in quanto, ad esékpiessae un insieme
induttivo; € pure utile osservare che anche

{reR:z>1}
e un insieme induttivo.
DEFINIZIONE 2.2. Sia& l'insieme degli insiemi induttivi dR; definiamo

N=()E

Eet
La definizione assicura ch&e il piu piccolo sottoinsieme induttivo d .

TEOREMA2.2. N e nonvuoto] € N, 1 <n Vn € N ed inoltre vale la seguente propréet
seA C N e uninsieme induttivo alloral = N

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che 1 appartiene ad ogni sottoinsieme induttivo e dal momenta
{z € R : z > 1} € un insieme induttivo si ha chHec N ed inoltren > 1 sen € N.
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Per provare la seconda affermazione possiamo osservare ¢he sa insieme dN induttivo, allora
evidentementel € £ e pertantad D N ondeA = N a

L'ultima affermazione del teorema 2.2 & nota come principio di induzione.

Applicando il principio di induzione all’insieme

B=Au{neN : :n<ng}
possiamo dedurre il seguente corollario:

COROLLARIO 2.1. Siang € N, ny > 1, e supponiamo che sid C N tale che

DQ)noeA
@2)neA=n+1ecA

Allora
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DEFINIZIONE 2.3. Sianom,n € N, m > n, e siaa;, € R per ognik € N; definiamo
m+1

m
5 E ak:am+1+§ ag
k=n

k=n

m+1

m
A = Qm+1 * H ag
k=n

DEFINIZIONE 2.4. Chiamiamo insieme dei numeri interi I'insieme
Z={aceR :a=m—-n, mmneN},
inoltre diciamo insieme dei nhumeri razionali I'insieme
Q={¢geR :g=mn'=m/n, meZ,necN}.

Non entriamo nel dettaglio delle proprediZ e Q, ricordiamo solo che

Z=(-N)U{0}UN
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DEFINIZIONE 2.5. SiaA C R, diciamo chelM € R e un maggiorante di se
YVae A, a< M
Diciamo chem € R € un minorante di se
Yae A, a>m

Chiamiamo
M(A) ={M eR : Vac A, a< M}

m(A)={meR : Vae A, a>m}

In altre paroleM (A) é I'insieme dei maggioranti di, mentrem(A) & l'insieme dei minoranti dA.
Osserviamo che

M(@)=m(2)=R .

DEFINIZIONE 2.6. SiaA C R, diciamo cheA & un insieme superiormente limitato 88 A) # @.

Diciamo cheA & un insieme inferiormente limitato se(A) # .
Diciamo cheA é limitato seA & sia superiormente che inferiormente limitato,&®e tanto)/ (A)

quantom(A) sono non vuoti.
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DEFINIZIONE 2.7. Diciamo cheA C R ammette minimo (massimo) se esistec A (M € A) tale che
m < a (M > a) perognia € A
Scriveremo in tal caso

m=minA , M=maxA

Osserviamo che non sempeevero che un insieme di numeri reali ammette minimo 0 massimo:
consideri ad esempio

A=R oppure A={zeR:0<z<1}
Osserviamo anche che

min A = m(A)NA , max A = M(A)NA

e che tali insiemi, se non sono vuoti, contengono un solo elemento.

TEOREMA 2.3. SiaA C R, A # @ se A & inferiormente limitato alloran(A) ammette massimo,
mentre sed & superiormente limitatd/ (A) ammette minimo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che seeé inferiormente limitato alloran(A) ammette
massimo.
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m<a Vm e m(A), Va e A

e pertanto per la.1

JaeR taleche m<a<a VYm € m(A), Va € A

Pertanto si pa affermare che
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DEFINIZIONE 2.8. SiaA C R, A # @, A inferiormente limitato; definiamo estremo inferiore die 10
indichiamo coninf A , il massimo dei minoranti di, definiamo cie

inf A = max m(A).
Analogamente sd e superiormente limitato definiamo estremo superiora dilo indichiamo cosup A
, iminimo dei maggioranti di4, definiamo cie

sup A = min M(A).
Definiamo inoltre

e inf A = —o0, seA none inferiormente limitato

e sup A = 400, seA noné superiormente limitato
e inf @ =400

® SUp J = —o0

E importante trovare una caratterizzazione dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore di un
me.

TEOREMA2.4. SiaA C R, A # @, A inferiormente limitato; allora\ = inf A se e solo se valgono
le seguenti condizioni:

Q) A<a Vae A
(2) Ve > 0,da. € Atalechea, < A+ ¢
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DIMOSTRAZIONE. A = infA < A =maxm(A) & X € m(A)

e

Ve >0, A+ec¢m(A).

D’altra parte

Aem(A) © A<aVacA & (1)

mentre

Ve>0 A+edm(A) © Ve>03Ja. €A : a. <A+e & (2) O
In maniera analoga si pudimostrare

TEOREMA2.5. SiaA C R, A # &, A superiormente limitato; alloras = sup A se e solo se valgono
le seguenti condizioni:
QD pu>a Vae A
(2)Ve>0 Jda.€ A :a.>p—c¢
Dal momento chenf A = —cc esupA = +oo Se, rispettivamenteA non e inferiormente, o
superiormente limitato,si ha che

TEOREMA2.6. SiaA C R, A # & allora
(1) inf A=—-0c0 & VkeR da, € Atalecheq, < k
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(2) sup A=+o00 & VkeR da, € Atale chea, > k

Proviamo a questo punto che I'insieme dei numeri interi @@uperiormente limitato; proviamo &o
che

TEOREMA 2.7. - Principio di Archimede Vz e Rdn € Z : n>«x

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo esistegse R tale che
y>n VneZ

alloray € M(Z) e

A=supZ e R
Pertanto, da
A>nVneZ

possiamo dedurre che
A>n+1VneZ

A—1>n Vn € Z
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ma cb contraddice il teorema.5
Infatti pere = 1 non esiste alcun € Z tale che — 1 < n.

LEMMA 2.1. Per ogniz € R esisten, € Z tale che
Ng <x<ng,+1.

Inoltre sihan, = max{n € Z : n <x}.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo
A={neZ : n<z} .
Evidentemented € superiormente limitato e non vuoto in quanto, per il teorénfaesiste—n, € Z,
—ng > —x; Si pw pertanto affermare che, € a
A=sup A €R
Se per assurdo si avesse che
Vn e A siabbian+1€ A

avremmo allora chel D {n € Z : n > n;} e quindiA non potrebbe risultare limitato.
Quindi e lecito affermare che
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esisten, € A, tale chen, + 1 ¢ A;

da cui, essendo, e di conseguenza, + 1 interi, si ha

Ng <x<ng+1.

Osserviamo inoltre che, se esistesse A, n > n,, Si avrebbe:r > n, + 1 > r edn ¢ A.
E’ pertanto lecito porre:

DEFINIZIONE 2.9. Siaz € R, definiamoE(x), parte intera diz, come
E(z)=max{n€Z : n <z}

Osserviamo ché'(x) & il piu grande intero pi piccolo diz.
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DEFINIZIONE 2.10. Siaz € R, definiamag/z|, modulo, o valore assoluto, o normaudi

T se z >0
(2.2) lt]=<0 se x=0
—x Se z <0

TEOREMA 2.8. Sono verificati | seguenti fattvja, =,y € R :

1) |z| =0

@) |z|=0 & =0

Q) |zy| = |z| ly|

@ |z|]<a & —a<z<a
®) |z +y| < |=| + |yl

(6) [lz] =yl < |z -yl

(7) |z|]<e Ve>0 & z=0.
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DIMOSTRAZIONE. (1), (2) e (3) seguono immediatamente dalla definizione di modulo; per quel
riguarda la (4) si noti che

lz] <a & 0<z<aoppure —a<z<0.
Proviamo ora la (5): per (4) si ha
—lel <z <lfa] e —[y<y<lyl .
Pertanto, sommando membro a membro,
(x| +yl) <z +y < |z| + |y

e la tesi, riutilizzando la (4).
Per quel che riguarda (6), si ha

2] =z —y+y| < |z —y|l+ |y|

lyl=ly—z+z| <|z—y|l+]z] ;
perco

—|z —y| <|z| - |y| < |z -yl

e, da (4), latesi.
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Infine, per quel che riguarda la (7), se foss¢ 0, si potrebbe sceglieretale ched < ¢ < |z]. a

DEFINIZIONE 2.11. Siax € R, definiamo per ogni € N :
=1, z"=gz"!

2" si dice potenza ennesima di base
Definiamo inoltre, se: # 0,

x " =1/2" .
TEOREMA 2.9. Sianozx, y € R; per ognin, m € N si ha
(2.3)
(2.4)
(2.5)
(2.6)

Fin qui abbiamo definito cosa intendiamo per numero reale, naturale, intero e razionale m
abbiamo introdotto un simbolismo adeguato.
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Abbiamo fino ad ora identificato un numero utilizzando un simbologrohiaro che in tal modo pos-
siamo utilizzare contemporaneamente solo pochi numeri dato che, per chiareezassario servirsi solo
di un piccolo numero di segni (simboli o cifre) diversiguindi utile introdurre un sistema di rappresentz
zione che utilizzi solo un numero piccolo di cifre e sia in grado di fornire una adeguata rappresenta
dei numeri,anche molto grandi, che ci interessano.

Tale tipo di rappresentazione fu introdotta in Europa da Leonardo Pisano, detto Fibonacfiglmo
di Bonaccio attorno al 1400, ma era impiegata dagli arabtgi molto tempo.

Essa prende il nome di notazione posizionale e si fonda sul seguente semplice fatto

LEMMA 2.2. Per ognia € NU {0}, e per ognb € N, esistono e sono unigi» € NU {0} tali che
(2.7) a=bg+r , r<b
DIMOSTRAZIONE. Postog = E(a/b) siha

g<a/b<q+1 e bg<a<blqg+1)
Pertanto, posto = a — bg sihar e NU {0} e

bg+r=a<bg+b dacui r<b
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Sianoag, b € N, ag > b > 1; e definiamo il seguente algoritmo
per ognin € NU{0} indichiamo coru,, e ¢, gli unici elementi dNU {0} (vedi il lemma2.2) tali che

(2.8) ap = ani1b+c, , ¢, <b

| numeria,, cos generati soddisfano interessanti progriet

1) a, #0 = ap41 < a, infatti
e Dal momento che,,,; = E(a,/b) e poicteb > 1

Q41 S an/b < Qpn

(2) Esisten, € N tale cheu,,, # 0 eda,,+1 =0
e Sea, # 0 implicasses,,.; # 0 avremmo, per il principio di induzione chg # 0 per ogni
n € N e quindi si avrebbe allora per il (lemma),

a; <agp—1 essendoa; < ag
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ed inoltre si potrebbe affermare che

A, <apg—n = a1 <ap,<a—n = apy <ag—(n+1)

Ne verrebbe pertanto, per il principio di induzione, che
a, <ag—n VneN

e cio none possibile in quanto, per > ag, Si avrebber,, < 0
(3) Risulta:
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Qo —alb:co

aq —CLQb: C1

ey C’I’Lo

da cui moltiplicando la seconda uguaglianzalpéa terza uguaglianza péft e cos via fino
a moltiplicare I'ultima pe®™ si ottiene

ag — alb = Cp
alb i azb2 Clb

— Cgb2

= G0
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e sommando membro a membro si ottiene
(29) ap — alb + Cle = Cl,gbz —|— a2b2 = a3b3 +
= Cy aF Clb = Cgbz <
e ciee

ap = Z cpb”

k=0

E evidente a questo punto che possiamo identificare in maniera univoca il numerediante la
sequenza dei numetg, che risultano interi positivi o nulli, minori di.

In altre parole conveniamo di rappresentare in Ba@umeroa, mediante I'allineamento ordinato
dei numeric;, trovati seguendo il procedimento descritto; definiamecio

7(@0) = CngCng—1Cng—2-++--- C2C1Cp.
Osserviamo esplicitamente che
0< ¢ < b
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e che

r(ag) =ay < ay<b

Possiamo verificare che, per comstata costruita
(1) La rappresentazione in baséi un numero naturale unica;
(2) Ogni allineamento finito di cifre in base
Qy; . 0<ap<b

,k=0,1,...,n9 CONa,, # 0, identifica un numera € N mediante la
no
@ = Z apb”
k=0

Si pw pertanto concludere che ogni numero naturale gssere individuato non appena si dispong
di b simboli diversi che chiameremo cifre.

Usualmente si adopera per questo scopo un numero di simboli o cifie mée al numero delle dita
delle mani di un uomo; tali simboli sono:

O 9 1 9 2 9 3 ) 4 )
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| primi due sono usati per identificare rispettivamente zero (I'elemento neutro rispetto alla so
ed uno ('elemento neutro rispetto al prodotto), mentre i successivi servono ad indicare i numeri na
da due a nove (secondo la terminologia in uso nella lingua italiana). | numeri da dieci in poi si indi
invece facendo ricorso a(pdi una cifra.

Naturalmente la scelta della bdse- 10 none l'unica possibile &€ la sola usata frequentemente.

Oltre alla notazione decimale infatti si fa spesso ricorso alla notazione binaria, che corrispond
sceltab = 2 e che fa uso delle sole cifre

0 : 1
alla notazione ottale, che corrisponde alla sceka8 e usa le cifre

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7

e alla notazione esadecimale che corrisponde alla dcelté6 (decimale) e che fa uso della cifre

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F

Osservazione. llruolo dellabasé = 2 e diventato basilare in seguito allo sviluppo degli elaborato
infatti la memoria di un elaboratogein grado di registrare in ogni singola posizione di memoria due st
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attivo e non attivo, vero e falsd,e 0. Pw pertanto in maniera semplice memorizzare un numero co
una sequenza di stati binari.

Le basib = 8 eb = 16 sono di conseguenza importanti in quaste 22 e 16 = 2* e la conversione di
base tra numeri binari ottali o esadecimali risulta molto semplice. A titolo di esempio osserviamo C
seguenti rappresentazioni in b&se e 16 corrispondono al valore decimé&tés

11 111 111 1111 1111
3 7 7 F F

TABELLA 2.1

E anche utile ricordare che la numerazione in biaka il vantaggio di usare poche cifre e quindi d
necessitare di semplicissime tabelline di addizione e di moltiplicazione, mentre ha lo svantaggio di
usare molte cifre anche per numeri piccoli.

Al contrario la numerazione in bagé ha tabelline di addizione e di moltiplicazione complicateéna
in grado di rappresentare grandi numeri con poche cifre.

O
Dal momento che si ha

Z =NU {0} U (-N)
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possiamo ottenere anche la rappresentazione inbodissgni numero intero.

Per quanto concerne i numeri reali non interi norasar generale possibile identificarli mediante
un allineamento finito di cifre, possiamo peprovare che ogni numero reale sigpapprossimare con
arbitraria precisione mediante allineamenti finiti di cifre.

Anche in questo caso possiamo definire un algoritmoecimegrado di generare una successione, ¢
puo essere infinita, di cifre mediante la quale ogni numero reategssere approssimato con arbitrar
precisione.
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Siaz e R,z > 0esiabe N, b > 1 definiamo

Co

1

C2

(2.10)

E(x)

E((z — ¢o)b)
ﬂ@—%—%W)

E((x— > ab )

k=0
Definiamo inoltre

n

B = Z cpb "

k=0

x,, Si chiama approssimazione in bdsd ordinen del numero reale.

Usualmente si scrive

Lp = Cp, C1C2C3
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oppure
Ty = Cp.C1CaC3
Sex € R, x < 0 si definisce
Ty = —(—2Z)g
Nel seguito tuttavia faremo sempre riferimento al caso inecui0

QDo<zr—x,<b™ \ 0<cpi1<b
e Infatti osservando che

n=FE(r—x,-1)b") eche z, =z, 1 +c,b"

si ha
n < (r—x, )" <c,+1
ed anche
I R I o B o
da cui
0<z—z,<b ™
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Inoltre moltiplicando la precedente disuguaglianzagét si ottiene
0< (v —2,)b"t < b

cnp1 = E((z — z,)b"h) < b
(2) Sideduce quindi subito che
T > Ty

Cio si esprime dicendo che, &€ una approssimazione per difetto del numero reafi vede
altres che I'approssimazione di puo essere fatta con precisione arbitraria pur di aumenta
I'ordine. Infatti

(3) Per ognix € R si ha
x = sup{z, :
e Abbiamo ga osservato che

D’altro canto si ha
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e possiamo anche affermare che
SebeN,b>1sihat” >n,vneN
— Infatti pern = 1 sihab > 1
— inoltre seb™ > n allorab™*! > n + 1 in quanto

Ll =p"b>bn>2n=n+n>n+ 1.

Poicte per ognk > 0, esisten € N tale ches > 1/n possiamo allora concludere che

e>1/n.>1/b".

Si possono altregprovare i seguenti risultati.

(1) Perognix € Re perogne € R,e > 0,esistey € Q : |z —¢q| < e,
e Sceltog = z,,_, conb™ > 1/, € immediato verificare chec Q e chejz — ¢| < e.
(2) Perognir,y € R, z < y, esisteg € Qtale cher < ¢ < y
(3) Perognix,y € Q, z < y, esistez € R\Q talecher < z <y
Infatti dettoz = (= + y)/2 e sceltog = z,_ tale cheb™ > 3/(y — z), & immediato verificare
cheqe Qex < qg<uy.
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La seconda affermazione segue dall’esistenza di almeno un irrazionale; sednéatin
numero irrazionale compreso (f, 1), ad esempia = /2 — 1, avremo che

(2.11) z+aly —x)
none razionale ( se lo fosse, poieh, y € Q si avrebbe anche € Q) ede compreso iffjz, y)

Osserviamo che quindi anche tra due reak y esiste un irrazionale, infatti si possono trovafe< ¢’
conx <x' <y <y

Questo risultato si esprime usualmente dicendo@gedenso inR .

In real@ il risultato provatce pit preciso in quanto assicura che il sottoinsieme dei numeri razio
che si possono scrivere nella forma usata.itDe denso irR.

Nel caso in cub = 10 i numeri che si possono scrivere in tale forma si chiamammeri decimali
finiti .

Osservazione. E d'uso, lavorando con i numeri reali, adoperare la retta euclidea come modellc
numeri reali.

Infatti, assumendo i postulati della geometria euclidea ed il postulato di coatiduiDedekind, si
possono definire sulla retta le operazioni di addizione e moltiplicazione, una relazione di equivale
una d’ordine, in modo che siano verificati gli assiomi che identificano i numeri reali. O
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E inoltre utile costruire una rappresentazione geometrica del prodotto cartBsiafio= R2.

Cio pw essere ottenuto identificani3 con un piano.

Consideriamo pertanto un piance fissiamo su di esso due retteedr,, detteassi cartesianj che si
intersecano nel punto, dettoorigine.

Usualmente adopereremo le lettereed y per indicare i punti dir; ed r, rispettivamente; per tale
ragione diremo che, e I'asser e cher, € I'assey.

Ognuna delle rette guessere interpretata coriReed e chiaro che procedendo come in figRish pud
identificare ogni coppia di numeri reali con un punto del piar®viceversa.

Qualorar; edr, siano tali che ruotandg, in senso antiorario, di un angolo inferiore ad un ango

piatto, fino a sovrapporla ad, i punti che rappresentano le uisulle due rette stanno dalla stessa par
rispetto al punto O, la rappresentazione si chia@®strorsg in caso contrario si dicsinistrorsa.

Qualora le rette:; edr, siano perpendicolari, la rappresentazione si chiartegonale

Qualora si scelgano i, edr, segmenti unitari uguali, la rappresentazione si diceometrica.

Usualmente adopereremo una rappresentaziesgorsa, ortogonale e monometrjade chiamiamo
sistema cartesiano

Per concludere ricordiamo alcune notazioni:
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Definiamo inoltre
crz€eR, >0}
cz€e€R, x>0}
creR,x<0}
crze€R, x2<0}

DEFINIZIONE 2.13. SiaA C R, diciamo che A aperto se

Vee A Ir>0 taleche (x—rx+r)CA

Diciamo che Ae chiuso sed“ e aperto.
Diciamo che Ae compatto seé chiuso e limitato.
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CAPITOLO 3

FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

Il concetto di funzionet di fondamentale importanza;

DEFINIZIONE 3.1. Diciamo chee data una funzione reale di una variabile reale se sono asseg
un sottoinsiemé> C R ed una corrispondenzé che ad ogni elemente € D associa uno ed un solo
elementa, € R.

DEFINIZIONE 3.2. ChiamiamoD dominio della funzione e denotiamo cgfx) (si legge f di x) il

corrispondente dic secondo la legge assegnata spesso useremo il termine valore flin = oppure
f calcolata inx per indicare f(z) e chiamiamar argomento di f(x); per indicare la corrispondenza
scriviamo anche: — f(x) oppurer — y = f(x).

Chiamiamo rango df I'insieme

R(f)={yeR:3zxeD, y=f(x)}

Per indicare una funzione scrivianfa D — R, specificando prima della freccia il dominio di f,
ma non curandoci di precisare, dopo la freccia, il suo rango.
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Osservazione. Distinguiamo fin d’ora due notazioni che saranno usate con significati compl
mente diversi. Useremg per indicare la legge di corrispondenza di una funziong (@d per indicare il
valore dif in z, (Quindi f(z) € un numero reale). O

Spesso, nell’assegnare una funzione, daremo soltanto la legge di corrisporidémzal caso sot-
tointendiamo sempre ch@ e il piu grande sottoinsieme @ i cui elementi possono essere usati co
argomenti dif.

Ad ogni funzionee possibile associare un sottoinsieme del prodotto carteRiarid (che indicheremo
spesso coiR?) che la caratterizza in maniera completa e dalla ggalempletamente caratterizzato.

DEFINIZIONE 3.3. Siaf : D — R, definiamo grafico df

G(f)={(z,y) eR* : € D, y= f(z)}

Mediante la definizione 3.8 possibile associare in maniera univoca un sottoinsienie G(f)) ad
ogni funzionef : D — R.

Non e altrettanto vero che ad ogni sottoinsie@ie R? & possibile associare una funziofie D —
R. Cio accade solo nel caso in adisoddisfi una particolare propréet
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DEFINIZIONE 3.4. Diciamo cheGG c R? soddisfa la propriei (g) se

(9) (), (2,0) €G = y1 =1y

TEOREMA 3.1. Per ogniG C R?, G soddisfacente la propriat(g), esistono unicD C R ed f :
D — R talicheG = gphf.

DIMOSTRAZIONE. DefiniamoD = {z € R : Jy € R, (z,y) € G} e siaf(z) = y dovey & l'unico
elemento dR tale che(z,y) € G.
Dal momento ché&- soddisfa la propriét (g), D ed f verificano le propriet richieste. O

DEFINIZIONE 3.5. Siaf : D — R, sia A C D, definiamo restrizione df ad A la funzioneg; :
A — R tale cheg(z) = f(z) Vo € A.

Indichiamo conf| 4 la restrizione dif ad A.

Siano invece3 D D eg : B — R; diciamo chey & un prolungamento df a B seg|p = f.

DEFINIZIONE 3.6. Siaf : D — R, diciamo che
(1) f einiettiva se
‘v’xl,xg eD f(l'l) = f(il?g) = T = Iy
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In altre parole f e iniettiva se ogni retta parallela all’asse delleintersecagphf in un solo
punto.
(2) SiaA C R, diciamo chef & surgettiva su A s&(f) = A, cioé se

Yye A JzeD : y=f(x).

Per esprimere ch¢ & surgettiva su A diremo anche clie D — A € surgettiva. (Si osservi che in
guesto caso abbiamo specificato dopo la freccia il rangg)di
Siaf : D — A, diciamo chef e bigettiva se iniettiva e surgettiva.

Osservazione. Ogni funzionee surgettiva sul suo rango.

DEFINIZIONE 3.7. Sianof, g : D — R, definiamo

(1) f+9:D— Rcome(f+g)(x)=f(x)+g(x) VreD
() f-g9: D — Rcome(f-g)(z) = f(z)-g(x) VxeD
(3) ;: D1 — Rcome,(z) = ;o5 Vo € Dy = {z € D: g(z) # 0}

— g(x)

DEFINIZIONE 3.8. Sianof : D — R eg: B — R e supponiamo ch&(g) C D.
Definiamo funzione compostagled f la funzione che ad ogni € B associaf(g(x)) € R.
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DEFINIZIONE 3.9. Diciamo chef : D — A e invertibile se esiste : A — D tale che
(3.1) flaly) =y Vyed
(3.2) g(f(x)) = =z VYx € D
Per indicareg usiamo il simbolof ~! cosiccle
fl:A—D

e linversa dif.
TEOREMA3.2. Siaf : D — A, f € invertibile se e solo sg & bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamd invertibile; allora
YweAd  f(fT )=y

e Ci0 prova chef e surgettiva su A.
Siano poiry, zo € D e siaf(z1) = f(x9), allora

v =T (f(21)) = F(f(@2)) = 22

e cio prova l'iniettivita di f.
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Supponiamo viceversa clfesia bigettiva e definiamo, per ognic A, f~*(y) = = dovex € I'unico
elemento diD tale chef (z) = y.
In altre parole

fFlw =2 &  y=[f()

Si ha allora

Y f@)=f"y)=x VxeD
fF ' y)=fle)=y VyeA

|

DEFINIZIONE 3.10. Siaf : D — R e supponiamo ch® sia simmetrico rispetto all’origine (ci®
x € D = —x € D); diciamo chef & una funzione pari se

flz) = f(=x)  VzeD;
diciamo chef e una funzione dispari se

Vr € D.
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DEFINIZIONE 3.11. Siaf : D — R, diciamo chef e crescente (strettamente crescente) se
Ve,yeD, z<y = [fl)<[fly) (fle) <[f(y).

Diciamo chef e decrescente (strettamente decrescente) se
Ve,ye D,  x<y = fl@)=2fy) (fl@)> 1)

DEFINIZIONE 3.12. Sia f : D — R, diciamo chef € monobna (strettamente monmta) sef e
crescente oppure decrescente (strettamente crescente oppure strettamente decrescente).

TEOREMA3.3. Siaf : D — R, f € monobna (strettamente moraia) se e solo se

Vr,y,2€ D, z<y<z = [fly) = f@)lf(z) = f]=0(>0).

DIMOSTRAZIONE. La sufficienza ovvia, proviamo la necesait
Sianoa, b, x1, 10 € D,a <b<x; < 19,
[f(a) = fFOILf(b) = f(e)][f(0) = flan)]lf (21) — f(22)] = O;
percd f(z;) — f(x2) halo stesso segno dia) — f(b) ed f € monotona irD N [b, +00).
In maniera analoga si prova clie¢ monotona s N (—oo, b] € quindi suD in quanto se: < b < ¢

[f (@) = FOILf(0) = f(c)] = 0
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Nel caso in cuif sia strettamente monotona tutte le disuguaglianze sono da intendersi in senso Stre

TEOREMA 3.4. Siaf : D — A surgettiva e strettamente monotona, allgr& invertibile edf ! :

A — D e strettamente monotona.
Pil precisamente sg e strettamente crescente (decrescente),e strettamente crescente (decresce

te).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ch¢ sia strettamente crescente e vediamo £kaniettiva.
Sianox,y € D tali che f(x) = f(y); se si avesse, per assurdo,< y, si potrebbe dedurre che

f(z) < f(y) e cid & in contrasto con l'ipotesi chg&x) = f(y). Pertantor = v.
Si ha quindi chef & invertibile ef ~!(y) = x se e solo sg = f(x) per ogniz € D e per ogniy € A.
Siano oray;,y» € A, y1 < yo € Silanary, o € D in modo che

1= f(r1) € yo= f(2)

se fosser; > z, siavrebbef(x;) > f(xs) €y > yo € CiO € assurdo.
Se ne deduce chg < x, e la stretta crescenza fii .
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DEFINIZIONE 3.13. Siaf : D — R, diciamo chef e superiormente limitata se esisté € R tale
che
flz) <M Vz € D

diciamo chef e inferiormente limitata se esiste € R tale che
flx)>m Vz € D
diciamo chef e limitata see sia superiormente che inferiormente limitata.

Osservazione. f € limitata (superiormente) [inferiormente] se e soldX¢) e limitato (superior-
mente) [inferiormente]. O

DEFINIZIONE 3.14. Siaf : D — R, diciamo chery, € D € un punto di minimo assoluto pérse
f(zo) < f(x) Ve e D
diciamo chery € D € un punto di massimo assoluto pese
f(zo) > f(x) Ve e D

TEOREMA3.5. Siaf : D — R, affincke xq € D sia un punto di minimo (massimo) assoluto pe¥
sufficiente che sia decrescente (crescente)(inoo, o] N D e crescente (decrescente)iy, +00) N D.
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TEOREMA3.6. Sianof : D — R, g: A — R taliche R(g) C D, allora

e f strettamente crescentestrettamente crescente=-  f(g(-)) strettamente crescente;

e f strettamente crescente strettamente decrescente= f(g(-)) strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente crescente=- f(g(-)) strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente decrescente=-  f(g(-)) strettamente crescente.

Inoltre, le stesse asserzioni valgono abolendo ovunque la parola strettamente.
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CAPITOLO 4

LE FUNZIONI ELEMENTARI

Per costruire modelli che coinvolgono funzioni occorre avere un certo numero di funzioni, che
meremo elementari, di cui sono note le progriet

Usando tali funzioni si possono costruire la maggior parte delle funzioni necessarie per 'imposta
di modelli matematici.

E pertanto molto importante una buona conoscenza e della definizione delle funzioni elementari €
loro principali propriea.

Naturalmente la classe delle funzioni elementari, sebbene codificata e delimitata dalla lettera
dalla tradizione matemati@in qualche modo aperta a nuovi ingressi che si rendano di uso freque
applicazioni future.

Cominciamo con il definire cosa si intende per potenza di esponente naturale;

DEFINIZIONE 4.1. Sian € N, definiamo la funziong,, : R — R mediante la
Pu(z) = 2
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p,, Si dice potenza di esponentee di baser.

TEOREMA4.1. Sian € N, p,, & strettamente crescentel, .

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione;innanzi tutto ovvio che; e strettamente crescente i
R, ed inoltre se supponiamg, crescente iR, presiz > y > 0 si ha

Prr1(2) = 2pn(x) > 2pp(y) = YPn(Y) = Prs1(y)
e p,.1 & strettamente crescenteRy

TEOREMA4.2. Sian € N, n pari, allora
(1) pu(x) = po(—z) perogniz € R
(2) p, € strettamente decrescente®u
(3 R(pn) = R+

DIMOSTRAZIONE.

(1) Poicken e parisihan =2k, k e Ne

2" = 32 = (z2)F
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(2) Sianoz <y <0, allora—x > —y > 0 e dal teorema 4.2

Pn(2) = pu(=) > pu(=y) = puly)

(3) E evidente chék(p,) C R, in quantoz™ = 22 e z2 > 0, l'inclusione opposta dipende dal fatto
chep, € una funzione continua e dal teorema dei valori intermedi. Proveremo tale inclusia
suo tempo.

TEOREMA4.3. Sian € N, n dispari, allora

(1) pu(x) = —pu(—2) per ogniz € R
(2) p, e strettamente crescente Ru
) R(p,) =R.
DIMOSTRAZIONE.
(1) Poiclen e disparisihar = 2k + 1 e

pn(x) = g
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(2) Sianoz < y < 0, allora—z > —y > 0 e, per il teorema 4.2;-p,,(x) = pp(—x) > pu(—y) =

_pn(y)'
(3) Anche in questo caso rimandiamo la dimostrazione al seguito.

|

Abbiamo visto che, sen € N, n pari, allora p, : R, — R, & strettamente crescente e surgettiva;
pertanto p,, € invertibile ed e lecito definire

i Ry — Ry T = (pn) L.

Sez € R, r,(x) si dice radice n-esima diz.
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Sian € N, n dispari, abbiamo gia visto chep, : R — R e strettamente crescente e surgettiva;
pertanto p,, € invertibile ed e lecito definire

r,: R— R Ty = (pn)_1

Sezx € R, r,(z) si dice radice n-esima diz.

TEOREMA4.4. Sian € N

(1) sen & pari,r, : R, — R, & strettamente crescente;
(2) se ne dispari,r, : R — R €& strettamente crescente.

Definiamo ancora le potenze ad esponente negativo.
DEFINIZIONE 4.2. Sian € N, p_,, : R\ {0} — R & definita come

p-n(z) = 1/pn(z)
inoltre, py : R — R e definita da
po(z) =1 Ve e R

Per studiare le propriatdi crescenza, decrescenza e invertibilitp_,, sa@a sufficiente fare ricorso al
seguente risultato.
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TEOREMA4.5. Siaf : D — R tale chef(z) > 0 per ogniz € D; allora

(1) f & (strettamente) crescente 1/ f € (strettamente) decrescente;
(2) f e (strettamente) decrescertel/ f € (strettamente) crescente.

DEFINIZIONE 4.3. Sias € Q, s = m/n, m € Z, n € N; definiamo la funzion¢g, : R, — R,
mediante la

fs(x) = pm(rn(x)) = Tn(pm(l‘))

Sex € Ry, f(z) si dice potenza ad esponente frazionario di esponendidasex.

Osservazione. Sex € R, la definizione4.3 e indipendente dalla rappresentazione @i forma
frazionaria e dall’ordine in cui viene fatta la composizione tra potenza e radice.

Se invecer € R_ puo accadere che,(p,,(z)) sia definito anche quandg,(r,(x)) non loé.

Inoltre, sem/n, m’/n’ sono due diverse rappresentazioni frazionarie dello stesso numero razion
puo accadere che,(p,,(z)) sia definito mentre,, (p,,,(z)) non loé.

(Si consideri ad esempimn = 2 edn = 4; allora sex < 0 si ha chery(ps(z)) & definito mentre

pa(r4(x)) NO.
Inoltre sem’ = 1en’ =2 r4(pa(z)) € definito mentre,(p; (z)) no.) O
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Pertanto per valori di € R_ consideriamo la composizione di potenze e radici ove essa ha sensa
non definiamo in alcun modo la funzione potenza ad esponente razionale.

Ribadiamo ancora che&k dovuto al fatto che noa agevole, e talvolta noa possibile, definire in
modo univoco la potenza ad esponente razionake in

Cio non significa comungue rinunciare a considerare la composizione di una potenza di esp@ene
di una radice di indicen, qualora essa abbia senso, anche per valori dell’argomento negativi.

Ad esempic chiaro che(r3(—2)) risulta perfettamente ed univocamente individuato.

In casi simili tuttavia, pur trattando la funzione composta

Pm(7n ("))

non parleremo di potenza ad esponente raziofiatenon pretenderemo di applicarea(r,(-))le pro-
prieta delle potenze in quanto, come visto, potrebbero risultare false.

TEOREMA4.6. Sias € Q, s > 0, e siaf, : R, — R, allora f, e strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE. Infatti ses = ™ > 0 allora si ham,n € N e quindi

2% = pm(rn(2)) = 70 (pm (7))
e la composizione di due funzioni strettamente crescenti.

fal)
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E’ inoltre possibile dimostrare che le usuali regole di calcolo delle potenze naturali continuano a
anche per le potenze ad esponente razionale In altre parolé prgware che
Ses,r € Q, eser,y € R,, allora si ha:
(1) xs+r = Sy’
(2) (xs)'r _ xs’r
3) (zy)* = =y
Si dimostra altreische

TEOREMA4.7. Sex > 1 lafunzioneQ > r — a" € crescente sQ

In altre parole pers,r € Q, s < r; si ha

DIMOSTRAZIONE. Si ha

in quanto
>0 e 277°>1
dal momento che essendoe- s > 0 la funzioner — "% & crescente ed > 1.
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Per poter definire la potenza anche per esponenti égladicessario ricordare che piccole variazio
dell’esponente razionale corrispondono a piccole variazioni della potenzgr@tisamente possiama
affermare che:

TEOREMA4.8. Siax > 1 e siar € Q, allora per ognic > 0 esisten. € N tale che

r—1/n.

O0<a —x <e€

Sfruttando questa propreeé facile capire come sia naturale definifeper ognixz > 1.
Nel caso in cui sia invece < = < 1 potremo considerark > 1, calcolare(2)“ e definire

Sex = 1, infine definiamal® = 1 per ognia.
DEFINIZIONE 4.4. Siaz > 1 e siaa € R; definiamo
¢ =sup{z":r€Q, r<a}=sup{z":r€Q, r<a}

ed uguali; possiamo infatti verificare che
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SianoA={z":re€Q, r<a}eB={z":re€Q, r <a}allora
supA=supB € R
DEFINIZIONE 4.5. Sex = 1 definiamol® = 1 per ognia € R. Se) < x < 1 definiamar® = (1/z)~°.

A partire dalla definizione data possiamo verificare che la quarttiperx > 0 eda € R soddisfa le
propriet che siamo abituati ad usare quando maneggiamo potenze.

sex,y > 0esea,bc R, allora
Q) z¢>0

(2) 2ot — papb
(3) (a%)" =
(4) (zy)* = zy*
() 1/(z") =2~

DEFINIZIONE 4.6. Siaa € R, definiamo la funziong, : R, — R, mediante la
x = pa(x) =2

potenza di esponente
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TEOREMA4.9. Siaa € R, valgono i seguenti fatti:
(1) Sea > 0 allora p, € strettamente crescente
(2) Sea < 0 allora p, e strettamente decrescente
(3) Sea # 0 allora R(p,) = R.s
DIMOSTRAZIONE.
(1) Sia0 < x < y, occorre provare che” < y*, cioe chez® — y* < 0; si ha

ot =yt =a"(1-(y/z)") e (y/z)>1

pertanto(y/z)" > 1 perognir € Q,0 <r <ae(y/x)* > 1.

(2) E immediata conseguenza di (1)

(3) Il fatto che R(p,) C R, segue dalla definizione di potenza, mentre la dimostrazione dell’inc
sione opposta si ottiene mediante il teorema dei valori intermedi.

TEOREMA4.10. Siaa € R, a # 0, allora p, € invertibile suR, ep,' = p/q.
DIMOSTRAZIONE. Sag sufficiente dimostrare che

pa(Pr/a(y)) =y  VyeER,
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pl/a(pa(x)) =T Yz € R+.
Si ha infatti

a/a

Pa(Pr/a(y)) = (/") =y** =y

P1/a(Pa(T)) = (z2)V/e = g9/° — g,

DEFINIZIONE 4.7. Siaa € R, definiamo la funzionexp, : R — R, mediante la
x — exp,(x) = a”®

esponenziale di base

TEOREMA4.11. Siaa > 0, valgono i seguenti fatti

(1) Sea > 1 allora exp, € strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora exp, € strettamente decrescente
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(3) Sea # 1 allora R(exp,) = R.

DIMOSTRAZIONE.
(1) Sianoz,y € R, x < y, allora esistone, s € Q tali chex < r < s < y e perco

a* <ad" <a®<dad¥

dove la prima e la terza disuguaglianza discendono dalla definizidnmentre la seconda segue
dal teoremat.7.

(2) e conseguenza di (1)

(3) Il fatto cheR(exp,) C R, € conseguenza della definizione di potenza,; I'inclusione opposta se
ancora dal teorema dei valori intermedi.

Definiamo ora la funzione inversa dell’esponenziale.
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TEOREMA4.12. Siaa € R, allora

(1) Sea > 1 allora log, € strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora log, € strettamente decrescente

TEOREMA4.13. Sianoa,b € Ry, a,b# 1,2,y € Ry, z € R, allora
(1) log,(wy) = log,(z) + log,(y)
(2) log,(z*) = zlog,(x)
(3) log,(z) = log,(b) log, ().
DIMOSTRAZIONE.
(1) Sianou = log,(z) ev = log,(y), alloraz = exp,(u) ey = exp,(v), da cui
Ty = exp,(u) exp,(v) = exp,(u + v)
e

u+v = log,(zy)
(2) Siau = log,(x), allorax = exp,(u) ez* = (exp,(u))* = exp,(zu) per cui

zu = log, (z?)
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exp, (log, (b) logy(2)) = (exp, (log, (1)) = exp,(log,(z)) = «

log, () = log,(b) log,(x)

Ci apprestiamo, per concludere questa parte, a definire le cosiddette funzioni circolari. A questo
abbiamo bisogno di definire la lunghezza di un arco di circonferenza.

DEFINIZIONE 4.8. Sial" un arco della circonferenz&' e sianoA e B gli estremi dil"; supponiamo
che A precedaB (scriveremo in tal casol < B) considerando positivo il senso di rotazione antiorario

Diciamo chee data una poligonalé inscritta inT" (si veda fig4.12) se esistona puntidil’, A; = A,
Az, 1An = B tali CheAi < Ai+1, 1=1,2,..,n— 1.
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Definiamo lunghezza della poligonalg ¢(P), come

n—1
UP)=> AAin
=1

DEFINIZIONE 4.9. Sial" un arco di circonferenza di estrerdi e B e siaP I'insieme delle poligonali
inscritte inI". Definiamo
() =sup{{(P): P € P}
(Si osservi che la definizioreeben posta in quant& P) < 8R per ogniP € P, doveR & il raggio
della circonferenza di cui’ fa parte).

Usualmente si indica con la lunghezza di una semicirconferenza di raggicsi ha con51 cifre
decimali esatte:

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993 75105
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DEFINIZIONE 4.10. Diciamo che un angole misural radiante see I'angolo al centro che sottende
un arco di lunghezz# in una circonferenza di raggi®. (vedi fig.4)

Osservazione. Ovviamente un angolo giro misugar radianti, mentre un angolo piatto misura
radianti. Pu in generale, se € la misura di un angolo in gradi sessagesimalieela misura dello stesso
angolo in radianti, si ha
180

™

«
T

Questa relazione permette di convertire rapidamente la misura di un angolo da gradi in radi
viceversa. O

DEFINIZIONE 4.11. Siaz € [0,2n] e consideriamo su di una circonferenza di raggio 1, centra
nell'origine delle coordinate, un arcd' di lunghezzar aventi il primo estremo coincidente con il puntc
(1,0) (vedifig.4).

Definiamocos(x) esin(x) rispettivamente 'ascissa e 'ordinata del secondo estremo dell’arco.

DEFINIZIONE 4.12. Definiamocos : R — R esin : R — R nella seguente maniera: siac R e
siak = E(xz/2m), allora 2km < x < 2(k + 1).
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(1) R(cos) = [—1,1]
(2) R(sin) = [—1,1]

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvio dalla definizione ché(cos) C [—1,1] e R(sin) C [—1, 1]. Rimandiamo
al seguito la dimostrazione dell'inclusione opposta. O

DEFINIZIONE 4.13. Definiamotan : D — R, D = {x # kr + 7/2, k € Z}, mediante la

sin(x)

tan(z) = cos(x)

DEFINIZIONE 4.14. SianoD C ReT € Rtalichez € D = x+T € D;siainoltref : D — R; f
si dice periodica di periodd’ se,

Vo € D, fz) = f(x+T)

Enunciamo a questo punto, senza dimostrarle, alcune fondamentali prajglietfunzioni introdotte.
Sianoz, y € R, valgono i seguenti fatti:
(1) cos(—z) = cos(x)
(2) sin(—z) = —sin(x)
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(3) sin®(z) + cos?(z) = 1
(4) sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
(5) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
(6) sin e cos sono periodiche di periodar
(7) tan e periodica di perioda

Valgono inoltre i seguenti fatti

(1) sin : [—-7/2,7/2] — [—1, 1] & strettamente crescente e surgettiva.
(2) cos : [0,7] — [—1, 1] & strettamente decrescente e surgettiva.
(3) tan : (—7/2,7/2) — R & strettamente crescente e surgettiva.

Le verifiche delle propriét enunciate sono basate su considerazioni geometriche che qui non s
ad investigare.
DEFINIZIONE 4.15. Definiamo
4.2) arccos : [—1,1] — [0, 7]
(4.2) arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2]
(4.3) arctan : R — (—7n/2,7/2)
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FIGURA 4.19. Grafico della funziongrccos

La definizioneg ben posta e valgono i seguenti fatti:

TEOREMA 4.15. La funzionearccos € strettamente decrescente([su, 1]; la funzionearcsin & stret-
tamente crescente $u 1, 1]; la funzionearctan € strettamente crescente Ru

Osservazione. Occorre ricordare sempre che la denominazianein, arccos edarctan € riservata
alle inverse delle funzioni trigonometriche negli intervalli indicati nella definizibri&
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FIGURA 4.20. Grafico della funzionerctan

Naturalmente, tali intervalli non sono gli unici in cui le funzioni in questione sono invertibili, tutta:
se vogliamo invertire una funzione trigonometrica in intervalli diversi da quelli sopra citati dobbiamo t:
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presente che le funzioni che otteniamo sono differenti da quelle definité n
In particolaree opportuno ricordare che

4.7) sin(arcsin(x)) =z Vo € [—1,1]
(4.8) cos(arccos(x)) = x Vr e [-1,1]
(4.9) tan(arctan(z)) = x Ve e R

2
(4.10) arcsin(sin(z)) = |z — 2kn + 7/2| —7/2 Vx eR, k=F (%)

(4.11) arccos(cos(z)) = |z — 2km| VreR, k=F (x;;r)

(4.12) arctan(tan(z)) = x — km VzeR, k=E (:1: + 7r/2>

™

(4.13)
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CAPITOLO 5

DEFINIZIONE DI LIMITE E SUE CONSEGUENZE

Il concetto di limiteé centrale in tutta I'analisi e da esso dipende I'essenza stessa del calcolo inf
simale.

Si tratta di formalizzare un concetto che consenta di estendere il concetto di uguaglianza algeb

A gquesto scop@ necessario premettere alcuni concetti.

Conveniamo di indicare caR* I'insiemeR U {£o00}, che chiamerem®& esteso.

DEFINIZIONE 5.1. Siaz € R* e > 0, definiamo intorno di centra e ampiezza l'insieme(x, )
definito da

(5.1) I(z,0) = (z — 6,z +0)
(5.2) I(+00,08) = (4, +00)
(53) I(—OO, 5) = (_007 _5)

Definiamo intorno bucato di centro e ampiezza I'insieme/°(z, ).
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(5.4) 1°(x,0) = I(z,0) \ {}
(5.5) I°(400,8) = I(400,9)
(5.6) I°(—00,0) = I(—0,0)
DEFINIZIONE 5.2. SiaA C R, diciamo cher € R* & un punto di accumulazione per A se
(5.7) Vo eRy ANI°(z,d)#@

Indichiamo conD(A) l'insieme dei punti di accumulazione di; D(A) si indica usualmente con il
nome di insieme derivato di.

Osserviamo esplicitamente cli® A) pud non essere un sottoinsiemeRliin quanto+oo e —oo
possono essere elementifdfA).

DEFINIZIONE5.3. Siaf : D — R, 2y € D(D) ed/ € R*; diciamo che

(5.8) lim f(z)="/¢

T—x0
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se
(5.9) Ve >0 3Jdo. >0 tale che
Vo € I°(x,0:) N D siha f(x) € I({¢)

Osservazione. Nel caso in cuiry ed/ siano entrambi reali 1&.9 pud essere riscritta nella seguent
maniera

(5.10) Ve D taleche 0<|z—uxzo|<d. siha |[f(zx)—{ <e
sexy = +oo (—o0) edl € R la5.9diviene
(5.11) Vee D taleche z>6.(x<—9d.) siha |f(z)—/{<e

Notiamo che, nel casb € R, se 1a5.9 & verificata pee € (0,¢), essa automaticamente verificata
anche per tutti gle > <, pur di definired, = ..
Sexp e Rel=+o00 (—o0)lab5.9diviene

(5.12) Vxe D taleche 0<|z—u1x <. siha f(z)>e (f(z)< —e¢)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

sexy = +oo (—o0)el=+oco (—o0)lab5.9diviene
(5.13) Ve € D : x>0 (x<—6.) siha f(x)>e (f(x) <—¢)

Notiamo anche qui che, nel caso in ¢uE +o0o0 0 ¢ = —o0o, se la5.9 e verificata pee > ¢, essa&
automaticamente verificata pure per tuttigk (0, o], pur di definired, = ¢, .
O
Osservazione. Se esisté € R tale che valga la definizion® 3 si dice chef ammette limite finito
perxz — xg; in caso contrario si dice chénon ammette limite finito.
Se esistec R* tale che valga la definiziong.3 si dice chef ammette limite perr — x; in caso
contrario si dice chg non ammette limite.
O

DEFINIZIONE 5.4. Siaf : D — R, siaxzy € D(D); diciamo chef & localmente (superiormente
[inferiormente] limitata inz, se esistéy/ € R ed esisté > 0 tale che

(5.14) f@)| <M , (fl)<M) , [f(z)> M]Quadvz € I(zo,5) N D

Passiamo ora a dimostrare che una funzione che ammette limitedfilmit@lmente limitata.
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TEOREMAS.1. Siaf : D — R, siax, € D(D) e supponiamo che
lim f(z) =4

T—T0
allora:
(1) sel € R, allora f & localmente limitata in;

(2) sel > 0 (eventualmenté = +oo ) allora esisted > 0 ed esisteM € R tale che ser €
I°(x9,0) N D siha

flz)>M >0

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo la prima affermazione e rimandiamo per la seco@&ac > 0,
sex € I°(x,9.) siha
l—e< f(x)<l+e
e
|f(@)| < max{|l+¢€l|, |l —¢|,|f(z0)|} Vx € I(x,0:)ND
O

TEOREMAS.2. Siaf : D — R e siazy € D(D); allora, se f ammette limite per — z, tale limite
€ unico.
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in djied/, siano entrambi limiti dif perz — z
e siano entrambi reali¢,
Sihave > 0, sex € I°(z,0.2) N D,

16— b < [f(z) — ba| + |f(z) — Lo <e/2+¢e/2=¢
Negli altri casi possiamo procedere come indicat@?n

DEFINIZIONE 5.5. Supponiamq : D — Resiazgo € D(Dy) R, D, ={x € D : x> x¢}.
Diciamo che

lim+f(a:):€ , (eR"

:t—mco

se
Ve >036. >0talechesec € Dexy <z < xg+ 0. Siha

flx) € I(t,¢)
Sexg e D(D_)NR,D_={x € D : x <z}, diciamo che
lim f(z)=¢ , (e€R"

T—To
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seVe >03d. >0talechesec € Dexy— 6. <z < zySi ha
f(z) € I(L¢e)
TEOREMAS.3. Siaf : D — Resiaz, € D(D.) ND(D-) NR, allora sel € R*, si ha
lim f(z)=( < lim+ f(z) = lim f(z)="¢

W=4g) T T— T,

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con I'osservare che se il limite esigte> 0 esisted,. > 0 tale che se
xg— 0. < x < xo+ 0. CONx # 29 €dx € D siha

f(z) € I(4,¢e)

e cio implica per la definizioné.5, la tesi.
Se viceversa esistono i limiti da destra e da sinigtra- 0 esistona’}, 62 > 0 tali che sery < z <
To+ 0L, x € Dsiha

flz) eIl e)

esery— 02 <x <z, € Dsiha

flz) e I(4,¢e)
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Pertanto se si sceglie

5. = min{6}, 62}

g9%ve

la definizione di limitee verificata. O

A questo punt@ conveniente definire iR* le operazioni di addizione e di moltiplicazione che fino
guesto momento sono definite solament®in

Osserviamo esplicitamente che non sono applicabili a queste operazioni le usuali regole che p
tono di svolgere calcoli con i numeri reali. Riterremo pertanto lecite tutte e sole le uguaglianze
coinvolgono gli elementi-co e —oo che elenchiamo qui di seguito.
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Definiamo:
rtoo=d00+x =200 Vr € R
z(£o0) = (Xoo)z = +oo Ve e Ry
(£o0) = (£oo)x = Foo Ve R_
=0 Vr € R

T

T
+00

|%|=—|—oo Ve € R\ {0}

+ 00 + 00 = +00, —00 — 00 = —00
(£00)(+00) = oo | £ 00| = 400

Ricordiamo inoltre ch@onsono definite le seguenti operazioni;

+00 0

+o0 ' 0
in quanto ad potrebbe dar luogo facilmente ad inconvenienti e ad errate interpretazioni.

+oo—00 , 0(f£o0) ,
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TEOREMAS.4. Sianof, g : D — R e siaxy € D(D); supponiamo che
lim f(il?) =/ e lim g(l‘) =Yy 5 61,62 € R*
T—TQ

Allora
(1) limg o, | f ()] = |64
(2) lim,—, (f(z)+ g(z)) = €1 + {5 tranne che nel caso in cdi = +oo e/y = Foo
(3) limy—., f(z)g(x) = {14y tranne che nelcasoincéi =0 e /¢y =+c0

o 1 1 i P —
(4) lim,_,, Ty = 1; ranne che nel caso in céi =0

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo nel caso in cuiy € R, /;,¢, € R la seconda e la terza delle
asserzioni fatte.

Per ipotesi abbiamo ché& > 0 34!, 62 > 0 tali che

Vo € I°(x, 5%) N D si ha

3
|[f(x) — 6] <
evr € IO(:UO,(%) N D siha

€
o) — o] < &
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Allora
Siad. = min{d} ,,02),}, sex € I°(xo,d:) N D siha

[f(2) +9(z) — (L + L) <[f(2) - bf +19(z) —bo] <e/2+e/2=¢

Con cb la seconda affermaziomeprovata.
Siad® tale che se: € 1°(x,6%) N D si ha

lg(z)| < M
sial; # 0 (il caso/; = 0 risulta banale) e sia

0 = min{d2 a1y, 02/ ajerys 0

allora sex € I°(x,0.) N D siha

(5.15) [f(z)g(x) — lrls| = | f(z)g(x) — g(@)br + g(x)lr — L14s] <
< |g(@)[|f(z) — ] + |G]lg(z) — L] <
< MS/(QM) +8’€1’/(2|€1|) =¢c
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Quindi anche la terza provata.

Possiamo a questo punto stabilire un utile corollario.

COROLLARIO 5.1. Sianof,g : D — R, xy € D(D) e supponiamo che
lim f(z)=1¢ : lim g(z) =4y
T—T0

Tr—X0

con/y,ly € R* edl; < /; allora

>0 : Veel(xd) , f(z)<gx)

Per completare il quadro di risultati proviamo il seguente
TEOREMAS.5.Siaf: D —R, Dy ={xe€D : f(x)+#0},xy € D(Dy),
lim f(x)=0

T—T0
allora
1
(5.16) lim = 400
z—zo | f ()]
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se esist@d > 0 tale che perr € I°(xo,d) N D sihaf(x) > 0 (f(z) < 0),
(5.17)

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, Per ogrni > 0 esisted. > 0 tale che sex € I°(xg,0.) N D si ha

|f(z)| <e.
x € 1°(x0,017e) = |f(z)| <1/e

S
|f (@)l

(2) Supponiamo per sempliaithef sia localmente positiva imy; sia
52 = min{(s, (51/5},
allora, sex € 1°(z,d.) N D

0< f(z)<1/e e ﬁ>s

Il caso in cuif sia localmente negativa si riconduce banalmente al caso sopra descritto.
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O
Osservazione. Notiamo esplicitamente cheeessenziale nella (2) I'ipotesi clfeabbia segno local-
mente costante im,.
Sia infatti f (z) = xsin(1/z) peraz # 0; allora si pw facilmente verificare che

lim () = 0 lim 1/|(z)] = ~+ocs

z—0

tuttaviaé altrettanto immediato verificare ché f(z) non tende & a—oo né a+oo, in quanto, se @
accadesse, per valori divicini allo 0 si dovrebbe averg(z) < 0 oppuref(z) > 0. O
Sa@ pure di fondamentale importanza il seguente teorema:

TEOREMAS.6. Sianof,g,h : D — R, siaxy, € D(D); supponiamo che esista> 0 tale che, se
x € 1°(x9,0) N D

f(@) < g(x) < h(z)
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siano inoltrelim, ., f(z) = ¢, elim,_,,, h(z) = ¢,. Allora

(518) gl,gg eER = (1<
(5.19) bi—f,—0 = lim g(z)—¢

(5.20) =400 = fly=+4c0 e lim g(x)=+4o0

T—x0

(5.21) lh=—-00 = (=-00 € limg(r)=-o00

T—T0

DIMOSTRAZIONE.La prima affermazione una diretta conseguenza del coroll&rit
Per quanto riguarda la seconda affermazione, dalle ipotesi si héche) esiste). > 0 tale che, se
x € I°(x,0:) N D

l—e< flz)<l+e l—e<h(x)<l+e
da cui, per gli stessi valori di si ha
—e< f(z) <g(x) <h(zr)<l+e

Lasciamo al lettore la dimostrazione delle restanti affermazioni.
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TEOREMAS.7. Sianof : D — Reg: A — D;sianoz, € D(D) ety € D(A); supponiamo che
lim f(x)=/ e thr? g(t) = o
—l0

Supponiamo inoltre che sia verificata una delle seguenti condizioni:
(1) esisted > 0 tale cheg(t) # x, per ognit € I°(ty, );
2
f(xo) =
Allora
lim f(g(t)) = ¢

t—>t0

Osserviamo che se tutte e due le condizioni vengono a mancare, il teorema precedene @ssere
vero.
Sia ad esempi® = A =R, g(t) = 0ed f(z) = 0sex # 0, f(0) = 1; allora
lim g(t) =0 , lim f(z) =0
mentre

lim f(g(t)) =1

t—0
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Osserviamo inoltre che ognuna delle seguenti condizioni
(1) z0 ¢ D,
(2) Ty — +o0
(3) g € iniettiva
(4) g e strettamente monotona
e sufficiente per la (1) del teorerba/

TEOREMAS.8. Siaf : (a,b) — R, f crescente [decrescente]; allora

lim f(z) e liril_ f(x)

r—a

esistono e sono uguali rispettivamente a

inf{f(z):z € (a,b)} [sup{f(z):z € (a,b)}]

sup{f(z) : z € (a,b)} [inf{f(x): z € (a,b)}]

Osserviamo esplicitamente che nel teorema prece@esgsenziale supporre che lintervallo in cui
considera la funzione sia aperto.
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Siainfatti f () = x sex € [0, 1), f(1) = 2; allora
sup{f(x) : 2 € [0,1]} =2 # 1= lim_f(2)

COROLLARIO5.2. Siaf : D — R una funzione monotona, allora per ognj € D(D,) N D(D_)
si ha che

lim_ f(z) , lim f(x)

T—x) T—Ty

esistono.

Per stabilire I'esistenza del limite di una funziodgossibile avvalersi del criterio di convergenza ¢
Cauchy.

TEOREMAS.9. - Criterio di Cauchy - Sigf : D — R e siaxy € D(D); sono condizioni equivalenti:

(1) esistel € R tale chelim,, .., f(z) = ¢
(2) per ognie > 0 esistes. > 0 tale che ser,y € I°(x,d.) si ha

[f(z) = fly)l <e
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CAPITOLO 6

LE SUCCESSIONI

Le successioni costituiscono una classe molto particolare di funzioni: si tratta di funzioni defini
un sottoinsieme dR molto particolare, I'insiem& dei numeri naturali; questa caratteristica conferise
loro la semplici& chee tipica degli insiemi discreti, mentre impedisce una significativa rappresentaz
grafica e rende il concetto di successione apparentemente ostico.

Il concetto di successione, inoltre, interpreta un ruolo di notevole importanza nelle applicazioni
che e nelle descrizioni algoritmiche.
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DEFINIZIONE 6.1. Chiamiamo successione di numeri reali una funzione definita sull'insinoe
numeri naturali, che assume valori i

a:N—TR
Seguendo le consuetudini introdotte per la descrizione di una funzione sarebbe naturale usare il
a(n) per identificare il valore dia calcolato inn tuttavia& normale usare, in luogo di esso il simb
a, = a(n).

E’ immediato esplicitare per le successioni i concetti di crescenza, decrescenza, monotonia, lim
za, che sono stati introdotti, in generale, per le funzioni.
Nell’estendere il concetto di limite p@roccorre tenere presente ch¢N) e costituito dal solo ele-

mento+oo, per cui, per una successione, ha senso soltanto considerare il concetto di limite—per

+00.
Piu precisamente si dice che

(6.1) lim a, =/

n—-+o0o

seVe > 0 esisten. € N tale che, pen > n., si abbia

a, € I({,¢)
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Osserviamo che, dal momento che nessuna amhigyubssibile, scriveremo spesso

lima, oppure lima,
n

in luogo dilim,, ., a,,.

E’ molto importante, quando si trattano le successioni, il concetto di successione estratta da u
successione.

Tale concett@ strettamente legato, 0 megiouna specializzazione del concetto di composizione
funzioni ede molto utile per caratterizzare i limiti di una successione.

In altre parole si dice successione estratta dalla successjanmea nuova successiongy).

Naturalmente non ogni funzione: R — R puo essere usata, per due ragioni:

(1) n deve dar luogo, composta canad una nuova successione, per cui deve aversi che il domi
di feN;
(2) R(n) deve essere contenuto nel dominia:ci percd deve aversk(n) C N.
Dovra pertanto essere: N — N.
(3) Inoltre, poicke vogliamo collegare il comportamento al limite della successigneon quello
delle sue estratt@& necessario cheoco sia un punto di accumulazione pg(n).
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In altre parole: € una particolare successione (particolare in quanto assume valori Bjle pertanto
e d’uso far riferimento alla notazione

ng = n(k)

DEFINIZIONE 6.2. Siaa,, una successione e sia: N — N strettamente crescente; diciamo ch
successiong;, = a, () € una successione estratta @da

Sempre a proposito di terminologia, ricordiamo anche che si dice che una successtmvergente
se ammette limite reale, mentre si dice che una successipositivamente (negativamente) divergente
ammette come limite-oo(—oo)

LEMMA 6.1. Sian : N — N, n strettamente crescente; allora

limn;, = +o00
k
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DIMOSTRAZIONE. Dal momento che e strettamente crescente si ha
Ngy1 > Ny e N1 = Ny + 1
perc, per induzione, si prova facilmente chg > k e la tesi.
TEOREMAG6.1. Siaa,, una successione e sia
lima, = ¢
n

allora seb;, € una successione estratta dasi ha

k

DIMOSTRAZIONE. Siab, = a,,, Sen > n. si haa, € I({,¢), inoltre, dal momento che, — +oo,
sek > k. si han; > n. ; ne deduciamo che, ge> k.,

bk = Qp,, E I([,(‘:‘)

Si pw inoltre dimostrare che

TEOREMA 6.2. Ogni successione convergeiémitata.
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DIMOSTRAZIONE. Siaa, Una successione e sia

lima, = ¢

allora, sen > n. siha
an] < lan — €]+ 1€ < £+ 10
Percd se
M = maz{|a1|, .., |an|, |¢| + €}
si pw affermare che
lan| < M

TEOREMA 6.3. Siaa,, una successione crescente e sia
A =sup{a, : n € N}
allora

lima, = A

DIMOSTRAZIONE. Distinguiamo due casi.
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Q) A=+
in tal caso{a,, : n € N} & un insieme non limitato ¥ > 0 esisten. € N tale che

Ap, > €
ma allora, dal momento chg, € crescente, si ha, per> n,
Ap > Q. > €

2) A eR
in questo caso, per le propréedell’estremo superiore, si ha

anp < A Vn € N

e
Ve > 0 dn.eN:a, >\—c¢
pertanto, se > n., si ha, essenda, crescente

A—e<a, <a, <A

In maniera analoga si pudimostrare il seguente teorema.

O®Close @Quit
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TEOREMA 6.4. Siaa,, una successione decrescente e sia
A = inf{a, : n € N}
allora

lima, = \

Il risultato che segué uno dei pil importanti tra quelli che riguardano le successioni di numeri rea

TEOREMA6.5. - Bolzano-Weierstral’ - Sig, una successione limitata, allora esiste= R ed esiste ur
successiong, estratta daa,, tale che

11}£Il b, =X

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistonm, M € R tali che

m<a, <M Vn € N
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Consideriamo i due intervalli

o

m+ M
2

M
2

almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini della successjosia essda;, ;] ovviamente
si avia

M—m

m<o < <M e ﬁl—alzT

Consideriamo ora gli intervalli

{ o +51}
, ——o—

[041 + 61
2

>ﬁ1:|

almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini,dsia essdas, 2] ovviamente si ai

M—m

m<oa <ay << <M e B2 —ag = i
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Il procedimento descritto si @uiterare e si ottengono codue successioni, e (§, soddisfacenti le
seguenti propriét

(6.2) m<o<a<. . < << .<Ah<H<M
M—-—m

(6.3) Br — i, = o

(6.4) {n : a, € o, Bx]} hainfiniti elementi

Possiamo pertanto concludere che le successjomjj, sono, rispettivamente, crescente e decresce
ed inoltre che sono entrambe limitate. Si ottiene pertanto che

hIIcn ap =« e hlIank =0

a=sup{a,: ke N}eR B=inf{f,:keN} eR
Per la6.3si ha che
M —m

ﬁ—azliin(ﬂk—ak)zli}cn T =0
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(si ricordi chee facile provare per induzione ché > k), e percd si ha
a=0=A

in altre parole chiamiama il valore comune div e 5.
Sia ora

ni € N taleche «; <a, </
ny € N taleche a;<a,, <fBs, no>mn

ng € N taleche o <a,, < Bk, np>nga

Allora b, = a,, € una successione estratta dalla successipnia cui esistenza assicurata dalla ??
ed inoltre si ha

ag < b < By Vk e N
e pertantdimy b, = A.

TEOREMA 6.6. Siaa,, una successione:
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(1) sea, none limitata superiormente, esislg estratta daa,, tale che

lilrcn by = 400

(2) sea,, none limitata inferiormente, esistg estratta daa,, tale che

hlrgn b, = —o0

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima affermazione. Sia

ny € N taleche a, >1
ng € N taleche a,,>2 |, ny>m

ng €N taleche a, >k ., ng>ng

O®Close @Quit

Allora b, = a,, (I'esistenza ditale estrattaassicurata dall’ipotesi chig noneé limitata superiormen-

te) tende a+oco

|

Sappiamo bene cosa significa che una successione converge ad urf |mik cerchiamo ora di

stabilire il significato del fatto che,, non converge ad un limitec R*
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LEMMA 6.2. Siaa, una successione e siac R*; a,, non converge ad se e solo se esistg > 0 ed
esiste una successiohgestratta dau,, tale cheb, & I(¢, ¢y).
TEOREMA6.7. Siaa,, una successione soddisfacente la seguente prapriet

e esistel € R* tale che per ogni successiohgestratta daa,, € possibile trovare una succession
¢y, estratta dab;, con

11}£n cp, =1

Allora si ha
lim a, = /¢

TEOREMA 6.8. - Criterio di convergenza di Cauchy - Sig una successione; sono fatti equivalenti:
(1) esistel € R tale che

lim a, =¢
(2) Per ognie > 0 esisten. € N tale che sei, m > n. si ha

lan, — an| < e
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DIMOSTRAZIONE.
e (1) = (2) siae > 0, allora esiste:. € N tale che pen > n. si ha

la, — €| <€
Allora sen, m > n./, si ha
lan — am| <lan — €+ |am — ¥l <e/24+¢e/2=c¢
e (2) = (1)sen > n. siha
per cui la successiong, € limitata.
Siaa,, una successione estrattaaatale che

hin ap, =V

Sek > k. siha
lan, — ¢ <e
ed inoltre set > k! siha
NE > Ne

O®Close @Quit
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Ma allora fissatd: > max{k. o, k:;/Q}, sen > n./, si ha
lan, — ] < lap — an, | + |an, — €| <e/2+¢e/2=¢

E’ di grande utilita per il seguito provare i due seguenti risultati.
LEMMA 6.3. SiaA C R, A # @, e siano
A=supA pu=inf A
allora esistono due successianj, b, € A tali che

lim a,, = A \ lim b, =

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che esiste una successjpaeA tale che
lim b, = pu
n
Occorre distinguere due casi:

(1) n = —o0; in tal caso I'insieme A nom inferiormente limitato e pertanto per ognic N esiste
b, € Atale cheh, < —n.
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Cio e sufficiente per concludere che

lim b, = —c0

(2) 1 € R; in tal caso si ha che:
w<b VbeA
VneN Jb, €A : u+1/n>0,

Pertanto si ha:
pw+1/n>b, > u
e la tesi.

DEFINIZIONE 6.3. Siaa, una successione e sia
®(a,) ={¢ € R" : Jay, , lilgn an, =1}

Definiamo

limsup a, = sup ®(a,)
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liminf a, =inf ®(a,)

Riguardo al massimo ed al minimo limite di una successione si possono provare molti risultati
semplici, che non riportiamo.

LEMMA 6.4. Siaa,, una successione:

(1) sea, > 0elim, 2= = ¢ < 1 allora lim, a,, = 0

(2) sea,, > 0elim, W =/( < 1 alloralim, a, = 0;

(3) sea, > 0elim, agzl = ¢ > 1 allora lim,, a,, = +oc;
(4) sea, <0elim, {/a, = ¢ > 1alloralim, a, = 400

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima e I'ultima affermazione.
(1) Si ha, fissate > 0in modo che/ +¢ < 1

Ap+1
G

<l+e Vn>n,

pertanto
Upt1 < an(€+¢€)
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esen >m > n.
0<a,<(l+e)" ™ay

e si pw concludere che (¥ vera.
(4) Fissatc:s in modo che/ — ¢ > 1 siha

(@)™ > (0 —¢) VYn>n,

a, >l —¢e)" Vn>n..
Cio e sufficiente per concludere.
DEFINIZIONE 6.4. Definiamo pem € NU {0}
0l=1
n! =n(n —1)!

n! verra detton fattoriale.
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Osserviamo che, se> 1,

n! = H i
i=1
Definiamo inoltre pen € N U {0} nella seguente maniera:
on=1

(H'=1
n!l =n(n —2)!!

n!l verra indicato con il nome di semifattoriale
Osserviamo che

n n

@ =JJ2i , @+ =]]Ci+1)

i=1 i=0

o ey

coefficiente binomiale di ordine e postok e veria dettan suk.

Definiamo infine
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| coefficienti binomiali godono di notevoli propréet ad esempio possono essere calcolati usand
ben noto triangolo di Tartaglia e consentono di stabilire la formula della potenza di un binomio di Ne
Si pw provare con qualche calcolo che

(6.5)

La precedente uguaglianza consente di costruire ildetso triangolo di Tartaglia:
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E importante osservare che ogni elemento del triangolocsioptenere dalla somma dei due eleme
della riga precedente, che occupano la posizione sopra e a sinistra della posizione occupata dall’el
considerato.

Vale inoltre il seguente risultato clgenoto con il nome di

lbinomio di Newton!

Ricordiamo anche la seguente disuguaglianza
LEMMA 6.5. Sea > —1 allora
(6.6) (14 a)">1+na

DIMOSTRAZIONE. Si prova per induzione;
(1) La disuguaglianza banalmente vera per= 1
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(2) Inoltre se supponiam@ + a)™ > 1 + na avremo che
(6.7) (1+a)" " =0+a)"(14+a)>1+na)(l+a)=1+n+1a+na*>1+(n+1)a

Possiamo ora studiare le propéeti una successione di notevole importanza.
Sia E,, la successione definita da
1 n
B- (1+2)
n

si ha cheFE,, e una successione strettamente crescente ed inoltre
2<FE,<3

e () 503

k=0

Infatti si ha

per cui
E,>1+n(l/n)=2
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Per dimostrare ch&,, € crescente osserviamo che si ha

1 n 1 n—1
E,=(1+-) =2(1+ En
n n—1

se e solo se

(<) (2

se e solo se
(nz—l)n (n—l)
>
n? - n
1\" 1
n n

e I'ultima disuguaglianza si deduce immediatamente dal lemma

se e solo se
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Infine, dal momento che si pufacilmente provare per induzione che
(k+1)! > 2% perk >0

si ha

(6.8) E, <Zk, Z +Z—<3

PertantoE,, & una successione crescente e limitata per cui possiamo affermare che
lim E,
n

esiste e reale e pertante lecito definire chiamareil suo limite.

e =lim F,

Sezx,, € una successione a termini positivj, — x Si pud provare (si veda il capitolo successivo sull
continuig) che

lim log, x,, = log, x
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e pertanto si ha

1
limn log, (1 + —) =log, e
n

Osserviamo anche che
log,e=1 & a=e

per cui sie naturalmente indotti a privilegiare il numer@ome base per i logaritmi.
Si ha con 51 cifre decimali esatte

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959 .

DEFINIZIONE 6.5. Definiamo logaritmo naturale la funzioneg, .
Piu semplicemente scrivererg, = = In z.

Elenchiamo ora alcune successioni che saranno utili nel seguito e calcoliamone i relativi limiti:
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(1) limn* = +oo , k>0
(2) limn* =0 , k<0
(3) lima"™ = +00 , a>1
(4) lima"” =0 , Ja| <1
(5) lim /a =1 , a>0
(6) lim /n =1

(7) lim £ =0

Possiamo verificare le affermazioni precedenti mediante le seguenti argomentazioni:

(1) si prova mediante la definizione di limite.
(2) si deduce dalla precedente tenendo contor¢he 1/n*.
(3) siaa =1+ bconb > 0, alloraa™ = (1 +b)" > 1 + nb.
(4) si deduce dalla precedente tenendo contojehe= 1/(1/|al)".
(5) sea > 1, posto
Yn = % —1>0
si ha

da cui
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sed <a<lsihaya=1/{/1/a.
(6) posto

Yp=Yn—1>0

n=1+y,)">1+n(n— 1)ny/2 e 0<y,<(2/n)

(7) Sen > 2|a| siha
0<|a|l/n<1/2
per cui
0 <lal®/n™ < (1/2)"

Valgono i seguenti fatti:
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(1)lim—"—0

(2)11m——0

(3) lim% =0, |a| <1

(4) lim & = 400, a > 1

(5) im ™" =0, k>0,a>0, a#1

Infatti se indichiamo comn,, ciascuna delle successioni in oggetto si ha
bn, a
(1) Bl = 25k — 0

@ %2 = ()" — <1

(3) “]7,*,1' jal (:2)" — lal
(4) si pw facilmente dedurre dal fatto che

log,n 1 nk
Ball — —log,( VinF)

Anche se a prima vista@inon appare verosimile, operare con successioni piuttosto che con fun
e molto pii comodo e facile¢ pertanto molto utile provare il seguente risultato che permette di otte
informazioni sul limite di una funzione utilizzando opportune successioni.
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TEOREMA6.9. Siaf : D — R e sianoz, € D(D), ¢ € R*; sono fatti equivalenti:
(1) limy—y, f(z) =14
(2) perogniz,, € D\ {xo}, x, — xg, Si ha
lim f(x,)="¢
DIMOSTRAZIONE. Se vale la prima condizione avremo che per agni 0 esisted. > 0 tale che, se
x € 1%(x9,0.) siha

flz) eIl e)

Inoltre esister. € N tale che per > n. si abbiar, € I°(x, d.) e di conseguenza si ha
flz,) € I(L,¢)

Da cui la seconda asserzione.
Se viceversa la prima asserzionéalsa, allora esistg, > 0 tale che, per ogni € N esister,, € D,

T, # T, cOnz, € [°(xg,1/n) €

f(zn) & I(£, &)

e quindi la seconda falsa
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Si pw provare che ogni successione convergente ammette una successione estratta monotone
vergente allo stesso limite); pertanto nel verificarexifficiente limitarsi alle sole successioni monoton

Il criterio di convergenza di Cauchy riveste notevole importanza etille sapere che essogeassere
provato anche per le funzioni nella seguente forma.

TEOREMA 6.10. - Criterio di Cauchy - Siaf : D — R e siazy € D(D); sono condizioni
equivalenti:

(1) esistel € R tale chelim, ., f(z) = ¢
(2) per ognie > 0 esistes. > 0 tale che ser,y € I°(zo,d.) si ha
|f(z) = fly)l <e

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2) Per ognic > 0 esiste). > 0 tale che se: € I°(x, d./2) si ha

|f(z) — £ <e/2

per cui ser,y € I1%(xo, 0./2) Si ha

[f(@) = F)l < |f(2) =l +1f(y) =l <e/2+e/2=e.

(2) = (1) Se per assurdo (1) non fosse vera esisterebbero due successipne D, convergenti ad
xg talichef(x,) — (1 e f(y,) — o conty, by € R* |l # (5.
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Pertanto la condizione (2) non potrebbe essere soddisfatta.
Mediante le successioni siamo anche in grado di provare i seguenti risultati che caratterizza
insiemi aperti, chiusi e compatti iR e che sono facilmente estendibili aigienerali situazioni.

TEOREMAG6.11. SiaA C R, allora

(1) A e aperto se e solo se per ognie A e per ogni successions,, tale cher,, — =z, sihaz, € A
definitivamente;

(2) A é chiusose e solose perognie A, x,, > xsSihar € A

(3) A e uninsieme compatto se e solo se per agne A esister,, — z, tale cher € A

Se f(z) — ¢, ¢ € Rallora f(z) — ¢ — 0 per cui per studiare il comportamento di una funzio
che ammette limite finito sarsufficiente considerare funzioni che tendory &ali funzioni si definisco-
no infinitesime eck importante cercare di ottenere qualche informazione tinspicome una funzione
infinitesima tende &.
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Ad esempice evidente che™ diminuisce pi 0 meno velocemente, in dipendenzardajuando ci
si avvicina a0. E quindi ovvio che sia utile cercare di individuare anche in funziotigimplesse tali
comportamenti.

Quanto detto per le funzioni infinitesime si @yoi facilmente estendere anche alle funzioni ¢
tendono all'infinito: che chiameremo infinite.

Pertanto introduciamo la definizione di ordine di infinitesimo e di ordine di infinito.

DEFINIZIONE 6.6. Siaf : (a,b) — R, diciamo chef & infinitesima i se
lim f(z)=0

rz—at

In maniera analoga si possono dare le definizioni per =, x — a,x — +00 €x — —o0.

DEFINIZIONE 6.7. Sianof,g due funzioni infinitesime ia™ e supponiamo che

lim @ =
a—at g(z)
e se/ € R\ {0} diciamo chef e g hanno lo stesso ;

e sel = 0 diciamo chef e infinitesima di ordine superiore @
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DEFINIZIONE 6.8. Chiamiamo infinitesimo campione di ordines R, in a™,a™,a,4+00, —oo rispet-
tivamente la funzione

1 1
o 2 (_m)a

Si dice chef e infinitesima di ordinex € R, se f ha lo stesso ordine dell'infinitesimo campione d
ordine .

(x_a)a’ (a_x)av |x_a|a’

Osserviamo esplicitamente chegpaccadere chg non abbia ordine di infinitesimo reale.
Ad esempio la funzione
1

Inx
e infinitesima per — +oo di ordine inferiore ad ognir € R ..
Infatti per ognia € R,
1

(6.9) im % -0

La definizione di ordine di infinitesimo consente di provare che
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TEOREMA6.12. Sianof e g due funzioni infinitesime ia* di ordine« e (3 rispettivamente; allora
(1) fg haordinea + 3
(2) sea < 3, f + g ha ordinea
(3) sea = 3, f + g ha ordine maggiore o uguale ad

DEFINIZIONE 6.9. Diciamo chef € infinita ina™ sel/f € infinitesima im*.
Diciamo chef & infinita di ordinex sel/ f € infinitesima di ordinex.

TEOREMA6.13. Sianof e g due funzioni infinite im™ di ordine« e 3 rispettivamente; allora

(1) fg haordinea + ;
(2) sea < 3, f + g ha ordineg;
(3) sea = g, f + g ha ordine minore o uguale ad

Osserviamo che si potrebbe definfréli ordinea € Rina™ se

im —L & ¢ R\ {0}

z—at (1’ = a)"‘

ed osservare chge infinitesima sev > 0 edeé infinita sen < 0 .
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Con queste convenzioni si pprovare che s¢ ha ordinea e g ha ordineg, allora f/g ha ordine

a— (.
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CAPITOLO 7

LA CONTINUIT A

La maggior parte delle situazioni semplici che cerchiamo di rappresentare mediante I'uso d
funzione reale di una variabile reale presentano una caratteristica comune:

piccoli cambiamenti della variabile (argomento della funzione) causano piccoli cambiamenti dej
valori della funzione stessa.

Ad esempio s&'(x) rappresenta la temperatura di una sbarra di metallo in un punto che dstana delle
sue estremit, ci aspettiamo che due punti vicini sulla sbarra abbiano temperature non molto dissimil

Tuttavia non tutti i fenomeni sono facilmente rappresentabili mediante funzioni continue; se ad
pio L(t) rappresenta la luminosidi una stanza nella quale si accende una lampada all'ista@&viden-
te che in quellistante il valore della luminodipw subire una brusca variazione, (se la lumiriosiglla
lampadee alta in confronto con la luminosiambiente).
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Anche nel linguaggio comung naturale attribuire I'aggettivo continuo al primo fenomeno ma non
secondo.

In parole povere, una funziomecontinua in un punto se il valore che essa assume in tale punto dipe
dai valori da essa assunti nei punti vicini, o per meglio dire, se piccole variazioni dell’argomento d
luogo a piccole variazioni dei corrispondenti valori della funzione.

In altri termini una funzion& continua se non ammette repentini cambiamenti, salti, "discorifnuit

Vogliamo allora formalizzare cosa si intende per conténdituna funzione.

Precisamente poniamo la seguente definizione

DEFINIZIONE 7.1. Siaf : D — R, g € D, diciamo chef e continua inx, se
Ve > 036, > 0talecheser —xy| <d6. , z€ Dsiha

|f (@) = flzo)| <€

Diciamo chef e continua inD see continua in ogni punto db.

E’ immediato verificare I'analogia, ma non l'iderijtcon la definizione di limite, ed immediato
provare che:

TEOREMA7.1. Siaf : D — R e siaz, € D N'D(D); sono fatti equivalenti:




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

(1) f € continua inx,

(2) limy—., f(z) = f(z0).

| teoremi sui limiti consentono di stabilire alcuni semplici risultati che ci limitiamo ad enunciare.

TEOREMA7.2. Sianof, g : D — R continue inxy € D, siano inoltrea, 5 € R; si ha

(1) af + [g € continua inz;
(2) fg e continua inxg;
(3) sef(xzp) #0,1/f & continua inz.

TEOREMA7.3. Siaf : D — R, xq € D; sono fatti equivalenti:

(1) f e continua inzg;
(2) Vz, € D, x, — xo, Sihaf(z,) — f(z0).

Il precedente teorema consente di caratterizzare la cordtipeit successioni: nel confronto con i
teoremab.9 mediante il quale sono caratterizzati i limiti si evidenzia il fatto che:
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per caratterizzare il limite la successioner,, deve essere scelta i \ {z,}, mentre per la continuita
x, assume valori inD.

Osserviamo anche che, come nel teoreéhth, ci si pw limitare a considerare soltanto successio
monotone.

TEOREMA 7.4. Siaf : D — R continua inzy € D, allora se f(xy) # 0 esistes > 0 tale che se
x € DN I(x,0) sihaf(x)f(zo) > 0.

TEOREMA7.5. Sianof : D — R continua inzg € D, g : A — D continua int, € A, xy = g(to);

allora f(g(-)) : A — R & continua int.
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CAPITOLO 8

| TEOREMI SULLA CONTINUIT A

Dopo questa rapida rassegna di risultati passiamo a studiare le paguui@nportanti ed interessanti
delle funzioni continue in un insieme.

La maggior parte delle proprigtche studieremo riguardano le funzioni continue su di un interva
chiuso e limitato. E’ facile vedere, mediante esempi, che se si considerano funzioni continue su i
che non soddisfano i requisiti opportuni, tali propigbssono non essere soddisfatte.

TEOREMAB.1. - degli zeri - Siaf : [a, ] — R una funzione continua e supponiamo ¢tfe) f (b) <

Allora esister, € (a,b) tale chef(zy) = 0.

DIMOSTRAZIONE.
Definiamo le successioni, e 3, nella seguente maniera:

(8.1) [, Bo] = [a, b]
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[O‘na (an + /Bn)/2] se f(an)f((an + /Bn)/Q) <0
(82) [an+1, Bn-l—l] — [(an + ﬁn)/z ﬁn] Se f(an)f((an + ﬂn)/Q) >0
[(om + Bn)/2, (an + Br)/2] se f((an+Br)/2) =0
Se, esiste, f((an + 3:)/2) = 0 sie trovato lo zero;
in caso contrario, pet,, € 3, Si ha:

(8.3) a, € crescentgd, e decrescente

(8.4) O, B € [a,b], f(an) f(Ba) <O

(8.5)
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Pertanto si pa affermare che

(8.6) an S o B\ B a,f€]ab]

e dalla8.5siricavaa = 5 = c.
Per la continu@ di f e per8.4si ha

(8.7) 0 > lim f(om)f(Bn) =

Si ha anche che € (a,b) ed inoltre

(8.8)

e

(8.9)

Il teorema8.1ammette come immediato corollario il seguente:
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TEOREMAB8.2. - dei valoriintermedi - Sig : [a,b] — R una funzione continua e siarod € R(f),
¢ < d, allora
[e,d] € R(f).

DIMOSTRAZIONE. Sianoa, 5 € [a,b] tali che f(«) = ¢, f(3) = d e consideriamg@ € (c,d); la

funzione
9(@) = f(z) —y
e continua sl 5, g(«) < 0, g(8) > 0 e perco, per il teorema.1, esister, € («a, ) tale che

9(wo) = f(z0) —y =0

dacuif(zg) =yey € R(f).
COROLLARIO 8.1. Siaf : [a,b] — R, sef & continua alloraRk(f) € un intervallo.

Ci proponiamo ora di dimostrare un teorema di esistenza del massimo per una funzione conti
un insieme compatto (céochiuso e limitato).

TEOREMA 8.3. - Weierstral® - Sigf : D — R una funzione continua) compatto; allora esistono
a, 3 € D tali che

fla) =min{f(z) : x € D}
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f(B) = max{f(z) : x € D}.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio I'esistenza del minimo della funzipn8ia
A=inf{f(z) : v € D} =inf R(f);

per il lemma6.3 esistey,, € R(f) tale chey, — .
Siazx, € D tale chey,, = f(z,); dal momento ché & compatto esiste,, estratta da:,, tale che

g, — @) € D)

Pertanto

per la continuia di f ed anchey,,, — A da cui

A= fla)

e la tesi. O
E’ possibile generalizzare il teorenda3 senza l'ipotesi di compattezza dell’insienie ad esempio
possiamo provare:
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TEOREMA8.4. Siaf : (a,b) — R continua,a, b € R*, e supponiamo che esistac (a, b) tale che

li (), lim £(2)> f(2)

T—a

allora esisten € (a, b) tale che
f(a) =min{f(z) : = € (a,b)}.
DIMOSTRAZIONE. Supponiama, b € R, essendo la dimostrazione negli altri casi analoga.
Siano
A=inf{f(z) : =z € (a,b)}
si ha
p=f@ >\, peR
Se\ = f(z) avremmo che il minime& assunto.
siad > 0 tale che

z € (a,a+0)U((b—106,0) = f(z)>p.

Sia
yneR(f) s yn_>)\
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poiché in > ), definitivamente si hg,, < u e perco esister,, € [a + 0, b — §] tale chef(z,,) = y,.
Ne segue che esisig, — o € [a+ d,b—d] e

Yny, :f(xnk) _)f( )

O

A guesto punto sarebbe ragionevole introdurre il concetto di uniforme cogtjriuttavia poichk si
tratta di un concetto fondamentale ma difficile da comprendere rimandiamo chi fosse interessato a
e contenuto negli approfondimenti.

In parole povere diciamo che una funziaaeniformemente continua su un intervallod], se, nella
definizione di continué applicata ad un punto € [a, b], il valore dié si pw trovare in funzione di, ma
non dipende anche da

Possiamo cie dire che in un qualunque puntoai € [a, b] il modo con cuif(x) si avvicina adf (zo)
guandar si avvicina adr, € in questo senso uniforme.

Abbiamo a suo tempo dimostrato che, se una funzéeoggettamente monotona, allora egsaverti-
bile; vediamo ora che se ci restringiamo alla classe delle funzioni continue, la stretta mo®oamaiae
necessaria per l'invertibibt
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TEOREMA 8.5. Sia f : [a,b] — R continua, alloraf & invertibile se e solo s¢ & strettamente
monotona.

DimosTRAZIONE. Ci limitiamo a provare la parte 'solo se’, in quanto la parte &gfa stata provata
nel teorema 3.15.
Se per assurdg non fosse monotona, per il teorema 3.14

(8.10) Jz,y,2 € [a,b] : x<y<z, [fly) = f@)]f(z) = fY] <0

se nella8.10vale l'uguaglianza,f non e invertibile; se vale la diseguaglianza stretta possiamo,
fissare le idee, supporre che

) =fly) <0, fly)—f@) >0, f(z)> f(z) .

Allora, per il teorema dei valori intermedi, poielf (z) < f(z) < f(y)

Ja € (z,y) : fla) = f(2)

e cio e contro l'invertibilita di f.
Per concludere con la continaiproviamo i seguenti risultati.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA8.6. Siaf : (a,b) — R, strettamente monotona, siang € (a,b) ey, = f(x); allora
f~1 & continua inyj.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, ghsia strettamente crescente e proviamo ¢
per ognie > 0 esiste). > 0 tale che

Yy oy — ol <0, siha [f7H(y) — fTM (o)l <.

Sia€0 > ( tale Che(l'o — €0, %o + 80) C (CL, b)
Dal momento cheg e strettamente crescente si ha, per ¢ < ¢

flro—¢) <yo < flxo+e).
Definiamo
0. = min{yy — f(xo —€), f(xo +€) — yo} > 0;
sely — yo| < 6. siha

Yo+ flwo—¢e)—yo <Y —0: <y <yo+0 <yo+ flwo+¢)—y

flzo—¢) <y < f(zo+e).
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Poiche f~! & strettamente crescente si ha

FH (o =€) < f7H(y) < f(f(ao +¢))

cioé
To—e< f(y)<zo+e
o) —e < fHy) < fH(wo) +¢

1F 7 ) — f (wo)| < e.

TEOREMAB8.7. Siaf : (a,b) — R continua e invertibile; alloraf ~* & continua.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢g e continua ed invertibile su (a,b), essstrettamente monotona
e si pw applicare il teoremé.6. O
Si pw verificare che:
(1) pa, pera € R & continua inR ;.
(2) pn, pern € N e continua inR
(3) exp,, pera € R, e continua ink
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(4) sin € continua inR

(5) cos € continua inR

(6) 7, pern pari & continua ink .

(7) r,, pern dispari € continua inR

(8) log,, pera € R, \ {1} € continua ik ;.
La verifica di questi fatti p0 essere completata usando la definizione di limite.
possiamo altrasverificare, usando il teorema dei valori intermedi che

TEOREMA 8.8. Si ha

(1) R(p.) = R, pern pari

(2) R(pn) =R, pern dispari

(3) R(exp,) = R+ pera e Ry, a#1
(4) R(pa) =R .peracR,a#0

(5) R(sin) = [—1,1]

(6) R(cos) = [ 1,1]

(7) R(tan) =
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CAPITOLO 9

LA DERIVABILIT A,

Consideriamo una funziong continua in un punta;, avremo che, quando si discosta di poco da
o, [(x) € poco distante d#(z).

E in questo caso importante valutare come vgf(ia) — f(x)in rapporto ar — z, cioé il valore del
rapporto

(9.1) f(z) = f(x0)

T — 2o

Possiamo vedere clelrappresenta il coefficiente angolare della corda che passa per {pyuntiz,))
e(z, f(z)).

Sez € vicino al puntar, il denominatore tende @ ma sef € continua anche il numeratore tende a
e quindie significativo considerare il valore limite €il perxz — .

Si stabilisce quindi la seguente definizione.
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DEFINIZIONE 9.1. Siaf : (a,b) — R, 2 € (a, b);

o) — L@ =1 0)

Tr — 2o
e definito per ognic € (a,b) \ {0} e si chiama rapporto incrementale relativo alla funzioheel punto
Zg.
Dal momento chey & in (a, b) ha senso considerare
lim g(z).

T—xQ

Diciamo chef e derivabile inz, se

fz) = fzo)

T—T( T — Tg

lim

esiste finito.
In tal caso chiamiamo il suo valore derivata fliin x, e scriviamo

fleo) 0 )
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Diciamo chef & derivabile inz, da destra oppure da sinistra se
lim f(x) = f(=o)
x—»mar xr — mo
oppure
b £@) = f(zo)

T—T T — Xo

esiste e finito,
In tal caso chiamiamo tale limiteerivata destr@ derivata sinistrali f in z, e scriviamof’ (zy) 0

1 (zg), ovvero
drf d_f
& o g )
Diciamo chef é derivabilein (a, b) seé derivabile in ogni punto dja, b). In tal caso possiamo definire
una funzione
_df

I gz(a,b)—ﬂk

che si chiama derivata df..
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In maniera del tutto analoga si possono definire le funzaerivata destra derivata sinistra

Osserviamo ch¢g’(z) e il limite perx che tende & del coefficiente angolare della corda secante
grafico di f nei punti(z, f(x)), (zo, f(x0)) € che pertant@ ragionevole supporre che sia il coefficient
angolare della retta tangente al grafic@:g, f(x)).

La derivata dif, fornisce, vicino ad:, una stima del variare di(x) — f(xz¢) rispetto az — x.

Poicte

(9.2) I M = f'(2)
Tr—xQ €T f[,'o
si ha

L (@) = f)

T—T0 T — X

- @) =0

f(z) = f(zo) = f'(zo)(x —20) _

T—To T — T

lim
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Se ora poniamo

f(x) — fzo — f'(z0) (7 — 20)

r — Xy

(9.4)

= w(z — x9)

avremo che

(9.5) f(@) = (f(@o + f'(zo)(z — w0)) = w(w — m0)(x — 20)
con

lim w(x —x¢) =0

T—T0

In altre parole, alla quanéitf (=) & possibile sostituire la quariit

(9.6) f(wo) + f'(w0)(x — z0)

commettendo un errore

w(z — x0)(z — x0)
che tende @ piu velocemente diz — z)
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Poicte I'equazioney = f(xo) + f'(z0)(x — o) rappresenta una retta nel piano con la propriit
approssimaré (x) con un errore infinitesimo di ordine superiore al primo, per x(, possiamo definirla
retta tangente al grafico dinel puntoz,.

Resta coisgiustificato I'uso dif’(zo) per identificare il coefficiente angolare della retta tangente
grafico dif in xo.

Definiamo pertanto, allo scopo di sviluppare questa idea, la differenzaathilitna funzione.

DEFINIZIONE 9.2. Sia f : (a,b) — R, 2y € (a,b); diciamo chef & differenziabile inz, se esiste
a € Rtale che
lim f(z) = f(zo) — a(z — z0)

T—T0 T — X
La funzione lineard.(z) = a(x — x) si chiama differenziale df in x, e si indica conif (zo)(x).

= 0.

TEOREMA 9.1. Sia f : (a,b) — R, 2y € (a,b), allora f & derivabile inxz, se e solo sef &
differenziabile inz.
Inoltre

df (xo)(h) = hf'(x0)

per ognih € R.
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DIMOSTRAZIONE. Sef € derivabile inzy e sufficiente definire

a = f/(xo)
e si ha
lim f(z) = f(x0) — a(x — x0)

T—xTQ T — 2o
Se viceversd e differenziabile inz, si ha che

lim f(z) = f(x0) — a(x — 20)

T—T0 Tr — X

= 0.

=0

f(z) = f(x0)

Tz X — X

lim —a=20

f(wo) =a
df (o) (h) = hf'(xo)
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Dalla9.5risulta evidente che sgé derivabile inx, si ha:

f(@) = f(zo) = f'(z0)(x — m0) + (T — 20)w (T — 20).

Pertanto

lim [f(z) — f(zo)] = lim [f'(z0)(z — 7o) + (z — o)w(x — 20)] = 0

T—T0 T—T0

lim f(z) = f(xo).

T—T0

Si e cos provato che

TEOREMA9.2. Siaf : D — R, D C R aperto, e siary € D; se f e derivabile inx, allora f e
continua inx.

Non e peb vero il viceversa; esempi che illustrino questo fatto non sono difficili a trovarsi (be
consideraref (z) = |x|), e di plu & possibile costruire una funzione continua su un intervallo ed ivi
derivabile.
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In virtu del teoremad.1 d’ora in poi, per le funzioni di una variabile, useremo indifferentementse
termini derivabiliti e differenziabilid; useremo inoltre, per caratterizzare questa pra@puea qualunque
delle condizioni enunciate nelfe2, 9.3, 9.5

Proviamo ora alcuni risultati sulla derivabdlit

TEOREMA 9.3. Sianof,g : D — R, D C R aperto, e siar, € D; supponiamo chg e g siano
derivabili in z , allora:

(1) af + Bg € derivabile inzy Vo, 7 € R e si ha

(af + Bg) (z0) = af'(20) + Bg (w0);

(2) fg e derivabile inz, e si ha

(£9) (x0) = f'(w0)g(wo) + f(20)g (20)-
(3) Sef(xzo) # 0 allora (1/f) & derivabile inz, e si ha:

DIMOSTRAZIONE.
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(1) e banale conseguenza della definizione di derivata e dei risultati provati sui limiti.
(2) si pw provare osservando che
f(z)g(@) = fzo)g(zo) _ f@)lg(@) = g(=o)] | [f(2) = f(=o)lg(x0)
T — T T — Xo T — Zo

e passando al limite.
(3) Dal momento chef e derivabile inzg, f € ivi continua e per il teorema della permanenza d

segnodo > 0 tale chef(z) # 0 se|z — zo| < 0.

Possiamo pertanto considerare la funziaig in |x — 29| < ¢ e costruire il suo rapporto
incrementale

1f(@) = 1/f@) _HEEE

I 1
L= %o F@) /(o)

Passando al limite per — z, si ottiene che

(3) = ~Fi
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TEOREMA 9.4. Sianof : (a,b) — R, g : (¢,d) — (a,b); siaty € (c,d), g derivabile inty; sia
xo = g(to) e siaf derivabile inz.
Allora sep = f(g(-)), v & derivabile int, e si ha

DIMOSTRAZIONE. Per la9.5si ha che

f(@0) 4 f'(0)(x — 20) + (v — zo)wi(z — 20)
g(to) + g (to)(t — to) + (t — to)wa(t — to).
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Si ha

) — g(to)]+

+ [9(t) — g(to)]wi(g(t) — g(to)) =

= f(x0) + f'(0)[g' (to) (t — to) + (t — to)wa(t — to)]+
+ [9(t) — g(to)lwi(g(t) — g(to)) =

= f(wo) + f'(z0)g (to)(t — to) + (t — to)ws(t — to)-

(9.9) ©(t) = f(g(t) = f(g(to)) + f'(g(to))lg(t
g(

E dal momento che

si ha la tesi
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TEOREMA9.5. Siaf : (a,b) — R, 2o € (a,b), yo = f(x0); Supponiamof strettamente monotona
in (a,b), derivabile inxy ed f'(x,) # 0; allora f~! & derivabile iny, e si ha
1
—1y/ _ '
(f ) (yO) f,(x())
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto incrementale
' (y) = " (wo)
Y—Yo :

G(y) =

avremo che
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lim f~(y) = /" (y0) = 20

Y—Yo

(si ricordi chef~! & continua iny, in quanto inversa di una funzione monotona continua).
Inoltre 2, non appartiene al campo di definizioneldi pertanto possiamo applicare il teorema c
consente di calcolare il limite di una funzione composta per concludere che

e la tesi.
Calcoliamo ora le derivate di alcune funzioni elementart;
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disinx = CcoST
L

dicosx = —sing
L

d i 2
%tan:c—l—l—tan T

d o _ 1
o arcsinx = T2
d

d arccosr = —
T

d

d

1—x2

arctanx = a2
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Ciascuna delle formule vale per queglper cui ha senso e puessere provata usando la definizio

di derivata.

Abbiamo con ab introdotto quello che si chiama derivata prima di una funzipnevviamente ap-
plicando successivamenteupiolte lo stesso procedimento, otterremo quelle che si chiamano deri

seconda, terza, .., n-esimafdi
Indichiamo con
d2

oo (20)

d3

@f(%)
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la derivata seconda, terza, .., n-esimd @ x.

Discorsi e notazioni analoghe vanno bene per le derivate successive destre e sinistre.

Indichiamo infine corC™(I), I C R, I'insieme delle funzionif : I — R derivabili almenon volte,
con derivata n-esima continua.

In particolareC’(7) & I'insieme delle funzioni continue, mentfe°(1) e I'insieme delle funzioni che
ammettono derivate di ogni ordine in ogni punta/di

Si pw facilmente verificare che ognuno di questi insi@nino spazio vettoriale .
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CAPITOLO 10

| TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY.

Le derivate forniscono un’importante strumento per lo studio delle pr@pdedel grafico di una
funzione.

L'applicazione di tale strumento si concretizza attraverso alcuni risultati dimostrati nel corso del
dei quali ci occupiamo di seguito.

Cominciamo con il provare il seguente lemma.

LEMMA 10.1. Siaf : [a,b] — R derivabile, siaz; € [a, b] tale che

f(x1) = min{f(z) : z € [a,b]}

si ha che
(1) sex; € (a,b) allora f'(x1) =0
(2) Sex; = aallora f (z1) > 0
(3) Sex; = ballora f' (z;) <0

DIMOSTRAZIONE. L'esistenza del punto di minim@ assicurata dalla continaitli f in [a,b].
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Proviamo la prima affermazione; sia

_ f@) = fla)

r — I

se r < T
se T > 2.
Pertanto

0> lim g(x)= f'(z1) = lim g(x)>0.

T—T, T—T]
Per quanto riguarda la seconda affermazione:;se a si ha che
fi(z) = lim g(z) > 0.
x—mcf
La terza affermazione si dimostra in modo simile. O
E chiaro che un risultato simile si pyprovare per i punti di massimo.
A questo punto siamo in grado di provare un risultato eéhpur nella sua sempliét fondamentale
per lo sviluppo del calcolo differenziale.
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TEOREMA 10.1. - Rolle - Siaf : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora
fl@)=f®) = Fee(ab): fi()=0.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Weierstra ammette massimo e minimo assoluti[inb|; se
entrambi sono assunti negli estremi si ha

max{f(z) : x € [a,b]} = min{f(z) : x € [a,b]}

ed f e costante, dacyi(z) =0 Vx € (a,b).
Se invece il massimo o il minimé assunto in un punto interepdal lemmal0.1si haf'(c) =0. O
Ne segue che

TEOREMA 10.2. - Lagrange - Sigf : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora esiste
c € (a,b) tale che

f(b) = f(a) = f'(c)(b — a).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione

g:[a,b] — R




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

definita da

f(b) = f(a)
?(x - a)> :

g € continua in [a,b] e derivabile in (a,b) ed inolye:) = g(b) = 0.
Per il teorema di Rolle esistec (a, b) tale che

O

TEOREMA 10.3. - Peano - Siand, g : [a,b] — R, f, g continue in[a, b] e derivabili in(a, b); allora
esistec € (a, b) tale che

(10.1) det (f b) - ):o
g(b) —gla) g
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzionk : [a, b] — R definita da
et (FO = F@ F@ _tr — trallota) — lo(b) — afall (e
@2 () =det (PP T H T 170) - st@lote) - ) - (@l 0)
h soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e pertanto & affiermare che esistec (a, b) tale che

/ f(0) = f(a) f
109 ey =ae (1010 11O g

O

TEOREMA 10.4. - Cauchy - Siand, g : [a,b] — R continue infa, b] e derivabili in(a, b); sia inoltre
g'(x) # 0 per ognix € (a,b). Allora esistec € (a, b) tale che
f(0) = fa) _ f(0)
g9(b) —g(a)  g'(c)

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Peano si ha che esiste(a, b) tale che

[f(0) = F(@)]g'(c) = [9(b) — g(a)]f"(c)-
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Ma ¢'(z) # 0 per ogniz € (a,b) e pertanto anche(b) — g(a) # 0 (se co$ non fosse ci sarebbe,
per il teorema di Rolle, un puntp € (a, b) tale cheg’(£) = 0). Possiamo allora dividere pef(c) e per
g(b) — g(a) ed ottenere la tesi. O

| teoremi appena dimostrati forniscono tutta una serie di risultati molto utili per lo studio del grafic
una funzione.

TEOREMA 10.5. Sia f : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora f & costante in
la, b] se e solo s¢’(z) = 0 per ogniz € (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Sef & costante iffa, b] € immediato provare chg & identicamente nulla.
Proviamo viceversa che $8(z) = 0 per ogniz € (a,b) si ha chef & costante: sia € (a,b) ed
applichiamo il teorema di Lagrange all'intervall@ x]. Per un opportuno valore di€ (a, x) si ha

f(@) = fla) = f(e)(x —a) =0

e si deduce ché(x) = f(a)

COROLLARIO 10.1. Sianof, g : [a,b] — R continue inja, b] , derivabili in (a, b) e tali che
f'(z) =g'(x) Vz € (a,b) ;
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allora
dceR : f(z)=g(x)+c YV € [a,b].

TEOREMA10.6. Siaf : (a,b) — R, derivabile; allora f & crescente (decrescente)in b) se e solo
sef'(x) >0 (f'(z) <0) perogniz € (a,b).

DIMOSTRAZIONE. E’intanto ovvio che s¢ € crescente allora si héi(x) > 0 per ognixz € (a,b);
supponiamo viceversa chf§(xz) > 0 per ogniz € (a,b), allora sery, x5 € (a,b), z1 < x5, Si ha

f(@o) = f(21) = fi(e)(m2 —21) , 21 <c<umy

e pertanto
f(w2) — f(21) >0

|
Sottolineiamo che i risultati provati funzionano soltanto per funzioni definite su un intervallo.
E infatti facile trovare esempi che contraddicano gli enunciati precedenti se si rinuncia alla condi
di intervallo:
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Ad esempio consideriamo le funzioni

, x>0

10.4
( ) ,x <0

oppure
(10.5) g(x)=1/x su R\ {0}
Si puw anche provare che:

TEOREMA 10.7. Sia f : (a,b) — R derivabile e supponiamo chg(z) > 0 per ogniz € (a,b);
allora f & strettamente crescente(im, b).

La funzionef(x) = 2 ci convince inoltre che possono esistere funzioni strettamente crescenti Iz
derivata nore sempre strettamente maggiore di zero.
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CAPITOLO 11

LA REGOLA DI DE 'H OPITAL

Dal teorema di Cauchg possibile ricavare un risultato molto importante usualmente identificato
me regola di De L'Hpital, dal nome del marchese che pubblim trattato che la contiene, ngapiu
probabilmente dovuta a Johann Bernoulli.

Il suo scopeae fornire uno strumento atto a risolvere, in certi casi, il problema di trovare il limite di
forma indeterminata.

E’ importante ricordare che I'applicazione di tale regelaubordinata, come sempre, alla verifica
alcune ipotesi, in assenza delle quali si possono ottenere dei risultati sbagliati.

La regola di De I'Hbpital € un raffinamento del seguente fatto del tutto elementare.

TEOREMA11.1. Sianof, g : D — R derivabili in zy € D, D aperto; allora, sef (zq) = g(xo) =0
eq'(xy) # 0, siha

im M =
A2 4@)
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DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente osservare che
_ _ /
lim f(z) — lim f(x) = f(zo) x—x _ f/(xo)
T—T0 9(95) T T — Zo 9(90) — 9(56’0) g (500)

O
Il risultato appena enunciato si pgeneralizzare al caso in cui non sia possibile considerare

f'(z0)
g (o)
ma soltanto

/
lim (=) .
a—ao g'(x)
Naturalmente tutto die fatto allo scopo di determinare il

lim &)
a—az0 g(z)
nel caso in cui

lim f(x)= lim g(z)=0.

T—x0 T—x(
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Non sa& ovviamente restrittivo trattare solo il caso in gui> .

TEOREMA11.2. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo che
g(x) #0 Vz € (a,b)
lim f(z) = lim g(z) =0.

Allora, se

esiste, si ha

DIMOSTRAZIONE. Sia
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Sea < x <a-+d.siha
/(@)
g'(z)
Ora, se prolunghiamg e g per continui& in « ponendo

eIl e).

fa) = g(a) =0,
si pw applicare il teorema di Cauchy nellintervallg x| conz € (a,b) ed ottenere che

flz) _ fx) = fla) _ f'(c)

= con a<c<uw
g()  g(@) —g(a) g(c)

Percd,sea <z <a-+d.Sithaa<c<z<a-+d.e
f(@) _ f'(o)

—r = eIl e).

o@) ~ gie) €9

O
Il teoremall.2pud ovviamente essere rienunciato anche considerando limiti pet~ e perz — a.
Restano fuori da questa trattazione i limiti per- +oco e perr — —oc.
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Osserviamo che in tali casi piessere utilizzato il fatto che
lim M = lim f(l/t)
z—too g(x) =0+ g(1/t)
A quest’ultimo limite pw essere applicato il teorema.2non appena si siano verificate le ipotesi i

esso richieste.
Enunciamo, per comodit il risultato che si ottiene seguendo questa via.

COROLLARIO 11.1. Sianof, g : (a,+00) — R derivabili; supponiamo

g (x) #£0 Ve (a,+0)

lim f(z)= zl_l)I_’I_l g(x)=0.

T——+00
Allora, se
f'()
wto0 g/ ()
@) _ o 1)

lim —= = .
o=t00 g(z) 200 g'(2)

esiste, si ha
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Il caso in cuig — +o0o oppureg — —oo € molto pil tecnico e complicato; pertanto ci limitiamo ac
enunciare il risultato.

TEOREMA 11.3. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo

gd(x)#0 Vz e (a,b)

lim g(z) = +o0.

rz—at
Allora, se
/
lim f'(@)
z—at g’(l‘)

esiste, si ha

lim fz) _ li f(2)

emat g(z)  a—at g'(z)

La regola di De L'Hbpital permette di ricavare un risultato molto utile per calcolare la derivata di
funzione in punti che presentino qualche crificit
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COROLLARIO 11.2. Siaf : D — R, derivabile inD \ {z,} e continua inxy € D, D aperto, con
lim f'(z) =\ : lim f'(z) = p.

T T—Ty

Allora

(1) seX € Rallora f’ (z) = A

(2) Seu € Rallora f' (zg) = p

(3) Se\ = +oo allora f none derivabile da destra im
(4) Seu = +oo allora f noné derivabile da sinistra i
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CAPITOLO 12

LA FORMULA DI TAYLOR

La formula di Taylor nasce dall’esigenza di trovare buone approssimazioni, facilmente calcolabil
le funzioni elementari.

Si tratta essenzialmente dello sviluppo del concetto di approssimazione lineaestzte introdotto
con la definizione di derivata. Infatti se supponiamo ¢fsta una funzione derivabile iry; abbiamo visto
che

f(@) = f(xo) + f'(20)(z — zo) + (& — zo)w(x — o)

lim w(z —xz9) =0=w(0).
T—T0
Possiamo pertanto affermare che in tale occasione abbiamo trovato un polinomio di primo grac
approssima la funziong con un errore che puessere espresso nella forfia— zo)w(x — x4), con
w(z — zy) — 0 sex — x, tale errore quindi risulta essere infinitesimo di ordine superiore @de di
ordine superiore al grado del polinomio approssimante.
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Poniamoci ora il problema di approssimare la funzigreon un polinomio di grada, commettendo
un errore che sia infinitesimo di ordine superiorenadioe che possa essere espresso nella forma

(x — z9)"w(z — x0) ove lim w(x —x) =0.

T—T0

Sia pertanto

un tale polinomio; dowa aversi

n

(12.1) flz) = Z a;(z — m0)" + (z — @0)"w(x — 20)

=0

conw(z — o) — 0 sex — .
Se supponiamg derivabilen volte, affincle lal12.1sia vera dova essere

f(zo) = ao
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per cui si ava

f(z) = f(zo) + Z ai(x — o)’ + (z — o) w(z — o)

f@) = (o) =q; + z": ai(z — 20)" + (z — 20)" w(z — o).

L= %o i=2

Passando al limite per — x Si ottiene

e si ava
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(x — x0)?

per cui, applicando la regola di De Lital, si ottiene che

(12.3) lim 0 = /@) _

T—T0 2(:6 — :EO)

e

f?’ (ZE'()) _

2!
Cod procedendo si ottiene che

f(n) (ﬂ?o)

= an
n!
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e pertanto, affinahil nostro scopo sia raggiunto, aarecessario che

z f z) SL'O Io)i.

Riassumendo possiamo dire che

Affinch e si abbia

n

(12.4) fl@) =Y ai(x —z0)’ + (z — m0)"w(z — o)
=0
conw(x — xy) — 0 sex — x,. deve essere

(12.5) f (o)

[ '
n:

Ciresta ora da provare che tale polinomio soddisfa effettivamente le condizioni richieste.
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Cio sas fatto provando il seguente risultato:

TEOREMA 12.1. - Formula di Taylor con il resto di Peano - Sia: (a,b) — R derivabile n-1 volte
in (a,b) edn volte inz, € (a,b); allora

n L E0) (g ,
(12.6) fa) =3 T (o)t o o)t — 20)

7l

con

DIMOSTRAZIONE. Definiamo

e chiamiamo
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proviamo che

lim w(z—x0) =0
T—x0

Allo scopo di applicare la regola di De Lipital calcoliamo

f(@) ~ P'(a) _

a—zo (T — xo)" !

: 1 / — @ (x0) i—1
:£M@:W:GW_Z@4M%%)>

=1

(12.7) lim
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e proseguendo calcoliamo

: f'(x) = P"(x)
(12.8) zlggo n(n —1)(z — zo)"2

. 1 /"
— wli}lalo n(n — ]_)(.’E _ mo)n—2 (f (-’17) - :

fino ad arrivare a

: e PE)
(12.9) aclig:lo n!(x — zo) a
@) — D) — @)@ = a0) _
o n!(z — o)

1 (f("_l)(x) _ f(n_l)(xO)

= lim —
r — X

. f(”)(xo)) =0
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Si pw pertanto dedurre che
(12.10) lim w(x —29) =0

T—T0
O

La formula di Taylor con il resto nella forma di Peano permette di estendere la poasibapprossi-
mare una funziong¢ con un polinomio di primo grado, fino ad ottenere la possiditapprossimarla con
un polinomio di grado: arbitrario.

Ovviamente il fatto pi importantee la valutazione dell’errore commesso e, se consideriamo il re
nella forma di Peano, tale valutazioadi tipo qualitativo.

Se vogliamo una valutazione dell’errore di tipo quantitativo ci occorre seguire un procedimento di\
dalla definizione di differenziabit. Un rapido sguardo ai risultati di calcolo differenziale fino ad o
provati ci convincedt ben presto che il risultato da estenderkteorema di Lagrange.

Cercheremo in altre parole di valutare la differenza

n ) (g, ,
)= 3 T gy

2!
=0

in funzione di maggioranti dif "*+V(z)| .
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TEOREMA 12.2. Formula di Taylor con il resto di Lagrange - Si: (a,b) — R derivabilen + 1
volte in(a, b); sianoz, xy € (a,b), allora esister tra x, edz, tale che
: (n+1) . n+1
oy 4 L0 = 20)
(n+1)!

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui= 2; dovremo in questo caso provare ch
esistec trax, edz, tale che

f// (l'o)
%

(1211)  f(@) = fleo) + Flan)a —a0) + Lo (e gy 4 LD gy

Sia

f// (:L.O)
g @

(12.12) F(z) = f(x) = f(w0) = f'(xo)(z — x0) —

OvviamenteR dipende dal fatto che abbiamo fissate- 3 oltre che dar e dax,, che comunque sono
essi pure fissati,

— 0)? — R(z — 2¢)®
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Se consideriam@’ sull'intervallo di estremir, ed x, possiamo affermare cleederivabile almeno tre
volte e si ha

(12.13) F'(z) = f'(x) — f'(x0) — f"(z0)(x — x0) — 3R(z — m0)?
(12.14) F'(x) = f"(z) — f"(20) — 6R(z — mo)
(12.15) F"(x) = f"(z) — 6R
Poicte F'(x) = F(zo) = 0 per il teorema di Rolle esiste un punidraz, edx tale che

F'(a) =0
Poicle inoltre F'(z,) = 0, sempre per il teorema di Rolle si ha che esiste un pdritax, ed« tale che
F'(B)=0
Ed ancora per il teorema di Rolle, po&hncoralt” (z,) = 0 esiste un punte trax, edj tale che
F"(¢)=0
Ne ricaviamo infine che
F"(¢)=f"(c)—6R=0
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e ne deduciamo che
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CAPITOLO 13

QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE

Alcuni sviluppi di funzioni elementari ricorrono spesso e quiedimolto comodo fare una breve
raccolta di risultati in merito
Nel seguito indichiamo cow una funzione infinitesima per — x,

Avremo chef € CT°(R) e si ha
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(13.1)
(13.2)
(13.3)
(13.4)
(13.5)

(13.6) f™(0) =

da cui si ricava che il polinomio di McLauri®, di e* di gradon e

P =) 5
k=0

ed il resto di Lagrang®,, assume la forma
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Possiamo pertanto concludere che

(13.7)

(13.8)

2. Lo sviluppo di McLaurin di sinzx
Sia

f(z) =sinz

Avremo chef € CT°(R) e si ha




(13.9)
(13.10)
(13.11) f"(z) = —sinx
(13.12) f

f(z) =sinx

f'(z) = cosx

"(x) = —cosx
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) (z) = sinz
fO(x) = cosx
f¥(z) = —sinz

fO(g) = —cos

Pertanto le derivate di si ripetono di4 in 4 e si ha

(13.13)
(13.14)
(13.15)
(13.16)

F0) = 0
£(0) =
F0) =0
£0(0) = -1
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da cui si ricava che il polinomio di McLaurif, di sin = di grado2n + 1 &

n
$2k+1

2k + 1)

P2n+1 (l’) =
k=0

ed il resto di Lagrang®,,,.; assume la forma

f(2n+3) ( c)

Ropqi(z) = @n+3)

] < |z

Ricordiamo che il termine di grad + 2 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che
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Z L2+ ot
(13.17) sinx = — + " w(x)
“~ (2k+1)!

i 2kt f(2n+3) (c) onts
k) @nta)”

(13.18) sinx = Z
k=0

lef < ||

3. Lo sviluppo di McLaurin di cosz

f(z) =cosx

Avremo chef € CT*°(R) e si ha




(13.19)
(13.20)
(13.21)
(13.22)
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@) (z) = cosz
f®(z) = —sinz
) (z) = —cosx

fOD(g) = sinz

Pertanto le derivate di si ripetono di4 in 4 e si ha

(13.23)
(13.24)
(13.25)
(13.26)

oI
7(0) =
F9(0) = -1
i) =t
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da cui si ricava che il polinomio di McLauri®, di cos = di grado2n &

ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma

(2n+2)
Fulo) = Fosl <l

Ricordiamo che il termine di grad + 1 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che
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n_ %k
(13.27) cosx = Z % + 2" ()
k=0 '

—~ z** FEA(c) 2n+3
(13.28) cosxzkz_%@k)! + (2n+2)!x

4. Lo sviluppo di McLaurindi In(1 + x)

f(@) = In(1 +a)

Avremo chef € Ct*°((—1,+4o00)) e siha
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(13.29) f(z) =In(1+ 2)
1
1+

" 1
(13.31) '@ =G5y
2
(1+2)
3.2
(1+2)!

(13.30) f(z) =

(13.32) "(x) =

(13.33) FO) (z) = —

Possiamo quindi congetturare che

(13.34) F™(z) = (—1)mH!

La 13.36si dimostra per induzione, infatti:
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(1) pern =1

elal3.36e vera.
(2) se lal3.36e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:

d (n—1)!

(13.35) f("+1)(3:) — %f(”)(x) = — (1)L =

T dx (1+az)m

(=D(=1)

n!
(14 z)»+!

na1(m—1DIn(1 +2)" 1
1+ z)2

(_1)n+2

Pertanto

(13.36)
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e quindi

n

Py(z) = (-1 (k —1)!
k=0
ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma
(n)! e = (- )n+2
(14 )"t (n+1)!
Possiamo pertanto concludere che

R(z) = (-1)"*?

n

(13.37) In(l+42x) = Z(—l)kﬂ%k + z"w(x)
k=0

® k n—+1

9z n T
(13.38) In(1 +z) = ;(—1)@1? + (1) R (E

] < =]
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5. Lo sviluppo di McLaurindi /1 + x
Sia

(13.39)
(13.40)

(13.41)

(13.42)

(13.43)
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Possiamo quindi congetturare che

(2n — 3)!

(13.44) Fe) = (1)

La 13.44si dimostra per induzione, infatti:

(1) pern=1

fi(z) = 5+ 2)2

elal3.44e vera.
(2) selal3.44e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:
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(13.45) "V (z) = %f(n)(x) = %(—Wﬂrl (2n2—n3)!_!(1 )T =
2712—713)!! (_2n2_ 1) 1+z)"7 1=

_ (_1)n+2 (27;;11)”

— (_1)n+1(

Pertanto

(13.46)

e quindi
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ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma

)2 (2n — 1N

_2n41
Lt

Ru(2) = (-

Possiamo pertanto concludere che

(13.47) V1+z= Z

! o1
W(lJrC) 2 lc| < ||

(13.48) V1+z= Z
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6. Lo sviluppo di McLaurindi -

Sia

Avremo chef € Ct>°((—1,1)) e si ha
Definiamo

ed osserviamo che

(13.49) Sp(z) =) o =1+z+2>+23+.. +2"
-0

(13.50) e =g Z =z + e+ 23+t +.. .+
k=0
Sommando le due uguaglianze otteniamo
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(13.51)
(13.52)

e

(13.53)

Ne deduciamo che

(13.54)

ed osservando che

(13.55)
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di ordinen + 1 € N possiamo concludere ricordandaolla 4che

(13.56)

e il polinomio di McLaurin dif (z) =
Pertanto

l—z°




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

(13.58)

Allo stesso risultato si pupervenire dimostrando per induzione che

1
(1 _ x)n-i—l

(13.59) () =

F0) =1

In questo modo si trova che che

(13.60)
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Le precedenti formule possono essere utilizzate per ricavare nuovi sviluppi di Taylor mediante
plice sostituzione.
Ad esempio dalld 3.7 possiamo ricavare, sostituend@on —z2 che

(—1)k$2k

(13.61) + 2%"w(x)

(13.62) S — 2 lc| < |2?|
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e un infinitesimo di ordine superiore ad e ricordando la.2.4possiamo affermare che

& il polinomio di McLaurin die=* di gradon.

Laffermazioneé giustificata dal fatto chg.r_, *
superiore &n.

Si capisce quindi che guessere utile disporre di criteri che consentano di affermare che la differe
tra un polinomio ed una funzioreeinfinitesima di ordine superiore al grado del polinomio.

Possiamo a questo proposito dire che

D7 differisce dae" per infinitesimi di ordine
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Se f e derivabile e se

(13.63)
allora

(13.64) f'(x) = (Pa()) + (Ru())!
(R,, € derivabile perche R,, = f — P, e quindi € la differenza di due funzioni derivabili.)
Ora se (R, (z))’ € un infinitesimo di ordine superiore adn — 1 si ha

(13.65) lig (En(2))!

z—0 gnl =

e, per la regola di De I'Hopital
(B (z))!

(13.66) lim M = lim

z—0 z—0 nrn—1

=0
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CAPITOLO 14

LA CONVESSIT A

Con le definizioni e gli strumenti che abbiamo introdotto fino a questo punto siamo in grado d
stinguere una funzione il cui grafico sia del tipo illustrato in figiiial.1da una il cui grafico sia quello
illustrato nella figural4.1.2

Possiamo infatti osservare che il pringoil grafico di una funzione crescente mentre il seconc
rappresenta una funzione decrescente.

Abbiamo inoltre ga sviluppato strumenti (studio del segno della derivata prima) che ci consento
stabilire se una funziong crescente o decrescente.

Non siamo tuttavia ancora in grado di distinguere tra i grafici delle tre seguenti funzioni in quant
un primo esame, possiamo osservare che tutte e tre sono funzioni cresdetiéiyia chiaro che si tratta
di funzioni il cui grafico presenta caratteristiche molto diversej cosmee evidente qualé la differenza
tra una scodella ed un ombrello.

Onde cercare di definire una propéethe ci consenta di distinguere tra i tre grafici cominciamo
esaminare il pi semplice dei tre c®il secondo. Chiaramente si tratta di una retta e quindi il suo gra
e individuato da due punti.










£(z) = thy) + (1 — De(z)
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la 14.1non cambia anche nel caso in euion sia, come in figura, interno all'intervallo di estrermedy.
Inoltre none restrittivo considerare < y.
Avremo pertanto che il valore diin = & dato da

(14.2) 0z2) = 6a) + (2 — x)e(?f;:—i(x)
La 22.1 e semplicemente I'equazione di una retta che passa per il guntoz) ed ha coefficiente
angolare—2),

E utile osservare che, se poniamo

esprimiamo, nel contempo, la proporziorelit
i z—z
1 Yy—
tra le lunghezze dei segmentidi z| e [x, y] ed i valorit ed1.
Pertanto il rapporto tra i segmenti y] e [z, y|, sa& uguale d — t.
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Un semplice calcolo mostra infatti che
1_t:1_z—w:y—x—z+az:y—z
y—z y—z y—x

Inoltre se poniamo

(14.3)

avremo

(14.4)
e quindi

(14.5) z=x+tly—z)x=ty+ (1 —t)x

Pert € (0,1) la 14.5individua un punta: che si trova all'interno dell’intervallo di estremiedy,
mentre pet > 1 si hanno punti a destra gie pert < 0 si hanno punti a sinistra di.
Similmente possiamo scrivere1&.1come
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=19 _ y(0) 4 (o) - b)) =2

(z) +1((y) — U(z)) = t(y) + (1 = 1)é(2)

(14.6) ((z) =4l(z)+ (2 — x)

ed infine possiamo scrivere

(14.7) Lty+ (1 —t)x) = th(y) + (1 — t)l(z)

ed osservare che al variaretda 14.7consente di esprimere il fatto che tuttii valéft) = ¢(ty+ (1—1t)x)
si trovano sulla retta di cui abbiamo studiato il grafico.

Se ora sovrapponiamo i primi due grafici della figira?2 risulta evidente che, se chiamianfda
funzione del primo grafico ed e y i punti di intersezione tra il grafico e la retta, avremo che, all'inter
dell'intervallo [z, y], il grafico di f sta sotto il grafico della retta.

Chiamiamo una tale funziormnvessaed esprimiamo il fatto che abbiamo appena individuato se
plicemente chiedendo che
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K(z) = th(y) + (1~ 8() = 1(5) + (L - ) [ ()




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Poniamo in altre parole la seguente definizione

Sia f : (a,b) — R; f sidice convessa iffa,b) se

(14.8) fly+ 1 =t)r) <tf(y) + (1 —1)f(2)
perogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)

Inoltre

Diciamo che f e strettamente convessa

(14.9) fly+ (1 =t)x) <tf(y) + (1 —1)f(2)
perogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

E utile osservare che 2.8 pud essere scritta in diversi modi tutti utili per comprendere le progprie
delle funzioni convesse.

(14.10)
(14.11)

(14.12)

(14.13)
(14.14)

(14.15)

=Y
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Sono fatti equivalenti (si veda la figural4.5:
e feconvessaira,b)
e In ogni punto y € (a, b) il rapporto incrementale
f) - f)
t—y

t—

€ una funzione crescente

D’altro canto, sef e convessa si ha:

(14.16)
(14.17)
(14.18)
(14.19)

(14.20)




NEX

K @Full
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Passando al limite par — 2z~ e pery — w™ sef € convessa e derivabile allora

(14.22) f'(z) < f'(w)

e quindif’ e crescente.
Viceversa sef € derivabile edf’ & crescente allora, usando il teorema di Lagrange Gigfiermare
che

(14.23)

e quindif e convessa.
Ne concludiamo che sge derivabile, allora

Sono fatti equivalenti (si vedal4.?):

e feconvessaira,b)
e f’ e una funzione crescente irfa, b)
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(14.24)

e VORI

Z—T

e passando al limite per— =z

(14.26) f) > f2)+ () (y —2)
(14.27)

e pertanto il grafico df sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente,
Se viceversa il grafico dfi sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente, allora

(14.28) f) > f2)+ f(2)(y — 2)
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(14.29) f(x) = f(2) + f'(2)(z — 2)

da cui, tenendo conto che— z > 0,ex — 2 < 0

F0) = 1) 5 g,y 5 £ = F(@)

(14.30)
y— 2 Z2—x

(14.31)

e quindif e convessa.
Ne concludiamo che sgeé derivabile, allora
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| risultati che legano segno della derivata e crescenza della funzione permettono poi di conclude

Sia f una funzione derivabile due volte in(a, b); sono condizioni equivalenti:
e feconvessaira,b);
e f’' & crescente ina,b);
e f” & non negativa in(a, b).

DEFINIZIONE 14.1. Siaf : (a,b) — R, diciamo chef & concava in(a, b) se— f & convessa ifa, b).

DEFINIZIONE 14.2. Diciamo chef : (a,b) — R ha un punto di flesso iy € (a,b) se esisté > 0
tale chef & convessa (concava) {m, — J, z) € concava (convessa) (g, xo + 0).

Semplici esempi mostrano come sia possibile per una funzione avere un punto di fiégsso in

e non essere derivabile in(f(z) = ¥/x)
e avere derivata non nulla i (f(z) = sinz)
e avere derivata nulla il (f(z) = z?).
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TEOREMA 14.1. Sia f : (a,b) — R e siax, € (a,b), supponiamof derivabile in(a,b); allora
xo € un punto di flesso se e solo fee crescente (decrescente) in un intorno destrodé decrescente
(crescente) in un intorno sinistro.

E’ pertanto evidente che nanpossibile caratterizzare un punto di flesso facendo uso soltanto c
derivata prima nel punto.

Possiamo tuttavia provare nel successivo paragrafo condizioni in grado di caratterizzare i p
flesso.
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CAPITOLO 15

ESTREMI RELATIVI E ASINTOTI.

Abbiamo ga visto cosa si intende per minimo e massimo assoluto di una funzione e abb&am
trovato condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza di un minimo o un massimo assoluto. (Si
lemma 9.1 ed il teorema 7.10).

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la definizione di massimo e minimo relativo per
funzione e daremo condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza di un punto di minimo o di mas
relativo.

DEFINIZIONE 15.1. Siaf : D — R diciamo chery € D € un punto di minimo (massimo) relativa
per la funzionef se3d > 0 tale che se: € D N (zg — 6,29 + §) Si ha

f(x) = f(wo) (f(z) < f(x0))

Usando la formula di Taylor possiamo ottenere uno strumento utile ad identificare i punti di mas
e di minimo relativo per una funzione. Tutto si fonda sul fatto che il polinomio di Taylor approssima
funzione a meno di infinitesimi di ordine superiore al grado del polinomio stesso.
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Infatti, sia P, il polinomio di Taylor di f centrato inz, di gradon, ( ricordiamo che per scrivere il
polinomio di Taylor dif, f deve essere derivabile almenovolte); per il teoremal2.1possiamo allora
affermare che

(15.1) f(z) = Pa(z) + (z — 20)"w(z — 20)
dove, come al solito, qui e nel seguito supponiamo

lim w(x —z) =0
T—T0

e se definiamo

") (g )
:Zf k(' )(l'—l'())

k=1

Si avia
(15.2) = PX(z) + (z — m0)"w(z — T0)

n

mentre se
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(15.3) f(x) = fzo) — f'(z0)(z — m0) = P2(x) + (x — o) "w(x — mo)

Osserviamo ch&'! e P? sono, rispettivamente, i polinomi di Taylor fliz) — f(xo) € f(z) — f(xo) —

f'(@o)(x — o).
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Dividendo le15.1,15.215.3per P, P! e P?, rispettivamente, otteniamo
fl@) o (@—x)"
P T B
f(z) — f(x0) . (z — )"
P T R T
f(z) = fl@o) — flwo)lw — o) _ | [z —z0)"
P (z) ) P (z)

(15.4) w(z — o)

(15.5)

(15.6)
(15.7)

Poicte P,,P!,P?, sono polinomi di grada e quindi sono infinitesimi, per — z, di ordine al pii n,
tenendo conto che e a sua volta infinitesima, possiamo dedurre che

w(z — x0)

(x —xo)"
P(x)

(x —xo)"
P ()

(x — )"
P(x)
sono infinitesimi per: — xy.

Il teorema della permanenza del segno permette quindi di affermare che

(15.8) w(z — x9) w(z — xo) w(z — o)
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In un intorno dix,

(1) f halo stesso segno di
(2) f(z) — f(z0) halo stesso segno @it
(3) f(z) — f(zo) — f'(xo)(x — x0) halo stesso segno @

Poicle il segno diP, in un intorno diz, & quello dif(x,), la prima affermazione si riduce sempli
cemente alla riaffermazione del teorema della permanenza del segno, tuttavia le altre due fornisco
informazioni su crescenza e convessit

Infatti poiche f(x) — f(x,) ha lo stesso segno @' in un intorno diz, possiamo dire che, € un
punto di minimo relativo se siamo in grado di stabilire diee positivo in un intorno dir,, viceversa
possiamo dire che, noné di minimo relativo se il polinomid®! cambia segno in un intorno d.

Ora se supponiamo chgsia derivabile almena volte in (a,b) > x, e chef™ () sia la prima
derivata non nulla df in z, possiamo considerare il polinomi@} che risulta essere definito da

™) (g
Piw) = T e

e quindi risulta evidente chB! mantiene segno costante o cambia segno in un intorngalseconda
chen sia pari o dispari; nel caso chesia pari il segno dP! & determinato dal segno @™ (z)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA 15.1. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile almenovolte e siar, € (a,b); sia
f™(z4) # 0 la prima derivata che non si annulla, > 1; allora x, & punto di minimo relativo pef se e
solo sen & pari e f(™ () > 0.

In maniera similef (z) — f(zo) — f'(x0)(z — z0) halo stesso segno @? in un intorno dix, e quindi
si ha che che; & un punto di flesso sB? cambia segno in un intorno dj, viceversa possiamo dire che
zo Noné un punto di flesso se il polinomi@? & positivo in un intorno di,

Ora se, come prima, supponiamo ghsia derivabile almena volte in (a,b) > x, e chef™ (x,) sia
la prima derivata non nulla di in 2, possiamo considerare il polinomi¢f che risulta essere definito da

f(n) (z0)

n!

Py(z) = (= x0)"
e quindi risulta evidente chB? mantiene segno costante o cambia segno in un intorngalseconda
chen sia pari o dispari; nel caso chesia pari il segno dP? & determinato dal segno @™ (z)
Possiamo allora enunciare il seguente risultato
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TEOREMA 15.2. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile almenovolte e siar, € (a,b); sia
f™(x0) # 0 la prima derivata che non si annulla, > 2; allora z, & punto di flesso pef se e solo se
n & dispari. Il segno dif ™ () fornisce poi informazioni sul fatto che il grafico disia sopra (funzione
localmente convessa) o sotto (funzione localmente concava) la retta tangente al suo grafico

DEFINIZIONE 15.2. Sianof, g : (a, +00) — R; diciamo chef e g sono asintotiche se

lim f(z)—g(z) =0.

T—-+00
Nel caso in cui sia
g(x)=ax+0
diciamo chegy € un asintoto perf.

TEOREMA15.3. Siaf : (a, +00) — R; la retta di equazione

y=ar+[

€ un asintoto peyf se e solo se
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(15.9) a = lim =) : = lim f(z)—azx

r—+oco T——+00
DIMOSTRAZIONE. E' immediato verificare che 1&5.9sono sufficienti affincé la retta sia asintoto.
Viceversa, se la reta un asintoto, si ha O

(15.10) lim fl@)—az—f = lim M —a=0

T—+00 xT r—+oo I

DEFINIZIONE 15.3. Sia f : (a,b) — R, diciamo che la retta di equazione = ¢ & un asintoto
verticale perf se

lim | (z)| = +o0
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CAPITOLO 16

RICERCA NUMERICA DI ZERI E MINIMI.

Una delle applicazioni pitipiche della convessitconsiste nella ricerca approssimata degli zeri di u
funzione.

Il piu semplice dei metodi di ricerca degli zerindubbiamente il metodo di bisezione di cui abbia
gia dato una dimostrazione il

Il metodo di bisezione offre indubbi vantaggi di sempédaili applicazione e necessita di ipotesi ridot
alla sola continud della funzionef; tuttavia, in presenza di migliori condizioni, si possono trovare meta

che convergono alla soluzione moltaipielocemente.

Tali metodi, usualmente utilizzano la conveasiella funzione, e sono tantaupimportanti quant@
piu grande la difficok di svolgere calcoli.

Chiaramente, con tempi di calcolo sempra pdotti, tali metodi perdono parte della loro attrattiva
anche se rimangono interessanti per la loro eleganza ed efficienza.

E’ questo il caso del metodo di Newton (o delle tangenti) e del metodo della regula falsi’; essi
vergono se le funzioni di cui si ricercano gli zeri sono convesse e possono essere generalizzati ¢
non convesso puréhle derivate prime e seconde della funzighsiano opportunamente maggiorabili ¢
minorabili.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA 16.1. - Metodo di Newton (o delle tangenti)- Supponiaiho («a, 3) — R, convessa e
derivabile due volte ifi«, 3); supponiamo inoltre cha < a < b < [ e sia

fla) <0, f(b)>0.

Allora esiste uno ed un solo puntce (a, b) tale che

fle)=0, f'(z) > f'(c) >0 Vx € [e,b].

Definiamo la successiong, nella seguente maniera:

I’Ozb

Tnt1 = Tp — my
n

allora:

e 1, € decrescente e inferiormente limitata,
e limz, =c
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e se() < f"(z) < M perogniz € [a,b] e sef’(a) = P > 0siha

2P [ M >
< —c< — | —(b—
O<san—cs 37 <2P(b a)>

Il precedente metodo puessere generalizzato al caso in cui la funzione non sia convessa, ma
verificate opportune condizioni.

TEOREMA 16.2. -Metodo della regula falsi - Sigl : («, 5) — R una funzione convessa e derivabile
due volte in(«, §) e sianoa, b € (o, 3), a < b, taliche f(a) < 0, f(b) > 0.

Allora esiste uno ed un sotoe (a, b), tale chef(c) =0e f'(z) > f'(¢) > 0 Vx € [¢,b].

Inoltre, se definiamo una successiangenella seguente maniera:

(16.1) T, 1 € [e,b], x1 < X9
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(162) .’1?»,,,1.1 = Tpn — f(xn)

Lp — Tnp—1

=g — f(fcn—l)f(xn) — f(@n-1)

si ha
e 1, € decrescente ed inferiormente limitata,
e lim z, =c
e seM, P € R sono tali che

0< f'(z) <M, f'l(x) > P >0 Vx € la,b]

oP [ M Sn
<z, —c<—(Z=(h—
Osa@n—esp <2P(b “)>

allora

oves,, e la successione di Fibonacci.
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CAPITOLO 17

INTEGRAZIONE.

Consideriamo un punto materiagkche si muove lungo I'assedi un sistema di riferimento cartesiano
ede sottoposto ad una forza di richiamo costante a tratti verso un pudétia retta, che assumiamo come
origine degli assi coordinati.

Piu precisamente see lo spostamento da del puntoP la forza di richiamoR sa& espressa da:

R(z)=k se i<z<i+]1 con i=0,1,2,
Il lavoro svolto per muovere un punto su cui agisce una forza costante, si calcola moltiplicanda

tensiti della forza per lo spostamento che il punto ha subito, pertanto il lavoro che occorre per spos
punto P dall’'origine e dato da:

i—1
Az) = kj+k(z—i) se i<z<i+l con i=0,1,2,
j=0

Se supponiamo che la forza di richiarffaanzicte costante a tratti sia proporzionale alla distanza
P daO, come ad esempio accade nel caso in cuPfagisca una forza elastica, eise ipotizziamo che
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R(z) = kx conk € R,

avremo qualche problema intpper il calcolo del lavoro che nampit svolto da una forza costante, ¢
costante a tratti. Possiamo allora tentare di calcolare il lavoro approssimando la forza di richiamo cc
forza costante su tratti abbastanza piccoli.

Siano

O=xp<1 < ...<xp==x
n punti che conveniamo di indicare come
P ={x¢,x1,...,xn}

e possiamo chiamare partizione dell'intervdlloz]. Possiamo approssimaféx) con le quanta

AT (Pz) e A (P )
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definite mediante le

(17.1)

(17.2)

Per come sono state definite si ha

A= (P,z) < A(z) < AT(P,x).

ed inoltre se consideriamo le partizioni

P, ={iz/n,i=0,1,2,..,n}
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si ha che
2 —1 2 W
(17.3) kx® (n—1)n _ ka
n? 2 n?
<sup{A~(P,x) : P} <inf{A*(P,z) : P} <
kr’ ~ . ka’n(n+1)

— 1 = ——
n2 4 n? 2
=1

(i —1) = A (P, z) <

<A(P,,x) =

Per cui passando al limite per— +oo si ottiene che

kx?

(17.4) %x? <sup{AT(P,x) : P} <inf{A~(P,z) : P} < 5

ede lecito definire
2
(17.5) A(x) = inf{AT(P,z) : P} =sup{A~(P,x) : P} = k%

Lo stesso problema si pone non appena cerchiamo di definire I'area dell'insieme
D={(z,y) eR? : 0<2<1,0<y<2?}
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Siano0 = zg < 71 < ... < x,, = 1 e definiamo
P ={xo,z1,....,x,};
possiamo approssimare, rispettivamente per eccesso e per difetto, I'arenatiiante le

AP =) o (wi—mi1) , o(P)=) af(mi—zi1)
=1 =1
e possiamo definire I'area di come I'eventuale valore comuneidt{ A(P) : P} esup{a(P) : P}
dichiarando ché noné misurabile se tali valori non risultano coincidenti.
Considerata la partizion8, = {i/n : i =0,1,2,...,n} si calcola che

(116);%(" 1)ém’_1 n3§: (i — 1)

< sup{a(P) : P} <inf{A(P) :

o Quit
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e pern — +oo Si ottiene

1
3

(17.7) <sup{a(P) : P} <inf{a(P) : P} <

ondee lecito definire
area(D) = inf(A(P) : P} =sup{a(P) : P} = é

La definizione di integrale nasce dall’esigenza di formalizzare procedimenti del tipo che abb
esposto; in sostanza si tratta di definire I'estensione del concetto di somma discreta al caso in
somma sia fatta su insieme continuo di indici.

DEFINIZIONE 17.1. Siala, b] C R, chiamiamo partizione diz, b] un insieme
P=A{xg,z1,...., 2.}

di punti di|[a, ] tali che
a=Top <21 <..<x,=0>0.

Indichiamo corfP(a, b) I'insieme delle partizioni dja, b].
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O zem

N

17.1.1. Somme Inferiori 17.1.2. Somme superiori

FIGURA 17.1.

Definiamo
(178) Ik = [xk;xk:-i-l] 9 AIk = Tpy1 — Tk
(17.9) I=[a,b , Al=b—ua
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ovviamente si a&

n—1
(17.10) I= U I, , [a,b]= U [Tk, Trya]
k=0

Definiamo inoltre, per ognP € P(a,b),
A(P) = max{Al;,k=0..n—1}
DEFINIZIONE 17.2. Sia P € P(a,b) e siaf : [a,b] — R una funzione limitata che supporremc
sempre;
m< f(z) <M  Vz€la,b]
poniamo
P ={x¢,x1,.., x5}
e definiamo
my = inf{f(x) : x € [xk, Tps1]}
My, = sup{f(z) : x € [xg, xr11]}
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Definiamo inoltre

(17.11)

(17.12)

(17.13)

ove si indichi conS = {¢;, .., ¢, } una scelta di punti tale chey, < c¢; < 3.
L(f, P)edU(f, P) si dicono, rispettivamente, somme inferiori e somme superiofiriipetto alla
partizioneP, mentreR(f, P,S) si dice somma di Cauchy-Riemann.

Vale la pena di osservare che le somme di Cauchy-Riemann dipendono dalla scelta d€igitrati
che dai puntt;,.
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O weAa-zem
B zem
BH wa

FIGURA 17.2. Confronto tra somme superiori e somme inferiori

DEFINIZIONE 17.3. SianoP, @ € P(a,b); diciamo cheP & una partizione pi fine diQ), e scriviamo
P<@,sePDQ.
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Diciamo inoltre cheP,, € P(a,b) & una successione ordinata di partizioni se

(17.14) {R”1<J%

lim A(P,) =0

E evidente dalle figure che valgono i seguenti fatti la cui dimostraziodegsere scritta formalizzanda
cio chee suggerito da esse.

LEMMA 17.1. SianoP, @ € P(a,b), Q < P, Allora
(17.15) m(b—a) < L(f, P) < L(f,Q) <

< R(f,Q,S) <
<U(f,Q) <U(f,P) < M(b—a)

Inoltre, comunque si scelga®, S € P(a,b), si ha

L(f,R) <U(f,S).
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DEFINIZIONE 17.4. Definiamo

)
(17.16) / f(x)dz = inf{U(f,P) : P € Pla,b)}

(17.17) / f(z)dx = sup{L(f,P) : P € P(a,b)}

Le precedenti quanit si dicono, rispettivamente, integrale superiore e integrale inferiorg di

la, b]

E immediato verificare che

m(b—a) < / fz)dz < f(z)dz < M(b—a).

a

DEFINIZIONE 17.5. Diciamo chef & integrabile in[a, b] se

_/ab f(z)de = /a_b f(z)dz .
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In tal caso chiamiamo il valore comune ottenuto integralg diia a eb e lo denotiamo con il simbolo

/ab flz)dz .

Definiamo

ed osserviamo che
/ f(z)dx = 0.

DEFINIZIONE 17.6. Diciamo chef soddisfa la condizione di integrabgitin [a, b] seVe > 0 esiste
una partizioneP. € P(a,b) tale che
(17.18) 0<U(f,P) - L(f,P.) <«

Dal momento che la quandit’/( f, P) — L(f, P) decresce al raffinarsi della partizione, restando no
negativa, la precedente condiziodequivalente alla seguente
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Ve > 0 esisteP. € P(a,b) tale che
VP € P(a,b), P < P.

DEFINIZIONE 17.7. Diciamo chef & integrabile secondo Cauchy-Riemanrdnb] se esistd € R
per cui esiste una partizionB € P(a,b) tale cheve > 0 si ha che

(17.19) IR(f,P,8)—1I|<¢

per ogniP € P(a,b), P < P. e per ogni scelta di punts

TEOREMA 17.1. Sono fatti equivalenti:
(1) f & integrabile sua, b]
(2) f soddisfa la condizione di integrabditin [a, 0]

DIMOSTRAZIONE. Sef € integrabile allora

_/ab f(x)de = /abf(:c)dx = /a_bf(x)dx
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Ma per definizione

b b
(17.20) [t =swrir) [ f@de=utuep)

e quindi possiamo trovare due partizidnie Q. tali che

b b
(17.21) | @iz -5 <1000 2 [ f@yto

(17.22) /bf(x)dx <U(f,P) < /bf(:v)dx + %

Se ne deduce che

(17.23)
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SeR. = Q.| P., si ottiene che

(1724) U(f7 Re) - L(f7 Re) S U(f, Pe) — L(fa Qe) S €

e quindi vale la condizione di integrabdit

Se viceversa si ha
(17.25) U(f,P)— L(f,P.) <e
allora
(17.26)

e pertanto

(17.27)




e, passando al limite per— 0 si ottiene

(17.28)

poiche e ovvio che

(17.29)

si puw concludere che

(17.30)

e I'integrabilita di f € dimostrata.
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|

TEOREMA 17.2. Sef & integrabile sya, b] allora f € integrabile secondo Cauchy-Riemann ed il va
dell'integraleé lo stesso.

DIMOSTRAZIONE. Poicle

(17.31) L(f,P) < R(f,P,8) <U(f, P)

ed anche

(17.32) Lg.p)< [ ' fle)de < U, P)
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si ha

b
(17.33) R(f,P,S) - / f(x)dz] < U(f,P) — L(}, P)

Quandof e integrabile/(f, P) — L(f, P) pud essere reso piccolo quanto si vuole, pur di raffinare la p
tizione e quindi per la precedente disuguaglia@zessibile verificare la definizione di integrale seconc
Cauchy-Riemann.

Nel teoremal 7.2pud essere dimostrata anche I'implicazione opposta per cui

TEOREMA 17.3. f € integrabile sua, b] se e solo s¢ € integrabile secondo Cauchy-Riemann ed il vé
dell'integraleé lo stesso.

DiMOSTRAZIONE. Dal momento che vale la definizioA&.7avremo che s& & abbastanza fine allora
(17.34) I —e<R(f,P,S)<I+¢
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per ogni scelta di punts.
Poiche si ha

(17.35) U(f,p) =S MyAIL Flew) + &) AL =
0 k:o
R(f,P,51)+elb—a)<I+elb—a)+e

—1

(17.36) L(f,p) Z mpAI > Z f(dy) — )AL, =

=R(f,P,S2) —ecb—a)<I—¢elb—a)—c¢

Ne viene allora che

(17.37) I—elb—a)—e< L(f,P)<U(f,P)<I+elb—a)+e




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e quindi vale la condizione di integrabdie

/abf(:v)dx =¥
O

TEOREMA 17.4. Se fé una funzione integrabile e sid, una successione ordinata di partizioni di
allora

(17.38) /qb f(@)dz =tim U(f, P) = lim L(f, P) = lim R(f, Py, S)

DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢ e integrabile, possiamo trovare una partizidheale che
U(f,PE) —L(f,PE) <€

SeP, e costituita daV punti, dalla figural 7.3
si vede che

(1739) U(f7pn)_L(f7Pn) SU(fape)_L(f7pe)+N(M_m)APn
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«=P, x=F

O wvy.ry-ig.e)
B vg.r) -xrm
(M — ) (P

FIGURA 17.3. Confronto trd/(f, P,,) — L(f, P,) eU(f, P.) — L(f, P.)

infatti € evidente chaon si puo affermare semplicementeche

U(f7pn) _L(fapn) < U(fape) _L(f7P€)
a causa del fatto messo in evidenza dalla zona tratteggiata in figiuia
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Tuttavia I'area di tale zona @uessere maggiorata con
(M —m)AP,

e tale evenienza ha luogo aligh tanti casi quanti sono i punti\) di P..
Pertanto, fissando opportunameritee scegliendo: abbastanza grande, si ottiene éhef, P,) —
L(f, P,) diventa piccola quanto si vuole e quindi

U(fapn)_L(f7Pn)_>O

Ora, se ricordiamo che

(17.40) nw— L(f, P,) e n— U(f, P,)

sono successioni crescenti per il fatto che la successione di partizierurdinata, ch¢g' e integrabile e
che

(17.41) L(f, P.) < R(f, P, S) < U(f, Fn)
possiamo concludere che
(17.42) imU(f,P,) , lmL(f,P,) , lUmR(f, P,,5S)
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esistono e quindi poiéhsi ha

L(f,P)) g/ f(x)dz < U(f, P,)

b
(17.43) lim U(f, ) = lim L(, P) = lim R(f, Po, S) = [ f(a)da

g

TEOREMA 17.5. Sef, g : [a,b] — R sono integrabili sya, b], e sea, 5 € R; allora af + Bg e fg
sono integrabili sya, b] e

/ab[af()Jrﬁg /f dx+ﬁ/

TEOREMA 17.6. Sef & integrabile in[a, b]; e sec € (a,b), allora f & integrabile in[a, c] ed in|c, b] e

/af(x)dx:/ dm+/ [z
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TEOREMA17.7. Sef, g : [a,b] — R sono integrabili in[a, b] e sef(z) > g(z) Vx € [a, b]; allora

[ ez [ g

DIMOSTRAZIONE. Saa sufficiente provare che, gér) > 0,

/ " f@)dz >0,

ma quest@ ovvia conseguenza del fatto che= inf{ f(x) : « € [a,b]} > 0.
TEOREMA 17.8. Sef : [a,b] — R e se definiamo

fr(@) = max{f(x),0} , f-(z)=min{f(z),0}.

Allora f, ed f_ sono integrabili sUa, b] se e solo s¢ & integrabile sya, b] e si ha

/ab f(z)de = /ab fi(@)dz + /ab I (2)de.
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DIMOSTRAZIONE. SiaP € P(a,b), allora
U(f_;,_,P) _L(f+7P) < U(f,P) —L(f,P)
in quanto

sup{f1(z) = f+(y) : 2,y € [wi, ml} <sup{f(x) = fy) - 2,y € [ia, 2]}
Inoltre sihaf = f. + f_. a
COROLLARIO 17.1. Sef : [a,b] — R & integrabile in[a, b], allora anche| f| & integrabile inja, b].

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare chg| = f, — f- O
Osserviamo chéf| pud essere integrabile senza cheia tale; ad esempio

7336@
, € R\Q

TEOREMA 17.9. Sef é integrabile , allora

[l < |[ @]
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DIMOSTRAZIONE. Siha—|f(z)| < f(x) < |f(z)| e la tesi segue dai risultati precedenti.

TEOREMA 17.10. Sef & integrabile in[a, b], non negativa, e sk, 4] C [a, b]; allora

/a " faye < / "

TEOREMA 17.11. Sianof, g : [a,b] — R, e siaf limitata ed integrabile ina, b]; se

f(x) =g(z) Veela,b]\N , N={yy, ..y}
allora ancheg & integrabile in[a, b] e si ha

/ab f(z)dx = /ab g(x)dx.

DIMOSTRAZIONE.E sufficiente provare che la funzione

oo e
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conc € [a, b], & integrabile ina, b] e

/ab he(x)dx = 0.

SiaP € P(a,b); siha
L(he,P) =0 , U(he, P) < 2A(P).
Pertanto
inf{U(h., P) : P € P(a,b)} = 0.
La tesi segue tenendo conto del fatto che

Ci proponiamo ora di dare alcune condizioni sufficienti per I'integratbilit

TEOREMA 17.12. Sef & monotona slu, b}, allora f & integrabile infa, b].
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FIGURA 17.4. Integrabilih delle funzioni monotone

DIMOSTRAZIONE. Il teorema segue da quanto illustrato nella figura
Supponiamo ad esempio clfiesia crescente ifu, b]; si ha

m; = f(zim1) , M;= f(=z;)
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per cui

n

U(f,P)— L(f,P) = ) [f(=:) — fl®:1))(®: — 2io1)

=1

e, sceltalP. € P(a,b) in modo cheA(F.) < ¢, siha

U(f,P.)— L(f,P.) <« Z [f (@) — fzim1)] = e[ £ (b) — f(a)].

TEOREMA 17.13.Sef : [a,b] — R & continua, alloraf & integrabile in[a, b].

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione di questo teorema si fonda sul concetto di uniforme coatinu

Poicke non si tratta di un concetto semplice, tanto che agli albori del calcolo esso era igm@ore
conveniente illustrare la dimostrazione per le funzioni lipschitzian& per le funzioni per cui si gu
affermare che

|[f(z) = F(y)| < Lz = y]
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In tal caso si ha

n—1 n—1

(17.44) U(f,P.) = L(f. P.) = > (M — mp) AL = > (f(zx) — f(yw)) AL <
k=0 k=0

n—1

> Lizy — gl AL

k=0

conxzy, yx € I;, € se scegliama P < + otteniamo che

n—1

U(f,P.) = L(f,P.) < €Y AL = (b —a)

k=0

Possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 17.14. Se f €& limitata in [a,b] e continua in[a,b] \ N, N = {y1,...,yx}; allora f &
integrabile in|a, b].
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TEOREMA 17.15. Sef € continua e non negativa e se

b
/ f(z)dz =0
allora f(z) = 0 per ogniz € [a, b]

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esist& [a,b] tale chef(a) > 0 ; allora esiste
l¢,d] C [a,b] in modo chef(z) > m > 0in [¢, d].
Pertanto

/ab f(z)dx > /cd f(x)dz > m(d—c) > 0.

O
Gli sviluppi del calcolo integrale e le sue applicazioni dipendono dal legame strettissimo tra il con
di integrale e quello di derivata chee espresso dal teorema fondamentale del calcolo integrale e ¢
propriet di cui gode la funzione integrale— ffo f(t)dt.
Definiamo pertanto

(17.45) F(z) = /w f(z)dx
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e dedichiamo un po’ di attenzione allo studio della contéeidella derivabild di F
TEOREMA 17.16. Sia f integrabile in[a, b] e consideriamo, per ogni € [a, b], la funzione definita

da .
= /a f(t)dt

DIMOSTRAZIONE. Sianoz,y € [a,b] e sia|f(z)] < M Vz € [a,b]; si ha

Allora F & lipschitziana ina, b].

(17.46) 7@ - F) = | [ f(t)dt‘ <|[ |f(t)|dt‘ < Mly - a].

TEOREMA 17.17. Sia f integrabile in[a, b]; consideriamo la funzione definita da

0= [ s

Sef & continua inz, € (a,b), allora F' & derivabile inz, e

F'(z0) = f(x0).
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DIMOSTRAZIONE. Per ognie > 0 esiste). > 0 tale che sét — x| < 0. si ha|f(t) — f(zo)| < .
Percd se|h| < . siha

F(z¢+ h) — F(z) 1| o
~ flan)| < / () = fao)lde| < e

h

TEOREMA 17.18. della media - Sigf continua, allora esiste € [a, b] tale che

/ F(@)dz = F(S)(b — a).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo applicare il teorema di Lagrange alla Funziopng su|a, b]
Il precedente teorema pessere generalizzato nella seguente forma

TEOREMA 17.19. - della media - Siand, g continue,g non negativa; allora esiste € [a, b] tale che

[ e = 1@ [ s




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

DIMOSTRAZIONE. Il teoremae banale sg € identicamente nulla. In caso contrario si ha

/a @)z > 0

e, posto

si ha

g(x)dx < f( Yg(z)dz < M/

a

PG
< f o(z
Pertanto la tesi segue dal fatto cfie& continua |n[a, b] ed assume tutti i valori compresi tra il suc
minimo m ed il suo massima/. O

| precedenti risultati indicano la necessdi introdurre un nuovo concetto: quello di funzione la c
derivatae assegnata.
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DEFINIZIONE 17.8. Diciamo cheF' € una primitiva dif in (a, b) se F' € ivi derivabile e risulta
F'(z) = f(z) Vz € (a,b).
Definiamo integrale indefinito dfi e lo indichiamo con il simbolo

[
l'insieme delle primitive dif.

TEOREMA 17.20. Supponiamo ché’ e G siano due primitive dif in (a,b), allora esistek € R tale
che
F(z)=G(z)+k Vze€ (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Dal momento chéF — G)'(z) = 0 in (a,b) si pud applicare il corollario del
teorema di Lagrange che assicura che se una funzione ha derivata null& albstante. O

COROLLARIO 17.2. Sia F' una primitiva di f in (a, b) e siaf continua in(a, b); allora esistek € R
tale che

F(z) = / " F(bdt + k.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Il precedente corollario permette di determinare l'integrale indefinito di una funzione. Ricordi
tuttavia che la sua validite limitata a funzioni definite su un intervallo.
Anche il calcolo dell'integrale df in [a, b] beneficia di questo risultato vale infatti il seguente teore

TEOREMA 17.21. Sia f integrabile in[a, b], sia F' una primitiva di f in (a,b) e siala, 8] C (a,b);
allora
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DIMOSTRAZIONE. SiaP € P(a,b), P = {xg, .., x,}, Si ha

(17.47)

e si pw concludere scegliendo una partizione sufficientemente fine. O

Il teorema precedente consente di usare le primitive di una funzione per calcolare il valore
integrale definitoE pertanto importante conoscere le primitive di alcune funzioni elementari. Rimandeé
all'appendice per una informazioneiptompleta, ci limitiamo qui ad osservare che la tabella di derive
data nel paragrafo 8, letta da destra verso sinistra, fornisce le primitive delle principali funzioni eleme
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Le funzioni che sono primitive di qualche altra funzione godono di una certa regatasé precisata
nel seguente enunciato.

TEOREMA 17.22. Sef ha una primitiva in(a, b), per ognic € (a,b) none possibile che
lim f(@) # lm f(2)

DIMOSTRAZIONE. SiaF' una primitiva dif in (a,b); se i limiti in oggetto esistessero, si avrebbe, pe
le propried della derivabili,

F'(c) = lim f(z) = lim f(z).

O
Per il calcolo degli integrali definig molto utile servirsi delle seguenti regole di integrazione.

TEOREMA 17.23. - integrazione per parti - Siang, ¢ di classeC* e sia[«, 3] C (a, b); allora

B B
| 1@tz = 18193 - f@g(@) - [ fa)g @)

DIMOSTRAZIONE. Si ha

(f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(2)g'(x);
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pertanto

/j f(z)g(x) do = /j (fg) (z)dx — /aﬁ f(2)d' (@)de

ed osservando chgy e una primitiva di( f¢)" in (a, b) si deduce la tesi.

TEOREMA 17.24. - integrazione per sostituzione - $e= C°, g € C?; sia[a, 8] C (c, d), allora

B 9(B)
/ e el = / F(o)de.

(a)
DIMOSTRAZIONE. SiaF una primitiva dif in (a,b), alloraF(g(-)) € una primitiva dif (¢(-))¢'(-) in
(¢,d) e siha
9(8)

163
/ f(9())g (@)dz = F(g(B)) — Fg(a)) = / f(z)da

(a)

Sef € una funzione, indichiamo
f@)]5 = f) - f(a)

In tal modo risultano semplificati molti enunciati che coinvolgono gli integrali definiti.
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Ad esempio si pa dire che, sé' € una primitiva della funzione continya allora

/a ’ fa)iz = F@)}

Cisiamo occupati fino ad ora del problema di integrare una funzione limitata su di un intervallo lim
che, in genere; anche supposto chiuso.

Nella praticae spesso necessario integrare funzioni non limitate o su intervalli non limitati, a qu
scopoe necessario definire una estensione del concetto di integrale, che permetta di considerare
guesti casi.

La definizione none strettamente collegata col procedimento di integrazione definita dato pr
dentemente, anche se da esso dipende in maniera essenziale, e, per questa ragione, viene de
procedimento di integrazione impropria.

DEFINIZIONE 17.9. Sia f integrabile in|x, b], per ogniz € (a, b]. Diciamo chef ammette integrale
improprio (finito) in (a, b] se esiste (finito)

lim / b Ft)dt

r—at




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

In tal caso definiamo il suo valore

/ab f(z)dz

Definizioni analoghe permettono di considerare facilmente l'integrale improprio su di un inter
la, b] di una funzionef limitata e integrabile in ogni intervalloe, y| C [a,b] \ N, dove N & un insieme
finito di punti

DEFINIZIONE 17.10. Sia f integrabile in[a, 2|, per ogniz > a. Diciamo chef ammette integrale
improprio (finito) in[a, +00) se esiste (finito)

lim / "

T— 400

In tal caso definiamo il suo valore
“+o0o
/ f(z)dz
a

Definizioni analoghe permettono di considerare I'integrale improprio di una funzione limitata e
grabile su ogni intervalltz, y], in (—oo, a] 0 (—oo, +00).
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In entrambe le due precedenti definizioni diciamo ¢ghemmette integrale improprio convergente
divergente, a seconda che il suo valore sia finito o infinito rispettivamente.

Per semplic, nel seguito faremo riferimento solo ai casi contemplati nelle definiZiory 17.1Q
tuttavia i risultati che proveremo possono essere facilmente rienunciati e ridimostrati negli altri casi.

Possiamo considerare qualche esempio per illustrare i concetti introdotti

Sia

allora:
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se O<ax<l1l

se a>1

se o> 1

se 0<a<l1

| risultati esposti si possono ricavare applicando semplicemente le definizioni e le regole elem
di integrazione. Partendo da questi semplici punti fermi possiamo ricavare dei criteri che consent
stabilire se una funzioneintegrabile in senso improprio.

A questo scopo dobbiamo considerare una conseguenza del criterio di convergenza di converg
Cauchy.

TEOREMA 17.25. Sia f integrabile in[z, b], per ogniz € (a, b]; allora f ammette integrale improprio
convergente irfa, b] se e solo se per ogni> 0 esiste). > 0 tale che se si considerant, z” € (a,a+0d.)
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allora
/ F@O)dt| <

TEOREMA 17.26. Sia f integrabile in[a, 2|, per ogniz > «a; allora f ammette integrale improprio
convergente ifa, +00) se e solo se per ogai> 0 esisted. > 0 tale che se’, z” > 4. allora

/:N ft)dt| <e

| due precedenti teoremi seguono immediatamente dal criterio di convergenza di Cauchy.

TEOREMA 17.27. Sianof, g integrabili in ogni|x, y] C I; valgono i seguenti fatti:

(1) se|f| ammette integrale improprio convergente/irallora anchef ammette integrale improprio
convergente ir;

(2) se|f| < g e g ammette integrale improprio convergente inallora anche|f| (e quindi f)
ammette integrale improprio convergentelin
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DIMOSTRAZIONE. Si ha

1

<|/ " |f@)da] <

!

O
Non & tuttavia vero che s¢ ammette integrale improprio convergente angfleammette integrale
improprio convergente. Per esempio si consideri

sull'intervallo [0, +00), (Si veda teorema?.3]).
Diamo ora un risultato che sadi grande utilia per stabilire I'integrabilé in senso improprio di una
funzione.
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TEOREMA 17.28. Sia f integrabile in[z,b], per ogniz € (a,b], € supponiamo ch¢ sia infinita pe
x — a' di ordine 3.

(1) Seesister € R, conj < a < 1 allora f ammette integrale improprio convergente(in b|.

(2) sep > 1 allora f ammette integrale improprio divergente (i, b].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempfdz) — +oc perx — a* e proviamo (1). Si ha

wJ@
ot a—ap

e pertanto esistonk, 6 > 0 tali che

0< f(z) < i

S @—ap Va € (a,a+9)

e la tesi segue dal teorerid.27e dalle17.48 non appena si sia tenuto conto del fatto che

z—a™t

b b a+d
lim / ft)dt = f(t)dt + lim F(t)dt.

a+d =Xt T
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Proviamo ora (2); se € (a,a + 9), conk,§ > 0 opportunamente scelti, si ha

f(z) > i

r —
e come prima segue la tesi. O

TEOREMA 17.29. Sia f integrabile in[a, ], per ogniz > a; supponiamo chg ammetta integrale
improprio convergente ifu, +c0) e che

lim f(z) ="~

T——+00

Allora ¢ = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempio che éia 0; allora, ser > ¢, f(z) > ¢/2. Pertanto

T ) T
(17.48) i / F(t)dt = / f(®)dt+ lim /5 F(t)dt >

T——+00

2/6f(t)dt—|— lim (x —§)¢/2 =400

T——+00
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O
Osserviamo ch¢ pud ammettere integrale improprio convergentéiint-oo) senza che esista il limite
di f perx — +o00, se ad esempio

i<z <i+1/2

17.49 .
( ) i+1/2<z<i+1

11—1/2"
= 111m --—,- =
n 2 1—1/2

Si puw analogamente provare che
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TEOREMA 17.30.Siaf integrabile in[a, x|, per ogniz > a, e supponiamo chgsia infinitesima di ordin
06 perx — +oo.
(1) Se esistex € R tale cheg > o > 1, allora f ammette integrale improprio convergente i

[a, +00).
(2) Sep < 1 allora | f| ammette integrale improprio divergente|in +co).

Osserviamo, a proposito dei teoremi.7.28?? che qualorag € R, in (1) e sufficiente prenderex = S.

TEOREMA 17.31.Sianof, g, f € C°, g € C!, e siaF una primitiva dif; allora le seguenti condizioni
sono sufficienti per la convergenza dell'integrale improprigfdiin [a, +00):

(1) F limitata in [a, +00) € g monotona & perx — +o0;
(2) F convergente per — +oo € g monotona e limitata.
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Segue da
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CAPITOLO 18

QUALCHE STUDIO DI FUNZIONE INTEGRALE

Lo studio di una funzione che sia data mediante un integrale ricorre in molti casi: ad esempio q
si studiano le soluzioni di equazioni differenziali in cui compaiono funzioni che non ammettono prim
elementari o che ammettono primitive elementari non facilmente calcolabili.

Per funzione integrale si intende una funzione definita da

(18.1) F(z) = / C F@)dt

I risultati che occorre tener ben presenti quando si studia una funzione integrale sono i seguenti

(2) I'risultati che sono sufficienti a garantire I'integraldlii una funzione: sono quelli contenuti ne
teoremi?? e si possono brevemente riassumere dicendo che:
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e integrabile su ogni intervallo su cuié continua

e integrabile su ogni intervallo su cuie monotona

e integrabile su ogni intervallo su cuie limitata e continua a meno di un numer
finito di punti

e [ eintegrabile su ogni intervallo su cui differisce da una funzione integrabile a mer
di un insieme finito di punti

./
o/
./

(2) Il risultato che assicura che ge limitata alloral” € continua.
(3) il teorema fondamentale del calcolo che assicura chieeseontinua ine allora F' € derivabile in

re
F'(z) = f(z)
(4) la definizione di integrale improprio per cui:
e Sef e integrabile in senso improprio it

lim F(z) = / Ft)dt
e Sef e integrabile in senso impropriojacco
+oo
lim F(z)= f(t)dt

T— 400 Zo
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Vale inoltre la pena di ricordare che se

(18.2)

allora

(18.3)

e quindi, se le funzioni in gioco sono derivabili

(18.4) G'(z) = F'(B(z)) 0 (x)

Inoltre se

(18.5)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

allora sec e scelto nel campo di integrabdidi f, si ha

8() c 8() B) a(z)
(18.6) Glz) = (o F)dt = /a . Ft)dt + / F)dt = / F)dt — / F)dt

e quindi

(18.7) G'(z) = F'(B(x))8'(x) — F'(a(z))d/ (z) = f(B(x))5'(z) = fla(z))a'(z)

Si consideri la funzione

2
et

fa) = /0 VTt — )i+ 2
Cominciamo a determinare il dominio i

La funzione integranda risulta definita e continua (e quindi integrabile} per(—2,0) U (0,1) U
(1, +00).

dt
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Inoltre
et
lim = —

=2 YT —el(t— )i+ 2
di ordine% in quanto I'integrand@ infinita a causa del fattorgt + 2 presente nel denominatore;

2
. e
lim = —

t—0— m(t — ].)m

di ordine% a causa del fattore a denominatgfe — et (si ricordi chel — ¢ & infinitesimo in zero di ordine
1); analogamente

t2
. e
lim = 400

or YT et — )it 2

di ordine%
Infine ,
I £ T
11m = x
t—1= 1 —et(t — 1)/t +2

di ordinel a causa del fattore— 1 a denominatore.
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Ne segue che la funzione integrangldntegrabile (eventualmente in senso improprio}-#2, 1) U
(1, +00).
Poicle gli estremi di integrazione soricedx dovra essere: € [—2,1).
Dal momento che
e la funzione integranda continua pet € (—2,0) U (0,1) U (1, +o0)
o f & definitain[—2, 1))
il teorema fondamentale del calcolo assicura che

f'(x) =

72

@

e (z— )z r2

Per ogniz € (—2,0) U (0,1)
Per quanto riguarda i punti= —2 ex = 0 si e gia visto che

i, ) ===

lim f'(z) = —c0

t—0—
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lim f'(z) = +o0

t—0t
cui f none derivabile per = —1 edz = 0.
Per tracciare il grafico df dobbiamo tenere conto che
e f'(x) > 0perx e (0,1)
o lim, ;- f(z) = +oo,
e f none derivabile in—2 ed in0
e in —2 ed in0 il grafico ha tangente verticale

Pertanto il grafico df risulta:
Consideriamo ora

2
|| et

9() o V1—et(t— 1)\/t+_2dt

Dal momento che

9(z) = f(|=])
il grafico di g sa@ uguale a quello df per gliz € [0,1) ed il simmetrico rispetto all’assg per gli
xz € (—1,0].
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FIGURA 18.1. Grafico dif(x)

Se infine consideriamo

2
et

he) = / =it
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FIGURA 18.2. Grafico di(x)

per quanto visto ai punti precedenty, € integrabile in[—2,1) U (1, 4+oc0)) Lintervallo di integrazione
dovra essere contenuto nell'insieme in eypossibile calcolare I'integrale; davcice risultare che

[z®, 2% 4+ 2] C [-2,1) U (1, 400)

e quindi la funzioneh risulta definita per® > 1 ovvero perz > 1.
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Poicle l'integrandae continua pet > 1 e gli estremi di integrazione sono derivabili, si ha, pe
z € (1,400)
2ze@*+2)? 3x2e”’

h'(z) = —
(@) V1—et2(g2 — 1)v/22 + 4 V1 —e** (23 — 1)vVz3 + 2

Consideriamo la funzione

f(x):/ _x( 3 + cos(t)

t—4)Vto —1
La funzione integranda definita e continua (e quindi integrabile)(iroco, 1) U (1,4) U (4, +00).
Inoltre
3 + cos(t)

)
i1 | (£ — 4) P — 1

i 3 + cos(t)

it —a)YB 1]

1
= 400 di ordine 3

mentre

400 di ordine 1
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Pertanto I'integranda risulta integrabile (anche in senso improprig} i, 4) U (4, +00).
Dovra allora essere

x<4 (0) ure
4z <4 =

ovvero0 < x < 4.
Essendo gli estremi di integrazione due funzioni continue e derivgbrisulta continua in tutto il

suo dominio (perch l'integrandae integrabile) e derivabile per # 1 e4 — x # 1 essendo l'integranda
continua pet # 1 (pert = 1 l'integrandae infinita).

Pertanto I'insieme di continute (0, 4) e I'insieme di derivabili&é (0,1) U (1,3) U (3,4).

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalla formula di derivazione delle funzioni com
siha, ser € (0,1) U (1,3) U (3,4)

Flz) = — 3+cos(d—x) 3+ cos(z)
(—2)Y(4—2pP -1 (z—4)V25-1
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Si considerino le funzioni
1

h(r) =2 +8z+k g(x)zm

Si ha, per ognk € R,

h:R—R, continua , lim A(x)= +o0

r—+oco

per cuih none limitata superiormente (e quindi non ammette massimo globale), mentre, per il teore
Weierstrass generalizzato, ammette minimo assoluto, perkogri.

Se g risulta continua allora ha primitive iR ed inoltre, (essendo infinita dove ne@ncontinua,g
ammette primitive se e solo $ér) = z* + 8x + k # 0 per ogniz € R.

Poicte come visto nel punto precederiténa minimo assoluto, e tale valogeassunto nel punte =
—+/2 (ove si annulld/ () = 42° 4 8) e si hah(—+/2) = k — 6+/2, si conclude che ha primitive inR se
e solo se

k—6v2>0 owero k>6v2
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Similmenteg ha primitive in[—1, +00) se e solo se risulta continua in tale intervallo ovvero se e st
seh(z) = x* + 8z + k # 0 per ogniz > —1.

Essendd: crescente per > —+/2, e quindi perz > —1, ¢ ha primitive in[—1, +-c0) se e solo se
h(—1) =k — 7 > 0 ovvero

k>T

Postok = 0 si hag(x) = -, chee definita e continua if—oco, —2) U (=2, 0) U (0, +00).
Utilizzando la decomposizione in fratti semplici si ha

1 a b cx +d (a+b+c)z + (2¢ — 2b + d)z* + (4b+ 2d)z + 8a

x4%—8x:: x

+x+2+lﬁ—2x+4: x* + 8z
da cui

a+b+c=0

2c—2b+d=0

4b+2d =0

8a =1
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che risolto fornisce: = 1—12; pertanto

1
8’

1 20 — 2
z+2 22—2¢x+4

Una primitiva dig € quindi

1
—In ‘:

1 1 x3
—_— n —_—
24 |23+ 8

24 |(z+2)(2? — 2z +4)
Tutte le primitive dig in (—oo, —2) U (—2,0) U (0, +00) Sono pertanto
ﬁ In 55—
1
24 In 5

1
o In 2

+c ,se < =2
+c 56 —2<2x<0
+c3 ,s€ >0

13 +8
w3 +8
w3 +8

Si consideri ora il problema
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y'(z) = g()
y(0) =0
y'(0)=0
Il problema ha soluzioni ifR se e solo sg ha primitive inR, poichéy’ e la primitiva dig che soddisfa
y'(0) = 0 e di conseguenzgaé la primitiva di [, g(¢)d¢ che soddisfa(0) = 0 cioé

y(z) = /0 x ( /0 : g(t)dt) ds

Pertanto il problema dato ha una ed una sola soluziong pe6</2.
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CAPITOLO 19

INTRODUZIONE Al MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti pi interessanti del calcolo differenziaecostituito dalle equazioni differenziali:
si tratta di equazioni in cui I'incognita una funzione(x) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che
deve essere verificata, per ogniuna relazione tra la funzione stessa e la sua derivata pfima

L'esempio pu semplice e naturale di un problema di questo geaetato dal modello che descrive Ia
caduta di un grave.

Se consideriamo un punto di massagosto ad un’altezza dalla superficie terrestre e trascuriamo g

effetti della resistenza dell’aria, avremo che sul punto agisce solo la forza diegFavitmg.
L'esperienza mostra che il punto materidbfesi muove verso il basso; per descrivere il suo mo
possiamo considerare un sistema di riferimento che coincide con la retta che il punto percorre cade
Assumiamo l'origine in corrispondenza del suolo e consideriamo positive le altezze misurate dal ¢
La velocit con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta scelta come asse di riferimen

o(t) = i(t)

e la sua acceleraziome
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FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravit

Come ga detto, sul punto agisce la sola forza gravitaziodale mg.
Per le leggi di Newton si aarallora

ma(t) = —mg
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La 19.1e un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa impone una relazione che
volge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pa ricavare integrando due volte tt& t, = 0, es xassumiamo che il moto inizi
all'istantet, = 0.

Si ottiene

(19.2)

e

(19.3) x(t) = —%th + it + ¢

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci dei valayieper Questo si
puo fare utilizzando informazioni sulla veloaie sulla posizione iniziale del puntg. subito visto infatti
dalla19.2e dallal9.3rispettivamente che

(194) Vo = ZE(O) = C ho = l‘(O) = Cp
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Possiamo osservare che per determinare il moto abbiangbismgno di conoscere posizione
velocita iniziale del puntaP e cio corrisponde anche all’'intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puht muove sull’asse: seguendo la
legge

1
(19.5) x(t) —§gt2 + vot + hg

Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di conservazione dell’energi
L'energia potenziale del puntB, soggetto al solo campo gravitazionalgn ogni istante,

U(t) = mgx(t)

mentre la sua energia cinetiea

e la sua energia totale
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si mantiene costante durante il moto
1

(19.6) §m5c2(t) + mgz(t) = mk

Se conosciamo le condizioni iniziali ed hy siamo anche in grado di calcolare

1
k= émvg + mghg

La 19.6e una equazione differenziale, cheén grado di descrivere la posizionét) del puntoP in
ogni istante, tuttavia ricavare: da tale relazione piu difficile.

Possiamo riscrivere |1&9.6come
1
(19.7) 5&'02(15) =k — gx(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantita k — gx(t) deve mantenersi positiva e quindic(t) <
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Abbiamo cos ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazione senza risolverla, abbi
ottenuto ci@ una limitazione a priori per la soluzione dell’equazione.
Osserviamo anche che

x(t) = § e una soluzione costante dell'equazion&d.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad entrambi i membri
(19.8) z(t) = £/ 2k — 2gx(t)
e dividere per il secondo membro

(19.9) () +1
2k — 2gx(t)

Ora, se moltiplichiamo pey

gi(t)

(19.10) N
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ed integriamo tra, = 0 e, otteniamo

(19.11)

t .
/ 93(s) ds = +gt
0 \/2k —2gx(s)
dove tuttavia il primo integrale non puessere calcolato in quanto la funzione integranda dipende d

funzione incognita(t).
Possiamo integrare per sostituzione ponendo

u = x(s) : du = i(s)ds

osservando che per = 0 e s = t avremoxz(s) = z(0) = hy e z(s) = z(t), da cui si ricava che
vy = ++/2k — 2914, aVremo

(219.12) = tgt

w0 V2k—2gu
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A guesto punto possiamo calcolare l'integrale a sinistra ed ottenere che

(19.13) V2k — 2gx(t) — \/2k — 29z = Fgt

(19.14) vV 2k — 2gx(t) = £gt + vo

(19.15) 2k — 2ga(t) = (+gt + vo)”

(19.16) z(t) = S - (gt + vo)?

29

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in precedenza; il segtiot+gt Si
puo determinare dalla9.& poiche il moto avviene con continditil segno dowa essere lo stessodj.

La scelta del segno e la valididell’equazione si mantengono fino a quando la derivatdlj cioe
la veloci& non si annulla; questa eventualiton si verifica mai se, < 0 mentre ha luogo peg = 2 nel
caso in cuivy > 0.

In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano
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e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che rappresenta |savediiat
19.8

Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:
(1) se supponiamo che il moto abbia velagitositive
(19.17) z(t) = +/2k — 2gx(t)

(2) se supponiamo che il moto abbia velaaitegative

(19.18) &(t) = —\/2k — 2gz(t)

(3) se supponiamo che il moto abbia velaaitulla entrambe le precedenti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del modello e soluzione dell’equ
differenziale: infatti

E evidente che pett > ¢, la 19.17non pud pili rappresentare il moto del punto materiale P in quanto
il moto avviene con velocia negativa, il che none consentito dallal9.17
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L'unica soluzione prevista dalla19.17e quella costante che tuttavia in contrasto con I'evidenza de
fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazion&9.18per trovare la descrizione del seguit
del movimento.
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CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa trovare una funziohe sia
derivabile e per cui si abbia

con f, g assegnate.
Piu precisamente possiamo dire che

Sel,J C R sono intervalli apertie nonvuotiedf : I — R, g : J — R sono due funzioni, diciam¢
che risolviamo I'equazione differenziale a variabili separabili

(20.1) y'(z) = f(2)g(y(z))
se troviamo un intervallo I’ C I ed una funzioney : I’ — J tale che la20.1sia soddisfatta per ogni
xel
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Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfino anche un dato inizie
parla di problema di Cauchy.
Precisamente se

I,J C R sono intervalli aperti xqg € I,yo € J, f : I — Reg: J — R sono funzioni; chiamiamg
problema di Cauchy a variabili separabili il problema di trovare I’ C I edy : I’ — R, derivabile,
tali che

(20.2) {y'(w) — f(@)g(y(z) , Vaoer

y(xo) =%

Vale il seguente teorema di esistenza ed uaiditlla soluzione del problema di Cauchy a variab
separabili, per dimostrare il quale procediamo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di
consente di risolvere I'equazione.

La dimostrazione, in questo caso, moltogputile dell’enunciato, ma anche le condizioni di esisten
ed unicit della soluzione sono di fondamentale importanza.
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto chediano intervalli aperti e che

g(y) #0Vy € J.
Quest’ultima condizione certamente soddisfattagé continua e se(y,) # 0 a meno di considerare

un’intervallo J pii piccolo.

TEOREMA 20.1. Siano/,J C R, intervalli aperti, sianoxy € I, yo € J e sianof : I — R,
g : J — R due funzioni continue, supponiamo inoltre ¢fi@) +# 0, per ogniy € J.

Allora esiste un intervalld’ C I e una ed una sola soluzione: I’ — J del problema di Cauchy
20.2

DIMOSTRAZIONE.
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y € soluzione del problema assegnato se e solo se
y'(z) _
(20.3) 9(y(x)) f(z)
y(2o) = Yo

e cio si verifica se e solo se

x y’(t) N z
(20.4) | sy = [ s

se e solo se

y(@) g z
(20.5) /yo @ :/xo f(t)dt

se e solo se, detté e G due primitive di f ed1/g sul e J rispettivamente,
(20.6) G(y(z)) — G(y) = F(x) — F(xo)

R(G—G(yo)) e R(F — F(z0)) sono intervalli per la continuita delle medesime, entrambi contengor
0 e R(G) contiene0 al suo interno in virtu del fatto che G € strettamente monotona in quantgy = G’
ha segno costante inoltre= e invertibile.

Cio0 assicura che esiste un intervalld’, aperto e contenenter, in cui 'uguaglianza vale ed in tale
intervallo si puo scrivere che

(20.7) y(z) = G (F(z) + G(yo) — F(=0))-
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O

E importante anche ricordare due risultati di esistenza e di anécitui dimostrazione namopportuna
a questo punto, che possiamo tuttavia utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza ealdelieit
soluzione di un problema di Cauchy.
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Siano/, J C R, intervalli aperti, siano =y € I, yo € J e sianof : I — R, g : J — R due funzion
continue.

Allora esiste un intervallo I’ C I e una soluzioney : I’ — J del problema di Cauchy20.2.

Se inoltre g € C!,cioé se ammette derivata prima continua, allora la soluzioneé anche unica.
L'unicit a € anche assicurata dalla lipschitziani di ¢ cioe dalla condizione

(20.8) l9(z) — g(y)| < Llz —y|

Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, si pti dimostrare che una funziong
che abbia derivata prima limitata € lipschitziana: infatti se |¢'(c)| < L si ha

(20.9) l9(2) — 9(W)| = 19'(0)l|lz — y| < Llz —y|
Ricordiamo anche che sg € C', il teorema di Weierstral assicura cheg’| ( cheé continua) ammette
massimo su ogni intorno chiuso e limitato dix,

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a variabili separabili anche senz
cisi riferimenti ai dati iniziali seguendo essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza
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Siano f e g continue sugli intervalli aperti I e J e supponiamo chey(y) # 0 su J;
Consideriamo I'equazione a variabili separabili
(20.10) y' () = f(z)g(y(x))
Dal momento cheg(y) # 0in J, avremo che 1a20.10e soddisfatta in/’ se e solo se
y'(z)
= f €T
sy T
e, detteF' e G due primitive in I e J di f ed1/g rispettivamente, I'ultima uguaglianza e equivalente
a
(20.11) G(y(z)) = F(z)+c

con ¢ € R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due primitive differiscono per
costante).
Ora, se fissiamar, interno ad I e chiamiamoy(xg) = yo € J, posto

c=G(yo) — F(xo)

avremo che la20.11diventa
(20.12) G(y(z)) — G(yo) = F(z) — F(z0)

ed e verificata almeno in un intervallo I’ C I.
Infatti R(G — G(yo)) € R(F — F(xz¢)) sono intervalli per la continuita delle medesime, entrambi
contengono0 e R(G) contiene0 al suo interno in virtu del fatto che G e strettamente monotona i
quanto g = G’ ha segno costante inoltr&= e invertibile.

Pertanto possiamo ricavare

perz € I'.
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Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare, dinsieme di tutte le soluzioni dell’equazione
differenziale a variabili separabili considerata. Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’'equaz
considerata, che soddisfino dida condizioney(z,) = yo, o € 1, yo € J, € sufficiente considerare=
G(yo) — F'(zo) ed osservare che tale sceltadionsente di determinaré C [ tale cheF'(I')+c¢ C G(J).

In tal caso si risolve un problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non va trascurato di consid
guanto accade sgsi annulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre divideregperquindi in questo caso non si u
procedere @i dall'inizio.

E ragionevole limitarci al caso in cuj, € uno zero isolato dj, cioé se esiste un intorno i in cui g
non si annulla altre volte.

In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(z) = vo

e una soluzione dell'’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino duniaitche la sola
soluzione possibile.
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Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare I'esistenza di altre soluzioni; a questo
si procede studiando I'equazione pef y, e, giunti al punto di considerare

y(x) T
(20.13) / %:/ ft)dt

prima di procedere, occorre studiare I'esistenza in senso improprio dell'integrale a sinistra.
Le informazioni che abbiamo sull’integrazione impropria ci consentono allora di capire che:

e seg e infinitesima iny, di ordine« > 1. la primitiva G di 1/¢g non pw essere prolungata pe
continui@ iny, e pertanto la soluzione costa@&unica possibile.

e Se invecg € infinitesima iny, di ordinea < 5 < 1, 5 € R . Allora G puo essere prolungata pe
continuit iny, e, si pw procedere oltre.

Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale shesso utile per trovare
limitazioni a priori per soluzioni di equazioni differenziali che noresh grado di risolvere.
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LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I — R, funzioni continue/ intervallo, e siana: > 0,
xo € I; allora se

s <[ jf(t)y(t)dt‘ e

per ognix € I si ha
0 < y(z) < celbe FO]
per ognix € 1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiama: > x, ; dividendo ambo i membri per il secondo e moltiplicand
poi per f(x) si ottiene (si ricordi chg > 0, ¢ > 0)

y(x)f(z)
c+ [, fOy()

i [ (e [ rowto)| < s

= = f(x)
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Integrando ora tra, edx si ha
ln<c—|—/f dt) lnc</f
c—l—/ fyt)dt < celeo IO

<c+/ f(t) dt<cefwof(t
Sex < x4 si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cambiamento di segno.

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : [ — Rr continue,/ intervallo, e siar, € I; allora se

dt‘ Ve el

y(x) =0 Ve el
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DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) < /m f(t)y(t)dt‘ +c Ve>0

e pertanto
0 < y(z) < celdz O] Ve >0
per cui, al limite pex: — 07T, sihay(z) =0.

Se nel lemma di Gronwall si suppone

o < |[ f(t)y(t)dt' + (a)

conc, si prova che
0<y(z) < c(g;)e|ffo F(t)dt|
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CAPITOLO 21

ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

Consideriamo I'equazione

(21.1) y'(z) = ()
Osserviamo innanzi tutto chgx) = 0 & soluzione dell’equazione.

Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.2)
ed integrando tra, edx

(21.3)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

y(z)
(21.4) / d—j =x— I
. s

(0)=yo

Poicte - & infinita ins = 0 di ordine2, noné integrabile ins = 0 (intendiamo con @& che non
e integrabile in intervalli che contengand. Pertantoy ed y, dovranno avere sempre lo stesso seg
soluzioni che partono con valayj positivi (negativi), imangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

(21.5)

(21.6)

dove si sia definito

Osserviamo inoltre che al variaredj edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7)

ed il loro graficoe indicato in figure?1.1

FIGURA 21.1.
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2. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.8) y'(z) = Vy(2)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.9)

ed integrando tra, edx

(21.10)
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postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

© ) y(z)
1.11 / — =1 —x
y(xo)=yo \/g

Poiche % e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

(21.12) 2y — 2y =7 — 10

1 1
dove si sia definito
c=2v/Yo — %o

Osserviamo inoltre che [al.13impone che deve essere

1 . .
§(x+c) >0 cioé > —c

Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) = i(a: + c)?

ed il loro graficoe indicato in figure21.2

FIGURA 21.2.
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3. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.15) y'(z) = z/y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.16)

ed integrando tra, edx

(21.17)
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postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

y(z) 2 2
(21.18) / d_T_ %
y(zo)=yo \/g 2 2

Poiche % e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valOreAvremo

2
(21.19) 27 — 2% = % _

2 2
)

(21.20) N % + (Vi — )

dove si sia definito

2
)

C:\/y_o—?

Osserviamo che |a1.19impone che deve essere
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4

Osserviamo che al variare @j edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

2
x s sempre se >0
Z 4+¢>0  cioé P

|z| > —2¢ sec< 0

2

(21.21) y(z) = (x— + c>2

4
sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.3

Consideriamo I'equazione

(21.22) y'(z) = —zv/y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
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2 e

FIGURA 21.3.

Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.23)
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ed integrando tra, edx

(21.24)

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

y(z)
(21.25) / ﬁ =
y

(w0)=vo \/g

Poichke % e infinitains = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valOreAvremo

22 2
(21.26) 29 — 24/t = = 70

2

W o 7
(21.27) \/ﬂz—z-l-(\/%-i-?):—z—i-c
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dove si sia definito

22
c:\/y_o—l—EO

Osserviamo che 1a1.27impone che deve essere

4

P .
T . mail sec < 0
——+c>0 cloe {

|z] < —2¢ sec<0

Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dellequazione saranno pertanto date da

(21.28) y(z) = (—%2 + 0)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.4
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FIGURA 21.4.

5. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.29) y'(r) = V1 —-y*(2)

Osserviamo innanzi tutto che deve esgefe)| < 1 e chey(z) = +1 & soluzione dell’equazione.
Sey(z) # +1 possiamo separare le variabili
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(21.30)

ed integrando tra, edz

(21.31)

postos = y(t), avremods = y/'(t)

(21.32) /

Poiche \/_ e infinita ins = +1 di ordine1/2, & integrabile ins = +1 (intendiamo con & che
e integrabile in intervalli che contengadel). Pertantoy edy, potranno assumere anche il valaré.
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Avremo

(21.33)
(21.34)

arcsin y(z) — arcsinyp = * — xg
arcsiny(zr) = x — xp + arcsinyy = x + ¢
dove si sia definito
c = arcsinyy — o
Osserviamo che Ia1.34impone che deve essere

|z +¢| < T
-2
Osserviamo che al variare di edy, c pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.35) y(x) = sin(z + ¢)

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.5
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FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

N\ — o—@)* _
(21.36) yiw)=e !
y(lﬂo) = Yo
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Possiamo scrivere

se definiamof (z) = leg(y) = e ¥ —1;
Sihaf € C°(R) eg € C'(R), e quindi si ava una ed una sola soluzione per ogpic R edy, € R.
L'equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate pojeinde c e sostituendo;
avremo

0=e< —1

per cui la sola soluzione costaréig(z) = ¢ = 0.

Nel caso in cuiy, = 0 la soluzione costante anche I'unica soluzione del problema di Cauchy .

Se fissiama, = 0 edy, = 1. possiamo supporrgx) # 0 in un intorno di0 e separando le variabili
ed integrando tra edx si ottiene

(21.37)

(21.38)
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y(z) ds
/1 e 1 ¢

Studiamo ora la funzione integrale a primo memhfg) = |’ e_ﬁji—l.
Poicle I'integrandae definita e continua per# 0 e

1
lim

- -
s—0 et — 1

di ordine 4, l'integrale & divergente per i); ne segue che, essendo il primo estremo di integrazic
positivo, la funzioned definita pery > 0.
Inoltre

1
lim ———=-1
s—+oo 75 — 1

da cui l'integralee divergente anche pgr— +oc.

Sihainfineh(1) = 0 el/(y) =] fracle ¥ — 1 essendo l'integranda continua per 0, e tale derivata
risulta sempre negativa.
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Possiamo anche osservare che

4yPe v’
/
W) = =g > ©

per ogniy > 0, per cui la funzione risult@rconvessa; inoltre, poiéh

. / _
b
il grafico della funzione tendara diventare parallelo alla bisettrice del secondo e quarto quadrante)
Il grafico della funzione: € indicato nella figura;
Poiche deve aversi
h(y(z)) = =
il grafico della soluzione del problema di Cauchyasquello dell'inversa dh, come riportato nella figura
21.66.
Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al variare dei dati iniziglic
R. possiamo osservare che I'equazione datm’equazione differenziale autonoma, e quindiyge) e

soluzione, anchg(z + a) € soluzione per ogni € R.
Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono ancora soluzigni; per
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figbira
(Si noti che, se(x) & soluzione dell’equazione differenziale, t&lgure—y(—z), ovvero i grafici
delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origine).

Si consideri il problema di Cauchy

{y’(w) = 622,/y(@)

y(zo) =1

Si tratta di un problema a variabili separabili cpfx) = 622 definita e continua su tutt®, e g(y) =
/Y definita e di class€" pery > 0; pertanto essendg = 1, per il teorema di esistenza ed urégiesiste
una ed una sola soluzione del problema dato, per.agsiR.

Separando le variabili, pef(z) > 0, si ottiene

y' ()
y(z

= 622
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ed integrando tra edz

/O x y;jz)dtz /0 "6t dt

ovvero

2/ y(z) — 24/y(0) = 22° da cui y(x) =1+2°

Elevando al quadrato i due membrl, dopo aver osservata ehe® > 0 e cicez > —1, si ottiene
y(x) = (1 + 2%)? : z>—1
(si noti che la soluzioné prolungabile, in modo unico, cafiz) = 0 perz < —1).

Il grafico delle soluziong riportato in figura21.7
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FIGURA 21.7.
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CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzéadiostituito dalle equazioni lineari. La
piu semplice equazione lineare@assere scritta nella forma

(22.1) Y (z) = a(@)y(z) + b(x)

Sea,b € C°(I), 'equazione22.1 ammette una ed una soluzione definita su tuttgquestae forse
una delle pil importanti caratteristiche di questo tipo di equazioni e si facilmente verificare, in questo
caso, direttamente.

Siax € I, edyy € R, e siaA una primitiva dia in 1. L'esistenza diA & assicurata dalla continaitli
a; ad esempio possiamo porigr) = f; a(t)dt.

La22.1¢é vera se e solo se

e 4@y (z) — e Pa(z)y(z) =

e ci0 € equivalente a
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Integrando trac, edz, si ottiene

AOy(o) =30+ [ WO Ot
)

ed infine
(22.2) y(z) = e 4® <y0+ / b(t)e=4® dt>

Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni dell’equézibsieottengono,
al variare diy, € R, dalla22.2.
Osserviamo anche chel&.2stessa po essere riscritta nella seguente maniera:

x
y(z) = yoe J3 a(t)dt e J3 a(t)dt / b(t)e™ I, a(s)ds dt
o
in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il cas@phnerale.
La 22.2costituisce, al variare diy, I'integrale generale dell’equazioize. 1.
| passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine superiore oppure sist
equazioni del primo ordine.
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Un’equazione lineare di ordinesi puw scrivere nella forma

(22.3) y™(z) = z": ay Y (z) + b(z)
il

doveaq;, b € C° mentre un sistema lineare di ordinesi scrive nella forma
(22.4) Y'(z) = A(2)Y (z) + B(z)

dove A(x) = {a;;(z)} e B(xz) = {b;(x)} sono una matrice ed un vettore i cui elementi sono funzia
continue su un intervalld; (scriviamoA € C*(I), B € C*(I) quando intendiamo pertanto affermare c
a5 € Ck(l), b; € Ck([) peri,j =1,.., n)

Il sistema po essere riscritto usando le componentrdiA, B, nella seguente maniera

vy () an(z) ap(r) ... aw(z)\ [1(2) bi ()

(22.5) y2(2) i a21:(x) a22:($) CLQn:(37) 3/25) " 52(:)

i@)/)  \am(@) an@) ... an@)/) \m@)/)  \ba@)
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ed anche, in forma picompatta
(22.6) vi(@) = ay(@)y;(z) + bi(z) , i=1,..n
=1

QualoraB = 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma
(22.7) Y'(z) = A(2)Y (2)
Quandor = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale lineare del primo ordine
postoA = (a1,) = a € B = b; = b, si scrive nella forma
y'(z) = a(z)y(z) + b(z)
Linsieme7 di tutte le soluzioni d22.4si chiama integrale generale del sistema .

Quando si associa al sistema o all'’equazione differenziale un opportuno insieme di condizioni i
parliamo di problema di Cauchy

(22.8)

Y'(z) =A(x)Y(x)+ B(x) , Vxel
Y (x0) = Yo
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Y™ (z) = an(z)y" () + ... + ar(z)y
(e2.9) {Z/(ﬂﬁo) =0, ¥'(%0) = Y1, ..,y " D (zo)

sono problemi di Cauchy.
Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per 'equazione di ardreeinfatti

(22.10) Yy (2) = an(x)y™ V(2) + ... + ar(@)y(z) + b(z)

una equazione differenziale lineare di ordine poniamo

(22.11) yi(x) =y V(@) , i=1,...,n.

(Per chiarire le idee osserviamo che sigayi(z) = y(x) , ... ,yn(2) = y™ Y (z)).
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Possiamo riscrivere I'equazione nella seguente forma

(y1(2) = y2(x)
ys(r) = ys(x)
(22.12)

(Yo (T)

ed anche come
non appena si sia definito

Az) =

al&x) aQim) ag&x) antx)

Vale il seguente teorema di cetiimportante in questo contesto solo I'enunciato.
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TEOREMA22.1. Siano Al — M™", B : I — R" continue e siana, € I, Y, € R".
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

(22.13) {Y'( )=A(@)Y(x)+B(z) , Vzel

Y(l’o) = YE)

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche per le equazioni diffe
lineari di ordinen.

TEOREMA 22.2. Sianoa;,b € C°(I),i = 1,...,nesianoxy € I, y; € R, ¢ =0,....,n — 1. Allora
esiste una ed una sola soluziope I — R del problema di Cauchy

y (@) = X0, ai(@)y (@) + b(@)
(22.14) {y(i)(xo) =y , i = O, ey — 1

Proviamo ora che l'insieme delle soluzioni di un sistema differenziale lineake|'citegrale generale
di un sistema differenziale omogeneo del primo ordineno spazio vettoriale avente dimensione ugue
al numero di equazioni del sistema stesso.
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TEOREMA 22.3. SiaA € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare del primo ordine

Y'(z) = A(z)Y (z);
siaS il suo integrale generale. Allor& € uno spazio vettoriale di dimensione

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare ch& € uno spazio vettoriale in quanto si vede subito ¢
sey € z sono soluzioni del sistema assegnato tali risultano anghe 3z ove «, 3 sono scalari.

Per provare che din§ = n e sufficiente osservare che, per il teorema di esistenza edaudslita
soluzione l'applicazione lineare

r-s —R"
definita da
['(Y) =Y () xg €1

e un isomorfismo. O

In base al teorema precedemeossibile affermare che ogni soluzione di un sistema differenzi
lineare omogeneo di equazioni inn incognite pw essere espressa mediante un combinazione linea
n soluzioni linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano ess#’, ..., Y, e sia(y;); la componentg-esima della-esima soluzione.
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Possiamo allora costruire la matrice

(22.15)

che indicheremo spesso come

considerando glY; come vettori colonna, e che si chiama matrice fondamentale del sistema assegn:
E possibile verificare che €& € una matrice fondamentale del sistema omoge@ieoallora si ha

(22.16) G'(z) = A(z)G(z)

Il sistema22.16e un sistema differenziale linearerdi equazioni inn? incognite.
Ogni soluzione del nostro sistema o#dlora essere scritta nella forma

Y(z)= G(z)C , CeR"




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

ovvero, considerando le componenti,

n
yi(z) = Z (y5)ic)-
j=1
Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordinario del primo ordine
omogenee strutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA 22.4. Siano A € C%(I) B € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare no
omogeneo del primo ordine
Y(z) = A(z)Y(z) + B(z)
Sia7 lintegrale generale del sistema assegnato eSidntegrale generale del sistema omogeneo a
esso associato

sia ancoraz € C°(I) tale che

Allora




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e 7 e uno spazio lineare affine di dimensiaone

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente cheZ > Z + S; sia vicevers&” ¢ 7, e facile verificare ché” — 7
soddisfa il sistema omogeneo associato e pertentoZ € Sdacuiy € Z + S. O

DEFINIZIONE 22.1. SianoY7, Y, ....., Y, n soluzioni del sistema differenziale lineare omogeneo
Y'(z) = A(2)Y (2)

Chiamiamo determinante wronskiano, aigemplicemente wronskiano, associato allsoluzioni
assegnate il determinante della matrice

In altri termini

(22.17)

((@)n Wa(@)n

Proviamo ora una interessante progxidéel wronskiano.
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TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed @npst il sistema differen-
ziale lineare omogeneo

Y'(x) = A(z)Y ()
e sianoY,,Y5,....Y,, n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:

(1) Y, ..., Y, sono linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ognixz € [
(3) esister, € I tale chelV (z) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognifissato in/ I'applicazione lineare
r,:.s —R"

definita dal",.(Y') = Y (x). Per il teorema di esistenza ed urédit, € un isomorfismo.

e (1)=(2)
SeYi, ..., Y, sono linearmente indipendenti &) allora
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sono linearmente indipendentiRi* e perco
0 # det (DoY), ..., Ta(Ya)) = det (Yi(), ..., Yu(z)) = W(x)
per ogniz € [
e (2)=> @)
E owvio.
° (3)=(1)
W (xy) # 0 implica cheY;(zy), ..., Y,.(zo) sono linearmente indipendentiRi* e percd

Yi = 5 (Yi(20)), -, Yo = T, (Ya(2o))
sono linearmente indipendenti

]
Per il teorema precedengeessenziale ch¥, ..., Y,, siano soluzioni del sistema; sebanon fosse,
sarebbe vero solo che) = (3) = (1)
Che le altre implicazioni siano falge facilmente visto se si considera il wronskiano associato a
funzioniY; , : R — R? definite da

Yi(z) = (2, 22)
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oppure

z <0 x>0

Yi(z) = {(x2,2x) x>0 | Yi(z) = {(372,230) 2 <0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordine

TEOREMA 22.6. Sianoa;, b € C°(I) ,i = 1, ..., n, e consideriamo I'equazione differenziale lineare c
ordinen

y ™ (z) =) ai(x)y" "V (x)
=1
Sias il suo integrale generale, allor& € uno spazio vettoriale di dimensione
Sia

y™(z Zaly(l Y(z) + b(x)

la corrispondente equazione differenziale Imeare di ordineon omogenea, e sia il suo integrale
generale.
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7 e uno spazio lineare affine di dimensianed inoltre
T=2+S8

dovez e una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’equazione differenziale |
omogenea di ordine si pud esprimere come combinazione lineare doluzioniy, ..., y, dell’equazione

stessa che siano linearmente indipendenti.

dovec; € R
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DEFINIZIONE 22.2. Sianoy;, ..., ¥, n Soluzioni dell’'equazione differenziale lineare di ordimeomo-
genea

y ™ (x) =) ai(x)y" "V (x)
=1
Chiamiamo wronskiano associato alle soluzigni..., ,, il determinante

yi(z) @) a(e)

(22.18) W (z) = det e yéf“”) o)

| i " et
y' @) @) o T ()
TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed @neisianoy, ..., y, n
soluzioni dell’'equazione differenziale omogenea di ordine
n

y(@) =) ai(2)y" (@)

=1l

Sono fatti equivalenti:
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(1) 1, ..., vy, sono linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ogniz € I;
(3) esister, € I tale chelW (z) # 0.

Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, gyalorg, non siano soluzioni
dell'equazione, le uniche implicazioni ancora vere s@jo= (3) = (1)

| risultati precedenti assicurano la possilildi trovare I'integrale generale di un sistema non omog
neo non appena siano noti I'integrale generale del sistema omogeneo ad esso associato ed una s
del sistema non omogenedpertanto molto importante avere a disposizione uno strumento che cons
noto l'integrale generale del sistema omogeneo, di trovare una soluzione del sistema non omogene
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Sia G una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(z)Y (2)
exo € I. Una soluzione del sistema non omogeneo
Y'(z) = A()Y (z) + B(z)
e data da

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema non omogeneo della forma
Z(z) = G(z)A(x)
dove) : I — R" e derivabile, dov& aversi
Z'(x) = A(z)Z(x) + B(x)

e pertanto, poioh si pw verificare che la regola di derivazione del prodott® @ssere estesa anche &
prodotto righe per colonne, si ha

Z'(z) = G'(z2)\(z) + G(z)N (x)
deve essere

G'(2)\(x) + G(x)N (x) = A(2)G(2)\(z) + B(x)
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Ma G e una matrice fondamentale e quindi,
G(x)N(z) = B(x) e N(z) =G '(z)B(x).
Se ne deduce che se

ANz) = / m G~ (t)B(t)dt

Z e soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essen@@r)\' (z) = B(x), per il teorema di Cramer si ha

essendo
(%’—1)1 by (yi+1)1

(22.19) (yi—:1)2 b:2 (yi—i:-l)2

(yi—.l)n b.n (yi-i.-l)n
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e una soluzione del sistema non omogeaeata da

Y(x) = Z Xi(2)Yi().

Come conseguenza 6ke una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(z)Y (z)
l'integrale generale del sistema lineare non omogeneo
Y'(z) = A(2)Y (z) + B(z)
e dato da
Y(z) = G(x) (C+ /m G_l(t)B(t)dt) , CeR"
zo

Dovex, € I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai Héti;) = Y,

G_I(IE())YE)—I—/I G—l(t)B(t)dt)

zo
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Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione delle costanti arbitrage ¢
ovviamente essere applicato anche alle equazioni differenziali di oudio@ appena le si sia trasformate
in un sistema. Tuttavia per le equazianipi conveniente procedere direttamente; illustriamo qui
seguito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b, ¢ € C°(I) e consideriamo I'equazione lineare del secondo ordine

/" /
y'(z) = a(x)y'(x) + b(z)y(z) + c(z).
Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale omogenea as
ta; avremo allora a disposizione I'integrale generale dell’equazione omogenea nella forma
y(z) = i (z) + caya(w)
Cerchiamo soluzioni per I'equazione non omogenea nella forma

z2(x) = M@y () + Ao (2)ya(2)
Avremo

2= Nuy1 + Mys + Myp + Aays

e posto
ANy1+ Aoy =0
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si ha
2" = Nyh + Ay + Myl + Aoyl
Sostituendo si ottiene
A1+ Aoys + Myt + Aoy = Aayy + Asays + Abyr + Aobys + ¢
e, tenuto conto chg, ey, sono soluzioni del’'omogenea,
Ay + Mgy = c.
Ne viene che\] e \, devono soddisfare il seguente sistema

Ay + Agyp = ¢

da cui si possono ricavaré e \, e per integraziong; e \.

O®Close @Quit

Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre I'ordine di una equa:

differenziale lineare, qualora sia nota una soluzione dell’equazione stessa.

Ci occuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equazione del secondo

essendo I'estensione del metodo del tutto ovvia per equazioni lineari di ordine superiore.
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Consideriamo pertanta b € C°(/) e 'equazione differenziale di ordine 2

y'(z) = a(z)y'(z) + b(@)y(@).
Supponiamo nota una soluzionelell’'equazione, tale che(x) # 0V € 1.

Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella form@a) = u(x)z(x)
Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

w'z +2u'2 +u = av'z + au’ + buz
e, tenuto conto che e soluzione,
wz+2u'7 —au'z=0
Postov = u’ si ha
vVz4+v(22 —az) =0
e quindi, poicl z # 0,

/

v’ +U(2Z— —a) =0.
VA
Se ne deduce che deve essere

(= 2/ (1) T
0(z) = e Joo 25t Wz, A




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e quindi

Pertanto una soluzione sar

da cui si pw ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente.dge infatti

c12(z) + c22(x) /w :

- fgoa(s)ds _
G 5€ dt =0

per ognivz si ha, perr = x

c1z2(xg) =0 e ¢ =0
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Ne viene anche che

X 1 ¢
cgz(a:)/ —— el sy —
w (2(1))?

e c; = 0 in quanto il secondo fattore non @unai annullarsi, se # .
Possiamo pertanto scrivere l'integrale generale dell’equazione data come

) = 2(a) (er+a | EE s ).

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti
forma
Y'(z) = AY (z) + B(x)
Y'(z) = AY (x)

y™(2) =Y ay® (@) + b(x)
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n

v (z) =) ay® ()
k=1
In pratica l'integrale generale di un’equazione differenziale lineare di ordine

y(n) (z) = Z aky(k—l) (z)
k=1

si puw determinare come segue
(1) siconsidera il polinomio caratteristico associato all'equazione data

P(A) = X" =) apX!
k=1

che si ottiene sostituendo formalmente la quardigebrica\* ady® (z)
(2) sitrovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell’equazione (a coefficienti reali)

P(A) =0

Consideriamo ogni soluziong, .., A, con la sua molteplicit 1, .., u,
(3) in corrispondenza ad ogni valoke avente molteplicd i,
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e se) e reale si considerano le funzioni

(2221) yl(x) = ekx yQ(x) — xeAz ... yﬂ(aj) _ :L.,u—lekz

e se)\ = a+ 15 € complesso, allora anche il suo complesso coniugatay — »5e autovalore
in quanto i coefficienti dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

(22.22) uy(r) = e sin B ug(z) = xe*sinfr - u,(z) = 2" e sin B
(22.23) v1(7) = e cos Br  va(x) =z cosfr -+ vu(x) = T cos B
Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(4) Sitrovano cob
e in corrispondenza di ogni soluzione realg: soluzioni del sistema linearmente indipende
e in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua coni@gasaluzioni del siste-
ma linearmente indipendenti
(5) siano
Y1,Y2,Y3, - - -, Yn
le soluzioni trovate nei punti precedenti.
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Avremo che le soluzioni sono proprio in quanto la somma del numero delle soluzion
contate con la loro molteplicit & proprion per il teorema fondamentale dell’algebra.
La soluzione dell’equazione sapertanto

y(@) = cyi(x)
=1
In pratica l'integrale generale del sistefia= AY si pud determinare come segue
(1) sitrovano gli autovalori della matricé, A, .., A, e la loro molteplicié x4, .., zt,;

(2) in corrispondenza ad ogni valokedi A, avente molteplicé /.,
e se ) e reale si considerano le funzioni

(2224) Y1 (x) = €>\:c y2($) — xeAx .. y#(m) _ x,u—lekw

e se ) e complesso, allora anche il suo complesso coniugatotovalore in quanto i coeffi-
cienti del sistema sono reali, e si considerano le funzioni

22.25) u(z) = e*®sin fr  uy(x) = ze*®sinfBxr -+ wu,(zr) = 2 1e*sin Bz
( "

(22.26) v1(7) = e cos Br  va(w) =z cosfr -+ wu(x) = T e cos B
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Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(3) Sitrovano cos
e in corrispondenza di ogni autovalore realeu soluzioni del sistema linearmente indipe
denti
e in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo conidyaso)uzioni del sistema
linearmente indipendenti
(4) siano

Y1,Y2,Y3, - - -, Yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprio in quanto la somma del numero delle soluzion
contate con la loro moltepliGt e proprion per il teorema fondamentale dell’algebra e possia
cercare soluzioni

Y = (Y))

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combinazioni lineari delle fynzi
cioe




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

n
il = el
=1
(5) Le costanti introdotte; ; sono in numero di? e quindi superiore al numero di costantheces-
sario e sufficiente per descrivere l'integrale generale del sistema differenziale lineare omog
di ordinen; onde determinare sotocostanti si procede quindi sostituendo nel sistema ed usa
le uguaglianze trovate per ridurre il numero di costanti libere ad

Abbiamo con ab gli strumenti per risolvere ogni equazione differenziale ed ogni sistema differe
le lineare omogeneo, a coefficienti costanti; per risolvere i corrispondenti problemi non omogane
sufficiente trovare una soluzione particolare dei problemi non omogenei steespuCessere fatto, in
generale, usando il metodo di variazione delle costanti di Lagrange, ma, nel caso dei coefficienti co

possiamo, se inoltre il termine nodéadi forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particol
di forma similmente semplice.

Piu precisamente possiamo affermare che:
(1) Se consideriamo I'equazione differenziale non omogereae se

b(z) = g(x)e
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dove\ € C eq e un polinomio di graden a coefficienti complessi, si @urovare un polinomio
r di grado al pu m tale che, sg: e la molteplici& di A come radice del polinomio caratteristicc
I
y(x) = z'r(z)e?”
sia soluzione dell'equaziori.3
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeéitede se

B(z) = Q(z)e

dove Q € un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti complessi, di gr
minore o uguale adh, Si pw trovare un vettore colonn@ i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi di grado al pim + , dovey € la molteplicia di A come radice del polinomio
caratteristicaP della matriceA, tale che

Y (z) = R(z)eM

risolve il sistema?2.4
Si pw inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,
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(1) Se
b(x) = e**[q1(z) cos(fz) + go(x) sin(Bx)]
doveq; e g, sono polinomi a coefficienti reali di grado massima «+i/3 e radice del polinomio

caratteristicoP di molteplicita i, si possono trovare due polinomi, r, di grado al pii m tal
che

y(x) = e [r(x) cos(Bx) + ro(x) sin(fx)]
sia soluzione dell@2.3
(2) Se
B(x) = e**[Q1(z) cos(Bz) + Qz(x) sin(Bx)]
dove@); e Q, sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di gradaial
m e« + i [ e radice del polinomio caratteristico della matrice A con molte@ligjtsi possono

trovareR, ed R, , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di gradoual
m + u, tali che

Y (z) = e [Ry(x) cos(fBx) + Re(z) sin(fx)]
sia soluzione del sistent.4
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Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teoria delle equazioni differe
lineari e costituto dall’oscillatore armonico.
Si consideri 'equazione del secondo ordine

(22.27) 27 (t) + 2h2’ (t) + w?z(t) = K sin(at)
doveh, K, « > 0.
Essa po descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,

(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzionale alla distanza ed ad fo
attrito proporzionale alla velogit sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampiEze ali
frequenzan.

(2) I'intensita di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da una forza elettromot
sinusoidale.

Le soluzioni dell’equazione sono date da:
(1) Seh > w

z(t) = c1eTMt 4 et 4 4(t)
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| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

il
18
16
14

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh =w
z(t) = cre™™ + cate™™ + 2(t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
(3) Seh < w

x(t) = e (cy sin(0t) + ¢y cos(6t)) + (t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte entrambe positive

Z(t) = asin(at) + beos(at) = Asin(at — ¢)
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FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico complesse e coniugate con parte
reale negativa

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali coincidenti negative

ed inoltre sie posto

f = |h2 . w2|1/2
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. W2 — a2
T 4h202 4 (w? — a?)?
2ho
—K
4h2a? + (w? — a?)?
K
A—
VAR202 £ (W — a?)?2

¢ = arccos (%)

a

b:

Nel caso in cuh = 0 'equazione diventa
27 (t) + wz(t) = K sin(at)

conk,a > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato da una forza esterna s
dale.
Le soluzioni in questo caso sono

(1) Sea #w

z(t) = cy sin(wt) + ¢; cos(wt) + ——— sin(at)
w
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(2) Sea =w

K
x(t) = ¢ sin(wt) + o cos(wt) — %t cos(wt)

FIGURA 22.6. Grafico diA in funzione dic edw
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K
(22.28) A= A T

K/w?
(4(h/w)2(a/w)? + (1 — (a)w)?)?)1/2
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CAPITOLO 23

FUNZIONI DI DUE VARIABILI

I modelli matematici spesso devono tenere conto di molti parametri e per questa ragiansuffin
ciente considerare funzioni di una sola variabile reale; spesso anzi il numero di parametri i@ giotto
alto e quindi bisogna ricorrere all’'uso di funzioni di molte variabili reali.

Dal punto di vista concettuale nonecrande differenza tra lo studio di una funzionedi o 100
variabili reali, ma la differenza tra lo studio di una funzioneldvariabile reale ed una funzione g
variabili realie grande e va considerata attentamente.

Sviluppiamo pertanto lo studio di una funzionediariabili reali per introdurre gli strumenti necessar
al trattamento delle funzioni di pivariabili reali a valori reali.

DEFINIZIONE 23.1. Diciamo chee data una funzione di due variabili reali se sono assegnati
sottoinsiemeD C R? ed una corrispondenzA che ad ogni elementB = (z,) € D associa uno ed un
solo elementa € R.

Diciamo cheD & il dominio della funzione e denotiamo con

z = f(z,y) = f(P)
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il corrispondente diP = (z, y) secondo la legge assegnatascriviamo anche

P=(z,y) = 2= f(z,y) = f(P)
Chiamiamo rango df I'insieme

R(f)={z€R:3(z,y) € D, 2= f(z,y)}
Chiamiamo grafico dff I'insieme

G(f) ={(z,y,2) €ER’: (z,9) € D, z = f(z,y)}

Osservazione. |l grafico di una funzione d? variabili &€ pertanto un sottoinsieme®? che descrive
gualcosa che immediato identificare come una superficie nello spazio. O

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso reale e parimenti&silaile
definizione di iniettivii, surgettivid, bigettivia.

Per avere un’idea del comportamento della funzione sarebbe comodo poter disporre del suo g
che nel caso di funzioni divariabili si rappresenta in uno spazi@ dimensioniR?; dobbiamo pe¥ tenere
presente che:

(1) None possibile rappresentare il grafico di funzioni che dipendarsalgiu variabili
(2) Larappresentazione R® di una funzione di due variabili passa attraverso tecniche di prospet
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(3) La proprie& che risulta di maggiore interesse per tracciare il grafico qualitativo di una funzi
di 1 variabilee la crescenza o la decrescenza, che per le funziéhodtiu variabili non p@ piu
essere considerata dal momento che il domifigo R™) non ammette un ordine completo.

Non saa pertanto semplice disegnare il grafico qualitativo di una funziorgevdriabili e per farci
un’idea del suo andamento dovremo ricorrere a rappresentazioni nel piano.

Un modo efficace di rappresentare una superéaisegnare nel piang@:, y) le curve di livello della
funzione.

DEFINIZIONE 23.2. Sef : R? — R chiamiamo curve od insiemi di livello didi altezzac gli insiemi

L.={(z,9) € R?: f(z,y) = c}

Le curve di livello di f consentono, in pratica, di rappresentare una mappa della superficie in es
Esse definiscono i punti in cui la superficie assume gquota costante ugualesa le quote sono scelte
ad intervalli regolari, permettono di individuare le zone in cui la superéi@@i ripida (le curve di livello
sSono pu ravvicinate).

Le superfici prese in considerazione nella figdgal hanno le curve di livello mostrate nella figura
23.2
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Per farci un’idea del grafico possiamo anche considerare 'andamento delle funziarhielsi otten-
gono considerando fissati i valori gti chiamiamo questi grafici sezioni lungo I'assgesi veda figur&3.3
e delle funzioni diy che si ottengono considerando fissati i valorizdchiamiamo questi grafici sezioni
lungo I'assey, si veda figur&3.4

Come per le funzioni di una variabigeimportante studiare la continaié la derivabilia di una funzio-
ne di2 o piu variabili. Ovviamente per poter considerare la conta@ihecessario conoscere la definizion
di limite e ancora prima la definizione di intorno e la struttura dello sp&zim cui stiamo lavorando.

Indichiamo coriR? lo spazio vettoriale costituito dalla coppie ordinate di numeri reali; in altre para
PeR? & P=(z,y) z,yE€R
In R? si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare mediante le

P+ Py, = (1 + 22,51 + y2)

e, sex € R,
aP = (azx,ay)
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L'insieme dei vettori
€1 — (1,0) 9 €y — (O, 1)
costituisce una base &?; si avia pertanto che, sB € R?,

P =ze; +yey = 2(1,0) + y(0,1) = (z,y)

DEFINIZIONE 23.3. Si definisce norma if®? una funzione che si indica con
-1 R? - R

che verifica le seguenti proprit
e |P||>0 VPcR?
e |P|=0< P=0
e ||aP| = ||| P Va € R, VP € R?
o [P+QI<|PI+QI  VPQeR?
Si definisce prodotto scalare i®* una funzione
(,):R*xR*—R

tale che
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«(PP)>0 VPER?
e (P.Q )z(QP) VP,Q € R?

e (P P)= & P=0

o(aP—i—ﬁQ R)=a(P,R) + 3(Q,R) VP Q,ReR*, Va,5€R.

Un esempio notevole di normaR¥ &

1Pl = va? + y?

La norma diP indica la distanza diP dall'origine O = (0,0); se P = (x,y), Py = (20, y0) € R?

I1P — Rl

indica la distanza tra i puntP e F,.
Un esempio notevole di prodotto scalareliA & definito da

(P, Py) = 2172 + Y192
Sep > 0 chiamiamo intorno del punt®, = (¢, yo), I'insieme
S(Po,p) ={P €R*: |P - R|| < p}
S(Po, p) € la sfera di centra?, e raggiop.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Definiamo inoltre intorno dic il complementare di ogni sfera centrata nell’origine.
S(co,p) ={P €R?: ||P|| > p}

Diciamo che due vetto®, Q € R? sono ortogonali séP, Q) = 0 .
Diciamo che sono paralleli se esiskec R tale cheP = \Q) .

Altri esempi di norme ifR? sono i seguenti
1Pl = (|l + )" k=1

[ Plos = max{|z, [y|}
Norme euclidea e prodotto scalare sono legati dalla seguente
Disuguaglianza di Schwarz
PerP,Q € R?si ha

[P <[Pl

La disuguaglianza di Schwarz pessere dedotta osservando che, per bgrR

0 < |lzP +tQ|* = (P +tQ, P +tQ) = t*||Q||* + 2t(P, Q) + || P||?
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Cio implica infatti che
(P,Q)* = [IPIIQI* <0
Dalla dalla disuguaglianza di Schwarz possiamo anche ricavare la disuguaglianza triangolare; i
1P+ QI = P>+ QI + 2(P, @) < I1PII* + lQII* + 2 Pl [IQll-
Osserviamo infine che

(P, Q) = PR

se e solo se esistec R tale cheP + t(Q = 0, ovveroP e @ sono paralleli.
Da quanto detto si pudedurre che

1P| = sup{(P, Q) : [|Q <1} = max{[(P, Q)| : [| Q|| < 1}

DEFINIZIONE 23.4.Siaf : A — R, A C R? e siaP, un punto tale che ogni intorno d?, abbia
intersezione non vuota cof (chiamiamd?, punto di accumulazione pet); diciamo che

A f(P) =1
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seVe > 0 esisted(e) > 0 tale che perP € S(Py,d(e)) N A, P # By siha
f(x) € I(¢,¢)

E possibile verificare che

(1) ogni funzione che ammette limite finitolocalmente limitata;

(2) il limite di una funzione, se esiste,unico;

(3) vale il teorema della permanenza del segno;

(4) il limite di una sommae uguale alla somma dei limiti, se questi esistono finiti;

(5) il limite del prodotto di due funzioné uguale al prodotto dei limiti, se questi esistono finiti;

(6) il limite del reciproco di una funzioné uguale al reciproco del limite della funzione stessa,
none nullo

(7) valgono i risultati sul confronto dei limiti, in analogia a quanta gisto per le funzioni di una
variabile

(8) il limite di una funzione po essere caratterizzato per successioni

(9) il limite di una funzione composta si calcola seguendo quanto fatto per le funzioni di una vari

DEFINIZIONE 23.5. Diciamo chef e una funzione continua ifi, se
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Ve > 0 esisted(e) > O tale che sex € A, |P — Bl| < o(¢) siha

If(P) = f(R)ll <e

Nel caso in cuiP;, € A, sia un punto di accumulazione petr la condizione sopra espressa
equivalente alla
lim f(P) = f(R)

P—Py

Owvviamentef si dice continua inA seé continua in ogni punto di A

Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

(1) la somma di funzioni continue continua;

(2) il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione a valori scalari, entrambe conti
e continuo;

(3) il reciproco di una funzione continuacontinuo dove ha senso definirlo;

(4) il prodotto scalare di due funzioni a valori vettoriali contineegsontinuo;

(5) vale la caratterizzazione della contirdufier successioni

(6) la composta di funzioni continueuna funzione continua.
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La conoscenza della continaitlelle funzioni elementari e le regole precedentemente enunciate
mettono di stabilire in modo semplice la contiduin un gran numero di casi: ad esempio, peic
(z,y) — 2% e(x,y) — y* sono continue possiamo anche affermare che

(z,y) — 2° + ¢

e continua, se poi ricordiamo che I'esponenzeatmntinua avremo anche che

(z,y) > 1Y

e continua.

ricordiamo i seguenti risultati.

TEOREMA23.1. - di Weierstrald - Sef e una funzione continua su un insierhehe sia chiuso (contien
limiti di ogni successione convergente di suoi punti) e limit&togntenuto in una sfera ) allorAammett
massimo e minimo assoluto du
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TEOREMA 23.2. - degli zeri - Se f & una funzione continua su un insieldeonnesso (Cci®, in parole
semplici, fatto di un solo pezzo) e se esistono due gantP_ € A tali che

f(Pr) >0, f(P-) <0

allora esiste un punt@, € A tale che
f(Po) =0

Un semplice ragionamento assicura, utilizzando il teorema degli zeri, che se una curva di liyello

Le={(z,y) €U : f(z,y) =c} ={(z,9) eR® : z eI,y =p(z)}

divide il piano in due parti connesse allofér, y) > 0 in una delle due parti ¢(z,y) < 0 nell'altra.
Se infatti in una parte connessa ci fossero due pntiP_ tali che

f(Pr) >0, f(P-) <0

esisterebbe in quella parig tale che
f(F) =0
ma in quella parte si gusolo averef(P) > 0 oppuref(P) < 0.
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Come per le funzioni di variabilee necessario considerare il problema della approssimazione
diante funzioni lineari, cié il problema della differenziazione.
E molto naturale porre la seguente definizione

DEFINIZIONE 23.6. Diciamo chef e derivabile parzialmente se le funzioni

o(z) = flz,y) ¥y = f(z,9)
sono derivabili.
Chiamiamoy'(z) = f.(x,y) derivata parziale rispetto aa e’(y) = f,(x,y) derivata parziale rispett
ad y; definiamo inoltre gradiente df e scriviamoV f(z, y) il vettore (punto diR?) definito da

Vi(z,y) = (folz,v), fy(z,y))

Di fatto in tal modo si opera derivando rispetto:afo ady) cony (o z) fissati.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Va osservato che, pur essendo molto naturale, 'uso delle derivate parziali non consente, da s
ricavare informazioni utili sulla funzione in esame.
Si pensi ad esempio che la funzione

1 sexy=20

il cui grafico, si veda la figur@? e costituito dal piana = 0 privato degli assic ed y e dalle due rette
parallele agli assi edy poste a quota = 1, none continua in0, 0) pur avendo derivate parziali nulle in

(0,0).
Occorre quindi definire cosa si intende per differenziabile e per questo serve parlare di applic
lineari.

DEFINIZIONE 23.7. Si chiama applicazione lineare iR? una funzionef : R? — R tale che

f(aP +pQ) = af (P) + Bf(Q) VP,Q €R®, Va,B €R

L'insieme delle applicazioni lineari SR si chiama anche spazio dualeR¥.
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Ogni applicazione lineare inRR? si puo identificare con un punto P* di R? mediante la seguenle

uguaglianza

f(P) = (P, P)

In altre parole le applicazioni lineari su R? sono tutte e sole le funzioni che si possono scrivere nella

forma

f(P)= (P, P*) con P*cR?

E anche utile ricordare che per funzioni lineari possiamo provare che

Se f & una applicazione lineare sik? allora

[F(P)] = [{B, P < [|P][|| P~

Diciamo chef € C*(A) se f ammette derivate parziali continue h
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DEFINIZIONE 23.8. Diciamo infine chef & differenziabile inP, se esistéa, 3) € R? tale che

= F(P) = (f(Po) + oz — mo) + By — wo))

=0
P—Py ||P—P0“

Pertanto una funzione differenziabile se
f(P) = f(R) + a(zx —x) + By —y0)) + |P — Po|w(P — R)
dovew € una funzione infinitesima pét — P,

f(P) = (f(Fo) + a(x — x0) + By — 40))
|P — Pl

Questa propriét si esprime dicendo ch P) si pu approssimare con una funzione lineare affine

w(P—-F) =

t(P) = f(R) + oz — x0) + B(y — %0))

a meno di un infinitesimo
|1P = Bollw(P — Fo)
di ordine superiore al primo rispetto alla distariza— F||.
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La funzione t(p) si definisce piano tangente al grafico df nel punto F,
Sef e differenziabile inF, allora f & anche derivabile parzialmente e sopeerificare che risulta

a=fo(P)  B=fy(F)

pertanto
Il piano tangente al grafico di una funzionef in I € dato da

t(P) = f(R) + fo(FPo)(x — 20) + f,(Po)(y — o))
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DEFINIZIONE 23.9. Se@Q € R?, diciamo chef & derivabile inP, rispetto al vettore) o che f ammett
derivata in F, lungo la direzion&) se

lim f(Po +1Q) — f(R)

t—0t t
esiste finito. In tal caso denotiamo il valore di tale limite c¢f{F,, Q) e lo chiamiamo deriva
direzionaledif in P lungo la direzione?).

Si pw vedere cheg' & derivabile rispetto alla prima variabile se e solof&8e%, e;) ed f'(FPy, —e1)
esistono finiti e

f/(P07 61) = —f/(Po, —61)

Analogamentgf e derivabile rispetto alla seconda variabile se e solf (@&, e;) ed f'( Py, —e,) esistono
finiti e

f,(P07 62) = —f/(Po, —62)

Si dimostra che




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA 23.3. Sef e differenziabile in?; allora f € derivabile inF, lungo ogni direzion&) e si ha

f/(Po, Q) = (Vf(Po)» Q>

E utile estendere alle funzioni diipivariabili la regola di derivazione delle funzioni composte; ¢
limitiamo qui a considerare solo due casi particolari.

Siano
f:R*—=R ) g:R—R?
R 3t g(t) = (z(t), y(t)) — f(g(t)) = f(z(t),y(t)) € R?
Se f e g sono differenziabili (non solo derivabili!) allora

% F(9(t)) = Fulw(®), y®)i(E) + f,((t), y(®)i ()
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Se viceversa consideriamo

f:R—R : g:R* =R
R? 3 (z,y) = g(z,y) — f9(z,9)) €R
e sef e g sono anche qui differenziabili avremo che

g—i = f'(9(x,9))9:(x,y)

g—; = f'(9(x,9))gy(2,y)

Abbiamo ga visto che

se f e differenziabile in P, € R? e seQ € una direzione inR?, allora

f'(Po, @) = (Vf(R),Q) = IVf(R)IIIQI cos

dove« e I'angolo formato dai vettori V f(Fy) e @ nel piano da essi individuato.

Ne possiamo dedurre che
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la derivata direzionale e
e massima quandocos a = 1 e cice quandoa =0e @ = Vf(F),
e nulla quando cos @ = 0 e cice quandoa = 5 e Q L Vf(F),
e minima quando cosa = —1 e cice quandoa =reQ = -V f(R).

Consideriamo ora una curva di livello di

Le={(z,y) €R?* : f(z,y) =c}

e supponiamo che sia rappresentabile, almeno localmente, mediante il grafico di una fynzigrie)
In termini un po’ pl precisi supponiamo che

L.= {(x,y) SN f(x7y) = C} = {(l‘,y) €ER’:ze Ly= (,0(1’)}
0 piu semplicemente
f@y) =c <= [f(z,0() =c <= y=0(z)

Da f(z,¢(z)) = ¢, derivando e tenendo presenti le regole di derivazione delle funzioni compc
otteniamo che:

fm(xa 90(1')) aF fy(x, gp(m))gpl(x) =0
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da cui
(Vf(z,0(2)), (1,¢'(x))) =0
e possiamo ricavare che
Vi, e(z) L (1,4 (2))
D’altro canto la retta tangenteal grafico dip nel puntoF, = (zo,y,) € data da
Y — Yo = ¢ (w0)(x — o)
e si pw scrivere nella forma

<(£E — To,Y — y0)7 (Sol(m0)7 _1)> =0
dalla quale risulta evidente che

(¢'(x0),-1) LP VPer
Se ora teniamo conto che, evidentemente,

{(¢'(20), 1), (1, ¢'(z0))) = 0
e quindi
(¢ (@0), 1) L (1, ¢' (o))




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

possiamo ricavare che
(23.1) Vfix,p(x)) LP VYPerT

Poicke 7 e la retta tangente i, al grafico della funzione» che rappresenta vicino al punig,
(localmente inf) la curva di livello L., esprimeremo |23.1dicendo che

il gradiente di f, ciog il vettore V f(x,y), & ortogonale alle curve dilivello dif (L. = {(x,y) € R? :

f(z,y) =c})

Possiamo anche considerare le derivate seconde rispettala volte, ady due volte, adr e ady ,
ady e adz; chiamiamo queste derivate

fzm(PO) fy,y(PO) fx,y(PO) fy,z(PO)

Si pw dimostrare che, nel caso in cti, (), 0 f, .(Fo) Sia continua alloratéorema di Scharw?
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‘fz y(PO) = fy,m(PO)‘

Cio si esprime dicendo che le derivate seconde miste sono uguali.
Chiamiamo matrice Hessiana la matrice i cui elementi sono le derivate secofd€ide

fxz PO f:ty PO
Hf(Py) = ( fymgpog fnyPog)

Nel caso in cui le derivate miste siano uguali, la matrice Hessaiametrica.
Ad ogni matrice simmetrica, e quindi anche alla matrice Hessiana, possiamo associare un poli
di secondo grado i@ variabili (e.g.h, k) omogeneo che chiamiamo forma quadratica associata.

La forma quadratica HessiaBapostoR = <Z>

fyx(PO) fyy(PO)
RTHf(PO)R — fxz(PO)h2 + 2f:vy(P0)hk + fyy(f)o)k2

Q(R) = Q(h,k) = (h k) (fm(Po) fou(P)
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Diciamo che la forma quadratica@ e semidefinita positiva se
Q(h, k) = fou(Po)h® + 2f0y (Po)hk + fyy(Po)k* >0

per ogni (h, k) € R
Diciamo che( e definita positiva se

Q(h, k) = fau(Po)h® + 2fuy(Po)hk + fyy(Po)k> > 0
per ogni (h, k) € R*\ {(0, 0}.

Owvviamente per identificare una forma quadratica semidefinita o definita negativificiente cam-
biare il segno delle disuguaglianze.

Semplici considerazioni sul segno di un trinomio di secondo grado permettono di ottenere cond
per studiare il carattere di una forma quadratica.

La forma quadratica () e definita positiva se

fm(PO) f:vy(PO)
det (fyx(PO) fyy(P0)> =0
e f2.(Fo) > 0, oppure f,,(F) > 0
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Osservazione. Se

fm(PO) fxy(PO) _ _ 2
det (fyw(PO) fyy(PO)> = fua(P0) fyy (FPo) — (foy(Fo))” >0

allora

fm(PO)fyy(PO) > (f:l:y(PO))2 >0
e quindif,,(F) ed f,, (Fy) hanno lo stesso segno

La forma quadratica @) € semidefinita positiva se

fm(PO) fzy(PO)
i <fyw(Po) fyy(Po)> =t

e f2.(Fo) > 0, o equivalentementef,, (Fp) > 0

Si pw inoltre dimostrare che
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Se\1, A2 sono gli autovalori della matrice

f:v:c(PO) fzy(PO)
et (F(R) FulR)) 20

allora, per la simmetria della matrice, essi sono reali ed inoltre

e se A\, \; sono entrambi positivi (negativi) la forma quadratica ¢ € definita positiva
(negativa)

e se A\, \; sono entrambi positivi (negativi) o nulli la forma quadratica Q € semidefinite
positiva (negativa)

e se)\, A\, hanno segni discordi la forma quadratica() € non definita

Osservazione. Se

fya:(PO) fyy(PO)

la forma quadratica puassumere sia valori positivi che negativi e quindi Batefinita.

" (fm(m fmy<Po>) .

DEFINIZIONE 23.10. Diciamo cheP, € un punto di minimo (massimo) relativo pgrse esiste una
sferaS(Py, p), p > 0, tale che

fP) = f(R)  (f(P) < f(R))
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per ogniP € S(Fy, p)

Utilizzando tecniche che sfruttano i risultati noti per le funzioni di una variabile possiamo prova
seguenti condizioni necessarie per I'esistenza di un punto di minimo o massimo relativo.

TEOREMA 23.4. SeF, € un punto di minimo (massimo) relativo pginterno al suo dominio ed e

differenziabile inP,. Allora
o Vf(z)=0;

se inoltre f ammette derivate seconde continuesii
e H f(x) & semidefinita positiva (negativa).

Osservazione. SeV f(z) = 0 e se Hf(x) none definito, allora”, noné ré punto di massimo
relativo, ré punto di minimo relativo pef; un punto siffatto viene solitamente indicato con il nome ¢
'‘punto sella’. O

TEOREMA 23.5. Sef € C?(A); e seP, € interno al suo dominio e se

e Vf(F)=0
e Hf(P,) e definita positiva (negativa)
allora F, & punto di minimo (massimo) relativo pér
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Anche per le funzioni di due variabili si pudefinire e studiare la convessit

Siaf: A — R, e siaAd C R? convesso, cié supponiamo cheA contenga ogni segmento di retta i cui
estremi siano contenuti inA;
diciamo che f & convessa se

Inoltre f si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza stretta.

Osservazione. si pw dimostrare che s¢ e convessa allora i suoi insiemi di livella. sono a loro
volta convessi un insieme convesso O
Inoltre possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 23.6. Siaf : A — R convessad aperto; allora

e f e continuainA
o f/(P,Q)esistevVP € A, VQ € R
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Come per le funzioni di una variabile la conveasst pw caratterizzare utilizzando le derivate com
si vede dall’enunciato del teorema seguente.

TEOREMA 23.7.Siaf : A — R, A C R? convesso, aperto; supponiamo inolifec C2(A), allora sonc
condizioni equivalenti:

e f &convessa
[ J

fy) > f(P) +(Vf(R),P-F) VP RcA

e H f(P) & semidefinita positiva.

Inoltre
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Ciascuna delle seguenti condiziorg sufficiente per la successiva:
e H f(P) é definita positivaVP € A;
o f(P)> f(P)+(Vf(R),P—PF)VP,Pyc A, P#Fy;
e f e strettamente convessa.

Si pw inoltre vedere che sgeé strettamente convessa ef$&’) — +oo per P — oo; allora esiste uno ed
un solo punta?, € R" tale che

f(Py) = min{f(P) : P cR?}

Le condizioni fin qui trovate per caratterizzare i punti di massimo e di minimo relativo sono utilizze
soltanto nel caso in cui si cerchino massimi e minimf d@ill'interno di un determinato insieme; nel casc
in cui si vogliano cercare massimi e minimi su insiemi che contengano anche punti non interni,
ultimi andranno considerati a parte esattamente come a parte debbono essere considerati gli estre
intervallo se si considerano funzioni di una variabile.

Questo scopo si puraggiungere considerando le restrizionifdai punti non interni; tali restrizioni
sono funzioni che dipendono da una sola variabile e 6igarcare di trattarle con i risultati noti per ta
caso.
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Ovviamente lo scope individuare eventuali massimi 0 minimi per mezzo di condizioni necessari
se sie certi della loro esistenza, tra essi scegliere massimi e minimi assoluti.

A questo scope@ utile considerare il problema di trovare massimi e minimi di una funzjney)
sull’ insieme dei punti del piano che soddisfano I'equazigfie y) = 0

In questo modo, infattie possibile identificare in molti casi I'insieme dei punti di frontiera (e quin
non interni) di un insieme.

Piu precisamente ci riferiremo a questo problema come al problema di

Cercare massimi e minimi relativi di f vincolatia g =0

6.1 Tunzionidetinite implicitamente. Per studiare il problemanecessario conoscere qualche co
in piu sull'insieme

G ={(z,y) eR* : g(x,y) =0}
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Piu precisamente necessario rendersi conto digpuo essere rappresentato localmente mediante
grafico di una funzione.

Per chiarire il concetto consideriamo un semplice esempio.

Sia

g(a,y) =2 +y* — 1
owiamentey € C! ed inoltre
V(z,y) = (2z,2y) # (0,0)
per ognuno dei punti tali che
9(z,y) =0

E ben noto che I'equazione

g(@,y) =" +y* —1=0
identifica una circonferenza di raggio unitario centratédir).

Per illustrare la possibikt di rappresentare la circonferenza localmente in un pintoediante una
funzioney possiamo considerare i seguenti casi

e seF, = (0, 1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante la funzione

y=v1-— a2
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seP, = (0, —1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante la funzione
y=—-v1-— 22

sely = (1,0) possiamo rappresentare la circonferenza mediante la funzione

r=+1—19y>?

1 1

seP, = (==, —=) possiamo rappresentare la circonferenza sia mediante la funzione

y=+v1-—2?

27 /2

sia mediante la funzione

r=+/1-y?
seP, = (—%, %) possiamo rappresentare la circonferenza sia mediante la funzione
y=+v1-—2?

sia mediante la funzione
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In generale no®, tuttavia, possibile trovare esplicitamente la funzigheome abbiamo fatto nell’e-
sempio appena visto, tuttaveper taluni scopi sufficiente sapere che questa funzione esiste.
A questo proposito si pudimostrare che

TEOREMA 23.8. - delle funzioni implicite di U. Dini - Se & sufficientemente regolare € C', Vg(x,y) #
(0,0)) l'insieme
{(z,y) €eR?, : g(z,y) = 0}

pud essere rappresentato localmente, &io un intorno di ogni suo punto), come grafico di una funzi
y = p(z)

6.2 dlprincipio delmoltiplicator di Lagrange.  Sipuo trovare una condizione necessaria affenc
un puntoF, sia di minimo o di massimo pef vincolato ag = 0; possiamo enunciare tale condizion
come segue
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TEOREMA 23.9. - dei moltiplicatori di Lagrange- S¢,g € C!, Vf(P) # (0,0) e Py = (o, yo) € ur
punto di minimo o di massimo pégrvincolato ag(z,y) = 0, allora

V() [l Vg(F)
0 equivalentemente esistec R tale che
Vf(R) = AVg(F)

Se infattiV f(P,) e Vg(Fy) non fossero paralleli, tenendo conto del fatto 8hg(F) & ortogonale
alla curva definita d&(z,y) = f(xo,y0) mentreVg(F,) € ortogonale alla curva definita géz, y) = 0
avremmo una situazione simile a quella illustrata nella figir&

Dalla figura si vede che ci sarebbero punti soddisfacenti 'equazione)) = 0 tali che f(z,y) >
f(zo,y0) ed anche punti tali ché(x, y) < f(xo, yo)-

Cio escluderebbe chi, sia un punto di minimo o di massimo dlivincolato ag = 0

Possiamo dimostrare con maggior precisione il risultato come segue.

Sianof,g: A — R, Py = (z9,y0) € A C R?, A aperto,f,g € C'(A), e supponiamo cheg(z, yy) =
0. Supponiamo inoltre ch€g(xo, yo) # 0, il che significa, a meno di cambiare il nome delle variabili, ¢
Si pud supporrey, (zo, yo) # 0; allora si pw dimostrare che esiste una funzigndefinita in un intorno di
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xo che assume valori in un intorno glj e per la quale si ha

9(z, p(x)) =0
Pertanto la funziong (z, ¢(x)) ammette inxy un punto di minimo relativo se e solo $8 = (x, yo)
e un punto di minimo pef vincolato ag = 0.
Di conseguenza, s& = (xg, yo) € un minimo relativo pef vincolato ag = 0 si ha

L (e p(a)) = fulan ) + (w0, ) (w0) = 0

ed anche
92(20, Y0) + gy (0, o) ¢ (x0) = 0
e la coppia(l, ¢'(z¢)) € soluzione non banale del sistema algebrico lineare omogeneo la cui matric

coefficientie data da
V f(xo, Yo)
Vg(zo,yo)
Ne segue che esistomo 3 € R non entrambi nulli, tali che
aV f(xo, yo) + BV g(wo, o) = 0
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e, dal momento ch®& g(x¢, yo) # 0, ne viene che deve essere“ 0.
Possiamo pertanto affermare, a meno di dividerexpehe esiste tale che

V f(xo, y0) + AVg(zo,50) =0
Viceversa, posto
h(z) = f(z, p(z))
seh/(xg) =0eh”(xg) > 0, (zo, o) € un punto di minimo relativo pef vincolato ag = 0.

Concludiamo osservando un semplice fatto, spesso utile quando si trattano problemi di progra
zione lineare.

TEOREMA 23.10.Siaf : A — R, A C R? convesso, chiuso e limitatg, convessa e continua;
allora il massimo dif in A € assunto anche in punti che sono sulla frontiera di A

DIMOSTRAZIONE. Sia
f(P) =max{f(Q) : Q€ A}
allora, seP e interno adA, detti Q, R € A gli estremi del segmento ottenuto intersecardoon una
gualunque retta passante g&rsi ha
P=XQ+(1-MR
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fFP) < Af(Q) + (1 = M) f(R) < max{f(Q), f(R)}

Osservazione. Nel caso in cuiid sia poliedrale, cie se
A={PeR?: g(P)<0, g;lineare, i=1,..,m }
il massimo si po cercare solo tra i vertici della frontiera.
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f(j:'Jy] = f(rﬂvyﬂ:]

L.f{nrmyn}

f('l:':y] = f(j:ﬂvyﬂ]

FIGURA 23.5. Curve dilivello e segno di










||III ?g{P 0}

Py = (s0,0)] (—=#'(20),1)
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Vf(FPo)

flzy) < flzo.yo) Vgl ly)

f(z,y) > f(zo,y0)

FIGURA 23.9. Principio dei moltiplicatori di Lagrange
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CAPITOLO 24

INTEGRAZIONE PER LE FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Se f € una funzione d2 variabili positiva e se? = [a,b] x [c,d] € un rettangolo contenuto nel suc
dominio, possiamo considerare il problema di calcolare il voliifreelimitato dal piandz, y) dal grafico
di f e dal cilindro generato d& con generatrici parallele all'ass€gsi veda la figur&4.1).

Il volume pw essere definito

e considerando una partizione 8i

e definendo in corrispondenza le somme superiori e le somme inferigniedative alla partizione
scelta,

e dichiarando una funzione integrabile se, al variare delle partizioni, I'estremo inferiore ©
somme superiori e I'estremo superiore delle somme inferiori coincidono,

e in tal caso chiamiamo il loro valore comune

[[ st vydsdy
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L'esistenza dell'integral@ assicurata, similmente a quanto accade per le funzioni di una varial
dalla continui& della funzione integranda, e sigpanche dimostrare chesufficiente chg sia continua
su R a meno di un insieme si ar@aPossiamo in altre parole dimostrare il seguente risultato.

Se f e una funzione di due variabili limitata su un insieme chiuso e limitatoD ed e continua a men
di un sottoinsieme di misura0, allora f e integrabile suD

(Pur non entrando nei particolari della definizione di area, possiamo ricordagepdssibile calcolare
I'area di insiemi piani significativi usando la teoria dell'integrazione per le funzioni di una variabile)

Quando una funziongintegrabile possiamo approssimare il suo integrale aoche usando le somme
di Riemann; tali somme possono anche essere usate per dare la definizione di in@grabi#lcolano
come segue:

¢ Si suddivide il rettangoldr in rettangoli pu piccoli R;, ad esempio ottenuti suddividendo i lat
di R in parti uguali di ampiezza, e ¢, rispettivamente (figurda4.3);

e si sceglie in maniera arbitraria un pur{tg, n;) in ognuno dei rettangol; e si calcola la quota
f(&,m;) (figura24.2.9)
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e si sostituisce al volume delimitato g%, dalla funzionef il volume del parallelepipedo di base
R; ed altezzaf (¢;,n;) (figura24.2.2)
e si calcola la somma di tutti i contributi ciosttenuti da ciascuno dei rettangoli della partizione.

Le somme di Riemann sono éakefinite da

(24.1) R(f) = Z f(&,m;)040y

e, quando la partizioné abbastanza fine, @osuddivideR in rettangoli R; abbastanza piccoliR(f)
approssima il valore df | f(z,y)dzdy
R

Purtroppo non disponiamo, per il calcolo di un integrale doppio, di uno strumento tanto potente g
il teorema fondamentale del calcolo integrale; questo risultatadsinfatti estendere anche al calcolo dell
funzioni di piu variabili, ma si colloca in un contestotpgenerale: quello delle forme differenziali e de
teorema di Stokes.
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Occorre quindi cercare altre vie per il calcolo degli integrali doppi.
Se definiamo

S(z) ={(z,y,2) eER*:a <z <b,0< 2 < f(z,y)}
S(z) rappresenta una sezione del volumesi veda figur&?4.4

ed il calcolo integrale per le funzioni di una variabile consente di calcolare la sualarg¢anediante
la

b
mw:/fmw@

Possiamo considerare il volumé come la somma (infinita) dei volumi elementatiz) (che sono
nulli) perz € [a, b]; naturalmente la somma infinita si calcola integraride) su[a, b] € quindi

J[ 1w oay - / : ( / df(x,y>dy> da

In maniera del tutto simile possiamo calcolare
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d b
4/f(x,y)d$dy=/c (/ f(x,y)d:v) dy

Il calcolo di un integrale doppio guquindi essere ridotto al calcolo di due integrali semplici (formu
di riduzione).
Il vincolo fin qui posto sul dominio di integrazioneR(e un rettangolo) non mututtavia essere

[ @ vyasdy

per una classe di sottoinsiemi del piano un po génerale.
E naturale considerare per questo scopo la classdodani normali

mantenuto e quind® necessario definire
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Diciamo che un insiemeD e un dominio normale rispetto all'asser se
D={(z,y) eR*:a <z <baz) <y<p(x)}
dove(a, b] € un intervallo reale e« e 5 sono funzioni continue sula, b]. (Si veda la figura24.5).

Diciamo che un insiemeFE e un dominio normale rispetto all'assey se
E={(z,y) eR*:c<y<d ) <z <)}
dove [c, d] € un intervallo reale e+ e ¢ sono funzioni continue sulc, d]. (Si veda la figura24.6).

Per definire, ad esempio,

[[ st vydody

possiamo
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e definire una funzione

fla,y) = {g(a:,y)

e considerare un rettangol® > D

[[ s vdots = [ [ Fa.y)dady

e definire

Nel compiere questa procedura, possiamo osservare cheg¢sojotd dimostrare che il grafico di una
funzione continua ha area nulla e pada definizione dif puo generare discontinaitsolo nei punti dei
grafici dia e di 3, sef e continua a meno di insiemi di area nulla tale risulta antkeertanto

Una funzione f continua a meno di un insieme di area nullegg integrabile su un dominio normaleD.
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A completamento occorre poi osservare che

é/f(:v,y)dxdyz 4/ f(a,y)ddy

ed in maniera del tutto simile
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é/f(:v,y)dwdyz 4/ f(x,y)dwdy

-/ (/ : Fvyiy) do = | : ( / :()) f<x,y>dy> o

Infine osserviamo che quanto abbiamo vist@pplicabile ad insiemi che siano unione finita di domi
normali. Questo ci permette di considerare la maggior parte degli insiemi che si incontrano nella p
del calcolo.

2.0 Cambiamento divarnabili linear. Consideriamo ora ora il problema di calcolare I'area di
parallelogrammoA che abbia come lati i vettofi, b) e (¢, d).
Semplici considerazioni di geometria permettono di stabilire che

a b
Area (A) = ad — be = det <c d>

ed inoltre, se teniamo conto del fatto che il volume del cilindro di altézdeyura24.7) che ha per base
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il parallelogramma: uguale ad\rea (A), possiamo anche affermare che

Area (A / / ldxdy = / / det (a b> dudv

B={(u,v):0<u<1,0<v<1}=10,1] x [0,1]

dove

ed osservare che il quadratb= [0, 1] x [0, 1] si trasforma nel parallelogrammbamediante le corrispon-

denze
(24.2) Tz =au+ bv ciod z\ _ (a b U
y = cu+ dv Y c d)\v

Se supponiamo che
a b
det (c d) #0
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la corrispondenza biunivoca e pa essere invertita; sia

(24.3) {“ = oz +fy

v ="z + 0y

la corrispondenza inversa.

Con riferimento alla definizione di integrale possiamo anche osservare che una partizione del g
B in quadrati pii piccoli B; corrisponde ad una suddivisione del parallelogramdrin parallelogrammi
A;, simili, piti piccoli (si veda la figura4.8).

Pertanto s¢ € una funzione definita sd, per calcolare

[[ st vydody
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possiamo calcolare le somme di Riemann usando la partiziodeimiparallelogrammi, che risulta (i
naturale di una partizione in rettangoli; Le somme di Riemann in questo caso risultano essere

Zf z;,y;)Area (A Zf z;,y;) det < Z) Area (B;)

Ma esiste un unico punt(cuj, vj) € B tale che
(z5,95) = (au; + buj, cu; + dv;)
per cui

= Z flau; + bvj, cu; + dv;) det (z Z) Area (B))
j
Tali somme al raffinarsi della partizione si approssimano a

e quindi possiamo concludere che
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f(z,y)dzdy = flau+ bv, cu + dv) det a b dudv
Jf s | ®

2.2 Coordinate Polar nel piano. Possiamo usare in luogo @dit.2 anche altre trasformazioni; ad
esempio possiamo usare la trasformazione in coordinate polagi dégénita da:

(24.4) {x = peost
y = psinf

La 24.4trasforma

e le rettep = R in circonferenze centrate nell’origine di ragdid
e le retted = « in semirette passanti per I'origine inclinate di un angaeloispetto al semiasse
positivo dell'asser.
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e i settori di corona circolare nel piaria, y)

A={(z,y):r <22+ y2 < R,a<tany/z < 3} =

{(z,y) :r<p< Ra<<p}
in rettangoli
B={(p,0):p<Ra<0<p}=IrR]xof]
nel piano(p, 0). (Si veda la figur&4.9).
Purtroppo, la trasformazione definita datié 4noneé biunivoca e invertibile ed inoltre se

By =[R—,,R] x [a, ]

By =[R,R+6,] x [a, 5]

l'immagine A, di B; ed A, di By hanno aree diverse ancheBge B, hanno aree uguali.
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Piu precisamente si vede che se I'areaddie piu piccola di quella diA; poiche A; € piu vicino
all'origine di As,.
Possiamo calcolare che:

Area (B) = (R—1)(f — «)

Area (A) = 1(R2 —r?)(B—a) = %(R + r)Area (B)

%

Pertanto non possiamo procedere, come nel casd®.din quanto il fattore di conversione per ottener
Area (A) daArea (B) none costante.
Possiamo tuttavia affermare che

(24.5) Area (A) = // ldxzdy
A

e la24.5si pw ottenere come somma di settori circolan giccoli A; delimitati da circonferenze di
raggiop e p + J,, € aventi ampiezzéy.
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Se

Bj = [p, p+6,] X [0,6 + 0]
I'area di ciascuno dei settori; e data da

1 1
Area (AJ) = 5(2p = 5p)5p50 = 5(2[3 = 5p)Area (BJ)

ed inoltre se), & piccolo e trascurabile avremo che

1
Area (A;) = §2pA1"eau (B;)

Area (A Z Area (A Z pArea (B

Possiamo affermare che
Area (A) = / / pdpdf

B




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Se poif e una funzione definita sd, possiamo affermare che

é/ f(z,y)dzdy = é/f(pcos&,psine)pdpde
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CAPITOLO 25

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI DI TRE VARIABILI

Le formule di riduzione che abbiamo usato per il calcolo di un integrale doppio consentono di r
durre il problema al calcolo di due integrali semplici.

In modo del tutto simile possiamo trovare il modo di calcolare un integrale tripleé,|¢idegrale di
una funzionef di tre variabili(z, y, z) su un dominiol” contenuto irR?

///f(x,y,z)dxdydz

Il concetto di area che naturalmente collegato al concetto di integrale semplice e quello di vol
chee caratteristico dell'integrale doppio si estende al concetto di ipervolume a quattro dimensioni
integrali tripli.
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Inoltre, come nel caso di due variabili in cui abbiamo osservato che

Area (A) = // ldxdy = Volume (Cy)
A

seC, ¢ il cilindro di baseA e di altezzal, possiamo dire che

Volume (V) = / / ldzdydz = IperVolume (CY,)
1%

doveCy, ¢ il cilindro di baseV e di altezzal.

Per gli integrali tripli sono possibili diverse scompaosizioni che danno origine a diverse formul
riduzione che riteniamo utile illustrare mediante qualche esempio.
Ci occuperemo allo scopo di calcolare

/V// f(z,y, z)dxdydz
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dove

(25.1) V={(z,y2) cR: 2+ <2<2— /22 +y2}

La parte diR? definita dalla25.1& quella indicata nella figurab.1.225.1.1
Possiamo integrare $4"sommando”, ci@ integrando rispettog i valori ottenuti mediante il calcolo
dell'integrale doppio sulle sezioni dii definite da

S(z) ={(z,y) : (z,y,2) €V}

Avremo pertanto che

/V//f(x,y, z)dfvalyalz=/02 S/(Jf(x,y,z)dxdy dz

e gli integrali indicati si calcolano comeagsappiamo.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

FIGURA 25.1.

Possiamo anche calcolare l'integrale triplo considerando la proieZiahe solidoV” e calcolando

[ tms)iem [ ([ e
D i 5 x
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ll

il
eriifl/d

FIGURA 25.2.

Anche per gli integrali triplie utile considerare qualche cambiamento di variabile allo scopo di s
plificare i calcoli nel caso di solidi con particolari simmetrie.
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| cambiamenti di variabile pi comuni sono quello lineare, quello in coordinate cilindriche e quello
coordinate sferiche, che ora illustriamo brevemente.

3.1 Cambio divariabili lineare. Si tratta del cambiamento di variabili definito dalle
r = ar + b18 4= Clt
Yy = air + bas + caot
z2 = asr + b38 a4 Cgt

SeA c R? e seB & il trasformato di4d mediante il cambiamento di variabili lineari si ha

/// f(z,y,2)dzdydz =

0

/// flair 4+ bis + eqt, asr + bas + cot, agr + bys + cst) M drdsdt
(r, s, t)

B
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‘ oz, y, z) -

= det
s D |~ g

3.2, Coordinate cilindriche. Si tratta del cambiamento di variabili definito dalle

x = pcosb

y:psin@ pZO 0§9§27T ,ZER

=2z

SeA c R? e seB ¢ il trasformato diA mediante il cambiamento di variabili in coordinate cilindrich

si ha
/// f(z,y, 2)dxdydz = ///f(pcos@,psin@,z)pdpd@dz
A B
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3.3, Coordinate sferiche. Si tratta del cambiamento di variabili definito dalle

x = pcosfcosp
y = psinfcos p=>0 0<6<2m —7m/2< o< 7m/2
z = psing
SeA c R? e seB ¢ il trasformato di4 mediante il cambiamento di variabili in coordinate sferiche
ha

/// f(x,y, z)dxdydz =

///f(pcosecos @, psin b cos @, psin ) p cos pdpdhdp
B
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CAPITOLO 26

INTEGRALI MULTIPLI IMPROPRI

Come nel caso degli integrali semplici, possiamo considerare il problema di calcolare I'integra
una funzione di due o pivariabili che non siano limitate o su domini di integrazione non limitati.

Qui illustriamo I'argomento con qualche esempio etegnificativo anche per il seguito e che fornisci
un utile strumento per affrontare, se necessario anche gli altri casi.

Consideriamo pertanto una funziofieefinita suR? limitata ed integrabile su ogni insieme limitato €
chiuso diR? (ad esempio continua) e sia C R? un sottoinsieme non limitato d?.

In tali condizioni nore lecito definire

[[ st vydody

in senso proprio, tuttavia possiamo procedere come segue:
Innanzi tutto assicuriamoci di poter lavorare con una funzione sempre positiyax>sé nulla e da
fare ma se casone basta definire

fi(z,y) = max{f(z,y),0} e f_(x,y)=min{f(x,y),0}
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osservare che

f=fet i

[ sty = [[ oty + [[ 1 y)dady

e calcolare

dove

Dy ={(z,y) €D : f(z,y) 20}, D_={(z,y) €D : f(z,y) <0}

e chiedere che entrambi gli integrali a secondo membro esistano e non diano luogo ad una forma i
minata.

Supponiamo quindi chg > 0 e consideriamo una successione di insiépisoddisfacente le seguent
condizioni:

e D, e chiuso e limitato
[ J Dn+1 D) Dn
e per ogni insieme limitato e chiuse contenuto inD si pw trovare unD;, tale cheD; D K
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E evidente che le condizioni sopra elencate esprimono il concetto che la successione di2lpm
riempie, invade, I'insiemé ed infatti una successione che soddisfa tali condizioni si chiama success
di domini invadentiD.

DEFINIZIONE 26.1. Sef > 0 e seD,, € una successione di domini invadebtallora definiamo

//D f(w,y)dévdyZIiy/an(w,y)dxdy

Si puo dimostrare che, qualora il limite esista,e indipendente dalla successione di domini invadenti
usata.
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1. Qualche esempio

Consideriamo il problema di calcolare

// e—(w2+y2)/2dxdy
R2

Definiamo

Dp={(z,y) €R* : 2" +y* <n’}

alloraD,, € una successione di domini invadeRtie quindi
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// e~ @24 dy = lim // e~ @2 qpdy =
R2 L o

2 n
= lim/ (/ pe_(pQ)/de)dH =
n Jo 0

n

= lim 277/ pe_(pz)/de = 2rlim—e ¥/?| =2rliml— e ™2 =2¢
0 n

n n

0

Il risultato appena ricavato ha una conseguenza interessante, infatti fgoiatore dell'integrale non
dipende dalla successione di domini invadenti usata, possiamo rifare il calcolo anche usando la succ
definita da

Qn = [-n,n] X [-n,n]

ed otterremo lo stesso risultato.
Avremo
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o0 = //2 e—(w2+y2)/2dxdy _ lim // e—(x2+y2)/2dxdy _
R n
~ lim / / @)/26-0*) 2 ) dy =

n —+00
= lim( / e~ W)/2qy)( / e~ )/2dz) = lim( / e~ ()/24)% = ( / e~ ()22

e possiamo affermare che

+oo
/ e ®2gt = /3w

L™ ey — 1
e —_—
V2T J o
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CAPITOLO 27

LA SOMMA DI INFINITI TERMINI: LE SERIE.

Il problema di sommare un numero non finito di quantitimeriche stato per lungo tempo considera
to privo di senso, ma giustificabile facilmente, anche dal punto di vista intuitivo, non appena si consi
il seguente esempio.

Sial = [0, 1] e consideriamo una successione di intervalli cigdinita: poniamo

I =[0,1/2]

I =[1/2,1/4]
I = [1/4,1/8]
L =[1/8,3/4]

E’ ovvio che
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ed inoltre la lunghezza del segmerijoe data da
((I;) = 1/2F

Pertanto
+oo 1

1=1¢([0,1]) = Zz—k

k=1
Possiamo cercare di puntualizzare il concetto di somma infinita mediante la seguente definizio

DEFINIZIONE 27.1. Siaa;, una successione di numeri reali e definiamo

n
Sn = E Qe
k=1

Selim S,, esiste finito, diciamo che

+oo
Z a, =S =lim S,
k=1

In tal caso si dice chg_, > a;, & una serie convergente che ha per sonfina
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Selim S, = +oo (—o0) diciamo che}"; a;, & una serie positivamente (negativamente) divergent
Selim S,, non esiste diciamo che la serie nérdeterminata.

Consideriamo ora qualche esempio importante di serie
Siaz € R possiamo considerarg, = x" e avremo

n n
SnZZ akzz F=1+z+22+2°+ ..
k=0 k=0

Se osserviamo che
S, =z + 2+ 3+t + .. 4"

Si ottiene
(1-1z)S,=1-z"t!
e, perr # 1,
1— xn—i—l
Sp=——
1—=
Di qui si vede che

e selz| < 1limS, =

T




eser>11limS, =+
e sex < —1 lim S,, non esiste.

Pertanto
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se |z| <1

mentre per i restanti valori di la seriee divergente o indeterminata.

>~ 2 si chiama serie geometrica di ragioner.

Possiamo ottenere facilmente altri esempi di serie convergenti. usando la formula di Taylor.
consideriamo lo sviluppo di McLaurin della funzion&
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dove il restoR?,, ., Si puw esprimere nella forma di Lagrange mediante la
|x|n+1

|Rpia(z)] < emm

Pertanto, se definiamo

w k
=38
k=0

si ha
a |x|n+1

*— < < —_—
€ = 52l < [Run(@)] < Mo

e tenendo conto che
limM = (0 perogni € R
TR
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In maniera del tutto analoga si prova che

Z(—l)k(—

cos(z) = kz:;(—l)’C (;k)!V:c eR

+oo

In(1+ ) = Z(—l)k_l%kV:c € [-1/2,1]
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CAPITOLO 28

ELEMENTI DI PROBABILIT A E STATISTICA.

Il calcolo delle probabil&t nasce agli inizi del 700 per rispondere alle istanze prodotte dal gic
d’azzardo.

Il suo scopo era inizialmente introdurre una stima numerica dei rischi ad esso connessi e succ
mente |lo stesso metodo fu esteso per studiare i fenomeni caratterizzati da elementi di incertezza.

Vediamo innanzi tutto di stabilire quali sono gli elementi necessari per parlare di pradabilit

Occorre innanzi tutto considerare una famiglia di eventi che costituiscono lo spazio su cui definirer
la probabilit a.

Possiamo ad esempio associare all'idea di evento quella di sottoinsieme di un insieme dato
chiameremo evento certo.
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Consideriamo, ad esempio, ilipsemplice tra i giochi d’azzardo, e éial lancio di una moneta,
possiamo dire che gli eventi possibili sono

e L'uscita di Testa{T}
e L'uscita di Croce{C}

mentre I'insiemé/( = {T, C} costituisce |'evento certo.
In questo caseé naturale definire la probabaidegli eventi che entrano in gioco:

(28.1)

(28.2)

(28.3) PU) =P(T) +P(C) =1
(28.4) P(@) =0

giustificando la definizione con il fatto che su due possibili uscite unaestdsorevole nel caso si con-
sideriT o C, mentre entrambe vanno bene nel caso si consideri I'uniofieedi’. E ovvio che con @
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supponiamo ché&’ e C si presentino con ugual frequenza,&iche la moneta sia non truccata.

Un secondo esempio di spazio di probahikii pw costruire considerando il caso del lancio di d
dadi.

Se le facce sono numerate, come al solitol, d& possiamo identificare I'esito del lancio con la coppi
di numeri(i, 7) (punteggio) che si leggono sulla faccia superiore del primo e del secondo dado.

In tal modo possiamo identificare ciascuna déliepossibili uscite (eventi) con il punto del piana
cartesiano di coordinatg, j); indicheremo tale evento con il simbaly ;, (si veda la figur&8.1).

Poicte nel caso di dadi non truccati ogni evertequiprobabile possiamo affermare che la probabil
di A; ; e data da

P(Aij) = 55

Ovviamente possiamo considerare anche altri eventi, ad esempio possiamo cercare di stimare
babilita che si presenti I'eventd, , oppure I'eventad; ¢; possiamo indicare il nuovo evento come

B=A14UA56={A14,A56}




NEX
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FIGURA 28.2. Istogramma relativo al lancio di due dadi, (supposti distinti)

Se vogliamo stimare la probabditche si presenti uno qualunque degli evehtj, cioe se vogliamo
stimare la probabilé che si presenti I'evento

U= {Ai,j 3 Z,j = 16}
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poiche accettiam@6 posiibilita su36 possiamo dire che

e chel/ e I'evento certo.
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In generale possiamo parlare di spazio di probabilia finito se € assegnata una famiglia di eventi
soddisfacente le seguenti condizioni

e JgcF
° Al,AQEf:>A1UA2€F
ed e assegnata una funzione
P.F—-R
che associa ad ognid € F un valore reale P(A), che chiamiamo probabilita che I'evento accadz
soddisfacente le seguenti propriet:
e P(A)>0
o self =J A€ F,sihaP(U) =1
e seA;, A, € FsonotalicheA; N A, = @ allora

P(A1 U Ay) =P(A1) +P(Az)

Osserviamo che, dal momento che la famiglia dei possibili ewsfiiita, avremo che

U= UAEJ-"

AeF

U rappresenta I'evento certo ed anche I'ambiente in cui si individuano gli eventi.
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Per assegnare uno spazio di probabil&, quindi, € necessario assegnare un insiembeuna famiglia
F di sottoinsiemi diZ/ ed una funzioneP definita suF a valoriin R.
Ci riferiremo quindi ad uno spazio di probabilit & come ad un terna(i/, F, P)

Nel caso dell’esempio precedente la famigfi@ costituita da ciascuno degli evefitij) che abbiamo
rappresentato nel piano con i pudtj; e dalle unioni finite di essi.
Ad esempio

B ={A13,A01} = A13U Ags
e I'evento che accade se almeno una tra le ustitee A, ; accade.

Poiche le uscite del lancio dei dadi sono ritenute equiprobabili possiamo affermaf@(ehe) = --
per ogni possibile uscitd; ; e quindi, ad esempio,
1 1 2
B)=P(A A1) =P(A Ayl ==+==—=—
P(B) =P(A13U Ayy) = P(A13) + P(A4y) 36 + 36~ 36

Ovviamente

P(lJAerF) —36—:

AeF 36
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Come abbiamo @i osservato, ci riferiamo ad uno spazio di probabitibme ad una tern@{, FP) in
cui/ € lo spazio di probabilit, 7 & la famiglia di tutti gli eventi € & la misura di probabilé definita su
Uu.

Si possono provare i seguenti risultati:

e 0 <P(A) <1perognid € F
o P(@) =
° SEAl,Ag e F Al C A2 allora
P(A;1) C P(Az)

ed inoltre

P(Ay C Ay) = P(A2) — P(A)
) perogniA € F
) +P(B)—P(ANB)
sed, U A; = o allora
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e P(A)=P(ANB)+P(AN B°)
e sed; N A; =&, ed esiste, tale cheA C A;,, allora

(28.5) P(A) = P(ANA) + P(ANA) + ..P(AN Ay)

DEFINIZIONE 28.1. Se A, B € F definiamo probabil& di A condizionata aB e la denotiamo con
P(A|B) il valore

P(ANB)

P(AIB) = —5p

La probabilita di A condizionata aB, P(A|B), definisce la probabilé di accadimento diA nel caso
sia accadutaB
Naturalmente si ha

P(ANB) =P(A|B)P(B)
Nel caso in cui
P(A|B) = P(A)
diciamo cheA e B sono eventi indipendenti, (la probakiliti accadimento dit none cambiata dal fatto
cheB e accaduto).
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In tal caso si ha

Si pw dimostrare che

SeA;NA; = @, ed esiste), tale cheA C A, allora
P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2)P(A|Az) + ... P(AN)P(A|AN)

e ne segue il seguente teorema di Bayes
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TEOREMA 28.1. - di Bayes - Sel;, A,, ..., Ay € F sono eventi talichel, N A4; = & eUf;1 A; allora

p(aB) — PAIPAIA)

SN P(A)P(AA)

Per capire perahil teorema sia vero, consideriamo il caso in 8ui= 2; allora

[ ] A1 UA2 D) A
[ ] A1 ﬂA2 =
o P(B) = P(BN (A, UAy)) = P(BN A)P(BN Ap)
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da cui

P(A:|B)P(B) = P(BN A1) = P(B|A1)P (A1)

Ne segue che

CP(BNA) P(BNA)P(A)
P(Ai|B) = P(B)  P(BNA)P(A) +P(BN A)P(A,)

2. 1. Si consideri una popolazione in caidiffusa una malattia e si supponga di voler sottopo
l'intera popolazione ad un test con lo scopo di determinare per ciascuna persprédfeta o no dalla
malattia.

Una situazione di questo genere si presenterebbe se si considerasse I'ogpdripmitedere ad uno
screening di massa per rivelare, ad esempio, la diffusione dell’AIDS.

In tal caso sarebbe ragionevole supporre che:

e Nella popolaziond persona su000 e affetta dalla malattiar{cidenza della malattia).
e |l test usato per rivelare la malatteapositivo (e quindi indica la presenza della malattia)sn
casi per ognil00 persone malate esaminategnsitivita del tes).
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e |l test usato per rivelare la malati@égpositivo (e quindi indica la presenza della malattial) gaso
per ognil00 persone sane esaminatgpgcificita del test).

Indichiamo con
o A l'evento "infetto”
o A’ I'evento "sano”
e T, I'evento "test positivo”
e T, I'evento "test negativo”

Indichiamo inoltre con

e ¢ l'incidenza della malattia (nel caso prima citate= 1/1000 = 0.001)
e p la sensitivit del test (nel caso prima citgto= 95/100 = 0.95)
e ¢ la specificit del test (nel caso prima citago= 1/100 = 0.01)

Possiamo facilmente calcolare che
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P(A) =a PA)Y=1-a

P(T,|A) = p P(T,|4) =1-p

P(T,|A) = q P(T,|A) =1—g
da cui

P(T,) =P(I,NA) +PT,NA) =
= P(T,|A)P(A) + P(T,|AYP(A") = pa+ q(1 — a)
Pertanto, applicando il teorema di Bayes
P(1,|A)P(A) _ pa

(TIA)P(A) + P(TIA)P(A)  pa+q(l—a)
Se utilizziamo i valori di incidenza sensitigite specificé prima introdotti, possiamo ricavare che:

PAL) =

pa

P(A[T,) = patql—a)

= 0.0874




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e questo significa che la probakilithe una persona in cui il test ha dato esito positivo sia effetti
mente infetta inferiore al9%.

Se ne deduce la poca convenienza ad effettuare uno screening di massa.

Vale la pena osservare che neppure tasppécisi consentono di raggiungere risultati pignificativi.

Infatti se supponiamo di migliorare il test in modo da avere la certezza di individuare la malattia
persone infette, clse supponiamo la sensit&jt = 100/100 = 1, mantenenda = 0.001 eq = 0.01,
otteniamo

pa
pa+q(l—a)

P(A|T,) = = 0.091
In realta aumentando la sensitiila specificé necessariamente diminuisce; se supponiamo che
a=0.001 p=1 q = 0.002
la situazione peggiora e si ha addirittura

pa
P(AIT,) =

pa+q(l—a)
Solo migliorando la specifi@tsenza peggiorare la sensitivgi ottiene qualcosa di meglio; infatti se
a=0001 p=0.95 q = 1/300 = 0.0034

=0.05
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si ha

pa
P(A|T,)) = ——— =0.22
(AIT;) pa+q(l —a)

Un miglioramento decisivo nell’affidabibit dei risultati si ottiene invece nel caso in cui I'incidenz
della malattia sia alta; infatti per

a = 0.01 p=0.95 q=0.01
si ha

PAIT) = — P _gs

pa+q(1 —a)

e addirittura
pa

PAT = perai=a)

=0.9
nel caso in cui I'incidenza salga ad= .1.

2.2 Un secondo interessante esempio si ha considerando la seguente situazione.
Si supponga che un capo di governo debba prendere una decisione di politica economica e di
di tre consiglieri che indentifichiamo con

A B C
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Si supponga di avere una stima della loro affidaditiescritta come segue:

e la probabilit che il consigliered abbia un’opinione correttal /6,
e la probabilit che il consigliere3 abbia un’opinione correttal/3,
e la probabilit che il consigliere” abbia un’opinione corrett@1/2.

Indichiamo con

A, I'evento "il consigliereA ha espresso un’opinione corretta”,

B, I'evento "il consigliereB ha espresso un’opinione corretta”,

C, I'evento "il consigliereC' ha espresso un’opinione corretta”.

Esprimiamo I'affidabilia dei consiglieri assegnando agli eve#tiB, e C, opportuni valori di proba-
bilita

P(A)=1/6 PB)=1/3 P(C,)=1/2

Il capo di governo chiede ai suoi consiglieri una previsione sulle conseguenze che la sua decigio
sul tasso di disoccupazione, a distanza di un anno.

Al quesito i tre consiglieri rispondono secondo i valori descritti nella tabella che segue, dove
colonnaD sono riportate le probabiéitche la disoccupazione diminuisca, nella coloShehe rimanga
stabile e nella colonnache il tasso di disoccupazione aumenti.
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| | D[S ]! |
A | 1/10] 1/10] 8710
B || 6/10| 2/10| 2/10
C | 2/10| 6/10| 2110

TABELLA 28.1. Previsioni dei consiglieri sul tasso di disoccupazione.

Trascorso un anno si rileva che il tasso di disoccupazeaementato; alla luce di questo fatto Ie
percentuali di affidabil& dei tre consiglieri vanno riviste eacpuw essere fatto ridefinendo la probalailit
di A,, B, eC, alla luce del fatto che I'eventdsi e verificato.

Dovremo, in altre parole valutare

PA)P(A)
P(I)
P(I|B,)P(B,)
P()
PUIC)P(C)
P(I)

P(4,11) =

P(B,|I) =

P(Ci|I) =
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ma

P(I)=PINA)+PUINB)+PINC,) =
= P(I|A,)P(4,) + P(I|B,)P(B,) + P(I|C.)P(C;)

Ora, la probabili che avwvengd ammesso che un consigliere abbia ragione si legge nell'ulti
colonna della tabella, per cui

P(I|A,) = 8/10
P(I|B,) = 2/10
PU|C,) = 2/10

per cui
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Ne viene che le nuove percentuali di affidaiilstono

Slee
I
|

1A )P(A,)
PI)
PU|B)P(B) _
PI)
PUIC)P(Cr) _
PI)

Wl Ol ©f

pan =2

H
Sl 2o
|

P(B,]1) =

o

Bl
o= 9
|

P(CID) =

o

—_
o

Per studiare un po’ di probabgitdiscreta utile conoscere qualche elemento di calcolo combinato
Il calcolo combinatorio si occupa di stabilire | numero delle possibili uscite di semplici esperimen

fonda essenzialmente sul principio seguente:
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Se un esperimento hay; possibili esiti, un secondo esperimento ha, possibili esiti, un terzo espe
rimento ha ns possibili esiti, allora il numero dei possibili esiti della sequenza dei tre esperimenti
e

n1nan3

Le pit comuni conseguenze di questo principio portano a un certo numero di definizioni che d
viamo brevemente.

2.1 Disposizioni din elementi al a /. Parliamo didisposizioni(o anche, sé& = n, di permuta-

zioni) di n elementi & a k quando consideriamo i gruppi dielementi scelti tra gl dati.
Riteniamo due gruppi distinti se differiscono per un elemento o per I'ordine con cui gli elementi
scelti.

Indichiamo con
nDk
il numero delle disposizioni din elementi ak a k.
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Poicle per il primo elemento di ciascun gruppo abbiamscelte, per il secondo ne abbiarfio— 1)
per il terzo ne abbiam@: — 2) e co$ via, possiamo calcolare che

WD =n(n—1)(n—2)(n—3)..(n — (— 1) = o]

Il numero delle disposizioni din elementi adn ad n, cioé delle permutazioni, risulta
P, =, D, =n!

Qualora glin elementi da cui si sceglie presentino sottogruppi di elementi uguali, 8iang, ns,...,n
le permutazioni risultano in numero di
|
n.:

nylngIng! - - ny!

2.2 Combinazion din elementi a2 /. Parliamo dicombinazionidi n elementi a a k quando
guando consideriamo gruppi fielementi scelti tra gl dati senza distinguerli in base all'ordine deg
elementi.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Indichiamo con
an
il numero delle combinazioni din elementi ak a k.

Poicte un gruppo di elementi ammetté! diversi modi possiamo calcolare che

o 2D _nn=Dn=2)n=3)..(n—(k-1)) _nl
" k! kl(n —k)!

Il numero,,C;, si chiama coefficiente binomiale e si indica con

n n!
nCr = (k> " Kl(n— k)

Ricordiamo che i coefficienti binomiali possono essere ricavati dal triangolo di Tartaglia e che tra
una importante applicazione nella formula del binomio di Newton.

(a+b)" = zn: (:) ak bk

0
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3.3 Campion ordinati. E anche utile ricordare qualche formula per stimare il numero di possi
campioni estratti da una popolazione.

Per aiutarci assimiliamo la popolazione ad un un’urna piena di palline e I'estrazione degli eleme
campione all’estrazione delle palline dall’'urna.

Possiamo operare un campionamento con ripetizione estraendo una pallina, osservandola e ri
dola nell’'urna dopo aver annotato I'informazione relativa.

In tal caso, se operianioestrazioni, avremo

k wvolte
k

—_—
nnn..n =mn

possibili uscite in quanto per ogni elemento estratto avremo sempossibili scelte.

Possiamo anche operare un campionamento senza ripetizione, estraendo, osservando e on ri
la pallina nell'urna; in tal caso per la prima estrazione avrenpmssibili, per la seconda — 1, per la
terzan — 3 e cos via. Pertanto in questo caso avremo

possibili uscite.
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Seé assegnato uno spazio di probahil/, 7, P) diciamo chef & una variabile aleatoria definita s
(U, F,P) seé data una funzione

E:U—-R
Nel caso del lancio di due dadi la ter(id, 7, P) e definita da

e U e I'insieme delle36 coppie di valori(z, j)
e F e la famiglia di tutti i sottoinsiemi di/

e P & definita daP(A;;) = 5; ed inoltre sedA € F & un sottoinsieme costituito daelementi
possiamo definir®(A) = k.

Possiamo costruire un esempio di variabile aleatoria sullo spazio di prohatsibciato al lancio di
due dadi assegnando ad ogni us¢itg) € U il valore ottenuto sommando i punteggi; in altre parole

§(Aig) =i+

Possiamo osservare che i punti (eventi) che nella figéra sono congiunti da un segmento di rett:
forniscono lo stesso valore per la variabile aleatoegpossiamo riassumere i valori assunti dalla variab




NEX
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leggere il valore + j assunto d4.

10
10 11
11 12

TABELLA 28.2. | valori assunti dalla Variabile aleatotia

Possiamo ora definire alcuni elementi caratteristici di una variabile aleatoria:
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DEFINIZIONE 28.2. Se¢ e una variabile aleatoria discreta definita su uno spazio di probabili
(U,F,P)ese
U= {Al,AQ, ....,An}

e la mediay di ¢ € definita da

=2 E(AYP(A)

e la varianzac? di ¢ € definita da
of = Var(§) = 3 (€(4) — n)* P(Ay)

e |o scarto quadratico medidli £ e definito da

e la modaM di¢ e definita da
M =¢(4)
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doveA, e tale che
P(4;) = maxP(4;)
e la medianam di ¢ e definita da
P <m)="P(=m)
¢ il momento di ordinek 1, di £ e definito da

= (6(A) — p)* P(A)

i

¢ il momento di ordinek, rispetto all’origine 4. di ¢ € definito da

= (£(A)*P(A)

3

DEFINIZIONE 28.3. Chiamiamo funzione di distribuzione di probakilidella variabile aleatori& la
funzione

po:U—-R
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definita da

(i) = P = Ai)

Sey e la funzione distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria ¢ avremo che

DEFINIZIONE 28.4. Se¢ e una variabile aleatoria discreta la cui dergitli probabilita € , definiamo
speranza matematica di

B(§) = > &(A)p(i) = 3 &(A)P(§ = Ai) = p
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DEFINIZIONE 28.5. Se¢ € una variabile aleatoria discreta la cui derditli probabilita € ¢ e se
g : R — R & una funzione, definiamo una nuova variabile aleatoria che indichiamg@@mmediante la
funzione distribuzione di probabidit

Definiamo inoltre

Osserviamo che si ha
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DEFINIZIONE 28.6. Se¢ € una variabile aleatoria discreta la cui dergitli probabilita & , definiamo
funzione generatrice dei momenti dila

Me(t) = B(e®) = 3 e4y(i) =
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4.1 Unesempia Consideriamo il solito esempio dei dadi e la solita variabitde associa ad ogni
uscita ini/ la somma dei punteggi, possiamo vedere che

56
)
== P
6
= 7 = —
Possiamo rappresentare questa distribuzioni di probabilgdiante il grafico in figuras.4 (scatter
plot) oppure mediante il grafico in figuf.5

6)
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EI.1E'S

0.14]
0.12]
0.1
0.08-
0.06
0.04]

0.021

Op " "2 4 B a 10 12

FIGURA 28.4. Distribuzione di probabilit della variabile aleatoria che restituisce |l
punteggio ottenuto lanciando due dadi.

Quest'ultimo grafico si chiama istogramma edjuello che pi frequentemente viene adottato pe
rappresentare la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria discreta.
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10 12

FIGURA 28.5. Istogramma relativo alla variabile aleatoria che restituisce il punteggio
ottenuto lanciando due dadi.

Osservando il grafico possiamo osservare che il valore che compare con maggior frégil&nehe
pertantoe la moda della variabile.
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Possiamo calcolare la probaliP(¢ < 7) sommando le aree dei rettangoli mostrati in figura(
osservi che la base dei rettangdliungal) ed otteniamo ch@ (¢ < 7) = 2.

In modo simile possiamo calcolafé(¢é > 7) = 2 e possiamo concludere che la mediana de
variabile aleatorig €m =7

Un semplice calcolo mostra che la varianzg éioc? = 3765

Abbiamo ga notato che i rettangoli che costituiscono I'istogramma hanno base lucgapermette

di definire la funzione di distribuzione dicome

PE=n) pern—05<z<n+05n=234.12
0 altrove

(28.6) plz) = {

Con tale definizione si vede chee definita su tuttdR ed inoltre si vede che

[ etna=3 et =1

(e.9]

essendo la somma estesa a tutti i valoche variabile discreta pud assumere.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Talvolta tuttavia nore possibile considerare uno spazio di probabiliiscreto, finito o numerabile.

Cio accade ad esempio quando si considera il problema di scegliere un numero a caso conlipre
edl.

Infatti la probabilit di estrarre, ad esempio, il valdie non si pw calcolare considerando il rapporta
tra casi favorevoli, uno solo, e casi possibili, infiniti non numerabili.

Anche la definizione di media e varianza presentano qualche problema in quanto occorre definire
si intende procedere per calcolare la somma di un numero infinito, non numerabile, di addendi.

Per chiarire la questione possiamo osservare che,d#ficile definire la probabild che la variabile
aleatoria$ il cui valore e il numero scelto a caso [fi, 1] assuma il valore:, & invece naturale definire la
probabilia che € [z, x + h).

In tal caso infatti possiamo identificare i casi favorevoli con un segmento di lunghezia totalit
dei casi con l'intero intervall¢o, 1] che risulta ovviamente di lunghezza

Pertanto

P(x§£§x+h)=%
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Ricordando il significato di somma dell'integrale, possiamo definire la funzione distribuzione di
babilita della variabile aleatori@come la funzione continua tale che

E+h
(28.7) Plx<¢<z+h)=h= / o(t)dt
3

per ogniz € [0, 1] e per ognih abbastanza piccolo.
Ne deduciamo che

(28.8) % / T ot = 1

e, passando al limite pér— 0, poiche abbiamo supposto continua,

p(z) =1

Da quanto abbiamo detto appare ragionevole che, nel caso di una variabile aleatoria ¢omtimea
significativo definire

(28.9)
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mentree naturale definire

(28.10) Pln<esa) = [ o

o

dovey € la funzione di distribuzione di probabditi .

Pertanto supporremo nota una variabile aleatoria continua ¢ se € nota la sua funzione di
distribuzione di probabilit a ¢.

Una funzione ¢ : R — R, continua, € la funzione di distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria se

p(t) >0

perognit € R

/_ " ot =1

(e.9]
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In tal caso si ha

La funzione

xT

Fa)=Pe<o= [ o

—00

si chiama distribuzione cumulativa di probaldildella variabile aleatori@di densit di probabilit .

Osserviamo che ad ogni variabile aleatoria discreta (finita) 8igasociare una variabile aleatoriz
continua la cui densite una funzione costante a tratti, nulla al di fuori di un insieme limitato ( nel casc
cui la variabile sia discreta e finita).
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Per chiarire il concetto consideriamo la variabile aleatgrizhe fornisce il punteggio ottenuto ne
lancio di due dadi; in tal caso la funzione distribuzione di probabiipud essere definita come segue

(0 r<15

k/36 k+5<z<k+15 k=1.5
o(z) = < 6/36 6.5<x<T75

(12-k)/36 k+5<z<k+15 k=1.11
L0 x> 125

Come nel caso delle variabili aleatorie discrete possiamo definire

DEFINIZIONE 28.7. Se¢ € una variabile aleatoria continua che ha de@sili probabilita ¢,

¢ la mediay di ¢ € definita da
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e la varianzac? di ¢ € definita da

+o0

&:wma=m@—m>:/ (& — pp(e)da

—

lo scarto quadratico medidli ¢ e definito da

la moda M di ¢ e definita da

M = sup p(x)
zeR

la medianam di £ e definita da

Pe<m = [ oo [

—00 m

il momento di ordinek 1, di £ & definito da

+oo

M:Em—m>=/ (& — ) p()dz

— 0
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¢ il momento di ordinek, rispetto all’origine 1. di ¢ & definito da

/+00 z*o(z)dx

—

DEFINIZIONE 28.8. Se¢ e una variabile aleatoria continua e ge: R — R & una funzione possiama
definire la variabile aleatoriaf (¢) assegnandone la funzione distribuzione di probabii¢finita da

In tal modo

Plao < f(€) < o) = / " F et
N t

E(f()) = / f(t)elt)d

—00
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DEFINIZIONE 28.9. Se£ e una variabile aleatoria continua la cui dergidi probabilita € o, definiamo
funzione generatrice dei momenti dila
+oo

Met) = B(e) = [ epla)is

—00

5.1 Levarabil aleatorie discrete infinite. Un caso che si colloca a néetra quello delle variabili
aleatorie discrete finite ed il caso dell variabili aleatorie contimileeaso delle variabili aleatorie discret
che assumono una quaatihfinita numerabile di valori.

Il caso delle variabili aleatorie infinite ci suggerisce come comportarci in questo caso.

Se lo spazi@/ degli eventie numerabile, allora potremo scrivere che
U — {Az ; 1 € N}
e saa sufficiente definire la probabaitdi ciascun evento

con la condizione
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Media, varianza, funzione di distribuzione possono essere definiti mediante le

DEFINIZIONE 28.10. Se¢ € una variabile aleatoria discreta numerabile definiamo

e la mediay di £ come

(28.11)

e la varianzac? di £ come

(28.12) 0” = Var(§) = B(§ — p)*) = > _(i — )°pi

=S

e |0 scarto quadratico medi@ deviazione standard di

o=Vo?

O®Close @Quit
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e il momentok-esimo i, di £ come

—+00

M = Z(Z i M)kpi

=1
¢ il momentok-esimo rispetto all’origine 1, di £ come

—+o0
-k
= E v Pi
i=1

e la funzione di distribuzioney di £ come

(28.13) p(n) =P = Ai)
e siha

(28.14) P <n)= Zpg A) neN

Naturalmente possiamo estendere Ia definiziong dd R definendola costante sugli intervalli
del tipo [k, k + 1] e ponendola uguale @prima di 1.
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Inoltre

DEFINIZIONE 28.11. Se¢ e una variabile aleatoria discreta infinita la cui dergiti probabilita e
,e sef : R — R e una funzione possiamo definire la variabile aleatgf{§) assegnandone la funzione
distribuzione di probabila& definita da

Quindi

B(/(©) = Y Fi)e ()

Definiamo anche definianfanzione generatrice dei momenti dila

Me(t) = B(e) = ) e"o(k) =
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Siano (Uy, F1, P1) e (Usz, F2,P>) due spazi di probabibt considerariamo la variabile aleatoria ch
indichiamo con(¢, n) definita sullo spazié/; x U, mediante la

Pl =Ple<ansn = [ ([ seom)a

F é la distribuzione cumulativa di probabdlitiella variabil€¢, n) ed f & la sua funzione distribuzione
di probabilit
Se f e continua possiamo affermare che

0*F

Naturalmente devono essere verificate le seguenti condizioni:

flx,y) >0
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+o00o +o0o
/ < f(t, s)ds) dt =1

[ ([ o) a
po<o= [ ([ seows)a= [ ([ "seom)a

Inoltre se

Fi ed F; sono le distribuzioni cumulative delle variabili aleatofie 7, rispettivamente le cui funzioni di
distribuzione sono date da
+oo

f(t,s)ds

— 00

+o0
f(t,s)dt

—0o0
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Nel caso in cui le variabili aleatori¢ e n siano indipendenti, allor&,n) ha una distribuzione di
probabilia
f(t,s) = o(t)i(s)
dovey e sono le funzioni di distribuzione die n, rispettivamente.
E utile ricordare che la probabgitdella variabile aleatorié condizionata alla variabile aleatoriesi
puo definire mediante la

sz [ (] Kela)a

per cuiZ2) & la sua funzione di distribuzione di probafilit

Abbiamo ga definito cosa intendiamo per

e media o valor medio
varianza
momento
momento rispetto all’origine
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e speranza matematica
e funzione generatrice dei momenti

di una variabile aleatoria sia nel caso discreto finito sia nel caso continuo sia nel caso discreto infini
Tra le propried del valor medio ricordiamo che

o E(ag + fn) = aE(§) + FE(n)

e se¢ e sono variabili aleatorie indipendenti

E(&n) = E(E)E(n)

In altre parole la speranza matematcana applicazione lineare; La verifica di tale fatto edvanale
e si pw ad esempio ottenere provando il risultato nel caso discreto finito ed utilizzando un passag
limite per gli altri casi.

Si pw provare che anche la varianza gode di progriétineari, infatti
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e Var(af) = a? Var(¢)
e sef en sono variabili aleatorie indipendenti

Var(§ &£ 1) = Var(§) + Var(n)

E anche utile ricordare che

0% = B((§ — p)*) = B(&" — 2p6 + 11*) =

= E(£%) — 2uE(§) + 1* =
= B(&%) — 20”4+ 4 = E(&%) — i = E(§%) — (B(¢))?

Vediamo ora come la funzione generatrice dei momenti si riveli molto comoda per il calcola
momenti di una variabile aleatoria.
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Cominciamo con l'osservare che

(t ="
=0

moltiplicando perp(t) ed integrando,otteniamo

k
A
(28.15) =Y (Z.)u’ p*

=0
e se ne ricava che per trovare i momenti rispetto al valor megdié sufficiente conoscere i moment
rispetto all’originey)..
Casi particolari dell28.15sono

pia = 09 = iy — pi”

piz = iy — 3pop + 2°
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(ricordiamo cheuy = py =1 ey = p) = p).
D’altro canto i momenti di una variabile aleatoria si possono trovare a partire dalla funzione gener
dei momenti che definita da:

Me(t) = B(e') = / et o(5)ds

—0o0

Infatti si puw verificare che la funzioné/, e sviluppabile in serie di McLaurin ed il suo svilupgo
dato da

tk:

—+o0
Me(t) = ZMZE
i=0 :

e quindi

, _ G

My = ﬁMﬁ(t)
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In questa sezione ci occupiamo di due risultati fondamentali: la disuguaglianza di Tchebiche:
legge dei grandi numeri, cominciando a parlare della prima.
Sia¢ una variabile aleatoria con medice varianzas?, allora si ava che

/ (t — p)*p(t)dt + / (t — p)*p(t)dt >
{t: lt—pi<e}

{t : [t—pl<e}

- /{t : It—ulze}(t ~Hle(d 2 / ety =

{t: [t—plze}
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se ne ricava pertanto che

(28.16) Ple—pl2e) <5

La 28.16e nota come disuguaglianza di Tchebichev e ne possiamo trarre una interessante conse
pere = ko otteniamo che

(28.17) P(¢ - ul = ko) <

1
k2

Pertanto

(28.18) P(E— ul < ko) =1~ P(IE — | 2 ko) > 1~ 5

Se ora consideriamo la seguente tabella
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1
k2

0

.75
3| .88
41 .93
5|.95
6| .97

TABELLA 28.3. Valori approssimati di — 7z

Si vede pertanto che ge2 una variabile aleatoria di mediee di varianzar?, allora la probabilé che
il valore assunto da sia vicino alla media: per meno dR volte la varianza del75% e sale all88% se ci
accontentiamo di un errore inferioreaolte la varianza.

Va osservato che, nonostante fornisca risultati soddisfacenti, la disuguaglianza di Tchebicleev
molto precisa.

2.1 Lalegge delgrand numert Unaltra delle conseguenze della disuguaglianza di Tchebic
prende il nome di "Legge dei grandi numeri” e si ricava come segue.
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Siano¢,, &, . .., &, variabili aleatorie tutte con media e varianzas?, e consideriamo la variabile
aleatoria
&+ &+t

n

S,
Avremo che .
(BE)+E@E)+-+E&)=p

n

E(Sy)
ed inoltre

0.2

Var(S,) = %(Var(&) + Var(g) + -+ + Var(6)) = —

Pertanto

2

(ZELLE) P(ISs —pl 2 &) < —5 — 0
ne

per n — +o0o
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La 28.19e nota con il nome deegge dei grandi numeried esprime un concetto in base al quale
media delle uscite di una variabile aleatoria differisce dalla media della variabile aleatoria di unaaqu
infinitesima.

Va tuttavia sottolineato che la legge dei grandi numeri fornisce informazioni di carattere qualitat
quindi non pw essere usata per stime di tipo quantitativo.

Sia& una variabile aleatoria di medjae di varianzar? con distribuzione di probabibity.
Sia cie
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e consideriamo la variabile aleatoria
§—u

g

£ =

Per le propried di media e varianza possiamo affermare £€hé una variabile normalizzata (o stan
dardizzata), intendendo corbathe<* ha media) e varianzal.
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Allo scopo di determinare la funzione di distribuzion&ticonsideriamo la variabile aleatorjda cui
funzione di distribuzione definita da

Possiamo allora verificare che
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+00 §=0
/ tago(u+at)dt=/ <

1/ [T
(/.
+o0 e
/ oo (p+ ot)dt :/ (
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P(a§n§6)=/ o (it ot)) dt =

/J«+G'b 1
:/ Jgo(s)gds:P(/L-l—JanSu—l—ab):
o

“+oa

=P(a <

g
Ne deduciamo che e £* = 5%“ hanno la stessa distribuzione di probahikt quindi sono la stessa
variabile aleatoria.
In altre parole la funzione
o (1 + ot))
e la distribuzione di probabiftdi
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CAPITOLO 29

QUALCHE DISTRIBUZIONE DI PROBABILIT A

Le funzioni di distribuzione di probabifit sono fondamentali per descrivere il comportamento de
variabili aleatorie che ci interessano.
Ogni variabile aleatoria ha una sua distribuzione e per definirne la prdpndile fare riferimento ad

alcune distribuzioni note che sono in grado di descrivere la maggior parte delle variabili aleatorie cc
normalmente si lavora.

La piu semplice funzione di distribuzione di probalzilé quella di una variabile aleatoria che restitu
sce un valore scelto in un intervalle, b] con il criterio di equiprobabila.
Abbiamo ga visto che in tal caso

h

Pe<é<z+h)=—
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e che la sua distribuzione di dergsit

t € la,b]
altrove

b—a

La funzione generatrice dei momenti si calcola mediante la

1 b tb __ _ta
Me(t) = / edy = < —°_

b—a t(b—a)

Se ne ricava subito che

Descriviamo ora tre importanti distribuzioni di probaldithe sono, come vedremo, tra loro legate:
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e La distribuzione binomiale di Bernoulli
e La distribuzione di Poisson
e La distribuzione normale di Gauss

Sitratta di una distribuzione discreta finita (Bernoulli), una distribuzione discreta numerabile (Pois
ed una distribuzione continua (Gauss) che possono essere derivate a partire dal concetto eleme
prova bernoulliana.

DEFINIZIONE 29.1. Chiamiamo prova bernoulliana un esperimento che ha due soli possibili esiti

e Successo, cui associamo il valdreon probabilit p
e Insuccesso, cui associamo il valdreon probabilit ¢

essendo ovviamente+ ¢ = 1.
Chiamiamo variabile aleatoria bernoulliana la variabile aleatorfache restituisce il numero di
successi che si sono verificati syprove ripetute (lanci) dell’esperimento.

Possiamo calcolare la probahilithe la variabile aleatortaassuma il valoré: mediante la
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p(k) =P =k) = (Z)p'“q""“ = (Z)pk(l —p)"*

Possiamo giustificare la formula precedente se descriviamo la successiopede ripetute con una
stringa di elementi che assumono il valdreppure0 a seconda che la corrispondente prova abbia avt
0 NO Successo.

affinche ci sianok successi la stringa da¥rcontenere esattameritevolte il valorel (edn — k volte
il valore 0) e quindi, poicle in ogni elementd si presenta con probabdip e 0 con probabili& ¢, una
stringa conk successi avr una probabila di comparire uguale a

pk:qn—k

d’altro canto, poick siamo unicamente interessati a contare il numero di successi, e non 'orine con
verificano, dovremo tener conto che si verificano, ad eserg@og¢cessi in tanti modi diversi
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001100000000000aaaa0

il cui numeroe dato dalle combinazioni di oggetti ak ak e cice

n
k
(Infatti ciascuna stringa guessere individuata dalla sequenza klgiumeri, compresi trd ed n, che
indicano la posizione dei successi nella stringa.)
Possiamo calcolare la media della variabile bernoullénaservando che la media in ciascuna pro
e
IL-p+0-q=p

e sun esperimenti, essendo la media lineare, avremo
p=E) =np

La varianza della variabile bernoulliagan ciascuna prova

(L=p)2-p+0-(0-q)q=¢p+p°q=pe(p+q) =pq
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e sun esperimenti essendo la varianza lineare avremo

o = E((§ — p)?) = npq

0 = /Npq

Per calcolare la funzione generatrice dei momenti possiamo procedere come segue

0= 510 =S (D -

k=0

pern volte; in tal casp = ¢ = 3.
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Si consideri il caso din prove ripetute bernoulliane in cui la probaliliti successo della singola
prova siat

Un esempio di tale situazione di si@uealizzare considerando un pagliaio con un numero1 di
pagliuzze dal quale si voglia estrarreago; la probabila di estrarre I'ago sérowiamenteln e la prova
sar ripetutam volte.

Sia¢ la variabile aleatoria che restituisce il numero di successi ottenuti mefleove fatte. Avremo
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Se ora consideriamo di far tendetr@& +oco mantenendo

Z=
n

(oppure chiedendo semplicemente ¢he- )), otteniamo che

0= (-2) 5 (- (-

€, pern — +o0o

_ 1 kE_—X
go(k)—HAe

La funzione distribuzione di probabitdi Poissore quindi data da

_ I k_—X
w(k)—gAe
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Per calcolare media, varianza ed i momenti della distribuzione di Pogsatle calcolare la funzione

generatrice dei momenti.

e le sue derivate

e calcolarle int = 0.

d /
—tMg(O) =A=pl=p
d2 2 /
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p=py = A
o= —pi =24+ A= X2 =)

4. Ladistribuzione gaussiana

Sia¢,, = k una variabile aleatoria bernoulliana relativaragrove ripetute, allora

n!

k) — ‘pkqn—k

kl(n — k)

E(gn) = p=mnp
Var(&,) = 0® = npq
Consideriamo la variabile normalizzata (di medie varianzal)

g:zgn_,u
g
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& assume i valori

Possiamo ricavare inoltre che

k= pu+ oxy =np+ oxy
n—k=n—np—ox,=nq—oxyg
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doveos — /npq e si vede che, per — +oo tantok quanton — k& tendono at+oo, inoltre

k q
np \/ np
n

+

1+
—k

— 1|
ng

| P
ngq
1

.’Ek+1—xk=Axk=;:

Possiamo allora scrivere che
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{k:x €[z’ z"]}

n! k n—k
2 PICED I
K€l 2]}

{k:x

Poicte, pern grande, tantd: quanton — k& sono grandi, possiamo usare la formula di Stirling p
approssimare il fattoriale e quindi
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n! ne~"\/2mn

pkqn—k ~
kl(n —k)! kke=k\/2mk(n — k)n—ke=(n=k), /2w (n — k)

1 nk  prk n & nek
Vor kF (n— k) *\ k(n — k)

T ()

Ma, sempre pen grande,

\/ ﬁ B V (np + axkﬂnq — oz)
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Daltro canto
In (%)k (n?ky_k = ki (L)~ (n k) (n’f]k) _
—meonin(14/T)
_ (ng — oz) In <1 _ \/nz;xk> b (\/15> _

e a4 lag o\ _
B (np+mk)( np' ¥ 2np$k)

— (ng — oxy) <—\/nz;xk — %ﬂzi) +w (%) -

nq
q p q P
— Tk {np”n_p_nq\/n_q\ —5172 [\/npq n—p+\/npq n_q
5 1 p} . {q\/npq +p\/npq} _

— Ty —npi—i-—nq— — Tg
2 "np 2 ‘ng 2np ng

——x2+1x2+w S
g vn
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dove, come al solito, si indica canuna funzione infinitesima.
Ne concludiamo pertanto che

E pertanto naturale considerare la funzione distribuzione di protatéfinita da

p(t) = \/1276 2

La ¢ si chiama funzione di distribuzione di probaliliGaussiana di medige varianzal. ( Si ricordi
cheé ottenuta come limite di distribuzioni normalizzate).
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Utilizzando il teorema di integrazione per sostituzione (peitimtegraleé improprio deve essere
calcolato come limite di integrali propri ed a questi si applica il teorema di integrazione per sostituz
possiamo ricavare che la funzione

e una funzione di distribuzione di probahilitche chiameremo ancora Gaussiana, di mediadi
varianzac?.

Possiamo calcolare la funzione generatrice dei momenti della funzione di distribuzione gaus
infatti

Me(t) =

U\/ﬁ /-‘roo

e, operando il cambio di variabii-* = u, da cuiz = ou + p,
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1
2T

1,242 242 2
etu/ 62(0'15 o2t +2tou u)du:

—00

1 tutLo2t? e —L(to—u)?
——eMT2 e 2 du =
\ 2T .

1 1 2,0 1 2,2
- etu—l-za t /27'(' _ etu—i-za t
\V 4T
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5.1 La distribuzione multinomiale. Consideriamo un esperimento che possa awepmssibili
esiti, che indichiamo con

con probabili&

P1, P2,

e supponiamo di replicarlo per volte; consideriamo la variabile aleatoiache restituisce la—pla di
valori

ni + N9 +

doven; € il numero di volte in cui sé verificato I'eventa,;.
La funzione distribuzione di probabitdi ¢ e data da
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;szpk) =

5.2 Ladistnbuzione ipergeometrica. Consideriamo un’urna contenerdtpalline nere ev palline
bianche e supponiamo di estrarre perolte una pallina rimettendola. dopo ogni estrazione, nell’'urna.

Consideriamo la variabile aleatogache restituisce il numero di volte in cui 8iestratta una pallina
nera; allora la densitdi probabili di¢ si pud calcolare mediante la

(k) = P(§ = k) = (k> (bfw)k (bfw)n_k -
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non appena si ricordi la distribuzione binomiale e si tenga presente che

» b w
b4 w

p v 4=

:b—l—w

Qualora I'esperimento si ripeta senza rimettere la pallina estratta nell'urna, (campionamento
ripetizione), si po vedere che la denaitli probabilit della nuova variabile aleatoache conta il numero
delle palline nere estratte

b w
(i) (2%

)

p(k) =P =k) =

Si calcola anche che

~nb
A
9 nbw(b +w — n)

(b+w)2(b+w—1)
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6.1 Ladistribuzione 7. Sitratta della distribuzione di probabditli una variabile aleatorig? che
restituisce la somma di variabili aleatorief; indipendenti, aventi distribuzione gaussiano con meédia
varianzal (distribuzioni normali standardizzate).

=G+8+..+&

La funzione di distribuzione della variabile aleatogiaé data da

1 v/2—1_t/2
(1) = | Fam e 120
0 altriment

v rappresenta i gradi di libexf media, varianza e generatrice dei momenti sono date da
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6.2 Ladistribuzione 7 di Student. E la distribuzione di una variabile aleatofiache restituisce il
rapporto
§

Vnlv

dove¢ e una variabile aleatoria con demsiti probabilia gaussiana normale (medi& varianzal) edn e
una variabile aleatoria con distribuziogéa v gradi di liber&
La funzione di distribuzione della variabile aleatdfia data da

w(t)=%<l+g>

v rappresenta i gradi di libext media e varianza sono date da

T =

=70
v

2

v—2
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6.3 Ladistibuzione /- di Fisher. E la distribuzione di una variabile aleatodiache restituisce il
rapporto

_&/n
F_€2/V2

dove¢ edé&, sono variabili aleatorie con distribuzioné av, e v, gradi di liberg, rispettivamente.
La funzione di distribuzione della variabile aleatofiae data da

I/1+I/2
p(t) = F(li/Q)lz“(uz/Z) PR a2 (g i) 012 ¢ s 0
0 altriment

media e varianza sono date da
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1)

Vy — 2
02 i 2I/§(V1 4F V9 — 2)
I/1(V2 — 4)(V2 — 2)2

7. Ladistribuzione ~.

La distribuzioney e definita, per, 5 > 0 da

p(t) =

telet/B ¢ >0
0 altriment

media, varianza e generatrice dei momenti sono date da
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8. Ladistribuzione 3.

La distribuziones e definita da

T'(a)L(B)
0 altrimenti

B(a,3)
0 altrimenti

PO g o Detf) ja-1(] _4)8-1 0<i< 1
p(t) = =

media e varianza sono date da
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o«
M_a+ﬂ

o
o’ b

~(a+B)(a+B+1)

Si vede anche la sua moéq}é%.

9. Variabili casuali con distribuzione assegnata.

Qualora sia necessario utilizzare dati generati casualmente con funzione distribuzione di paob
fissata, possiamo procedere come segue.
Sia¢ la distribuzione che si vuole considerare e sia

F(z) = /_ " o)t
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la funzione di distribuzione cumulativa; allora si ha

Pla<E<h) = / é(t)dt = F(b) — F(a)

e quindi
P(FY(a) <ESF(b) =b—a
e
Pla<F(@E) <b)=b—a
PertantoF'(¢) ha una distribuzione uniforme e quindi poéch

§=FY(F(6))
possiamo generare valori distribuiti con deaglt probabili& ¢, considerando valori generati con deasit
uniforme ed applicando a tali valoFi—!.
Tale procedimento noatuttavia applicabile, ad esempio, per determinare valori distribuiti con de
gaussiana in quanto n@npossibile determinare esplicitameiite! nel caso in cui

1 az
F(.’E) = \/—2_71_/ 67t2/2dt
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In tal caso, che peraltré di rilevante importanza possiamo osservare ché se) sono variabili
aleatorie indipendenti con distribuzione gaussiana normale, dforg & una variabile aleatoria la cui
funzione distribuzione di probabiie

1 2 2
L _(2+s2)/2
27?6

1 2 2 1 2
= — _(t +s )/2 e — _(p )/2
P((&n) € 4) = 5 // g dtds = // pe=*2dpdp
A B

Pertanto

dove B ed A sono 'uno il trasformato dell’altro rispetto al cambio di variabili in coordinate polari.
Ne viene che possiamo identificare due nuove vari@hili©) la cui densih di probabilibé data da

1

2 1 2
sope 2 = () (e V%) = f(0)g(p)
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Quindi per quanto visto in precedenza, per generare valori casu@lieddi R possiamo utilizzare
valori uniformemente distribuitd edr e applicare a tali valori le funzioni—! e G~!, rispettivamente,
dove

F(t)=/0tf(5)d8227rt , G(t)=/0tg(s)ds:1_et2/2

Si ha allora
G7(s) = v/—2In(1 — s)
e le variabili

§:\/mcos(%) : n:\/msin(%)

dove s e t sono distribuite uniformemente, risultano distribuite con dang#ussiana di media e di
varianzal.

Consideriamo il seguente esempio.
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Supponiamo di voler determinare se una moreetauccata lanciandola un numeno di volte ed
osservando il risultato dei lanci.

Possiamo definire truccata una moneta in cui la probaklitiscita dil’, che chiameremp e diversa
dalla probabila di uscita diC' cheé ¢ = (1 — p). Sag& quindi truccata una moneta per la qualg 0.5.

Osserviamo comunque che allo scopo di ottenere benefici da una scommessa potremmo anch
interessati a conoscerege- 0.5 0 equivalentemente ge< 0.5.

| dati di cui vogliamo individuare qualche caratteristica, la popolazione (il nome deriva dalle ori
dello studio statistico), sono costituiti da tutti i possibili lanci della moneta in questione.

| dati di cui disponiamo sono costituiti dalle uscite deylianci osservati, campione.

Del campione siamo in grado di conoscere la distribuzione di protaliiee una distribuzione
discreta binomiale la cui med&; = Np e la cui varianza o = /Npq.

Calcoliamo la probabilé che la variabile aleatorigche restituisce il numero di teste uscite neyli
lanci sia compresa traedm.

Avremo che
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e quindi, se ad esempig = 100, n = 45, 40, 30, m = 55, 60, 70,
P(45 < € < 55) =~ 0.73
P40 < £ <60) =~ 0.96
P(30 < ¢ <70)~0.99

Possiamo quindi affermare che
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiobé a inferiore a45, si e verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatlliverificarsi dell00 — 73 = 27%
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superio6® a inferiore a40, sié verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatliverificarsi dell00 — 96 = 4%
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiof® a inferiore a30, sie verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatlliverificarsi dell00 — 99 = 1%

e potremmo in base a queste considerazioni concludere che
e nel caso il numero di teste uscite sia superiosé a inferiore a45, siamo fiduciosi che la moneta
sia truccata con un livello di significatigitdel 73%
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¢ nel caso il numero di teste uscite sia sia superioéé a inferiore a40, siamo fiduciosi che la
moneta sia truccata con un livello di significatividel96%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiore a inferiore a30, siamo fiduciosi che la moneta
sia truccata con un livello di significatigitdel99%

Abbiamo in altre parole usato la variabifeche restituisce il numero di teste uscite per stimare

veridicita dell'affermazione:
La moneta no® truccata

Chiamiamo la variabilg¢ stimatore e I'affermazione "La moneta nérruccata” IpotesH,

Osserviamo che accettare che la moneta sia truccatarigttare I'ipotesit/, che "La moneta nog
truccata” con un livello di significativit del99% non vuol dire essere certi che la monetiuccata con
il 99% di possibilita in quanto nore tra I'altro affatto chiaro rispetto a quale spazio tale probalsia
calcolata.

Potremmo anche calcolare la probahkilithe il numero di teste uscito sia compresonted m utiliz-
zando il fatto che la distribuzione binomiale sigpapprossimare con la distribuzione normale.

In tal caso dobbiamo normalizzare i dati osservando che
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P(ngggm):P(

n—Np<§—Np<m—Np)
VNpqg — /Npqg = +/Npq

G(z) = \/%_W/ e~ P24t

e la funzione distribuzione cumulativa normale standardizzata (gaussiana).
Otterremo i seguenti risultati che differiscono di poco dai precedenti

P(45 < £ < 55) ~ 0.68
P(40 < £ < 60) ~ 0.95
P(30 < £ < 70) ~ 0.99
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e potremmo trarre conclusioni simili alle precedenti.
Qualora fossimo interessati a verificare I'ipotdéj a fronte dell’ipotesiH; che la probabilé di

successg sia inferiore &.5, potremmo calcolare

P (¢ < 55) ~ 0.86
P(€ < 60) ~ 0.98
P(€ < 70) ~ 0.99

e concludere

¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiof,asiamo fiduciosi che la moneta sia truccat
conp > .05 con un livello di significativia del86%
e nel caso il numero di teste uscite sia sia superidi@ giamo fiduciosi che la moneta sia truccat

conp > .05 con un livello di significativia del98%
e nel caso il numero di teste uscite sia superiof@®,asiamo fiduciosi che la moneta sia truccat
conp > .05 con un livello di significativia del99%
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Questo esempio mostra come sia possibile trarre conclusioni sulle caratteristiche di una popol
(I'esito di tutti i possibili lanci di una moneta) esaminandone soltanto un campione (I'esito di un nu
finito di lanci della moneta) e stimando le caratteristiche mediante la somma degli estic¢aso dir’,

successa) in caso contrario).
Per poter procedere occorre precisare meglio i concetti di popolazione, campione e stimatore.

10.1. Popolazion. Diciamo chee assegnata una popolazionessassegnato un insiemdeed una
variabile aleatorig definita su/.

Chiamiamo popolazione l'insientgi().

Se ad esempio siamo interessati a stimare il diame#afdirette di acciaio contenute in un cuscinettc
possiamo indicare ciascuna sferetta con un indice e considerare la popolazione i cui elementi sono

{517 52, 53, 84, S5, S6, 57, S8, 89}
In questo castf e costituito dalle sferette

U= {817 52, 53, S4, S5, 56, 57, 58, 89}
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e possiamo considerare la variabile aleatgr@ne associa ad ogni sferetta il suo diamétrb) = dj, in
modo che

5([/[) — {dla d?a d?n d47 d57 d67 d77 d87 dg}

La variabile¢ descrive la popolazione che stiamo esaminando.

Se fossimo interessati a studiare il diametro delle sferette che costituiscono la produzione m
di una macchina, sarebbe molto scomodo elencarle tutte e quindi potremmo descrivere la popol
assegnando per la variabgeuna funzione di distribuzione, ad esempio gaussiana di medivarianza
0.2

Nel caso del lancio della moneta la popolaziensostituita da tutti i lanci.

. Data una popolazione definita dalla variabile aleatosallo spazid{ diciamo che
e assegnato un campione di tagliae sono assegnatevariabili aleatorieX, X5, ...., X,, sullo spazid/
Indichiamo conX la n-pla delle variabili aleatorie;, X, ...., X,, che costituiscono il campione.
Ad esempio possiamo considerare

e X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una sferetta scédta in
o X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una seconda sferetta stglta in
e X; come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di kHesima sferetta scelta i
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Nel caso del lancio di una moneta il campianéato dalleN variabili aleatorie che restituiscono gli
esiti degliN lanci effettuati.

10.2. Sumatore. Diciamo chee assegnato uno stimatore, o riassunto campionarie, assegna-
ta una funzione) = ¢(X;, Xo, ...., X,,) delle n variabili aleatorieX;, X5, ...., X,, che costituiscono il
campione.

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle sferette considerando la m
diametri dellen sferette di cui abbiamo esaminato il diametro per costruire il campione.

In tal caso

1 1
X1+ Xo+...+X,) =

X:¢(X17X27°~~7Xn) (d1+d2+—|—dn)

T n
Nel caso del lancio di una moneta lo stimatereostituito dalla somma dei risultati di ciascun lanci

per cui¢ e il numero di successi ottenuti auanci.

Uno stimatore € a sua volta una variabile aleatoria.
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Uno stimatore spesso usadocostituito dalla media dei campioni, come visto nell’esempio de

sferette); indicheremo tale stimatore con
= 1

Si consideri una popolazione individuata da un a variabile aleat@isun insieme/{

un campioneX = (X, Xy, ...., X,,) di taglian estratto dalla popolazione individuataflad/
Si possono provare alcuni fatti:

111 Seu= E(¢) e lamedia della popolazione édé la media campionaria

- 1
X = E(Xl +Xo+ ...+ X,)
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11.2.  Se¢ e distribuita normalmente con media varianzar? allora X & distribuito normalmente
con medigu e varianzar? /n.

11.5.  Se¢ e distribuita con media e varianzar? (anche non normalmente) allora
X —u
ov/n

e asintoticamentey(> 30) distribuito normalmente con mediee varianzar?/n.

114, Se¢ e distribuita normalmente con media se

X1 — X2+ (X — X)2+
n

e la varianza campionaria, allora la variabile aleatoria

X —u
Sv/n —1

ha una distribuzione di probabaidi Student com — 1 gradi di libert.

g |
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Se¢, & sono due popolazioni normalmente distribuite con variarfza3 e seX;, X, sono
due campioni di taglian edn rispettivamente estratti dalle due popolazioni, allora la variabile aleator

(mSt/((m —1)o%)
nS3/((n —1)o3)
ha una distribuzione di probabdidi Fisher com — 1, m — 1 gradi di liberg.

Supponiamo di disporre di un certo numero di dati in base ai quali la prolatilaccadi-
mento di un evental, € z;, € supponiamo di voler verificare se la distribuzione di probahilittali eventi
ha una funzione densitdi probabilif £ in base alla quale la probabdiaittesa degli eventl;, € &;.

Possiamo considerare che la variabile aleatodascrive la popolazione degli eventi possibili di cui
valori x;, costituiscono un campione e possiamo considerare come stimatore la variabile aleatoria

da
(51 — «’171)2 + (52 i 372)2+, - +(§n — xn)z
T ) T

X =

a proposito della quale possiamo affermare che ha una distribuzione di praébgbilit
e n — 1 gradi di liber, nel caso in cui della distribuziogesiano noti i parametri
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e n — 1 — m gradi di liberg, nel caso in cui della distribuziogesi debbano ricavare i parametri
per mezzo din dati dei riassunti campionari.
Per avere informazioni su una variabile aleat@ri@ecessario conoscerene la distribuzione di proba
lita.
Possiamo, per analogia con quanto visto in precedenti casi, congetturare che la variabile aleat
esame abbia una particolare distribuzione di probabiliittavia avremo successivamente la necestit

verificare se tale congettuearagionevole.
In altri casi pw accadere di aver bisogno di verificare la ragionevolezza di una ipdtesiediante

affermazioni del tipo "s€{,, € vera allora la variabile aleatorggha una distribuzione di probabdidi un

certo tipo (Gaussiana;?, T, F)"
In ogni caso, stabilita la funzione di distribuzione di probabitihe si vuole sottoporre a test, si proced

come segue:
e si individua la precisione con cui si vuole procedere: se ad esempio si fissa.05 significa

che si vuole essere certi @%
e siindividuanoc, 3 in modo che

Pla<{<p)=.9
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e si estrae un valore pére se tale valore cade iy, 5] si accetta I'ipotesi, in caso contrario s
rifiuta.

11.7. 1 Test “. supponiamo di disporre di una serie di dati e di voler verificare se essi s
distribuiti in accordo con una certa ipotesi che chiamiatho
Come esempio possiamo adottare il famoso esperimento di Mendel:

Mendel incrocio tra di loro due tipi di piselli ciascuno dei quali aveva due caratteri

¢ |la forma (Rotondo o angoloso, R oppure a)
e il colore (Giallo o verde, G oppure v)

Egli supponeva che

e Rotondo e Giallo fossero caratteri dominanti (distinti dall'iniziale Maiuscola)
e angoloso e verde fossero caratteri recessivi (iniziale minuscola)

egli supponeva ci@ che dall'incrocio di due piante si ottenesse una terza pianta con i caratteri scelti
tra i dominanti delle due che I'avevano generata.
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Mendel ottenn&56 piselli che classifio secondo i caratteri appena descritti nella seguente tabella
| Caratteri | Frequenza osservata
Rotondo Giallo 315
Rotondo verde 108
angoloso Giall 101
angoloso verd 32

TABELLA 29.1. Risultati dell’esperimento di Mendel.
| tipi di piselli possibili sono pertantd ed i possibili incroci sond6 e possono essere elencati nell

tabella29.1dove accanto alle caratteristiche delle piaate B incrociate sono riportate le caratteristich
dell’incrocio.
|Al+[B[=]C ]
RG RG RG
RG Rv RG
RG|+ | aG RG




Rv
Rv
Rv
Rv
aG
aG
aG
aG
av
av
av
av

i e e A A s

OFirst

av
RG
Rv
aG
av
RG
Rv
aG
av
RG
Rv
aG
av

L A
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RG
Rv
RG
Rv
RG
RG
aG
aG
RG
Rv
aG
av

TABELLA 29.2. Possibili incroci.

Dalla tabella si evince che

un pisello Rotondo e Giallo si presentadicasi sul6
un pisello Rotondo e verde si present&icasi sul6

un pisello angoloso e Giallo si presentasinasi sul6
un pisello angoloso e verde si presenta taso sul6
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per cui possiamo dire che
P(RG) = 1%556 = 321.75

3
P(Rv) = 15536 = 104.75

P(RG) = 1%556 = 104.75

1
P(RG) = 15556 = 34.75

e possiamo affiancare alle frequenze osservate nella tal¥ellke frequenze previste per ciascun cast
Caratteri Frequenza osservatdrequenza previstaDifferenza
fo fp fO » fp
Rotondo Giallo 315 312.75 2.25
Rotondo verde 108 104.25 3.75
angoloso Giallo 101 104.25 -3.25
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| angoloso verde 32| 34.75| -2.75)|

TABELLA 29.3. Risultati dell’'esperimento di Mendel e frequenze previste.

Possiamo ora chiederci se i dati sperimentali confermano I'ipotesi che abbiamo fatto sui caratte
due piante:

Rotondo dominante e angoloso recessivo,

Giallo dominante e verde recessivo.

Si pw vedere che lecito supporre che la variabile aleatoria

_ fo o fp

Vi
segue una distribuzione gaussiana con me&aarianzal .

Pertanto la somma dei quadrati dell@ariabili aleatorie indicate in tabell29.3 segue una distribu-
zioney? con3 = 4 — 1 gradi di libert.

Calcoliamo quindi

, (315—312.75)2 (108 — 104.25)2 (101 — 104.25)> (32 — 34.75)2
= ~ 0.47
& 312.75 u 104.25 u 104.25 u 34.75

gk k:1727374
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e consideriamo la tavola che fornisce i valoriydicon3 gradi di liber.
Possiamo osservare che la tavola fornisce l'indicazione che

P(x? < .352) = .05
P(x? < .584) = .10

per cui

P(x? < .352) < P(x? < 47) < P(x* < .584)

e pertanto possiamo concludere che se gli eventi fossero casuali avremmo trovato un evento che
con probabilih maggiore deb% ma minore dell0%, per cui possiamo affermare che l'ipotesi fattap
essere accettata al livello d#1% ma deve essere rifiutata al livello del%

Un secondo esempio di applicazione del tessi trova considerando il seguente problema:
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Si supponga di lanciare un dado a forma di tetraedro perl00 volte e di ottenere le seguenti uscite
[1]2]3]4]
| 23]/ 26 24 27|

TABELLA 29.4
Ci si pone il problema di stabilire se il dadoe non truccato.

La frequenza attesa per ciascuno dei punté@@? = 25 e possiamo quindi calcolare

23 —25)% (26 —25)% (24 —25)% (27— 25)?
2=t ) ) ) S 4

25 25 25 25
dalla tabella dei valori di? con4 — 1 = 3 gradi di liber si ottiene che

P(x? < .352) = .05
P(x? < .584) = .10

per cui
P(x* < .352) < P(x* < .4) < P(x* < .584)
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per cui, come prima, se il dado fosse truccato, avremmo sperimentato un evento la cui péothiab
accadimenta@ compresa tra 5% ed il 10%, per cui possiamo affermare che l'ipotesi fattadbmssere
accettata al livello de&90% ma deve essere rifiutata al livello del%
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CAPITOLO 30

IL TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

Il teorema del limite centralé un risultato di grande importanza in quanto sancisce il fatto ch
sovrapposizione di un gran numero di variabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce
variabile con distribuzione normale (gaussiana).

Piu precisamente possiamo dire che

Siano

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di prokéabiit media: e varianzar?.
Siano

1, M2,

le corrispondenti variabili normalizzate
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e consideriamo la variabile aleatotialefinita da

Mttty
Cn =

Vn
(Poicke E(n;) = 0 avremo che&®(¢,,) = nE(n + 12 + ... +1,) = 0 e inoltre, poicke Var(n;) = 1 avremo

cheVar(n; +n2 + ... +1,) = n e quindiVar(¢,) = 1)
Siha

:£1+£2+...—|—§n—nu

Vno

Cn

e si pw dimostrare che

0 equivalentemente che

lim Pla<&+&+...+6,<b) =

m— 00
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Dal teorema del limite centrale risulta che moltissime variabili aleatorie possono essere appros
mediante una variabile che abbia distribuzione, gaussiana.

Se ad esempio consideriamo la variabile aleatphe restituisce il numero di successi in una se
di N prove bernoulliane con probabditdi successp e probabilit di insuccessg = 1 — p, possiamo
calcolare la probabilit di ottenere un numero di successi comprese &dm utilizzando la distribuzione
di Bernoulli mediante la seguente formula

Pn<€&<m)= f: (]Z)p’“q”‘k

k=n

E subito evidente che, se — n & grande noR facile portare a termine il calcolo; per ovviare a ques
inconveniente possiamo allora utilizzare il teorema del limite centrale e sostituire alla distribuzior
Bernoulli una distribuzione Gaussiana.

Procederemo consideranglaome la somma dV variabili Bernoulliane;

=& +86&+ 8+ +HéN
che assumono ciascuna valdicon probabilia ¢ ed 1 con probabilia p.
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La media di ciascuna dellg sa& ;. = p e la loro varianza saww = /pq, pertanto

Pn<é&m)=Pn<&+&E+EG+ ...+ <m) =

m—Np

m — Np n— Np

1 /\/ﬁ\/z?q _2/2
~ L gy = (M2 _ g R Py
Pz e VN /pq VN /pq

G(z) = \/LZ_W/ e Py

e la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata i cui valori si trovano tabulat

Se ad esempio supponiamo di effettudfe= 100 lanci di una moneta non truccata per pu ¢ =
1/2, possiamo valutare la probabélithe si abbiano un numero di Teste compresa tra45 e m = 55
mediante la
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5550 ) o 4550
V100,/1/4

P45 < € <55) ~ G( G(

VoA
G(1) — G(~1) ~ 0.68

Abbiamo visto che, se la moneta rioimuccata, st00 lanci possiamo aspettarci un numero di succes
compreso tral5 e 55 con probabili del68% e quindi potremo dire che la probakdlithe i successi non
siano compresi trd5 e 55 e del32%.

Per verificare se la mone&atruccata con un livello di significativitdel32% potremmo allora effet-
ture una serie di lanci e rifiutare I'ipotesi della moneta non truccata se otteniamo un numero di su

maggiore db5 o minore di45.
Qualora volessimo una maggiore precisione , ad esempigtetiovremmo avere

m— Np Gn—Np .

e “wgm =




e quindi dovrebbe risultare
m— Np,

da cui
m— Np

\/N\/p_q =.53

Se ne ricava che
m =50+ 5% (.53) ~ 52
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G(\/N—\/p_q) =

m— Np

\/N\/p_q —.53

n =50 — 5% (.53) ~ 48
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CAPITOLO 31

REGRESSIONE LINEARE: LA RETTA DEI MINIMI QUADRATI

Siano assegnate coppie di dati (punti di R?)
(z1,91), (T2, 92), - -+, (T, Yn)
e si consideri il problema di determinare I'equazione di una retta
y=ax—+b
in corrispondenza della quale risulti minima la quantita

n

€(a,b) = Z(yl — az; — b)?

=1

¢(a,b) € una funzione convessa della varialjili b) che tende a+oco per (a,b) — oo e pertanto
ammette uno ed un solo punto di minimo assoluto che Gitpavare annulland .
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Per risolvere il problema dovremo pertanto risolvere il sistema definito dalle equazioni

% - Z?=1 _2(yi — axr; — b)mi =0
S =Y —2(y; —az; —b) =0
Ne viene che

{Z?:l Ty — Z?:l %2 i b2?=1 z; =0

Z?:l Yi — GZ?zl T — bZ?:l L={

(31.1) il Ty =a) L a0 @
Yo vi=ay ;. x;+nb
Dalla seconda dellg1.1si pu vedere che

n n
nb = Z Yi — az T;
i=1 i=1
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ed anche

D i1 Ti

n

T =

indicano la media dei valont; edy;, rispettivamente.
Dalla prima delle31.1si pw invece ottenere che

n n n
2
E a:z-yi:ag xi—f—bg By =




ed infine

Zz—l yl

Z TiYi —

n
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2
—~ , (CrLim)
E Z;
X n
=1

n n n n n
2
ng iL‘i?Ji—g LE Yi = a "E x; — E T
i=1 i=1 =1 =il =il

n Z?—l TiYi —

Z?—1 Z; 2?21 Yi

a =

n Zz—l JI

(Z =1 331)2

®Quit
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Inoltre

nb = Z yz Z xT; ( =1 wzy'b — Zi:ln-ri Zlgl yz> _
i=1 Zz 1 l (Ei:]_ I’Z)

1 o\
_)2_(21 13522 "Z Z (;%) ;yi

n n n 2 n
-n Z T Z Y + (Z fm> Z Yi
=1 =1 =1 =l

e se ne conclude che

b — nZzl Ly ?1% nZzlsz LY
nZz 13% _(Zizlxi)
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Ora, tenendo conto che

= szyz - Ziyi - in@Jr ZE?J =
=1 i=1 i=1 i=1

n
=y — nZY — nZY + nZy =

i=1

n

n n n n
_ a €T . y
=) @y —nzy =) my - 2z T i 1
=1 =1
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e che

n

D (@i—z)° = zn:xf - 226:7:9@ +zn:i"2 =
=1 =1 =1

i=1
n n
— g T3 — 2nF? +ni’ = E T} — nz’
i=1 i=1

si ricava che

D (@i =Ty — 7) i
> i (@i — @)

_1n Do Tili — D Ti i Yi _

n 2 _ =9
i > i1 T — N

LM Tl — i T Y
no2 o (Shy )
ny i,z —n? (==

=a
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Pertanto possiamo esprimere b mediante le seguenti formule

i=1
(y=aT+b

La prima delle due uguaglianze premette di concluderez@himvariante rispetto alla traslazione deg
assi: ci@ usanda — x, edy — 1, in luogo dix edy il valore dia non cambia.

La stessa trasformazione cambia invece il valore dome si vede dalla seconda uguaglianza da ¢
si vede anche che la retta di regressione passa per il punto di coordingtehee il baricentro dei dati.
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Possiamo anche osservare che a meno di operare una traslazione dei dati riportando l'origine d
nel baricentrqz, ), possiamo supporre che

(

n
E Z;Y;
_ =1
- n
>
i=1

a

(31.3)

Ora, siano
e 52 la varianza dei dati;

. sf/ la varianza dei datj;




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

e s,, la covarianza dei dafiz;, y;)

@ - D —9)
T
Possiamo scrivere la retta di regressione nella forma

Sy

= Sz‘y =
y-y=— (-2
Sm
e se invertiamo il ruolo di e diy 'equazione diventa

Sy

T—T= 8—2(3/ )
)
Possiamo misurare la correlazione tra i dati utilizzando il coefficiente definito da

(31.4) r= 22U

Sy,

mediante il quale le equazioni delle due rette prima introdotte diventano
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Chiaramente le due rette coincidono soltanto nel caso in cui
r’=1 cioé r=+l1

e il fatto che questo accaa@aindice della correlazione dei dati éidel fatto che i dati si trovano su unge
retta.

E ragionevole quindi stimare la maggiore o minore correlazione tra i dati confrontarmm 1: piti
r2 & vicino adl e pil i dati sono da considerarsi linearmente correlati.
Possiamo inoltre misurare la dispersione dei dati attorno alla retta di regressione mediante la

n 52
Sy,a) _ \/ZiZI(yl yz)

n

y; =ax; +b
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Pertanto

g2 _Z?=1(y' — ar; — b)2 -

= Z(yz2 + a2x? + b% — 2azy; — 2by; + 2abx;) =

a=1

= zn:yf +a22n:g;? + nb? — 2azn:xiyi - Qbi:yi + 2abzn:g;i) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Yx n
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e per la definizione di e b

i=1 1 —
_ ZaZn:xiyi — ZbZn:yi + 2ab % (i:yz » nb)] B
- =1 i=1
- iyf +aixiyi = abi% + nb®—
i=1 =il i—1

- 2“273%% = szn:yi 4 Qbiyi —omb? =
=1 =1 i=1
zzl lzl i—1 )
=> y—a> zyi—b (ain +nb> _
=1 =L i=1
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e ancora per la definizione die b

= Zyzz . azﬂﬁiyi - bzyi
i=1 i=1 i=1

Si,x - Z?Jf - azﬂﬁz’yi = bzyi
i=1 i=1 i=1

Si pw d’altro canto verificare che

n n

Zy? —azxiyi —bei = Z(yi—ﬂ)z—aZ(fci —Z)(y — 7))

i=1 =1
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infatti

n

Z(yz’ —g)° - QZ(% — )y — ) =

n n n n
= ny = ZgZyi +n372 — azxiyi + GZ%‘ZJH—
i=1 i=1 i=1 =1
—l-aZEyi —aZEﬂ =
i=1 i=1

- Z y? —2ny° + ny® —a Z Ty; + anZy + anZy — aniy =
i=1 i=1

=Y P —ng’ —a) ziy+any =
p=1l =1
=Y yl—a) i +ny(y - aT) =
=1 =1
n n
= ny o azxiyi + nyb =
=1 =1

n n n
= Zyzz — azxiyi + bzyi
i=1 i=1 i=1
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Le precedenti considerazioni permettono quindi di affermare che
S;,:c = ny = aziviyi = bzyi =
i=1 =l =il

= -9 — D - 2w~ 9) =

2
NS, — ansgy

3
= =5 —as,
n v Y

e dal momento che = s;—my
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Ne viene quindi che

D’altro canto

Poicle valgono le equazioni normélil.1che definiscona e b




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

n n

Z(yi —y)(y; — §) = Z(y — az; — b)(az; +b—7) =

= (b_g)Z(yi —ax; —b)+azxi(yi—al’i —b)

=1

=(b—7) (iyz —aixi —nb) +a ixiyi —aixf —bixi =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

avremo

i1 (i — ) = > (i — )’ —
> i1 (¥i — 9)
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Possiamo anche calcolare, daila 4, che

n Z?:l TilYi — Z?:l i Z?=1 Yi

r= _

ma2? = (i 2 (n i g - (T w)°)

__ m-o

@ - -7)

n /o0 n / n /
n Zi:l TilY; — Zi:l Li2 i=1Y

(T o = (S ) (r 2 - ()
> i1 TiYi

VoL 2 (S, u?)
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CAPITOLO 32

ANALISI DEI COMPONENTI PRINCIPALI.

Quando si esaminano i dati statistici relativi ad un elevato numero di caratteristiche di una popola
e opportuno considerare i dati in un sistema di riferimento che ne metta in evidenza le caratteri
salienti.

Supponiamo ad esempio di campionare una funzjoea un intervallda, b]; dividiamo cic I'inter-
vallo in 2n — 1 parti uguali ed indichiamo con

a = tl,tQ, ~---;t2n =b

i punti mediante i quali tale suddivisiomeoperata.
Consideriamo pon coppie di dati ottenute come segue

Pr=(f(t), f(t2), Po=(f(ts), f(ta)), oo s Pr = (f(2n-1), f(t2n))

E ragionevole che, se la funzioBeontinua, ci siano piccole differenze tra ascissa e ordinata di ogn
dei punti P, e pertanto essi tenderanno a disporsi lungo la bisettrice primi-terzo quagrante

Quindi potremo ottenere una rappresentazionespjnificativa dei dati se useremo come assi coorc
nati le bisettriciy = x edy = —x, cioe se opereremo una rotazionetdf degli assi.
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Ricordiamo che s& = (z, y) sono le coordinate originali, si opera una rotazione degli assi applica
una trasformazione lineare la cui matrice di rappresentazione

ﬁ)
2
V2

2
Pertanto

2
5 _Tf(tQ) + Tf(h)

ede evidente che delle due coordinatélevante solo la prima, mentre la secodaiccola.

Ne viene che si possono ricostruire i valori originali con sufficiente precisione anche se le le se
coordinate dei punti trasformati sono trascurate.

Per illustrare il metodo occorre premettere qualche considerazione sulle forme quadratiche,

AP, = (@f(tl)Jrgf(tQ), 2 47 )

Sia A una matricer x n e consideriamo la funzione
f(u) = (Au,u) ,u€eR"
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f si chiama forma quadratica 1" e si pwo vedere ché& sempre possibile supporre che la matrice
che la individua sia simmetrica.
_ a dl
=5 %)

Infatti, ad esempio pet = 2, se
f(u) = (Aju,u) = az® + dizy + doyz + cy® = az® + (di + do)zy + cy® =
= az® + 2bzy + cy® = (Au, u)

a b
4= (3 )
D’altro canto, seA & una matrice simmetrica possiamo verificare che
(Au,v) = (u, Av)

edu = <§) avremo che

perb = (dy + dz)/2, da cui
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ed inoltre
fu+h)=(A(u+h),(u+h)) = (Au,u) + 2(Au, h) — (Ah, h)
per cui
flu+h) — f(u) = 2(Au, h) + (Ah, h) = 2(Au, u) + ||h||w(h)

conw funzione infinitesima pek — 0 (si ricordi che|(Ah, h)| < ||Ah||||k|| ed Ah — 0 seh — 0).
Dalla definizione di differenziale si ottiene allora cfie differenziabile e che

Vf(u)=2Au
Come caso particolare, se= I (la matrice identica) si ha
g9(uw) = (w,w) = lul* , Vg(u)=2u
Consideriamo ora il problema di trovare

max f(u) = max (Au,u
g(u)—lzof ) ||u||2—1=o< )

Per il teorema di Weierstra, dal momento ¢gheecontinua e chéul||> — 1 = 0 definisce la superficie
della sfera di centro I'origine e raggig chee chiusa e limitata, possiamo affermare che il massimo esis
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Siawu, il punto in cui tale massimeé assunto

(Auq,uy) | T|I21a¥—0<Au’ u)

lual* = 1
D’altro canto, il teorema dei moltiplicatori di Lagrange consente di affermare che asistke che
V f(u1) = MVg(ur)
per cui deve essere
Aup = Mg
Dal momento che la precedente equazierseddisfatta

e )\; € un autovalore di
e u; € un autovettore dil corrispondente all’autovalorg

Possiamo inoltre osservare che

||u||2_1:0<Au, U> = <AU1,U1> = <)\1u1,u1> — )\1”u1”2 -\

per cui); € il valore massimo assunto ddu, u) sulla sferg|u||* = 1
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Consideriamo ora lo spazio vettoridlg generato da;
Vi= {)\Ul D ANE R}

e lo spazio/;- ortogonale &/
Vit={veR" : (v,u;) =0}
V- & uno spazio vettoriale: — 1)-dimensionale e la matricé definisce una forma quadratiga su
V- in quanto
per ogniv € V- si ha
(Av,u1) = (v, Aug) = (v, \ug) =0
eAv e Vit
Se ora ripetiamo il procedimento pérsuV;- possiamo provare un nuovo autovaldgeed un nuovo
autovettoreu, con le stesse caratteristicheXie u;.
Chiaramente si puiterare fino a trovare:
e n autovalori;, Ao, ...., A, decrescenti in valore
e n autovettorluy, us,, ...., u,, UNO per ogni autovettore, che risultano ortogonali tra loro.

Gli autovettoriu,, us, ...., u, formano quindi una base ortonormale con la caratteristica che lung
primo asse si trova il punto di massimo della forma quadrdtica «) sulla sfera unitaria ifiR?, lungo il
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secondo asse si trova il massimo della forma quadratieau) sulla sfera unitaria iv;- e cos via fino
all' n—esimo asse.

Torniamo ora ai nostri da#, = (ug, u?, ....,u) € R™ e cerchiamo di individuare una combinazion
lineare delle componenti

1 2
Qr = aquy, + aouy +

in modo che la varianza d);, sia massima ( massima significativitella variabile).
Definiamo

v; = Var(ut)

cij = Cov(uj, uj)
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la varianza delle singole componenti e la covarianza delle componenti a due a due la siatrice di
covarianzadei dati definita mediante la

vl ¢ ¢z - cig

Co1 V2 Co3
R =

Cn1 Cpn2 Cp3

Possiamo allora verificare che
Var(Qy) = (Ra, a)
dove

e mediante tale metodo possiamo individuare in ordine decrescente di signifidatedmponenti dei dati.

2.1 Unesempio Perillustrare gli effetti del metodo consideriamo i punti del graficeidjt) nel-
I'intervallo [0, 27]; suddividiamo l'intervallo in199 parti uguali, in modo da individuarg00 punti in
[0, 27] e calcoliamo i valori assunti ddn(t) in tali punti.
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Le seguenti istruzioni di Matlab producono come risultato un vettarke contiene R00 punti in
[0, 2], ed i vettoriz edy che contengono i valori assunti gia(6¢) nei punti pari e dispari rispettivamente

clear all;

step=2*pi/199;

t=0:step:2*pi;

xx=0:2*step: 2*pi;

yy=step:2*step: 2*pi;

X=sin(6*xx);

y=sin(6*yy);

Possiamo esaminare nel piano la distribuzione dei punti di coordinéte, y(k)) conk = 1,..,100
mediante le seguenti istruzioni

figure(1)

plot(x,y,"+);

axis([-2 2 -2 2));

che producono la seguente figlaa 1

Le istruzioni

R=cov(x,y);




NEX
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calcolano la matrice di covarianZae le matriciV e D , doveV & la matrice le cui colonne sono gli
autovettori dik e D € una matrice diagonale con gli autovalori sulla diagonale principale; in altre pa
V' e la matrice tale che
VR=RD ciogtaleche V'RV =D

La matriceV pertantoe la matrice di passaggio dal sistema di coordinate originale a quello individ
dagli autovalori diR.

Poicle ci interessa tener conto della componente relativa al massimo autovalore, di assicuriama
che l'autovalore pi grande sia in posiziong, 1) mediante le istruzioni

if D(1,1)>D(2,2)

w=V(;,1);

V(:,1)=V(,2);

V(:,2)=vv;

end

La matriceV/, quindi, pw essere usata per effettuare un cambio di base che metta in eviden
componenti principali.

Le seguenti istruzioni

tr=[x().yO)I*V;
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tri=tr(:,1);

tr2=tr(:,2);

figure(2)

plot(trl,tr2,’r+")

axis([-2 2 -2 2]);

Calcolano i trasformatir1, ¢r2 dei punti(z, y) e li mostrano rispetto ad una coppia di assi ortogon:
coincidenti con gli autovettori di (si veda la figura?2.2).

Le successive istruzioni:

rtr=[tr1(:),tr2())]*inv(V);

rtri=rtr(:,1);

rtr2=rtr(:,2);

figure(3)

plot(rtrl,rtr2,’g+’)

axis([-2 2 -2 2));

mostrano come applicando la trasformazione inversa i dati possano essere recuperati (si veda |
32.4.).







NEX
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le seguenti istruzioni:

nu=zeros(size(tr2));

ntr=[nu(:),tr2(:)]*inv(V);

ntrl=ntr(:,1);

ntr2=ntr(:,2);

figure(4)

plot(ntrl,ntr2,’rx’,rtrl,rtr2,’g+")

axis([-2 2 -2 2));

che forniscono anche una immagine dei nuovi punti come indicato in figltiraled un confronto
con i punti originali32.4.2

E interessante ora osservare come dai punti originali e da quelli privati della componente meno
ficativa si possa ricostruire la funziore (6t)

Le seguenti istruzioni

z=zeros(1,200);

zt=zeros(1,200);

for k=0:99

zt(2*k+1)=x(k+1);
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end

for k=0:99

z(2*k+1)=ntr2(k+1);

end

for k=1:100

z(2*k)=ntr1(k);

end

figure(5)

plot(t,z)

figure(6)

plot(t,zt)

producono i due grafici riportati in figura2.5 il primo dei quali riporta la funzionein(t) ricostruita
congiungendo con segmenti di retta0i0 punti originali, mentre la seconda riporta il graficosti(6¢)
ricostruito a partire dai punti ottenuti applicando la trasformazione inversa ai punti prima trasformati
privati della seconda componente.

Come si vede evidente che la componente trascurata non ha peggiorato di molto il grafico, me
guantit di dati necessari a ricostruire I'immagineesiimezzata.
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FIGURA 32.5.

Questo indica come puessere sviluppato un procedimento che consenta di immagazzinare d
punti del grafico della funzione) utilizzando al meglio le informazioni che contengono.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

CAPITOLO 33

Appendice

Intendiamo qui provare due formule che sono di grande aigilit interesse.

La prima, nota come formula del prodotto di Wallis, consente di individuare una successione
zionali che ha per limiter, la seconda, dovuta a Stirling e De Moivre, consente di valutare, con note
precisione, n!.

cominciamo con l'osservare che la definizione di fattoriale consente si affermare che

Si ha
(2n)!! = 27n! (2n— 1) =

Possiamo provare il seguente teorema
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TEOREMA 33.1. -Wallis - Posto
((2n)1)?
((2n—1D)2(2n + 1)

Wy =

si ha
: T
limw,, = 5

Infatti sia

/2
Sp = / (sinz)"dx
0
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ed anche

/2
Sn =/ (sinz)" ! (sinz)dr = —(sinz)""! cosx‘g/Z—l—
0

/2
+ /0 (n — 1)(sinx)" %(cos z)*dx =

/2
—(n—1) /O ((sin 2)"2 — (sinz)")dz = (1 — 1)(5n_5 — 50

onde
Sp =

Pertanto
2n—1

N 2n

Son Sopn—2 =

m m—2"
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Analogamente

2n 2n — 2

St = o 12n—13°

Ora, poicle

mentre

/2 /2
Spp1 = / (sinz)"tdr < / (sinz)"dx = s,,
0 0

si ha che
lims, =s e R.
Ma, come si verifica facilmente
_Sonp1 T
" Son 2
e pertanto
. ST Vs
limw, =-- ==
s 2

%
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Se ora osserviamo che si ha

possiamo concludere che

Si ha
(33.1)

Come conseguenza della precedente formula possiamo provare la Formula di Stirkndi grande
utilita per approssimare i valori del fattoriale.
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Formula di Stirling-De Moivre
Siha
n"e”"\2mn

lim—— =1
n!

da cui
n! =n"e "V2mnb,, con lim 6, =1.

La verifica della formula di Stirling procede come di seguito illustrato.
consideriamo la funziong/x sull’intervallo [n, n + 1]; la figura33.1mostra come sia vera la disugua
glianza

2 1 </”+1das . 1+1
=] — = 1N — 5
2n+1 n+4+1/27 ), =z n

1<(n+1/2)In(1+1/n)

1 n+1/2
e < (1 4= —) .
n

Ne segue che
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Tenendo conto chim € una funzione concava, si ottiene,

1
1+(ln2+ln3+...—|—ln(n—1))—|—§lnn2

3/2 n—1/2 n
2/ ln:cd:c—i—/ lnazdaz—i—/ Inzdx =
1 3/2 n—1/2

=/ Inzde =nlnn—n-+1=
1
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Pertantou, € limitata e possiamo di piprovare che crescente, verificando chg,;/u, > 1. Siha
infatti

Un (n+1)! nre~"\/n T e
Possiamo a questo punto affermare che

1+ =
n

Unr1 (n+D)"Hey/n+1  nl 1 ( 1 ) /2 .

U, — u € R

e ne consegue che
2
u
on

U2n

ui  n*e'n (2n)! _ (2n)ly/n

1
ugm ()2 (2n)me-ny2n  (n!)22% /2

Da cui, per la33.1
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e si conclude che
n"e "\/n 1
nrte"yn 1
n! 2T

Possiamo anche osservare che,

Vn € N
1

367879 < — =uy <, <limuw, = < .398943

1
e N2
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