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CAPITOLO 1

UN PO’ DI LOGICA

Diciamo proposizione una affermazione di cui siamo in grado di stabi-
lire seè vera òe falsa.

Indichiamo con lettere maiuscole le proposizioni e scriviamoc : P ,
leggendoc tale cheP è vera, se c è un elemento in corrispondenza del
quale la proposizioneP è vera.

Assegnata una proposizioneP si pùo costruire una nuova proposizione,
che definiamo negazione diP ed indichiamo connot P , come la proposi-
zione chèe vera seP è falsa ed̀e falsa seP è vera.

Si pùo identificare la proposizionenot P anche mediante una tabella,
detta tabella di verit̀a, che elenca in corrispondenza dei due casi possibili la
verità o la falsit̀a della proposizione in questione:

P not P
1 0
0 1

TABELLA 1.1

È inoltre necessario definire nuove proposizioni che dipendono da una
o più proposizioni note.

Assegnate due proposizioniP eQ,

• (P andQ) è vera seP eQ sono entrambe vere
• (P orQ) è vera se almeno una traP eQ è vera
• (P xorQ) è vera se una ed una sola traP eQ è vera.

Le corrispondenti tabelle di verità possono essere raggruppate nella se-
guente:

P Q notP notQ P andQ P orQ P xorQ
1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0

TABELLA 1.2

È immediato verificare che proposizioneP xorQ è vera o falsa a secon-
da che sia vera o falsa la proposizione

(P and (not Q)) or (Qand (not P ))

come si pùo verificare dalla tabella1.2.

3



4 1. UN PO’ DI LOGICA

Possiamo anche verificare come not interagisce con and e or mediante
la tabella1.3

P Q notP notQ P andQ P orQ not(P andQ) not (P orQ)
1 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1

TABELLA 1.3

Dalla tabella1.3possiamo verificare che
• (not(P andQ)) è vera tutte e sole le volte cheè vera((not P ) or (notQ))
• (not(P orQ)) è vera tutte e sole le volte cheè vera((not P ) and (notQ))

Si pùo inoltre affermare che le seguenti affermazioni sono sempre vere
• (P or (notP )) (legge del terzo escluso)
• (not(P and (notP ))) (legge di non contraddizione)

Assegnate due proposizioniP e Q si possono inoltre costruire le se-
guenti proposizioni

(P ⇒ Q) , (P ⇐ Q) , (P ⇔ Q)

che leggiamo, rispettivamente ‘P implicaQ’, ‘ P è implicato daQ’, ‘ P è
equivalente aQ’ e che sono identificate come segue

• (P ⇒ Q) significa cheQ è vera ogni volta cheP è vera;
• (P ⇐ Q) significa cheP è vera ogni volta cheQ è vera;
• (P ⇔ Q) significa cheP è vera tutte e sole le volte in cuiQ è vera.

In altre parole(P ⇒ Q) significa che o noǹe veraP oppure, seP è
vera, alloràe vera ancheQ; in simboli:

(1.1) (P ⇒ Q) ⇔ ((not P ) or Q)

Possiamo verificare dalla tabella1.4che due proposizioni sono equiva-
lenti se assumono gli stessi valori nella loro tabella di verità, ciòe se sono
entrambe vere o entrambe false.

P Q P ⇒ Q P ⇐ Q P ⇔ Q
1 1 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 0 1 1 1

TABELLA 1.4

Per convincerci che la definizione di implicazione corrisponde a cri-
teri di senso comune,̀e opportuno mettere in evidenza la negazione della
proposizione (P ⇒ Q); avremo che

(1.2)
not(P ⇒ Q) se e solo se not((not P ) orQ) se e solo se (Por(notQ))
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Infatti è chiaro chenot(P ⇒ Q) se accade cheP è vera eQ è falsa.
La seguente tabella permette di verificare che le due proposizioni con-

tenute in1.2hanno la stessa tabella di verità; ciòe sono equivalenti.

P Q notQ P ⇒ Q (P and (not Q)) not (P ⇒ Q)
1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0

TABELLA 1.5

Osserviamo anche

(1.3) (P ⇒ Q) ⇔ ((not Q) ⇒ (not P ))

Per cui possiamo aggiungere una colonna alla tabella1.5

P Q notQ notP P ⇒ Q (not Q) ⇒ (not P )
1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

TABELLA 1.6

(P ⇔ Q) ⇔ ((P ⇒ Q) and (P ⇐ Q))

(P ⇒ Q) ⇔ ((not Q) ⇒ (not P )) ⇔ (not(P and (not Q)))

Quest’ultima relazionèe nota comeprincipio di dimostrazione per
assurdo.

Ricordiamo che si suppone noto il concetto diinsieme.
Usualmente gli insiemi sono identificati da una lettera maiuscola, men-

tre le lettere minuscole, di solito, designano gli elementi di un insieme.
Ricordiamo anche che

• a ∈ A significa chea è un elemento diA, a appartiene adA;
• b 6∈ A significa cheb nonè un elemento diA, b non appartiene ad
A.

• seA è un insieme,a ∈ A ePa è una propriet̀a che dipende daa,
tale che ciòe sia vera per certi valori dia e falsa per altri valori di
a, scriviamo

{a ∈ A : Pa} oppure {a ∈ A : Pa è vera}
per indicare l’insieme degli elementi diA tali chePa è vera.

Occorre infine ricordare che si dice data una relazione binaria su un
insiemeA se dati due elementia, b ∈ A è possibile stabilire sèe vera o
falsa la proposizione‘a è in relazione conb’ .

ScriveremoaRb e a 6Rb per significare che la proposizione in oggettoè
rispettivamente vera o falsa.
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Una relazione binaria si dicedi relazione di equivalenzase sono verifi-
cate le seguenti condizioni

• (aRb) ⇒ (bRa) (simmetricit̀a);
• (aRa) (riflessivit̀a);
• ((aRb) and (bRc)) ⇒ (aRc) (transitivit̀a).

Unarelazione binariasi dicerelazione d’ordineo ordinamentose sono
verificate le seguenti condizioni

• (a 6Ra) (antiriflessivit̀a);
• ((aRb) and (bRc)) ⇒ (aRc) (transitivit̀a).

SianoA,B due insiemi, diciamo che

(1.4) A ⊂ B (B ⊃ A) se (a ∈ A) ⇒ (a ∈ B)

Diciamo che

(1.5) A = B se (a ∈ A) ⇔ (a ∈ B)

Definiamo
A\B = {a ∈ A and a 6∈ B}

Nel caso in cuiB ⊂ A l’insiemeA\B si dice anche complementare di
B in A e si indica conBc essendo omessa l’indicazione che il complemen-
tareè fatto rispetto adA, in quanto sar̀a sempre chiara, quando si userà tale
simbolo, l’identit̀a diA.

Definiamo inoltre

• A ∪B = {a ∈ A or a ∈ B} (A unioneB)
• A ∩B = {a ∈ A and a ∈ B} (A intersezioneB)
• A×B = {(a, b) : a ∈ A and b ∈ B} ( prodotto cartesiano).

Si possono provare facilmente proprietà del tipo

• A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C
• A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
• A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
• A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
• (A ∪B)c = Ac ∩Bc

• (A ∩B)c = Ac ∪Bc

Le ultime due uguaglianze sono note come formule di De-Morgan.
Indichiamo con∅ l’insieme vuoto, ciòe l’insieme privo di elementi
SeP è una proposizione edA è un insieme possiamo considerare le

seguenti proposizioni

• ogni elemento diA soddisfaP ;
• qualche elemento diA soddisfaP ;
• uno ed un solo elemento diA soddisfaP .

Le tre affermazioni di cui sopra si scrivono in simboli

• ∀x ∈ A : Px
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• ∃x ∈ A : Px
• ∃!x ∈ A : Px

Osserviamo che le negazioni delle prime due precedenti proposizioni
sono

• ∃x ∈ A notPx
• ∀x ∈ A notPx





CAPITOLO 2

I NUMERI REALI

Introduciamo l’insiemeR dei numeri reali per via assiomatica; elen-
chiamo ciòe le propriet̀a cui deve soddisfare l’insieme dei numeri reali pre-
scindendo dalla verifica dell’esistenza di un modello diR e dalla costruzio-
ne di tale modello.

A tale proposito ci limitiamo a ricordare che la retta euclidea su cui
siano stati fissati due punti (0 ed 1), sia stato definito il verso positivo e
siano state definite la somma ed il prodotto per via geometrica, costituisce
un buon modello dei numeri reali.

Diciamo che sono assegnati i numeri reali, che indicheremo conR, se:

• è assegnato un insiemeR
• sono assegnate due leggi, che chiamiamo somma o addizione e

prodotto o moltiplicazione e che indichiamo con+ e · rispettiva-
mente, ciascuna delle quali associa ad ogni coppia(x, y) ∈ R×R
un elemento diR che indicheremo conx+y edx·y rispettivamente
(in realt̀a useremo semprexy in luogo dix · y)

• è assegnata inR una relazione di equivalenza che indicheremo con
il simbolo= (rispetto alla quale esistono inR almeno due elementi
distinti)

• è assegnata inR una relazione d’ordine che indicheremo con<

valgono le seguenti proprietà per ognix, y, z ∈ R :

(1) x+ y = y + x
(propriet̀a commutativa dell’addizione)

(2) (x+ y) + z = x+ (y + z)
(propriet̀a associativa dell’addizione)

(3) esisteθ ∈ R tale chex+ θ = x, per ognix ∈ R
(esistenza di un elemento neutro rispetto all’addizione)
• l’elemento neutro rispetto alla sommaè unico inR

infatti sez, z′ sono due elementi neutri rispetto alla somma si
ha

z = z + z′ = z′ + z = z′

• sarà indicato d’ora innanzi con 0
(4) xy = yx

(propriet̀a commutativa della moltiplicazione)
(5) (xy)z = x(yz)

(propriet̀a associativa della moltiplicazione)
(6) esisteζ ∈ R tale chexζ = x per ognix ∈ R
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(esistenza di un elemento neutro rispetto alla moltiplicazione)
• l’elemento neutro rispetto al prodottòe unico inR Seu, u′

sono due elementi neutri rispetto al prodotto si ha

u = uu′ = u′

• sarà indicato d’ora innanzi con 1
(7) x(y + z) = xy + xz

(propriet̀a distributiva della moltiplicazione rispetto all’addi-
zione)

(8) è vera una ed una sola delle seguenti affermazioni

x < y , x = y , y < x

(legge di tricotomia)
(9) sex < y allorax+ z < y + z

(invarianza dell’ordine rispetto all’addizione)
(10) sex < y e0 < z alloraxz < yz

(invarianza dell’ordine rispetto alla moltiplicazione per elemen-
ti positivi)

(11) Per ognix ∈ R esistex′ ∈ R tale chex′ + x = 0
(esistenza dell’inverso rispetto all’addizione)
• per ognix ∈ R l’inverso di x rispetto alla sommàe unico,

infatti sianox′, x′′ tali chex′ + x = x′′ + x = 0 allora si ha
x′ + x+ x′ = x′′ + x+ x′ e ne segue chex′ = x′′

• verr à indicato solitamente con−x
(12) per ognix ∈ R\{0} esistex′′ ∈ R tale chex′′x = 1

(esistenza dell’inverso rispetto alla moltiplicazione)
• per ognix ∈ R\{0} l’inverso dix rispetto al prodottòe unico

Sianox′, x′′ tali chex′x = x′′x = 1 si hax′xx′ = x′′xx′ e ne
seguex′ = x′′

• verr à indicato solitamente con1/x o conx−1

(13) Per ogniA,B ⊂ R, A,B 6= ∅ tali che

a ≤ b ∀a ∈ A , ∀b ∈ B
esistec ∈ R tale che

(2.1) a ≤ c ≤ b ∀a ∈ A, ∀b ∈ B
(esistenza di un elemento separatore).

Sex, y ∈ R scriveremox > y in luogo diy < x e converremo di usare
il simbolox ≤ y se(x = y) or (x < y) .

Ricordiamo inoltre che in caso di più operazioni in sequenza, se non vi
sono parentesi, per convenzione il prodotto ha priorità sulla somma.

Passiamo ora a provare alcune fondamentali proprietà dei numeri reali.

TEOREMA 2.1. - proprietà dei numeri reali - Valgono i seguenti fatti:

(1) ∀x, y, z ∈ R x + z = y + z ⇔ x = y (legge di cancellazione
rispetto alla somma)
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(2) ∀x, y, z ∈ R , z 6= 0 , xz = yz ⇔ x = y (legge di cancellazione
rispetto al prodotto)

(3) x0 = 0, ∀x ∈ R
(4) (−(−x)) = x, ∀x ∈ R
(5) (−x) + (−y) = −(x+ y), ∀x, y ∈ R
(6) (−x)y = −xy, ∀x, y ∈ R
(7) (−x)(−y) = xy, ∀x, y ∈ R
(8) xy = 0 se e solo se(x = 0) or (y = 0)
(9) (xy)−1 = x−1y−1, ∀x, y ∈ R\{0}

(10) x > 0 implica−x < 0
(11) xx > 0, ∀x ∈ R\{0}
(12) 1 6= 0
(13) 1 > 0
(14) x > 0 implicax−1 > 0, ∀x ∈ R

DIMOSTRAZIONE.
(1) Siaz′ tale chez + z′ = 0 allora

x = (x+ z) + z′ = (y + z) + z′ = y

(2) Siaz′ tale chezz′ = 1 allora

x = (xz)z′ = (yz)z′ = y

(3) x0 = x (0 + 0) = x0 + x0 da cuix0 = 0 .
(4) (−x) + x = 0 da cui−(−x) = x .
(5) x+ y + (−x) + (−y) = 0 da cui−(x+ y) = (−x) + (−y) .
(6) (−x)y + xy = (−x+ x)y = 0 onde(−x)y = −xy .
(7) (−x)(−y) + (−xy) = (−x)(−y) + (−x)y = (−x)(−y+ y) = 0 .
(8) Siaxy = 0, se fossey 6= 0 si avrebbex = xyy−1 = 0 .
(9) (xy)x−1y−1 = 1 .

(10) Sex > 0 allora0 = x− x > 0− x = −x .
(11) Sex > 0 alloraxx > 0 mentre sex < 0 si haxx = (−x)(−x) >

0 .
(12) Se fosse1 = 0 si avrebbe, per ognix ∈ R, x = x 1 = x 0 = 0 .
(13) 1 = 1 · 1 > 0 .
(14) Sex > 0 ex−1 < 0 allora1 = xx−1 < 0.

2

Possiamo ora costruire un modello diR identificando gli elementi diR
con i punti di una retta euclidea su cuiè fissato un punto0 ed un punto1.

Si dice positivo il verso di percorrenza da0 ad1 e si dice altres̀ı positivo
un punto (elemento diR) che sta dalla stessa parte di1 rispetto a0 e negativo
in caso contrario.

Si definisce somma di due elementix edy l’elementox + y individua-
to dal secondo estremo del segmento composto affiancando i segmenti di
estremi0 edx e0 edy come si vede in figura2.

Si definisce il prodotto di due elementix edy mediante la costruzione
indicata in figura2.
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FIGURA 2.1. Costruzione della somma di due numeri reali

FIGURA 2.2. Costruzione del prodotto di due numeri reali

Con le operazioni di somma e di prodotto e la relazione d’ordine in-
trodotte si pùo dimostrare che le proprietà richieste sono verificate e per-
mettono di identificare nella retta euclidea un buon modello dei numeri
reali.

Occorre ora identificare inR l’insiemeN dei numeri naturali, l’insieme
Z dei numeri interi e l’insiemeQ dei numeri razionali.

A questo scopo definiamo il concetto di sottoinsieme induttivo inR

DEFINIZIONE 2.1. SiaE ⊂ R , diciamo cheE è un insieme induttivo
se soddisfa le due seguenti proprietà:

(1) 1 ∈ E
(2) x ∈ E ⇒ x+ 1 ∈ E
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Osserviamo che esistono certamente insiemi induttivi in quanto, ad esem-
pio, R stessòe un insieme induttivo;̀e pure utile osservare che anche

{x ∈ R : x ≥ 1}
è un insieme induttivo.

DEFINIZIONE 2.2. SiaE l’insieme degli insiemi induttivi diR; definia-
mo

N =
⋂
E∈E

E

La definizione assicura cheN è il più piccolo sottoinsieme induttivo di
R .

TEOREMA 2.2. N è non vuoto,1 ∈ N, 1 ≤ n ∀n ∈ N ed inoltre vale la
seguente proprietà:

seA ⊂ N è un insieme induttivo alloraA = N

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che 1 appartiene ad ogni sottoinsieme
induttivo e dal momento che{x ∈ R : x ≥ 1} è un insieme induttivo si ha
che1 ∈ N ed inoltren ≥ 1 sen ∈ N.

Per provare la seconda affermazione possiamo osservare che seA è un
insieme diN induttivo, allora evidentementeA ∈ E e pertantoA ⊃ N onde
A = N 2

L’ultima affermazione del teorema 2.2 è nota come principio di
induzione.

Applicando il principio di induzione all’insieme

B = A ∪ {n ∈ N : n < n0 }
possiamo dedurre il seguente corollario:

COROLLARIO 2.1. Sian0 ∈ N, n0 > 1, e supponiamo che siaA ⊂ N
tale che

(1) n0 ∈ A
(2) n ∈ A ⇒ n+ 1 ∈ A

Allora
A ⊃ {n ∈ N : n ≥ n0 } .

DEFINIZIONE 2.3. Sianom,n ∈ N, m ≥ n, e siaak ∈ R per ogni
k ∈ N; definiamo

n∑
k=n

ak = an ,
m+1∑
k=n

ak = am+1 +
m∑
k=n

ak .
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n∏
k=n

ak = an

m+1∏
k=n

ak = am+1 ·
m∏
k=n

ak .

DEFINIZIONE 2.4. Chiamiamo insieme dei numeri interi l’insieme

Z = {a ∈ R : a = m− n , m, n ∈ N} ,

inoltre diciamo insieme dei numeri razionali l’insieme

Q = {q ∈ R : q = mn−1 = m/n , m ∈ Z , n ∈ N} .

Non entriamo nel dettaglio delle proprietà diZ eQ, ricordiamo solo che

Z = (−N) ∪ {0} ∪ N

DEFINIZIONE 2.5. SiaA ⊂ R, diciamo cheM ∈ R è un maggiorante
di A se

∀a ∈ A , a ≤M

Diciamo chem ∈ R è un minorante diA se

∀a ∈ A , a ≥ m

Chiamiamo
M(A) = {M ∈ R : ∀a ∈ A , a ≤M}
m(A) = {m ∈ R : ∀a ∈ A , a ≥ m}

In altre paroleM(A) è l’insieme dei maggioranti diA, mentrem(A) è
l’insieme dei minoranti diA.

Osserviamo che
M(∅) = m(∅) = R .

DEFINIZIONE 2.6. SiaA ⊂ R , diciamo cheA è un insieme superior-
mente limitato seM(A) 6= ∅.

Diciamo cheA è un insieme inferiormente limitato sem(A) 6= ∅.
Diciamo cheA è limitato seA è sia superiormente che inferiormente

limitato, ciòe se tantoM(A) quantom(A) sono non vuoti.

DEFINIZIONE 2.7. Diciamo cheA ⊂ R ammette minimo (massimo) se
esistem ∈ A (M ∈ A) tale chem ≤ a (M ≥ a) per ognia ∈ A
Scriveremo in tal caso

m = min A , M = max A

Osserviamo che non sempreè vero che un insieme di numeri reali ammette
minimo o massimo: si consideri ad esempio

A = R oppure A = {x ∈ R : 0 < x < 1}
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Osserviamo anche che

min A = m(A) ∩ A , max A = M(A) ∩ A

e che tali insiemi, se non sono vuoti, contengono un solo elemento.

TEOREMA 2.3. SiaA ⊂ R , A 6= ∅ seA è inferiormente limitato al-
lora m(A) ammette massimo, mentre seA è superiormente limitatoM(A)
ammette minimo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che seA è inferiormente
limitato alloram(A) ammette massimo.

Si ha
m ≤ a ∀m ∈ m(A) , ∀a ∈ A

e pertanto per la2.1

∃α ∈ R tale che m ≤ α ≤ a ∀m ∈ m(A), ∀a ∈ A

Pertanto si pùo affermare che

α = max m(A)

2

DEFINIZIONE 2.8. SiaA ⊂ R , A 6= ∅, A inferiormente limitato; defi-
niamo estremo inferiore diA e lo indichiamo coninf A , il massimo dei
minoranti diA, definiamo ciòe

inf A = max m(A).

Analogamente seA è superiormente limitato definiamo estremo superiore
di A e lo indichiamo consupA , il minimo dei maggioranti diA, definiamo
cioè

sup A = min M(A).

Definiamo inoltre
• inf A = −∞, seA nonè inferiormente limitato
• supA = +∞, seA nonè superiormente limitato
• inf ∅ = +∞
• sup ∅ = −∞

È importante trovare una caratterizzazione dell’estremo inferiore e del-
l’estremo superiore di un insieme.

TEOREMA 2.4. SiaA ⊂ R , A 6= ∅, A inferiormente limitato; allora
λ = inf A se e solo se valgono le seguenti condizioni:

(1) λ ≤ a ∀a ∈ A
(2) ∀ε > 0, ∃aε ∈ A tale cheaε < λ+ ε
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DIMOSTRAZIONE. λ = infA ⇔ λ = max m(A) ⇔ λ ∈ m(A)
e
∀ε > 0 , λ+ ε 6∈ m(A) .
D’altra parte
λ ∈ m(A) ⇔ λ ≤ a ∀a ∈ A ⇔ (1);
mentre
∀ε > 0 λ+ ε 6∈ m(A) ⇔ ∀ε > 0 ∃aε ∈ A : aε < λ+ ε ⇔ (2) 2

In maniera analoga si può dimostrare

TEOREMA 2.5. SiaA ⊂ R , A 6= ∅, A superiormente limitato; allora
µ = sup A se e solo se valgono le seguenti condizioni:

(1) µ ≥ a ∀a ∈ A
(2) ∀ε > 0 ∃aε ∈ A : aε > µ− ε

Dal momento cheinf A = −∞ e supA = +∞ se, rispettivamente,A
nonè inferiormente, o superiormente limitato,si ha che

TEOREMA 2.6. SiaA ⊂ R , A 6= ∅ allora

(1) inf A = −∞ ⇔ ∀k ∈ R ∃ak ∈ A tale cheak < k
(2) sup A = +∞ ⇔ ∀k ∈ R ∃ak ∈ A tale cheak > k

Proviamo a questo punto che l’insieme dei numeri interi nonè superior-
mente limitato; proviamo ciòe che

TEOREMA 2.7. - Principio di Archimede -∀x ∈ R ∃n ∈ Z : n ≥ x

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo esistessey ∈ R tale che

y > n ∀n ∈ Z

alloray ∈M(Z) e

λ = supZ ∈ R

Pertanto, da

λ ≥ n ∀n ∈ Z

possiamo dedurre che

λ ≥ n+ 1 ∀n ∈ Z

e

λ− 1 ≥ n ∀n ∈ Z

ma cìo contraddice il teorema2.5
Infatti perε = 1 non esiste alcunn ∈ Z tale cheλ− 1 < n. 2

LEMMA 2.1. Per ognix ∈ R esistenx ∈ Z tale che

nx ≤ x < nx + 1 .

Inoltre si hanx = max {n ∈ Z : n ≤ x}.



2. I NUMERI REALI 17

DIMOSTRAZIONE. Definiamo

A = {n ∈ Z : n ≤ x} .

EvidentementeA è superiormente limitato e non vuoto in quanto, per il
teorema2.7, esiste−n0 ∈ Z, −n0 ≥ −x; si pùo pertanto affermare che
n0 ∈ a

λ = sup A ∈ R
Se per assurdo si avesse che

∀n ∈ A si abbia n+ 1 ∈ A
avremmo allora cheA ⊃ {n ∈ Z : n ≥ n1} e quindiA non potrebbe
risultare limitato.

Quindi è lecito affermare che
esistenx ∈ A, tale chenx + 1 6∈ A;

da cui, essendonx e di conseguenzanx + 1 interi, si ha

nx ≤ x < nx + 1 .

Osserviamo inoltre che, se esistessen ∈ A, n > nx, si avrebben ≥
nx + 1 > x edn 6∈ A. 2

E’ pertanto lecito porre:

DEFINIZIONE 2.9. Siax ∈ R, definiamoE(x), parte intera dix, come

E(x) = max{n ∈ Z : n ≤ x}
Osserviamo cheE(x) è il più grande intero pìu piccolo dix.

DEFINIZIONE 2.10. Siax ∈ R, definiamo|x|, modulo, o valore assoluto, o
norma dix :

(2.2) |x| =


x se x > 0

0 se x = 0

−x se x < 0

TEOREMA 2.8. Sono verificati i seguenti fatti,∀a, x, y ∈ R :
(1) |x| ≥ 0
(2) |x| = 0 ⇔ x = 0
(3) |xy| = |x| |y|
(4) |x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a
(5) |x+ y| ≤ |x|+ |y|



18 2. I NUMERI REALI

(6) ||x| − |y|| ≤ |x− y|
(7) |x| < ε ∀ε > 0 ⇔ x = 0.

DIMOSTRAZIONE. (1), (2) e (3) seguono immediatamente dalla defini-
zione di modulo; per quel che riguarda la (4) si noti che

|x| ≤ a ⇔ 0 ≤ x ≤ a oppure − a ≤ x ≤ 0 .

Proviamo ora la (5): per (4) si ha

−|x| ≤ x ≤ |x| e − |y| ≤ y ≤ |y| .
Pertanto, sommando membro a membro,

−(|x|+ |y|) ≤ x+ y ≤ |x|+ |y|
e la tesi, riutilizzando la (4).

Per quel che riguarda (6), si ha

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y|
|y| = |y − x+ x| ≤ |x− y|+ |x| ;

percìo
−|x− y| ≤ |x| − |y| ≤ |x− y|

e, da (4), la tesi.
Infine, per quel che riguarda la (7), se fossex 6= 0, si potrebbe scegliere

ε tale che0 < ε < |x|. 2

DEFINIZIONE 2.11. Siax ∈ R, definiamo per ognin ∈ N :

x0 = 1 , xn = xxn−1

xn si dice potenza ennesima di basex.
Definiamo inoltre, sex 6= 0,

x−n = 1/xn .

TEOREMA 2.9. Sianox, y ∈ R; per ognin,m ∈ N si ha

xn+m = xnxm(2.3)

(xn)m = xnm(2.4)

(xy)n = xnyn(2.5)

(2.6)

Fin qui abbiamo definito cosa intendiamo per numero reale, naturale,
intero e razionale ma non abbiamo introdotto un simbolismo adeguato.

Abbiamo fino ad ora identificato un numero utilizzando un simbolo, ma
è chiaro che in tal modo possiamo utilizzare contemporaneamente solo po-
chi numeri dato che, per chiarezza,è necessario servirsi solo di un piccolo
numero di segni (simboli o cifre) diversi;è quindi utile introdurre un siste-
ma di rappresentazione che utilizzi solo un numero piccolo di cifre e sia
in grado di fornire una adeguata rappresentazione dei numeri,anche molto
grandi, che ci interessano.
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Tale tipo di rappresentazione fu introdotta in Europa da Leonardo Pisa-
no, detto Fibonacci, ciòe figlio di Bonaccio attorno al 1400, ma era impie-
gata dagli arabi già da molto tempo.

Essa prende il nome di notazione posizionale e si fonda sul seguente
semplice fatto

LEMMA 2.2. Per ognia ∈ N ∪ {0}, e per ognib ∈ N, esistono e sono
unici q, r ∈ N ∪ {0} tali che

(2.7) a = bq + r , r < b

DIMOSTRAZIONE. Postoq = E(a/b) si ha

q ≤ a/b < q + 1 e bq ≤ a < b(q + 1)

Pertanto, postor = a− bq si har ∈ N ∪ {0} e

bq + r = a < bq + b da cui r < b

2

1. Rappresentazione dei numeri naturali in base b

Sianoa0, b ∈ N, a0 ≥ b > 1; e definiamo il seguente algoritmo
per ognin ∈ N ∪ {0} indichiamo conan e cn gli unici elementi di

N ∪ {0} (vedi il lemma2.2) tali che

(2.8) an = an+1b+ cn , cn < b

I numerian cos̀ı generati soddisfano interessanti proprietà:

(1) an 6= 0 ⇒ an+1 < an infatti
• Dal momento chean+1 = E(an/b) e poich́e b > 1

an+1 ≤ an/b < an

(2) Esisten0 ∈ N tale chean0 6= 0 edan0+1 = 0
• Sean 6= 0 implicassean+1 6= 0 avremmo, per il principio di

induzione chean 6= 0 per ognin ∈ N e quindi si avrebbe
allora per il (lemma2.2),

a1 ≤ a0 − 1 essendoa1 < a0

ed inoltre si potrebbe affermare che

an ≤ a0 − n ⇒ an+1 < an ≤ a0 − n ⇒ an+1 ≤ a0 − (n+ 1)

Ne verrebbe pertanto, per il principio di induzione, che

an ≤ a0 − n ∀n ∈ N
e ciò nonè possibile in quanto, pern > a0, si avrebbean < 0

(3) Risulta:

a0 =

n0∑
k=0

ckb
k.
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• Si ha,

a0 − a1b = c0

a1 − a2b = c1

a2 − a3b = c2

· · · · · · = · · ·
an0 = cn0

da cui moltiplicando la seconda uguaglianza perb, la terza
uguaglianza perb2 e cos̀ı via fino a moltiplicare l’ultima per
bn0 si ottiene

a0 − a1b = c0

a1b− a2b
2 = c1b

a2b
2 − a3b

3 = c2b
2

· · · · · · = · · ·
an0b

n0 = cn0b
n0

e sommando membro a membro si ottiene

(2.9) a0 − a1b+ a1b− a2b
2 + a2b

2 − a3b
3 + ...... − an0b

n0 =

= c0 + c1b+ c2b
2 + ...... + cn0b

n0

e ciòe

a0 =

n0∑
k=0

ckb
k

È evidente a questo punto che possiamo identificare in maniera univoca
il numeroa0 mediante la sequenza dei numerick, che risultano interi positivi
o nulli, minori di b.

In altre parole conveniamo di rappresentare in baseb il numeroa0 me-
diante l’allineamento ordinato dei numerick trovati seguendo il procedi-
mento descritto; definiamo cioè

r(a0) = cn0cn0−1cn0−2...... c2c1c0.

Osserviamo esplicitamente che

0 ≤ ck < b

e che

r(a0) = a0 ⇔ a0 < b

Possiamo verificare che, per comeè stata costruita

(1) La rappresentazione in baseb di un numero naturalèe unica;
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(2) Ogni allineamento finito di cifre in baseb

αk , 0 ≤ αk < b

, k = 0, 1, . . . , n0 con αn0 6= 0, identifica un numeroa ∈ N
mediante la

a =

n0∑
k=0

αkb
k

Si pùo pertanto concludere che ogni numero naturale può essere indivi-
duato non appena si disponga dib simboli diversi che chiameremo cifre.

Usualmente si adopera per questo scopo un numero di simboli o cifre
cheè pari al numero delle dita delle mani di un uomo; tali simboli sono:

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9

I primi due sono usati per identificare rispettivamente zero (l’elemento
neutro rispetto alla somma) ed uno (l’elemento neutro rispetto al prodotto),
mentre i successivi servono ad indicare i numeri naturali da due a nove
(secondo la terminologia in uso nella lingua italiana). I numeri da dieci in
poi si indicano invece facendo ricorso a più di una cifra.

Naturalmente la scelta della baseb = 10 nonè l’unica possibile ńe è la
sola usata frequentemente.

Oltre alla notazione decimale infatti si fa spesso ricorso alla notazione
binaria, che corrisponde alla sceltab = 2 e che fa uso delle sole cifre

0 , 1

alla notazione ottale, che corrisponde alla sceltab = 8 e usa le cifre

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7

e alla notazione esadecimale che corrisponde alla sceltab = 16 (decimale)
e che fa uso della cifre

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , A , B , C , D , E , F

Osservazione. Il ruolo della baseb = 2 è diventato basilare in seguito
allo sviluppo degli elaboratori; infatti la memoria di un elaboratoreè in gra-
do di registrare in ogni singola posizione di memoria due stati: attivo e non
attivo, vero e falso,1 e 0. Pùo pertanto in maniera semplice memorizzare
un numero come una sequenza di stati binari.

Le basib = 8 e b = 16 sono di conseguenza importanti in quanto
8 = 23 e16 = 24 e la conversione di base tra numeri binari ottali o esadeci-
mali risulta molto semplice. A titolo di esempio osserviamo che le seguenti
rappresentazioni in base2, 8 e16 corrispondono al valore decimale255

11 111 111 1111 1111
3 7 7 F F

TABELLA 2.1
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È anche utile ricordare che la numerazione in base2 ha il vantaggio
di usare poche cifre e quindi di necessitare di semplicissime tabelline di
addizione e di moltiplicazione, mentre ha lo svantaggio di dover usare molte
cifre anche per numeri piccoli.

Al contrario la numerazione in base16 ha tabelline di addizione e di
moltiplicazione complicate màe in grado di rappresentare grandi numeri
con poche cifre.

2

Dal momento che si ha

Z = N ∪ {0} ∪ (−N)

possiamo ottenere anche la rappresentazione in baseb di ogni numero inte-
ro.

Per quanto concerne i numeri reali non interi non sarà in generale pos-
sibile identificarli mediante un allineamento finito di cifre, possiamo però
provare che ogni numero reale si può approssimare con arbitraria precisione
mediante allineamenti finiti di cifre.

2. Approssimazione dei numeri reali in base b

Anche in questo caso possiamo definire un algoritmo cheè in grado di
generare una successione, che può essere infinita, di cifre mediante la quale
ogni numero reale pùo essere approssimato con arbitraria precisione.

Siax ∈ R , x > 0 e siab ∈ N , b > 1 definiamo

c0 = E(x)

c1 = E((x− c0)b)

c2 = E((x− c0 −
c1
b

)b2)

· · · = · · · · · ·

cn = E((x−
n−1∑
k=0

ckb
−k)bn)

Definiamo inoltre

(2.10) xn =
n∑
k=0

ckb
−k

xn si chiama approssimazione in baseb di ordinen del numero realex.
Usualmente si scrive

xn = c0, c1c2c3.....cn

oppure
xn = c0.c1c2c3.....cn

Sex ∈ R , x < 0 si definisce

xn = −(−x)n
Nel seguito tuttavia faremo sempre riferimento al caso in cuix > 0
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(1) 0 ≤ x− xn < b−n , 0 ≤ cn+1 < b
• Infatti osservando che

cn = E((x− xn−1)b
n) e che xn = xn−1 + cnb

−n

si ha

cn ≤ (x− xn−1)b
n < cn + 1

ed anche

cnb
−n ≤ x− xn−1 < cnb

−n + b−n

da cui
0 ≤ x− xn < b−n

Inoltre moltiplicando la precedente disuguaglianza perbn+1 si
ottiene

0 ≤ (x− xn)b
n+1 < b

e
cn+1 = E((x− xn)b

n+1) < b

(2) Si deduce quindi subito che

x ≥ xn

Ciò si esprime dicendo chexn è una approssimazione per di-
fetto del numero realex. Si vede altres̀ı che l’approssimazione
di x può essere fatta con precisione arbitraria pur di aumentarne
l’ordine. Infatti

(3) Per ognix ∈ R si ha

x = sup{xn : n ∈ N}
• Abbiamo gìa osservato che

x ≥ xn

D’altro canto si ha

x− xn < 1/bn

e possiamo anche affermare che
Seb ∈ N , b > 1 si habn > n, ∀n ∈ N

– Infatti pern = 1 si hab > 1
– inoltre sebn > n allorabn+1 > n+ 1 in quanto

bn+1 = bnb > bn ≥ 2n = n+ n ≥ n+ 1.

Poich̀e per ogniε > 0, esisten ∈ N tale cheε > 1/n
possiamo allora concludere che

ε > 1/nε > 1/bnε .

Si possono altresı̀ provare i seguenti risultati.

(1) Per ognix ∈ R e per ogniε ∈ R, ε > 0, esisteq ∈ Q : |x−q| < ε.
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• Sceltoq = xnε, con bnε > 1/ε, è immediato verificare che
q ∈ Q e che|x− q| < ε.

(2) Per ognix, y ∈ R, x < y, esisteq ∈ Q tale chex < q < y
(3) Per ognix, y ∈ Q, x < y, esistez ∈ R\Q tale chex < z < y

Infatti dettoz = (x + y)/2 e sceltoq = znε tale chebnε >
3/(y − x), è immediato verificare cheq ∈ Q ex < q < y.

La seconda affermazione segue dall’esistenza di almeno un ir-
razionale; se infattiα è un numero irrazionale compreso in(0, 1),
ad esempioα =

√
2− 1, avremo che

(2.11) x+ α(y − x)

non è razionale ( se lo fosse, poichè x, y ∈ Q si avrebbe anche
α ∈ Q) edè compreso in(x, y)

Osserviamo che quindi anche tra due realix < y esiste un irrazionale, infatti
si possono trovarex′ < y′ conx < x′ < y′ < y

Questo risultato si esprime usualmente dicendo cheQ è denso inR .
In realt̀a il risultato provatòe più preciso in quanto assicura che il sot-

toinsieme dei numeri razionali che si possono scrivere nella forma usata in
2.10è denso inR.

Nel caso in cuib = 10 i numeri che si possono scrivere in tale forma si
chiamanonumeri decimali finiti .

Osservazione. È d’uso, lavorando con i numeri reali, adoperare la
retta euclidea come modello dei numeri reali.

Infatti, assumendo i postulati della geometria euclidea ed il postulato
di continuit̀a di Dedekind, si possono definire sulla retta le operazioni di
addizione e moltiplicazione, una relazione di equivalenza ed una d’ordine,
in modo che siano verificati gli assiomi che identificano i numeri reali.2

È inoltre utile costruire una rappresentazione geometrica del prodotto
cartesianoR× R = R2.

Ciò pùo essere ottenuto identificandoR2 con un piano.
Consideriamo pertanto un pianoα e fissiamo su di esso due retter1 ed

r2, detteassi cartesiani, che si intersecano nel puntoO, dettoorigine.
Usualmente adopereremo le letterex edy per indicare i punti dir1 ed

r2 rispettivamente; per tale ragione diremo cher1 è l’assex e cher2 è l’asse
y.

Ognuna delle rette può essere interpretata comeR edè chiaro che pro-
cedendo come in figura2 si pùo identificare ogni coppia di numeri reali con
un punto del pianoα e viceversa.

Qualorar1 ed r2 siano tali che ruotandor1 in senso antiorario, di un
angolo inferiore ad un angolo piatto, fino a sovrapporla adr2, i punti che
rappresentano le unità sulle due rette stanno dalla stessa parte rispetto al
punto O, la rappresentazione si chiamadestrorsa; in caso contrario si dice
sinistrorsa.

Qualora le retter1 ed r2 siano perpendicolari, la rappresentazione si
chiamaortogonale.
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FIGURA 2.3. Sistema di riferimento Cartesiano

Qualora si scelgano inr1 edr2 segmenti unitari uguali, la rappresenta-
zione si dicemonometrica.

Usualmente adopereremo una rappresentazionedestrorsa, ortogonale e
monometrica, che chiamiamosistema cartesiano.

Per concludere ricordiamo alcune notazioni:

DEFINIZIONE 2.12. Sianoa, b ∈ R, definiamo

(a, b) = {x : x ∈ R , a < x < b }
[a, b] = {x : x ∈ R , a ≤ x ≤ b }
[a, b) = {x : x ∈ R , a ≤ x < b }
(a, b] = {x : x ∈ R , a < x ≤ b }

(a,+∞) = {x : x ∈ R , x > a }
a,+∞) = {x : x ∈ R , x ≥ a }

(−∞, a) = {x : x ∈ R , x < a }
(−∞, a] = {x : x ∈ R , x ≤ a }

Definiamo inoltre

R+ = {x : x ∈ R , x > 0 }
R+ = {x : x ∈ R , x ≥ 0 }
R− = {x : x ∈ R , x < 0 }
R− = {x : x ∈ R , x ≤ 0 }

DEFINIZIONE 2.13. SiaA ⊂ R, diciamo che Àe aperto se
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∀x ∈ A ∃r > 0 tale che (x− r, x+ r) ⊂ A

Diciamo che Àe chiuso seAc è aperto.
Diciamo che Àe compatto sèe chiuso e limitato.



CAPITOLO 3

FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

Il concetto di funzionèe di fondamentale importanza;

DEFINIZIONE 3.1. Diciamo chèe data una funzione reale di una varia-
bile reale se sono assegnati un sottoinsiemeD ⊂ R ed una corrispondenza
f che ad ogni elementox ∈ D associa uno ed un solo elementoy ∈ R.

DEFINIZIONE 3.2. ChiamiamoD dominio della funzione e denotiamo
con f(x) (si legge f di x) il corrispondente dix secondo la legge asse-
gnata f ; spesso useremo il termine valore dif in x oppuref calcolata
in x per indicaref(x) e chiamiamox argomento di f(x); per indicare la
corrispondenzaf scriviamo anchex 7→ f(x) oppurex 7→ y = f(x).

Chiamiamo rango dif l’insieme

R(f) = {y ∈ R : ∃x ∈ D, y = f(x)}.
Per indicare una funzione scriviamof : D −→ R, specificando prima

della freccia il dominioD di f , ma non curandoci di precisare, dopo la
freccia, il suo rango.

Osservazione. Distinguiamo fin d’ora due notazioni che saranno usa-
te con significati completamente diversi. Useremof per indicare la legge
di corrispondenza di una funzione edf(x) per indicare il valore dif in x,
(quindif(x) è un numero reale). 2

Spesso, nell’assegnare una funzione, daremo soltanto la legge di cor-
rispondenzaf ; in tal caso sottointendiamo sempre cheD è il più grande
sottoinsieme diR i cui elementi possono essere usati come argomenti dif .

Ad ogni funzioneè possibile associare un sottoinsieme del prodotto
cartesianoR × R (che indicheremo spesso conR2) che la caratterizza in
maniera completa e dalla qualeè completamente caratterizzato.

DEFINIZIONE 3.3. Siaf : D −→ R, definiamo grafico dif

G(f) = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ D , y = f(x)}
Mediante la definizione 3.2̀e possibile associare in maniera univoca un

sottoinsiemeG (= G(f)) ad ogni funzionef : D −→ R.
Non è altrettanto vero che ad ogni sottoinsiemeG ⊂ R2 è possibile

associare una funzionef : D −→ R. Ciò accade solo nel caso in cuiG
soddisfi una particolare proprietà.

DEFINIZIONE 3.4. Diciamo cheG ⊂ R2 soddisfa la propriet̀a (g) se

(g) (x, y1), (x, y2) ∈ G ⇒ y1 = y2

27
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TEOREMA 3.1. Per ogniG ⊂ R2, G soddisfacente la proprietà (g),
esistono uniciD ⊂ R edf : D −→ R tali cheG = gphf .

DIMOSTRAZIONE. DefiniamoD = {x ∈ R : ∃y ∈ R, (x, y) ∈ G} e
siaf(x) = y dovey è l’unico elemento diR tale che(x, y) ∈ G.

Dal momento cheG soddisfa la proprietà (g), D ed f verificano le
propriet̀a richieste. 2

DEFINIZIONE 3.5. Siaf : D −→ R, siaA ⊂ D, definiamo restrizione
di f ad A la funzioneg : A −→ R tale cheg(x) = f(x) ∀x ∈ A.

Indichiamo conf |A la restrizione dif ad A.
Siano inveceB ⊃ D eg : B −→ R; diciamo cheg è un prolungamento

di f aB seg|D = f .

DEFINIZIONE 3.6. Siaf : D −→ R, diciamo che

(1) f è iniettiva se

∀x1, x2 ∈ D f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

In altre parolef è iniettiva se ogni retta parallela all’asse dellex
intersecagphf in un solo punto.

(2) SiaA ⊂ R, diciamo chef è surgettiva su A seR(f) = A, cioè se

∀y ∈ A ∃x ∈ D : y = f(x).

Per esprimere chef è surgettiva su A diremo anche chef : D −→ A
è surgettiva. (Si osservi che in questo caso abbiamo specificato dopo la
freccia il rango dif ).

Siaf : D −→ A, diciamo chef è bigettiva sèe iniettiva e surgettiva.

Osservazione. Ogni funzionèe surgettiva sul suo rango. 2

DEFINIZIONE 3.7. Sianof, g : D −→ R, definiamo

(1) f + g : D −→ R come(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ D
(2) f · g : D −→ R come(f · g)(x) = f(x) · g(x) ∀x ∈ D
(3) 1

g
: D1 −→ R come1

g
(x) = 1

g(x)
∀x ∈ D1 = {x ∈ D : g(x) 6= 0}

DEFINIZIONE 3.8. Sianof : D −→ R e g : B −→ R e supponiamo
cheR(g) ⊂ D.

Definiamo funzione composta dig edf la funzione che ad ognix ∈ B
associaf(g(x)) ∈ R.

DEFINIZIONE 3.9. Diciamo chef : D −→ A è invertibile se esiste
g : A −→ D tale che

f(g(y)) = y ∀y ∈ A(3.1)

g(f(x)) = x ∀x ∈ D(3.2)

Per indicareg usiamo il simbolof−1 cosicch́e

f−1 : A −→ D

è l’inversa dif .
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TEOREMA 3.2. Sia f : D −→ A, f è invertibile se e solo sef è
bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamof invertibile; allora

∀y ∈ A f(f−1(y)) = y

e ciò prova chef è surgettiva su A.
Siano poix1, x2 ∈ D e siaf(x1) = f(x2), allora

x1 = f−1(f(x1)) = f−1(f(x2)) = x2

e ciò prova l’iniettività dif .
Supponiamo viceversa chef sia bigettiva e definiamo, per ogniy ∈ A,

f−1(y) = x dovex è l’unico elemento diD tale chef(x) = y.
In altre parole

f−1(y) = x ⇔ y = f(x) .

Si ha allora

f−1(f(x)) = f−1(y) = x ∀x ∈ D

f(f−1(y)) = f(x) = y ∀y ∈ A.
2

DEFINIZIONE 3.10. Siaf : D −→ R e supponiamo cheD sia simme-
trico rispetto all’origine (ciòe x ∈ D ⇒ −x ∈ D); diciamo chef è una
funzione pari se

f(x) = f(−x) ∀x ∈ D;

diciamo chef è una funzione dispari se

f(x) = −f(−x) ∀x ∈ D.

DEFINIZIONE 3.11. Sia f : D −→ R, diciamo chef è crescente
(strettamente crescente) se

∀x, y ∈ D, x < y ⇒ f(x) ≤ f(y) (f(x) < f(y)) .

Diciamo chef è decrescente (strettamente decrescente) se

∀x, y ∈ D, x < y ⇒ f(x) ≥ f(y) (f(x) > f(y))

DEFINIZIONE 3.12. Sia f : D −→ R, diciamo chef è monot̀ona
(strettamente monotòna) sef è crescente oppure decrescente (strettamente
crescente oppure strettamente decrescente).

TEOREMA 3.3. Sia f : D −→ R, f è monot̀ona (strettamente mo-
notòna) se e solo se

∀x, y, z ∈ D, x < y < z ⇒ [f(y)− f(x)][f(z)− f(y)] ≥ 0 (> 0).
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DIMOSTRAZIONE. La sufficienzàe ovvia, proviamo la necessità.
Sianoa, b, x1, x2 ∈ D, a < b ≤ x1 ≤ x2 ,

[f(a)− f(b)][f(b)− f(x1)][f(b)− f(x1)][f(x1)− f(x2)] ≥ 0;

percìo f(x1)− f(x2) ha lo stesso segno dif(a)− f(b) edf è monotona in
D ∩ [b,+∞).

In maniera analoga si prova chef è monotona suD ∩ (−∞, b] e quindi
suD in quanto sea < b < c

[f(a)− f(b)][f(b)− f(c)] ≥ 0

Nel caso in cuif sia strettamente monotona tutte le disuguaglianze sono da
intendersi in senso stretto. 2

TEOREMA 3.4. Siaf : D −→ A surgettiva e strettamente monotona,
allora f è invertibile edf−1 : A −→ D è strettamente monotona.

Più precisamente sef è strettamente crescente (decrescente),f−1 è
strettamente crescente (decrescente).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo chef sia strettamente crescente e ve-
diamo chef è iniettiva.

Sianox, y ∈ D tali chef(x) = f(y); se si avesse, per assurdo,x < y,
si potrebbe dedurre chef(x) < f(y) e ciò è in contrasto con l’ipotesi che
f(x) = f(y). Pertantox = y.

Si ha quindi chef è invertibile ef−1(y) = x se e solo sey = f(x) per
ognix ∈ D e per ogniy ∈ A.

Siano oray1, y2 ∈ A , y1 < y2 e sianox1, x2 ∈ D in modo che

y1 = f(x1) e y2 = f(x2)

se fossex1 ≥ x2 si avrebbef(x1) ≥ f(x2) ey1 ≥ y2 e ciò è assurdo.
Se ne deduce chex1 < x2 e la stretta crescenza dif−1.

2

DEFINIZIONE 3.13. Siaf : D −→ R, diciamo chef è superiormente
limitata se esisteM ∈ R tale che

f(x) ≤M ∀x ∈ D
diciamo chef è inferiormente limitata se esistem ∈ R tale che

f(x) ≥ m ∀x ∈ D
diciamo chef è limitata sèe sia superiormente che inferiormente limitata.

Osservazione. f è limitata (superiormente) [inferiormente] se e solo
seR(f) è limitato (superiormente) [inferiormente]. 2

DEFINIZIONE 3.14. Siaf : D −→ R, diciamo chex0 ∈ D è un punto
di minimo assoluto perf se

f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ D
diciamo chex0 ∈ D è un punto di massimo assoluto perf se

f(x0) ≥ f(x) ∀x ∈ D
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TEOREMA 3.5. Siaf : D −→ R, affinch́ex0 ∈ D sia un punto di mini-
mo (massimo) assoluto perf è sufficiente chef sia decrescente (crescente)
in (−∞, x0] ∩D e crescente (decrescente) in[x0,+∞) ∩D.

TEOREMA 3.6. Sianof : D −→ R, g : A −→ R tali cheR(g) ⊂ D,
allora

• f strettamente crescente,g strettamente crescente⇒ f(g(·))
strettamente crescente;

• f strettamente crescente,g strettamente decrescente⇒ f(g(·))
strettamente decrescente;

• f strettamente decrescente,g strettamente crescente⇒ f(g(·))
strettamente decrescente;

• f strettamente decrescente,g strettamente decrescente⇒ f(g(·))
strettamente crescente.

Inoltre, le stesse asserzioni valgono abolendo ovunque la parola stretta-
mente.





CAPITOLO 4

LE FUNZIONI ELEMENTARI

Per costruire modelli che coinvolgono funzioni occorre avere un cer-
to numero di funzioni, che chiameremo elementari, di cui sono note le
propriet̀a.

Usando tali funzioni si possono costruire la maggior parte delle funzioni
necessarie per l’impostazione di modelli matematici.

È pertanto molto importante una buona conoscenza e della definizione
delle funzioni elementari e delle loro principali proprietà.

Naturalmente la classe delle funzioni elementari, sebbene codificata e
delimitata dalla letteratura e dalla tradizione matematicaè in qualche mo-
do aperta a nuovi ingressi che si rendano di uso frequente in applicazioni
future.

1. Le funzioni Potenze

Cominciamo con il definire cosa si intende per potenza di esponente
naturale;

DEFINIZIONE 4.1. Sia n ∈ N, definiamo la funzionepn : R −→ R
mediante la

pn(x) = xn;

pn si dice potenza di esponenten e di basex.

TEOREMA 4.1. Sian ∈ N, pn è strettamente crescente inR+.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione;è innanzi tutto ovvio che
p1 è strettamente crescente inR+ ed inoltre se supponiamopn crescente in
R+, presix > y ≥ 0 si ha

pn+1(x) = xpn(x) > xpn(y) ≥ ypn(y) = pn+1(y)

epn+1 è strettamente crescente suR+ 2

TEOREMA 4.2. Sian ∈ N, n pari, allora

(1) pn(x) = pn(−x) per ognix ∈ R
(2) pn è strettamente decrescente suR−
(3) R(pn) = R+

DIMOSTRAZIONE.

(1) Poich̀en è pari si han = 2k, k ∈ N e

xn = x2k = (x2)k = ((−x)2)k = (−x)2k = (−x)n

33
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(2) Sianox < y ≤ 0, allora−x > −y ≥ 0 e dal teorema 4.2

pn(x) = pn(−x) > pn(−y) = pn(y)

(3) È evidente cheR(pn) ⊂ R+ in quantoxn = x2k ex2 ≥ 0, l’inclu-
sione opposta dipende dal fatto chepn è una funzione continua e
dal teorema dei valori intermedi. Proveremo tale inclusione a suo
tempo.

2

TEOREMA 4.3. Sian ∈ N, n dispari, allora

(1) pn(x) = −pn(−x) per ognix ∈ R
(2) pn è strettamente crescente suR−
(3) R(pn) = R.

DIMOSTRAZIONE.

(1) Poich́en è dispari si han = 2k + 1 e

pn(x) = x2k+1 = xx2k = −(−x)(−x)2k = −(−x)n = −pn(−x)
(2) Sianox < y ≤ 0, allora−x > −y ≥ 0 e, per il teorema 4.2,

−pn(x) = pn(−x) > pn(−y) = −pn(y).
(3) Anche in questo caso rimandiamo la dimostrazione al seguito.

2

Abbiamo visto che, sen ∈ N, n pari, allora pn : R+ −→ R+ è stret-
tamente crescente e surgettiva; pertantopn è invertibile ed è lecito
definire

rn : R+ −→ R+ come rn = (pn)
−1.

Sex ∈ R+, rn(x) si dice radice n-esima dix.

Sian ∈ N, n dispari, abbiamo già visto chepn : R −→ R è strettamente
crescente e surgettiva; pertantopn è invertibile ed è lecito definire

rn : R −→ R come rn = (pn)
−1

Sex ∈ R, rn(x) si dice radice n-esima dix.

TEOREMA 4.4. Sian ∈ N
(1) sen è pari,rn : R+ −→ R+ è strettamente crescente;
(2) se nè dispari,rn : R −→ R è strettamente crescente.

Definiamo ancora le potenze ad esponente negativo.
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FIGURA 4.1. Potenze ad esponente naturale

FIGURA 4.2. Radici ad esponente naturale
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FIGURA 4.3. Potenze ad esponente negativo

DEFINIZIONE 4.2. Sian ∈ N, p−n : R \ {0} −→ R è definita come

p−n(x) = 1/pn(x)

inoltre, p0 : R −→ R è definita da

p0(x) = 1 ∀x ∈ R

Per studiare le proprietà di crescenza, decrescenza e invertibilità dip−n
sar̀a sufficiente fare ricorso al seguente risultato.

TEOREMA 4.5. Siaf : D −→ R tale chef(x) > 0 per ognix ∈ D;
allora

(1) f è (strettamente) crescente⇔ 1/f è (strettamente) decrescente;
(2) f è (strettamente) decrescente⇔ 1/f è (strettamente) crescente.

DEFINIZIONE 4.3. Sias ∈ Q, s = m/n, m ∈ Z, n ∈ N; definiamo la
funzionefs : R+ −→ R+ mediante la

fs(x) = pm(rn(x)) = rn(pm(x))

Sex ∈ R+, fs(x) si dice potenza ad esponente frazionario di esponente
s di basex.

Osservazione. Sex ∈ R+ la definizione4.3 è indipendente dalla
rappresentazione dis in forma frazionaria e dall’ordine in cui viene fatta la
composizione tra potenza e radice.
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Se invecex ∈ R− può accadere chern(pm(x)) sia definito anche quan-
dopm(rn(x)) non loè.

Inoltre, sem/n, m′/n′ sono due diverse rappresentazioni frazionarie
dello stesso numero razionales, può accadere chern(pm(x)) sia definito
mentrern′(pm′(x)) non loè.

(Si consideri ad esempiom = 2 edn = 4; allora sex < 0 si ha che
r4(p2(x)) è definito mentrep2(r4(x)) no.

Inoltre sem′ = 1 en′ = 2 r4(p2(x)) è definito mentrer2(p1(x)) no.)
2

Pertanto per valori dix ∈ R− consideriamo la composizione di potenze
e radici ove essa ha senso, ma non definiamo in alcun modo la funzione
potenza ad esponente razionale.

Ribadiamo ancora che ciò è dovuto al fatto che noǹe agevole, e talvolta
nonè possibile, definire in modo univoco la potenza ad esponente razionale
in R−.

Ciò non significa comunque rinunciare a considerare la composizione di
una potenza di esponenten e di una radice di indicem, qualora essa abbia
senso, anche per valori dell’argomento negativi.

Ad esempiòe chiaro chep2(r3(−2)) risulta perfettamente ed univoca-
mente individuato.

In casi simili tuttavia, pur trattando la funzione composta

pm(rn(·))
non parleremo di potenza ad esponente razionalen

m
e non pretenderemo

di applicare apm(rn(·))le propriet̀a delle potenze in quanto, come visto,
potrebbero risultare false.

TEOREMA 4.6. Sias ∈ Q, s > 0, e siafs : R+ −→ R+, allora fs è
strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE. Infatti ses = m
n
> 0 allora si ham,n ∈ N e quindi

xs = pm(rn(x)) = rn(pm(x))

è la composizione di due funzioni strettamente crescenti. 2

E’ inoltre possibile dimostrare che le usuali regole di calcolo delle po-
tenze naturali continuano a valere anche per le potenze ad esponente razio-
nale In altre parole si pùo provare che

Ses, r ∈ Q, e sex, y ∈ R+, allora si ha:

(1) xs+r = xsxr

(2) (xs)r = xsr

(3) (xy)s = xsys

Si dimostra altres̀ı che

TEOREMA 4.7. Sex > 1 la funzioneQ 3 r 7→ xr è crescente suQ
In altre parole pers, r ∈ Q, s < r; si ha

xs < xr
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FIGURA 4.4. Potenze ad esponente positivo

DIMOSTRAZIONE. Si ha

xr − xs = xs(xr−s − 1) > 0

in quanto
xs > 0 e xr−s > 1

dal momento che essendor − s > 0 la funzionex 7→ xr−s è crescente ed
x > 1. 2

Per poter definire la potenza anche per esponenti realiè necessario ri-
cordare che piccole variazioni dell’esponente razionale corrispondono a
piccole variazioni della potenza; più precisamente possiamo affermare che:

TEOREMA 4.8. Siax > 1 e siar ∈ Q, allora per ogniε > 0 esiste
nε ∈ N tale che

0 < xr − xr−1/nε < ε

Sfruttando questa proprietà è facile capire come sia naturale definirexa

per ognix > 1.
Nel caso in cui sia invece0 < x < 1 potremo considerare1

x
> 1,

calcolare
(

1
x

)a
e definire

xa =
1

x−a
=

(
1

x

)−a
Sex = 1, infine definiamo1a = 1 per ognia.
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DEFINIZIONE 4.4. Siax > 1 e siaa ∈ R; definiamo

xa = sup{xr : r ∈ Q, r ≤ a} = sup{xr : r ∈ Q, r < a}

La precedente definizione afferma implicitamente che i due estremi su-
periori che vi figurano sono reali ed uguali; possiamo infatti verificare che

SianoA = {xr : r ∈ Q, r ≤ a} eB = {xr : r ∈ Q, r < a} allora

supA = supB ∈ R

DEFINIZIONE 4.5. Sex = 1 definiamo1a = 1 per ognia ∈ R. Se
0 < x < 1 definiamoxa = (1/x)−a.

A partire dalla definizione data possiamo verificare che la quantità xa

per x > 0 ed a ∈ R soddisfa le proprietà che siamo abituati ad usare
quando maneggiamo potenze.

sex, y > 0 e sea, b ∈ R, allora

(1) xa > 0
(2) xa+b = xaxb

(3) (xa)b = xab

(4) (xy)a = xaya

(5) 1/(xa) = x−a

DEFINIZIONE 4.6. Sia a ∈ R, definiamo la funzionepa : R+ → R+

mediante la
x 7→ pa(x) = xa

potenza di esponentea

TEOREMA 4.9. Siaa ∈ R, valgono i seguenti fatti:

(1) Sea > 0 allora pa è strettamente crescente
(2) Sea < 0 allora pa è strettamente decrescente
(3) Sea 6= 0 allora R(pa) = R+s

DIMOSTRAZIONE.

(1) Sia0 < x < y, occorre provare chexa < ya, cioè chexa−ya < 0;
si ha

xa − ya = xa(1− (y/x)a) e (y/x) > 1

pertanto(y/x)r > 1 per ognir ∈ Q, 0 < r ≤ a e (y/x)a > 1.
(2) È immediata conseguenza di (1)
(3) Il fatto cheR(pa) ⊂ R+ segue dalla definizione di potenza, men-

tre la dimostrazione dell’inclusione opposta si ottiene mediante il
teorema dei valori intermedi.

2

TEOREMA 4.10. Sia a ∈ R, a 6= 0, allora pa è invertibile suR+ e
p−1
a = p1/a.
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FIGURA 4.5. Potenze ad esponente reale

DIMOSTRAZIONE. Sar̀a sufficiente dimostrare che

pa(p1/a(y)) = y ∀y ∈ R+

e
p1/a(pa(x)) = x ∀x ∈ R+.

Si ha infatti
pa(p1/a(y)) = (y1/a)a = ya/a = y

e
p1/a(pa(x)) = (xa)1/a = xa/a = x.

2

2. La funzione esponenziale

DEFINIZIONE 4.7. Siaa ∈ R+, definiamo la funzioneexpa : R −→ R+

mediante la
x 7→ expa(x) = ax

esponenziale di basea

TEOREMA 4.11. Siaa > 0, valgono i seguenti fatti
(1) Sea > 1 allora expa è strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora expa è strettamente decrescente
(3) Sea 6= 1 allora R(expa) = R+.

DIMOSTRAZIONE.
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FIGURA 4.6. Esponenziali di basea > 1

(1) Sianox, y ∈ R, x < y, allora esistonor, s ∈ Q tali chex < r <
s < y e percìo

ax ≤ ar < as ≤ ay

dove la prima e la terza disuguaglianza discendono dalla definizio-
ne4.4, mentre la seconda segue dal teorema4.7.

(2) è conseguenza di (1)
(3) Il fatto cheR(expa) ⊂ R+ è conseguenza della definizione di

potenza; l’inclusione opposta segue ancora dal teorema dei valori
intermedi.

2

3. La funzione logaritmo

Definiamo ora la funzione inversa dell’esponenziale.

Sia a ∈ R+, a 6= 1, allora la funzione expa : R −→ R+ è strettamente
monotona e surgettiva, pertanto essàe invertibile e si può considerare
la funzione loga : R+ −→ R definita da

loga = exp−1
a

Sex ∈ R+, loga(x) si dice logaritmo in base a dix.
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FIGURA 4.7. Esponenziali di basea, 0 < a < 1

FIGURA 4.8. Esponenziali
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FIGURA 4.9. Logaritmi in base maggiore di1

TEOREMA 4.12. Siaa ∈ R, allora

(1) Sea > 1 allora loga è strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora loga è strettamente decrescente

TEOREMA 4.13. Sianoa, b ∈ R+, a, b 6= 1, x, y ∈ R+, z ∈ R, allora

(1) loga(xy) = loga(x) + loga(y)
(2) loga(x

z) = z loga(x)
(3) loga(x) = loga(b) logb(x).

DIMOSTRAZIONE.

(1) Sianou = loga(x) e v = loga(y), allora x = expa(u) e y =
expa(v), da cui

xy = expa(u) expa(v) = expa(u+ v)

e
u+ v = loga(xy)

(2) Sia u = loga(x), allora x = expa(u) e xz = (expa(u))
z =

expa(zu) per cui

zu = loga(x
z)

(3)

expa(loga(b) logb(x)) = (expa(loga(b)))
logb(x) = expb(logb(x)) = x
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FIGURA 4.10. Logaritmi in base minore di1

e
loga(x) = loga(b) logb(x)

2

4. Le funzioni trigonometriche

Ci apprestiamo, per concludere questa parte, a definire le cosiddette
funzioni circolari. A questo scopo abbiamo bisogno di definire la lunghezza
di un arco di circonferenza.

DEFINIZIONE 4.8. Sia Γ un arco della circonferenzaC e sianoA e
B gli estremi diΓ; supponiamo cheA precedaB (scriveremo in tal caso
A� B) considerando positivo il senso di rotazione antiorario.

Diciamo cheè data una poligonaleP inscritta in Γ (si veda fig.4.12)
se esistonon punti di Γ, A1 = A, A2, ...,An = B tali cheAi � Ai+1,
i = 1, 2, .., n− 1.

Definiamo lunghezza della poligonaleP , `(P ), come

`(P ) =
n−1∑
i=1

AiAi+1

DEFINIZIONE 4.9. Sia Γ un arco di circonferenza di estremiA eB e
siaP l’insieme delle poligonali inscritte inΓ. Definiamo

`(Γ) = sup{`(P ) : P ∈ P}
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FIGURA 4.11. Logaritmi

FIGURA 4.12. Una poligonale inscritta

(Si osservi che la definizioneè ben posta in quantò(P ) ≤ 8R per ogni
P ∈ P , doveR è il raggio della circonferenza di cuiΓ fa parte).

Usualmente si indica conπ la lunghezza di una semicirconferenza di
raggio1; si ha con51 cifre decimali esatte:
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FIGURA 4.13. Definizione di radiante

π = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105

DEFINIZIONE 4.10. Diciamo che un angolox misura1 radiante seè
l’angolo al centro che sottende un arco di lunghezzaR in una circonferenza
di raggioR. (vedi fig.4)

Osservazione. Ovviamente un angolo giro misura2π radianti, men-
tre un angolo piatto misuraπ radianti. Pìu in generale, seα è la misura di un
angolo in gradi sessagesimali ex è la misura dello stesso angolo in radianti,
si ha

α

x
=

180

π
Questa relazione permette di convertire rapidamente la misura di un

angolo da gradi in radianti e viceversa. 2

DEFINIZIONE 4.11. Siax ∈ [0, 2π] e consideriamo su di una circon-
ferenza di raggio 1, centrata nell’origine delle coordinate, un arcoΓ di
lunghezzax aventi il primo estremo coincidente con il punto(1, 0) (vedi
fig. 4).

Definiamocos(x) e sin(x) rispettivamente l’ascissa e l’ordinata del
secondo estremo dell’arco.
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FIGURA 4.14. Definizione disin e cos

FIGURA 4.15. Grafico della funzionesin

DEFINIZIONE 4.12. Definiamocos : R −→ R e sin : R −→ R nella
seguente maniera: siax ∈ R e siak = E(x/2π), allora 2kπ ≤ x <
2(k + 1)π.
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FIGURA 4.16. grafico della funzionecos

Poniamo

cos(x) = cos(x− 2kπ) e sin(x) = sin(x− 2kπ)

TEOREMA 4.14. Valgono i seguenti fatti
(1) R(cos) = [−1, 1]
(2) R(sin) = [−1, 1]

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvio dalla definizione cheR(cos) ⊂ [−1, 1] e
R(sin) ⊂ [−1, 1]. Rimandiamo al seguito la dimostrazione dell’inclusione
opposta. 2

DEFINIZIONE 4.13. Definiamotan : D −→ R, D = {x 6= kπ + π/2,
k ∈ Z}, mediante la

tan(x) =
sin(x)

cos(x)

DEFINIZIONE 4.14. SianoD ⊂ R eT ∈ R tali chex ∈ D ⇒ x+ T ∈
D; sia inoltref : D −→ R; f si dice periodica di periodoT se,

∀x ∈ D, f(x) = f(x+ T )

Enunciamo a questo punto, senza dimostrarle, alcune fondamentali pro-
priet̀a delle funzioni introdotte.

Sianox, y ∈ R, valgono i seguenti fatti:
(1) cos(−x) = cos(x)
(2) sin(−x) = − sin(x)
(3) sin2(x) + cos2(x) = 1
(4) sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
(5) cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)
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FIGURA 4.17. grafico della funzionetan

(6) sin e cos sono periodiche di periodo2π
(7) tan è periodica di periodoπ

Valgono inoltre i seguenti fatti
(1) sin : [−π/2, π/2] −→ [−1, 1] è strettamente crescente e surgettiva.
(2) cos : [0, π] −→ [−1, 1] è strettamente decrescente e surgettiva.
(3) tan : (−π/2, π/2) −→ R è strettamente crescente e surgettiva.

Le verifiche delle proprietà enunciate sono basate su considerazioni
geometriche che qui non stiamo ad investigare.

FIGURA 4.18. Grafico della funzionearcsin
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DEFINIZIONE 4.15. Definiamo

arccos : [−1, 1] −→ [0, π](4.1)

arcsin : [−1, 1] −→ [−π/2, π/2](4.2)

arctan : R −→ (−π/2, π/2)(4.3)

mediante le

arccos = cos−1(4.4)

arcsin = sin−1(4.5)

arctan = tan−1(4.6)

FIGURA 4.19. Grafico della funzionearccos

La definizionèe ben posta e valgono i seguenti fatti:

TEOREMA4.15.La funzionearccos è strettamente decrescente su[−1, 1];
la funzionearcsin è strettamente crescente su[−1, 1]; la funzionearctan è
strettamente crescente suR.

Osservazione. Occorre ricordare sempre che la denominazionearcsin,
arccos edarctan è riservata alle inverse delle funzioni trigonometriche negli
intervalli indicati nella definizione4.15

Naturalmente, tali intervalli non sono gli unici in cui le funzioni in que-
stione sono invertibili, tuttavia se vogliamo invertire una funzione trigono-
metrica in intervalli diversi da quelli sopra citati dobbiamo tener presente
che le funzioni che otteniamo sono differenti da quelle definite in4.15.
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FIGURA 4.20. Grafico della funzionearctan

In particolarèe opportuno ricordare che

sin(arcsin(x)) = x ∀x ∈ [−1, 1](4.7)

cos(arccos(x)) = x ∀x ∈ [−1, 1](4.8)

tan(arctan(x)) = x ∀x ∈ R(4.9)

arcsin(sin(x)) = |x− 2kπ + π/2| − π/2 ∀x ∈ R, k = E

(
x+ 3π/2

2π

)(4.10)

arccos(cos(x)) = |x− 2kπ| ∀x ∈ R, k = E

(
x+ π

2π

)
(4.11)

arctan(tan(x)) = x− kπ ∀x ∈ R, k = E

(
x+ π/2

π

)
(4.12)

(4.13)

2

Le notazioniarcsin, arccos, arctan non sono universalmente adottate.
Nel seguito useremo anche le notazioniasn, acs, atn, rispettivamente.
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FIGURA 4.21. Grafico della funzionearctan(tan)

FIGURA 4.22. grafico della funzionearcsin(sin)
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FIGURA 4.23. Grafico della funzionearccos(cos)





CAPITOLO 5

DEFINIZIONE DI LIMITE E SUE CONSEGUENZE

Il concetto di limiteè centrale in tutta l’analisi e da esso dipende l’es-
senza stessa del calcolo infinitesimale.

Si tratta di formalizzare un concetto che consenta di estendere il concet-
to di uguaglianza algebrica.

A questo scopòe necessario premettere alcuni concetti.
Conveniamo di indicare conR∗ l’insiemeR ∪ {±∞}, che chiameremo

R esteso.

DEFINIZIONE 5.1. Siax ∈ R∗ e δ > 0, definiamo intorno di centrox
e ampiezzaδ l’insiemeI(x, δ) definito da

I(x, δ) = (x− δ, x+ δ)(5.1)

I(+∞, δ) = (δ,+∞)(5.2)

I(−∞, δ) = (−∞,−δ)(5.3)

Definiamo intorno bucato di centrox e ampiezzaδ l’insiemeIo(x, δ).

Io(x, δ) = I(x, δ) \ {x}(5.4)

Io(+∞, δ) = I(+∞, δ)(5.5)

Io(−∞, δ) = I(−∞, δ)(5.6)

DEFINIZIONE 5.2. SiaA ⊂ R, diciamo chex ∈ R∗ è un punto di
accumulazione per A se

(5.7) ∀δ ∈ R+ A ∩ Io(x, δ) 6= ∅
Indichiamo conD(A) l’insieme dei punti di accumulazione diA; D(A)

si indica usualmente con il nome di insieme derivato diA.
Osserviamo esplicitamente cheD(A) può non essere un sottoinsieme di

R in quanto+∞ e−∞ possono essere elementi diD(A).

DEFINIZIONE 5.3. Siaf : D −→ R, x0 ∈ D(D) ed` ∈ R∗; diciamo
che

(5.8) lim
x→x0

f(x) = `

se

∀ε > 0 ∃δε > 0 tale che(5.9)

∀x ∈ Io(x0, δε) ∩D si ha f(x) ∈ I(`, ε)

55



56 5. DEFINIZIONE DI LIMITE E SUE CONSEGUENZE

Osservazione. Nel caso in cuix0 ed` siano entrambi reali la5.9può
essere riscritta nella seguente maniera

(5.10) ∀x ∈ D tale che 0 < |x− x0| < δε si ha |f(x)− `| < ε

sex0 = +∞ (−∞) ed` ∈ R la 5.9diviene

(5.11) ∀x ∈ D tale che x > δε (x < −δε) si ha |f(x)− `| < ε

Notiamo che, nel casò ∈ R, se la5.9 è verificata perε ∈ (0, ε0),
essàe automaticamente verificata anche per tutti gliε ≥ ε0, pur di definire
δε = δε0.

Sex0 ∈ R e ` = +∞ (−∞) la 5.9diviene

(5.12)
∀x ∈ D tale che 0 < |x− x0| < δε si ha f(x) > ε (f(x) < −ε)

sex0 = +∞ (−∞) e ` = +∞ (−∞) la 5.9diviene
(5.13)
∀x ∈ D : x > δε (x < −δε) si ha f(x) > ε (f(x) < −ε)

Notiamo anche qui che, nel caso in cui` = +∞ o ` = −∞, se la5.9
è verificata perε > ε0, essàe automaticamente verificata pure per tutti gli
ε ∈ (0, ε0], pur di definireδε = δε0 .

2

Osservazione. Se esistè ∈ R tale che valga la definizione5.3si dice
chef ammette limite finito perx→ x0; in caso contrario si dice chef non
ammette limite finito.

Se esiste∈ R∗ tale che valga la definizione5.3 si dice chef ammette
limite perx→ x0; in caso contrario si dice chef non ammette limite.

2

DEFINIZIONE 5.4. Siaf : D −→ R, siax0 ∈ D(D); diciamo chef è
localmente (superiormente) [inferiormente] limitata inx0 se esisteM ∈ R
ed esisteδ > 0 tale che
(5.14)
|f(x)| ≤M , (f(x) ≤M) , [f(x) ≥M ]Quad∀x ∈ I(x0, δ) ∩D

Passiamo ora a dimostrare che una funzione che ammette limite finitoè
localmente limitata.

TEOREMA 5.1. Siaf : D −→ R, siax0 ∈ D(D) e supponiamo che

lim
x→x0

f(x) = `

allora:

(1) se` ∈ R, allora f è localmente limitata inx0;
(2) se` > 0 (eventualmentè = +∞ ) allora esisteδ > 0 ed esiste

M ∈ R tale che sex ∈ Io(x0, δ) ∩D si ha

f(x) ≥M > 0
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo la prima affermazione e rimandiamo
per la seconda a??Siaε > 0, sex ∈ Io(x0, δε) si ha

`− ε < f(x) < `+ ε

e
|f(x)| ≤ max{|`+ ε|, |`− ε|, |f(x0)|} ∀x ∈ I(x0, δε) ∩D

2

TEOREMA 5.2. Siaf : D −→ R e siax0 ∈ D(D); allora, sef ammette
limite perx→ x0, tale limiteè unico.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui`1 ed `2 siano
entrambi limiti dif perx→ x0 e siano entrambi reali¿

Si ha∀ε > 0, sex ∈ Io(x0, δε/2) ∩D ,

|`1 − `2| ≤ |f(x)− `1|+ |f(x)− `2| < ε/2 + ε/2 = ε

Negli altri casi possiamo procedere come indicato in?? 2

DEFINIZIONE 5.5. Supponiamof : D −→ R e siax0 ∈ D(D+) ∩ R,
D+ = {x ∈ D : x ≥ x0}.

Diciamo che
lim
x→x+

0

f(x) = ` , ` ∈ R∗

se
∀ε > 0 ∃δε > 0 tale che sex ∈ D ex0 < x < x0 + δε si ha

f(x) ∈ I(`, ε)
Sex0 ∈ D(D−) ∩ R,D− = {x ∈ D : x ≤ x0}, diciamo che

lim
x→x−0

f(x) = ` , ` ∈ R∗

se∀ε > 0 ∃δε > 0 tale che sex ∈ D e x0 − δε < x < x0 si ha

f(x) ∈ I(`, ε)

TEOREMA 5.3. Sia f : D −→ R e siax0 ∈ D(D+) ∩ D(D−) ∩ R,
allora se` ∈ R∗, si ha

lim
x→x0

f(x) = ` ⇔ lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−0

f(x) = `

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con l’osservare che se il limite esiste
∀ε > 0 esisteδε > 0 tale che sex0 − δε < x < x0 + δε conx 6= x0 ed
x ∈ D si ha

f(x) ∈ I(`, ε)
e ciò implica per la definizione5.5, la tesi.

Se viceversa esistono i limiti da destra e da sinistra∀ε > 0 esistono
δ1
ε , δ

2
ε > 0 tali che sex0 < x < x0 + δ1

ε , x ∈ D si ha

f(x) ∈ I(`, ε)
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e sex0 − δ2
ε < x < x0, x ∈ D si ha

f(x) ∈ I(`, ε)

Pertanto se si sceglie

δε = min{δ1
ε , δ

2
ε}

la definizione di limitèe verificata. 2

A questo puntòe conveniente definire inR∗ le operazioni di addizione
e di moltiplicazione che fino a questo momento sono definite solamente in
R.

Osserviamo esplicitamente che non sono applicabili a queste operazioni
le usuali regole che permettono di svolgere calcoli con i numeri reali. Riter-
remo pertanto lecite tutte e sole le uguaglianze che coinvolgono gli elementi
+∞ e−∞ che elenchiamo qui di seguito.

Definiamo:

x±∞ = ±∞+ x = ±∞ ∀x ∈ R
x(±∞) = (±∞)x = ±∞ ∀x ∈ R+

x(±∞) = (±∞)x = ∓∞ ∀x ∈ R−
x

±∞
= 0 ∀x ∈ R∣∣x

0

∣∣ = +∞ ∀x ∈ R \ {0}

+∞+∞ = +∞, −∞−∞ = −∞
(±∞)(+∞) = ±∞ | ±∞| = +∞

Ricordiamo inoltre chenonsono definite le seguenti operazioni;

+∞−∞ , 0(±∞) ,
±∞
±∞

,
0

0

in quanto cìo potrebbe dar luogo facilmente ad inconvenienti e ad errate
interpretazioni.

TEOREMA 5.4. Sianof, g : D −→ R e siax0 ∈ D(D); supponiamo
che

lim
x→x0

f(x) = `1 e lim
x→x0

g(x) = `2 , `1, `2 ∈ R∗

Allora

(1) limx→x0 |f(x)| = |`1|
(2) limx→x0 (f(x) + g(x)) = `1 + `2 tranne che nel caso in cui`1 =

±∞ e `2 = ∓∞
(3) limx→x0 f(x)g(x) = `1`2 tranne che nel caso in cui`1 = 0 e `2 =

±∞
(4) limx→x0

1
f(x)

= 1
`1

tranne che nel caso in cui`1 = 0
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo nel caso in cuix0 ∈ R, `1, `2 ∈ R la
seconda e la terza delle asserzioni fatte.

Per ipotesi abbiamo che∀ε > 0 ∃δ1
ε , δ

2
ε > 0 tali che

∀x ∈ Io(x0, δ
1
ε
2
) ∩D si ha

|f(x)− `1| <
ε

2

e∀x ∈ Io(x0, δ
2
ε
2
) ∩D si ha

|g(x)− `2| <
ε

2
Allora
Siaδε = min{δ1

ε/2, δ
2
ε/2}, sex ∈ Io(x0, δε) ∩D si ha

|f(x) + g(x)− (`1 + `2)| ≤ |f(x)− `1|+ |g(x)− `2| < ε/2 + ε/2 = ε

Con cìo la seconda affermazioneè provata.
Siaδ3 tale che sex ∈ Io(x0, δ

3) ∩D si ha

|g(x)| ≤M

sia`1 6= 0 (il caso`1 = 0 risulta banale) e sia

δε = min{δ1
ε/(2M), δ

2
ε/(2|`1|), δ

3}
allora sex ∈ Io(x0, δε) ∩D si ha

(5.15) |f(x)g(x)− `1`2| = |f(x)g(x)− g(x)`1 + g(x)`1 − `1`2| ≤
≤ |g(x)||f(x)− `1|+ |`1||g(x)− `2| <

< Mε/(2M) + ε|`1|/(2|`1|) = ε

Quindi anche la terzàe provata.
2

Possiamo a questo punto stabilire un utile corollario.

COROLLARIO 5.1. Sianof, g : D −→ R, x0 ∈ D(D) e supponiamo
che

lim
x→x0

f(x) = `1 , lim
x→x0

g(x) = `2

con`1, `2 ∈ R∗ ed`1 < `2; allora

∃δ > 0 : ∀x ∈ Io(x0, δ) , f(x) < g(x)

Per completare il quadro di risultati proviamo il seguente

TEOREMA 5.5. Sia f : D → R, D1 = {x ∈ D : f(x) 6= 0},
x0 ∈ D(D1),

lim
x→x0

f(x) = 0

allora

(5.16) lim
x→x0

1

|f(x)|
= +∞
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se esisteδ > 0 tale che perx ∈ Io(x0, δ)∩D si haf(x) > 0 (f(x) < 0),

(5.17) lim
x→x0

1

f(x)
= +∞ (−∞)

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, Per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale che se
x ∈ Io(x0, δε) ∩D si ha|f(x)| < ε.

x ∈ Io(x0, δ1/ε) ⇒ |f(x)| < 1/ε

e
1

|f(x)|
> ε

(2) Supponiamo per semplicità chef sia localmente positiva inx0; sia

δ′ε = min{δ, δ1/ε},

allora, sex ∈ Io(x0, δ
′
ε) ∩D

0 < f(x) < 1/ε e
1

f(x)
> ε

Il caso in cuif sia localmente negativa si riconduce banalmente al caso
sopra descritto.

2

Osservazione. Notiamo esplicitamente chèe essenziale nella (2)
l’ipotesi chef abbia segno localmente costante inx0.

Sia infatti f(x) = x sin(1/x) per x 6= 0; allora si pùo facilmente
verificare che

lim
x→0

f(x) = 0 e lim
x→0

1/|f(x)| = +∞;

tuttaviaè altrettanto immediato verificare che1/f(x) non tende ńe a−∞ né
a +∞, in quanto, se ciò accadesse, per valori dix vicini allo 0 si dovrebbe
averef(x) < 0 oppuref(x) > 0. 2

Sar̀a pure di fondamentale importanza il seguente teorema:

TEOREMA 5.6. Sianof, g, h : D −→ R, siax0 ∈ D(D); supponiamo
che esistaδ > 0 tale che, sex ∈ Io(x0, δ) ∩D

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

siano inoltrelimx→x0 f(x) = `1 e limx→x0 h(x) = `2. Allora

`1, `2 ∈ R ⇒ `1 ≤ `2(5.18)

`1 = `2 = ` ⇒ lim
x→x0

g(x) = `(5.19)

`1 = +∞ ⇒ `2 = +∞ e lim
x→x0

g(x) = +∞(5.20)

`2 = −∞ ⇒ `1 = −∞ e lim
x→x0

g(x) = −∞(5.21)
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DIMOSTRAZIONE.La prima affermazionèe una diretta conseguenza del
corollario5.1.

Per quanto riguarda la seconda affermazione, dalle ipotesi si ha che
∀ε > 0 esisteδε > 0 tale che, sex ∈ Io(x0, δε) ∩D

`− ε < f(x) < `+ ε e `− ε < h(x) < `+ ε

da cui, per gli stessi valori dix si ha

`− ε < f(x) < g(x) < h(x) < `+ ε

Lasciamo al lettore la dimostrazione delle restanti affermazioni. 2

TEOREMA 5.7. Sianof : D −→ R eg : A −→ D; sianox0 ∈ D(D) e
t0 ∈ D(A); supponiamo che

lim
x→x0

f(x) = ` e lim
t→t0

g(t) = x0

Supponiamo inoltre che sia verificata una delle seguenti condizioni:

(1) esisteδ > 0 tale cheg(t) 6= x0 per ognit ∈ I0(t0, δ);
(2)

f(x0) = `

Allora
lim
t→t0

f(g(t)) = `

Osserviamo che se tutte e due le condizioni vengono a mancare, il
teorema precedente può non essere vero.

Sia ad esempioD = A = R, g(t) = 0 edf(x) = 0 sex 6= 0, f(0) = 1;
allora

lim
t→0

g(t) = 0 , lim
x→0

f(x) = 0

mentre
lim
t→0

f(g(t)) = 1

Osserviamo inoltre che ognuna delle seguenti condizioni

(1) x0 6∈ D,
(2) x0 = ±∞
(3) g è iniettiva
(4) g è strettamente monotona

è sufficiente per la (1) del teorema5.7

TEOREMA 5.8. Siaf : (a, b) −→ R, f crescente [decrescente]; allora

lim
x→a+

f(x) e lim
x→b−

f(x)

esistono e sono uguali rispettivamente a

inf{f(x) : x ∈ (a, b)} [sup{f(x) : x ∈ (a, b)}]
e

sup{f(x) : x ∈ (a, b)} [inf{f(x) : x ∈ (a, b)}]
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Osserviamo esplicitamente che nel teorema precedenteè essenziale sup-
porre che l’intervallo in cui si considera la funzione sia aperto.

Sia infattif(x) = x sex ∈ [0, 1), f(1) = 2; allora

sup{f(x) : x ∈ [0, 1]} = 2 6= 1 = lim
x→1−

f(x)

COROLLARIO 5.2. Siaf : D −→ R una funzione monotona, allora per
ognix0 ∈ D(D+) ∩ D(D−) si ha che

lim
x→x+

0

f(x) , lim
x→x−0

f(x)

esistono.

Per stabilire l’esistenza del limite di una funzioneè possibile avvalersi
del criterio di convergenza di Cauchy.

TEOREMA 5.9. - Criterio di Cauchy - Siaf : D −→ R e siax0 ∈
D(D); sono condizioni equivalenti:

(1) esistè ∈ R tale chelimx→x0 f(x) = `
(2) per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale che sex, y ∈ I0(x0, δε) si ha

|f(x)− f(y)| < ε



CAPITOLO 6

LE SUCCESSIONI

Le successioni costituiscono una classe molto particolare di funzioni:
si tratta di funzioni definite su un sottoinsieme diR molto particolare, l’in-
siemeN dei numeri naturali; questa caratteristica conferisce loro la sempli-
cità cheè tipica degli insiemi discreti, mentre impedisce una significativa
rappresentazione grafica e rende il concetto di successione apparentemente
ostico.

Il concetto di successione, inoltre, interpreta un ruolo di notevole im-
portanza nelle applicazioni pratiche e nelle descrizioni algoritmiche.

DEFINIZIONE 6.1. Chiamiamo successione di numeri reali una funzione
definita sull’insiemeN dei numeri naturali, che assume valori inR

a : N −→ R
Seguendo le consuetudini introdotte per la descrizione di una funzione sa-
rebbe naturale usare il simboloa(n) per identificare il valore dia calcolato
in n tuttaviaè normale usare, in luogo di esso il simboloan = a(n).

E’ immediato esplicitare per le successioni i concetti di crescenza, de-
crescenza, monotonia, limitatezza, che sono stati introdotti, in generale, per
le funzioni.

Nell’estendere il concetto di limite però occorre tenere presente che
D(N) è costituito dal solo elemento+∞, per cui, per una successione, ha
senso soltanto considerare il concetto di limite pern→ +∞.

Più precisamente si dice che

(6.1) lim
n→+∞

an = `

se∀ε > 0 esistenε ∈ N tale che, pern > nε, si abbia

an ∈ I(`, ε)

Osserviamo che, dal momento che nessuna ambiguità è possibile, scri-
veremo spesso

lim
n
an oppure lim an

in luogo dilimn→+∞ an.

63
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E’ molto importante, quando si trattano le successioni, il concetto di
successione estratta da un’altra successione.

Tale concettòe strettamente legato, o meglioè una specializzazione del
concetto di composizione di funzioni edè molto utile per caratterizzare i
limiti di una successione.

In altre parole si dice successione estratta dalla successionean una
nuova successionean(k).

Naturalmente non ogni funzionen : R −→ R può essere usata, per due
ragioni:

(1) n deve dar luogo, composta cona, ad una nuova successione, per
cui deve aversi che il dominio dif èN;

(2) R(n) deve essere contenuto nel dominio dia e percìo deve aversi
R(n) ⊂ N.

Dovrà pertanto esseren : N −→ N.
(3) Inoltre, poich̀e vogliamo collegare il comportamento al limite della

successionean con quello delle sue estratte,è necessario che+∞
sia un punto di accumulazione perR(n).

In altre parolen è una particolare successione (particolare in quanto
assume valori solo inN) e pertantòe d’uso far riferimento alla notazione

nk = n(k)

DEFINIZIONE 6.2. Siaan una successione e sian : N −→ N strettamente
crescente; diciamo che la successionebk = an(k) è una successione estratta
daan.

Sempre a proposito di terminologia, ricordiamo anche che si dice che
una successionèe convergente se ammette limite reale, mentre si dice che
una successionèe positivamente (negativamente) divergente se ammette
come limite+∞(−∞).

LEMMA 6.1. Sian : N −→ N, n strettamente crescente; allora

lim
k
nk = +∞

DIMOSTRAZIONE. Dal momento chen è strettamente crescente si ha

nk+1 > nk e nk+1 ≥ nk + 1

percìo, per induzione, si prova facilmente chenk ≥ k e la tesi. 2

TEOREMA 6.1. Siaan una successione e sia

lim
n
an = `
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allora sebk è una successione estratta daan si ha

lim
k
bk = `

DIMOSTRAZIONE. Siabk = ank
, sen > nε si haan ∈ I(`, ε), inoltre,

dal momento chenk → +∞, sek > kε si hank > nε ; ne deduciamo che,
sek > kε,

bk = ank
∈ I(`, ε)

2

Si pùo inoltre dimostrare che

TEOREMA 6.2. Ogni successione convergenteè limitata.

DIMOSTRAZIONE. Siaan una successione e sia

lim
n
an = `

allora, sen > nε si ha

|an| ≤ |an − `|+ |`| < ε+ |`|
Percìo se

M = max{|a1|, .., |anε|, |`|+ ε}
si pùo affermare che

|an| ≤M

2

TEOREMA 6.3. Siaan una successione crescente e sia

λ = sup{an : n ∈ N}
allora

lim
n
an = λ

DIMOSTRAZIONE. Distinguiamo due casi.
(1) λ = +∞

in tal caso{an : n ∈ N} è un insieme non limitato e∀ε > 0
esistenε ∈ N tale che

anε > ε

ma allora, dal momento chean è crescente, si ha, pern > nε

an > anε > ε

(2) λ ∈ R
in questo caso, per le proprietà dell’estremo superiore, si ha

an ≤ λ ∀n ∈ N
e

∀ε > 0 ∃nε ∈ N : anε > λ− ε

pertanto, sen > nε, si ha, essendoan crescente

λ− ε < anε ≤ an ≤ λ
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2

In maniera analoga si può dimostrare il seguente teorema.

TEOREMA 6.4. Siaan una successione decrescente e sia

λ = inf{an : n ∈ N}
allora

lim
n
an = λ

Il risultato che seguèe uno dei pìu importanti tra quelli che riguardano
le successioni di numeri reali.

TEOREMA 6.5. - Bolzano-Weierstraß - Siaan una successione limitata,
allora esisteλ ∈ R ed esiste una successionebk estratta daan tale che

lim
k

bk = λ

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistonom,M ∈ R tali che

m ≤ an ≤M ∀n ∈ N

Consideriamo i due intervalli[
m,

m+M

2

]
e

[
m+M

2
,M

]
almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini della successione
an sia esso[α1, β1] ovviamente si avr̀a

m ≤ α1 < β1 ≤M e β1 − α1 =
M −m

2

Consideriamo ora gli intervalli[
α1,

α1 + β1

2

]
e

[
α1 + β1

2
, β1

]
almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini dian sia esso
[α2, β2] ovviamente si avr̀a

m ≤ α1 ≤ α2 < β2 ≤ β1 ≤M e β2 − α2 =
M −m

4

Il procedimento descritto si può iterare e si ottengono cosı̀ due succes-
sioniαk eβk soddisfacenti le seguenti proprietà:

m ≤ α1 ≤ α2 ≤ .. ≤ αk < βk ≤ .. ≤ β2 ≤ β1 ≤M(6.2)

βk − αk =
M −m

2k
(6.3)

{n : an ∈ [αk, βk]} ha infiniti elementi(6.4)
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Possiamo pertanto concludere che le successioniαk eβk sono, rispetti-
vamente, crescente e decrescente ed inoltre che sono entrambe limitate. Si
ottiene pertanto che

lim
k

αk = α e lim
k
βk = β

ove

α = sup{αk : k ∈ N} ∈ R e β = inf{βk : k ∈ N} ∈ R

Per la6.3si ha che

β − α = lim
k

(βk − αk) = lim
k

M −m

2k
= 0

(si ricordi cheè facile provare per induzione che2k ≥ k), e percìo si ha

α = β = λ

in altre parole chiamiamoλ il valore comune diα eβ.
Sia ora

n1 ∈ N tale che α1 ≤ an1 ≤ β1

n2 ∈ N tale che α2 ≤ an2 ≤ β2 , n2 > n1

· · · · · · · · · · · · · · ·
nk ∈ N tale che αk ≤ ank

≤ βk , nk > nk−1

Allora bk = ank
è una successione estratta dalla successionean, la cui

esistenzàe assicurata dalla ?? ed inoltre si ha

αk ≤ bk ≤ βk ∀k ∈ N

e pertantolimk bk = λ. 2

TEOREMA 6.6. Siaan una successione:

(1) sean nonè limitata superiormente, esistebk estratta daan tale che

lim
k
bk = +∞

(2) sean nonè limitata inferiormente, esistebk estratta daan tale che

lim
k
bk = −∞

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima affermazione. Sia

n1 ∈ N tale che an1 > 1

n2 ∈ N tale che an2 > 2 , n2 > n1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
nk ∈ N tale che ank

> k , nk > nk−1

Allora bk = ank
(l’esistenza di tale estrattàe assicurata dall’ipotesi che

an nonè limitata superiormente) tende a+∞ 2
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Sappiamo bene cosa significa che una successione converge ad un limite
` ∈ R∗ cerchiamo ora di stabilire il significato del fatto chean non converge
ad un limite` ∈ R∗

LEMMA 6.2. Siaan una successione e sia` ∈ R∗; an non converge ad
` se e solo se esisteε0 > 0 ed esiste una successionebk estratta daan tale
chebk 6∈ I(`, ε0).

TEOREMA 6.7. Siaan una successione soddisfacente la seguente pro-
prietà:

• esiste` ∈ R∗ tale che per ogni successionebk estratta daan è
possibile trovare una successionech estratta dabk con

lim
h

ch = `

Allora si ha
lim
n

an = `

TEOREMA 6.8. - Criterio di convergenza di Cauchy - Siaan una suc-
cessione; sono fatti equivalenti:

(1) esistè ∈ R tale che

lim
n

an = `

(2) Per ogniε > 0 esistenε ∈ N tale che sen,m > nε si ha

|an − am| < ε

DIMOSTRAZIONE.
• (1) ⇒ (2) siaε > 0, allora esistenε ∈ N tale che pern > nε si ha

|an − `| < ε

Allora sen,m > nε/2 si ha

|an − am| ≤ |an − `|+ |am − `| < ε/2 + ε/2 = ε

• (2) ⇒ (1) sen > nε si ha

anε − ε < an < anε + ε

per cui la successionean è limitata.
Siaank

una successione estratta daan tale che

lim
k

ank
= `

Sek > kε si ha

|ank
− `| < ε

ed inoltre sek > k1
ε si ha

nk > nε

Ma allora fissatok > max{kε/2, k1
ε/2}, sen > nε/2 si ha

|an − `| ≤ |an − ank
|+ |ank

− `| < ε/2 + ε/2 = ε
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2

E’ di grande utilit̀a per il seguito provare i due seguenti risultati.

LEMMA 6.3. SiaA ⊂ R , A 6= ∅, e siano

λ = supA , µ = inf A

allora esistono due successionian, bn ∈ A tali che

lim
n

an = λ , lim
n

bn = µ

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che esiste una successione
bn ∈ A tale che

lim
n

bn = µ

Occorre distinguere due casi:

(1) µ = −∞; in tal caso l’insieme A noǹe inferiormente limitato e
pertanto per ognin ∈ N esistebn ∈ A tale chebn < −n.

Ciò è sufficiente per concludere che

lim
n

bn = −∞

(2) µ ∈ R; in tal caso si ha che:

µ ≤ b ∀b ∈ A
∀n ∈ N ∃bn ∈ A : µ+ 1/n > bn

Pertanto si ha:

µ+ 1/n > bn ≥ µ

e la tesi.

2

DEFINIZIONE 6.3. Siaan una successione e sia

Φ(an) = {` ∈ R∗ : ∃ank
, lim

k
ank

= ` }

Definiamo
lim sup

n
an = sup Φ(an)

lim inf
n

an = inf Φ(an)

Riguardo al massimo ed al minimo limite di una successione si possono
provare molti risultati, non semplici, che non riportiamo.

LEMMA 6.4. Siaan una successione:

(1) sean > 0 e limn
an+1

an
= ` < 1 allora limn an = 0

(2) sean ≥ 0 e limn
n
√
an = ` < 1 allora limn an = 0;

(3) sean > 0 e limn
an+1

an
= ` > 1 allora limn an = +∞;

(4) sean ≤ 0 e limn
n
√
an = ` > 1 allora limn an = +∞
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima e l’ultima afferma-
zione.

(1) Si ha, fissatoε > 0 in modo chè + ε < 1

an+1

an
< `+ ε ∀n > nε

pertanto
an+1 < an(`+ ε)

e sen > m > nε
0 < an < (`+ ε)n−mam

e si pùo concludere che (1)̀e vera.
(4) Fissatoε in modo chè − ε > 1 si ha

(an)
1/n > (`− ε) ∀n > nε

e
an > (`− ε)n ∀n > nε .

Ciò è sufficiente per concludere. 2

DEFINIZIONE 6.4. Definiamo pern ∈ N ∪ {0}
0! = 1

n! = n(n− 1)!

n! verrà detton fattoriale.

Osserviamo che, sen ≥ 1,

n! =
n∏
i=1

i

Definiamo inoltre pern ∈ N ∪ {0} nella seguente maniera:

(0)!! = 1

(1)!! = 1

n!! = n(n− 2)!!

n!! verr̀a indicato con il nome din semifattoriale.
Osserviamo che

(2n)!! =
n∏
i=1

2i , (2n+ 1)!! =
n∏
i=0

(2i+ 1)

Definiamo infine (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

coefficiente binomiale di ordinen e postok e verr̀a dettan suk.
I coefficienti binomiali godono di notevoli proprietà: ad esempio pos-

sono essere calcolati usando il ben noto triangolo di Tartaglia e consentono
di stabilire la formula della potenza di un binomio di Newton.

Si pùo provare con qualche calcolo che
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(6.5)

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)

La precedente uguaglianza consente di costruire il cosı̀ detto triangolo
di Tartaglia:

(
1

0

)(
1

1

)
(

2

0

)(
2

1

)(
2

2

)
(

3

0

)(
3

1

)(
3

2

) (
3

3

)
. . . . . . . . . . . . . . .(
n

0

)
. . .

(
n

k − 1

) (
n

k

)
. . .

(
n

n

)
. . . . . . . . .

(
n+ 1

k

)
. . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

È importante osservare che ogni elemento del triangolo si può ottenere
dalla somma dei due elementi della riga precedente, che occupano la posi-
zione sopra e a sinistra della posizione occupata dall’elemento considerato.

Vale inoltre il seguente risultato cheè noto con il nome di

binomio di Newton

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

Ricordiamo anche la seguente disuguaglianza

LEMMA 6.5. Sea > −1 allora

(6.6) (1 + a)n ≥ 1 + na

DIMOSTRAZIONE. Si prova per induzione;

(1) La disuguaglianzàe banalmente vera pern = 1
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(2) Inoltre se supponiamo(1 + a)n ≥ 1 + na avremo che
(6.7)
(1+a)n+1 = (1+a)n(1+a) > (1+na)(1+a) = 1+(n+1)a+na2 ≥ 1+(n+1)a

2

Possiamo ora studiare le proprietà di una successione di notevole im-
portanza.

SiaEn la successione definita da

En =

(
1 +

1

n

)n
si ha cheEn è una successione strettamente crescente ed inoltre

2 ≤ En < 3

.
Infatti si ha

En =

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk

per cui
En ≥ 1 + n(1/n) = 2

Per dimostrare cheEn è crescente osserviamo che si ha

En =

(
1 +

1

n

)n
≥
(

1 +
1

n− 1

)n−1

= En−1

se e solo se (
n+ 1

n

)n
≥
(

n

n− 1

)n(
n− 1

n

)
se e solo se (

n2 − 1

n2

)n
≥
(
n− 1

n

)
se e solo se (

1− 1

n2

)n
≥ 1− 1

n

e l’ultima disuguaglianza si deduce immediatamente dal lemma6.5.
Infine, dal momento che si può facilmente provare per induzione che

(k + 1)! ≥ 2k per k ≥ 0

si ha

(6.8) En <
n∑
k=0

1

k!
= 1 +

n−1∑
k=0

1

(k + 1)!
≤ 1 +

n−1∑
k=0

1

2k
< 3
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PertantoEn è una successione crescente e limitata per cui possiamo
affermare che

lim
n

En

esiste ed̀e reale e pertantòe lecito definire chiamaree il suo limite.

e = lim
n

En

Sexn è una successione a termini positivi,xn −→ x si pùo provare (si
veda il capitolo successivo sulla continuità) che

lim loga xn = loga x

e pertanto si ha

limn loga

(
1 +

1

n

)
= loga e

Osserviamo anche che

loga e = 1 ⇔ a = e

per cui siè naturalmente indotti a privilegiare il numeroe come base per i
logaritmi.

Si ha con 51 cifre decimali esatte

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959 .

DEFINIZIONE 6.5. Definiamo logaritmo naturale la funzioneloge.
Più semplicemente scriveremologe x = ln x.

Elenchiamo ora alcune successioni che saranno utili nel seguito e cal-
coliamone i relativi limiti:

(1) limnk = +∞ , k > 0
(2) limnk = 0 , k < 0
(3) lim an = +∞ , a > 1
(4) lim an = 0 , |a| < 1
(5) lim n

√
a = 1 , a > 0

(6) lim n
√
n = 1

(7) lim an

nn = 0

Possiamo verificare le affermazioni precedenti mediante le seguenti ar-
gomentazioni:

(1) si prova mediante la definizione di limite.
(2) si deduce dalla precedente tenendo conto chenk = 1/n−k.
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(3) siaa = 1 + b conb > 0, alloraan = (1 + b)n ≥ 1 + nb.
(4) si deduce dalla precedente tenendo conto che|an| = 1/(1/|a|)n.
(5) sea > 1, posto

yn = n
√
a− 1 > 0

si ha
a = (1 + yn)

n ≥ 1 + nyn
da cui

0 ≤ yn ≤ (a− 1)/n

se0 < a < 1 si ha n
√
a = 1/ n

√
1/a.

(6) posto
yn = n

√
n− 1 > 0

si ha

n = (1 + yn)
n ≥ 1 + n(n− 1)y2

n/2 e 0 ≤ yn ≤ (2/n)

(7) Sen > 2|a| si ha

0 < |a|/n < 1/2

per cui
0 < |a|n/nn < (1/2)n

Valgono i seguenti fatti:

(1) lim an

n!
= 0

(2) lim n!
nn = 0

(3) lim an

nk = 0, |a| < 1

(4) lim an

nk = +∞, a > 1

(5) lim loga n
nk = 0, k > 0 , a > 0 , a 6= 1

Infatti se indichiamo conbn ciascuna delle successioni in oggetto si ha

(1) |bn+1|
|bn| = |a|

n+1
−→ 0

(2) bn+1

bn
=
(

n
n+1

)n −→ 1
e
< 1

(3) |bn+1|
|bn| = |a|

(
n
n+1

)k −→ |a|
(4) si pùo facilmente dedurre dal fatto che

loga n

nk
=

1

k
loga(

nk√
nk)

Anche se a prima vista ciò non appare verosimile, operare con succes-
sioni piuttosto che con funzioniè molto pìu comodo e facile;̀e pertanto mol-
to utile provare il seguente risultato che permette di ottenere informazioni
sul limite di una funzione utilizzando opportune successioni.

TEOREMA 6.9. Siaf : D −→ R e sianox0 ∈ D(D), ` ∈ R∗; sono fatti
equivalenti:
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(1) limx→x0 f(x) = `
(2) per ognixn ∈ D \ {x0}, xn → x0, si ha

lim f(xn) = `

DIMOSTRAZIONE. Se vale la prima condizione avremo che per ogni
ε > 0 esisteδε > 0 tale che, sex ∈ I0(x0, δε) si ha

f(x) ∈ I(`, ε)
Inoltre esistenε ∈ N tale che pern > nε si abbiaxn ∈ I0(x0, δε) e di

conseguenza si ha
f(xn) ∈ I(`, ε)

Da cui la seconda asserzione.
Se viceversa la prima asserzioneè falsa, allora esisteε0 > 0 tale che,

per ognin ∈ N esistexn ∈ D, xn 6= x0, conxn ∈ I0(x0, 1/n) e

f(xn) 6∈ I(`, ε0)

e quindi la secondàe falsa
2

Si pùo provare che ogni successione convergente ammette una suc-
cessione estratta monotona (e convergente allo stesso limite); pertanto nel
verificare (2)è sufficiente limitarsi alle sole successioni monotone.

Il criterio di convergenza di Cauchy riveste notevole importanza edè
utile sapere che esso può essere provato anche per le funzioni nella seguente
forma.

TEOREMA 6.10. - Criterio di Cauchy - Siaf : D −→ R e siax0 ∈
D(D); sono condizioni equivalenti:

(1) esistè ∈ R tale chelimx→x0 f(x) = `
(2) per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale che sex, y ∈ I0(x0, δε) si ha

|f(x)− f(y)| < ε

DIMOSTRAZIONE. (1) ⇒ (2) Per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale che se
x ∈ I0(x0, δε/2) si ha

|f(x)− `| < ε/2

per cui sex, y ∈ I0(x0, δε/2) si ha

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− `|+ |f(y)− `| < ε/2 + ε/2 = ε.

(2) ⇒ (1) Se per assurdo (1) non fosse vera esisterebbero due succes-
sioni xn, yn ∈ D, convergenti adx0 tali chef(xn) −→ `1 e f(yn) −→ `2
con`1, `2 ∈ R∗ , `1 6= `2.

Pertanto la condizione (2) non potrebbe essere soddisfatta. 2

Mediante le successioni siamo anche in grado di provare i seguenti ri-
sultati che caratterizzano gli insiemi aperti, chiusi e compatti inR e che
sono facilmente estendibili a più generali situazioni.

TEOREMA 6.11. SiaA ⊂ R, allora
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(1) A è aperto se e solo se per ognix ∈ A e per ogni successionexn,
tale chexn → x, si haxn ∈ A definitivamente;

(2) A è chiuso se e solo se per ognixn ∈ A, xn → x si hax ∈ A
(3) A è un insieme compatto se e solo se per ognixn ∈ A esistexnk

→
x, tale chex ∈ A

1. Infinitesimi ed Infiniti

Sef(x) → `, ` ∈ R alloraf(x) − ` → 0 per cui per studiare il com-
portamento di una funzione che ammette limite finito sarà sufficiente consi-
derare funzioni che tendono a0; tali funzioni si definiscono infinitesime ed
è importante cercare di ottenere qualche informazione in più su come una
funzione infinitesima tende a0.

Ad esempiòe evidente chexn diminuisce pìu o meno velocemente, in
dipendenza dan, quando ci si avvicina a0. È quindi ovvio che sia utile
cercare di individuare anche in funzioni più complesse tali comportamenti.

Quanto detto per le funzioni infinitesime si può poi facilmente estendere
anche alle funzioni che tendono all’infinito: che chiameremo infinite.

Pertanto introduciamo la definizione di ordine di infinitesimo e di ordine
di infinito.

DEFINIZIONE 6.6. Siaf : (a, b) −→ R, diciamo chef è infinitesima in
a+ se

lim
x→a+

f(x) = 0

In maniera analoga si possono dare le definizioni perx → a−, x → a,
x→ +∞ ex→ −∞.

DEFINIZIONE 6.7. Sianof ,g due funzioni infinitesime ina+ e suppo-
niamo che

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= `

• se` ∈ R \ {0} diciamo chef eg hanno lo stesso ;
• se` = 0 diciamo chef è infinitesima di ordine superiore ag.

DEFINIZIONE 6.8. Chiamiamo infinitesimo campione di ordineα ∈
R+ in a+,a−,a,+∞,−∞ rispettivamente la funzione

(x− a)α , (a− x)α , |x− a|α , 1

xα
,

1

(−x)α
Si dice chef è infinitesima di ordineα ∈ R+ sef ha lo stesso ordine

dell’infinitesimo campione di ordineα.

Osserviamo esplicitamente che può accadere chef non abbia ordine di
infinitesimo reale.

Ad esempio la funzione
1

lnx



1. INFINITESIMI ED INFINITI 77

è infinitesima perx→ +∞ di ordine inferiore ad ogniα ∈ R+.
Infatti per ogniα ∈ R+

(6.9) lim
x→+∞

1
lnx
1
xα

= 0

La definizione di ordine di infinitesimo consente di provare che

TEOREMA 6.12. Sianof eg due funzioni infinitesime ina+ di ordineα
eβ rispettivamente; allora

(1) fg ha ordineα+ β
(2) seα < β, f + g ha ordineα
(3) seα = β, f + g ha ordine maggiore o uguale adα.

DEFINIZIONE 6.9. Diciamo chef è infinita ina+ se1/f è infinitesima
in a+.

Diciamo chef è infinita di ordineα se1/f è infinitesima di ordineα.

TEOREMA 6.13. Sianof eg due funzioni infinite ina+ di ordineα eβ
rispettivamente; allora

(1) fg ha ordineα+ β;
(2) seα < β, f + g ha ordineβ;
(3) seα = β, f + g ha ordine minore o uguale adα

Osserviamo che si potrebbe definiref di ordineα ∈ R in a+ se

lim
x−a+

f(x)

(x− a)α
∈ R \ {0}

ed osservare chef è infinitesima seα > 0 edè infinita seα < 0 .
Con queste convenzioni si può provare che sef ha ordineα e g ha

ordineβ, alloraf/g ha ordineα− β.





CAPITOLO 7

LA CONTINUIT À

La maggior parte delle situazioni semplici che cerchiamo di rappresen-
tare mediante l’uso di una funzione reale di una variabile reale presentano
una caratteristica comune:

piccoli cambiamenti della variabile (argomento della funzione)
causano piccoli cambiamenti dei valori della funzione stessa.

Ad esempio seT (x) rappresenta la temperatura di una sbarra di metallo in
un punto che distax da una delle sue estremità, ci aspettiamo che due punti
vicini sulla sbarra abbiano temperature non molto dissimili.

Tuttavia non tutti i fenomeni sono facilmente rappresentabili median-
te funzioni continue; se ad esempioL(t) rappresenta la luminosità di una
stanza nella quale si accende una lampada all’istantet0 è evidente che in
quell’istante il valore della luminosità pùo subire una brusca variazione, (se
la luminosit̀a della lampadàe alta in confronto con la luminosità ambiente).

Anche nel linguaggio comunèe naturale attribuire l’aggettivo continuo
al primo fenomeno ma non al secondo.

In parole povere, una funzionèe continua in un punto se il valore che
essa assume in tale punto dipende dai valori da essa assunti nei punti vici-
ni, o per meglio dire, se piccole variazioni dell’argomento danno luogo a
piccole variazioni dei corrispondenti valori della funzione.

In altri termini una funzionèe continua se non ammette repentini cam-
biamenti, salti, ”discontinuit̀a”.

Vogliamo allora formalizzare cosa si intende per continuità di una fun-
zione.

Precisamente poniamo la seguente definizione

DEFINIZIONE 7.1. Siaf : D −→ R, x0 ∈ D, diciamo chef è continua
in x0 se

∀ε > 0 ∃δε > 0 tale che se|x− x0| < δε , x ∈ D si ha

|f(x)− f(x0)| < ε

Diciamo chef è continua inD seè continua in ogni punto diD.

E’ immediato verificare l’analogia, ma non l’identità, con la definizione
di limite, edè immediato provare che:
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TEOREMA 7.1. Sia f : D −→ R e siax0 ∈ D ∩ D(D); sono fatti
equivalenti:

(1) f è continua inx0,
(2) limx→x0 f(x) = f(x0).

I teoremi sui limiti consentono di stabilire alcuni semplici risultati che
ci limitiamo ad enunciare.

TEOREMA 7.2. Sianof, g : D −→ R continue inx0 ∈ D, siano inoltre
α, β ∈ R; si ha

(1) αf + βg è continua inx0;
(2) fg è continua inx0;
(3) sef(x0) 6= 0, 1/f è continua inx0.

TEOREMA 7.3. Siaf : D −→ R, x0 ∈ D; sono fatti equivalenti:
(1) f è continua inx0;
(2) ∀xn ∈ D, xn → x0, si haf(xn) −→ f(x0).

Il precedente teorema consente di caratterizzare la continuità per succes-
sioni: nel confronto con il teorema6.9 mediante il quale sono caratterizzati
i limiti si evidenzia il fatto che:

per caratterizzare il limite la successionexn deve essere scelta in
D \ {x0}, mentre per la continuità xn assume valori inD.

Osserviamo anche che, come nel teorema6.9 , ci si pùo limitare a
considerare soltanto successioni monotone.

TEOREMA 7.4. Siaf : D −→ R continua inx0 ∈ D, allora sef(x0) 6=
0 esisteδ > 0 tale che sex ∈ D ∩ I(x0, δ) si ha f(x)f(x0) > 0.

TEOREMA 7.5. Sianof : D −→ R continua inx0 ∈ D, g : A −→ D
continua int0 ∈ A, x0 = g(t0); allora f(g(·)) : A −→ R è continua int0.
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I TEOREMI SULLA CONTINUIT À

Dopo questa rapida rassegna di risultati passiamo a studiare le proprietà
più importanti ed interessanti delle funzioni continue in un insieme.

La maggior parte delle proprietà che studieremo riguardano le funzioni
continue su di un intervallo chiuso e limitato. E’ facile vedere, mediante
esempi, che se si considerano funzioni continue su insiemi che non soddi-
sfano i requisiti opportuni, tali proprietà possono non essere soddisfatte.

TEOREMA 8.1. - degli zeri - Siaf : [a, b] −→ R una funzione continua
e supponiamo chef(a)f(b) < 0.

Allora esistex0 ∈ (a, b) tale chef(x0) = 0.

DIMOSTRAZIONE.
Definiamo le successioniαn eβn nella seguente maniera:

(8.1) [α0, β0] = [a, b]

(8.2)

[αn+1, βn+1] =


[αn, (αn + βn)/2] se f(αn)f((αn + βn)/2) < 0

[(αn + βn)/2, βn] se f(αn)f((αn + βn)/2) > 0

[(αn + βn)/2, (αn + βn)/2] se f((αn + βn)/2) = 0

Se, esistēn, f((αn̄ + βn̄)/2) = 0 si è trovato lo zero;
in caso contrario, perαn eβn si ha:

•

(8.3) αnè crescente, βnè decrescente,

•

(8.4) αn, βn ∈ [a, b], f(αn)f(βn) < 0

•

(8.5) βn − αn =
b− a

2n

Pertanto si pùo affermare che

(8.6) αn ↗ α βn ↘ β α, β ∈ [a, b]

e dalla8.5si ricavaα = β = c .
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Per la continuit̀a dif e per8.4si ha

(8.7) 0 ≥ lim f(αn)f(βn) = (f(c))2 e f(c) = 0

Si ha anche chec ∈ (a, b) ed inoltre

(8.8) 0 ≤ c− αn ≤ βn − αn ≤
b− a

2n
e

(8.9) 0 ≤ βn − c ≤ βn − αn ≤
b− a

2n
2

Il teorema8.1ammette come immediato corollario il seguente:

TEOREMA 8.2. - dei valori intermedi - Siaf : [a, b] −→ R una
funzione continua e sianoc, d ∈ R(f), c < d, allora

[c, d] ⊂ R(f).

DIMOSTRAZIONE. Sianoα, β ∈ [a, b] tali chef(α) = c, f(β) = d e
consideriamoy ∈ (c, d); la funzione

g(x) = f(x)− y

è continua su[α, β], g(α) < 0, g(β) > 0 e percìo, per il teorema8.1, esiste
x0 ∈ (α, β) tale che

g(x0) = f(x0)− y = 0

da cuif(x0) = y ey ∈ R(f). 2

COROLLARIO 8.1. Siaf : [a, b] −→ R, sef è continua alloraR(f) è
un intervallo.

Ci proponiamo ora di dimostrare un teorema di esistenza del massimo
per una funzione continua su un insieme compatto (cioè chiuso e limitato).

TEOREMA 8.3. - Weierstraß - Siaf : D −→ R una funzione continua,
D compatto; allora esistonoα, β ∈ D tali che

f(α) = min{f(x) : x ∈ D}
f(β) = max{f(x) : x ∈ D}.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio l’esistenza del minimo della
funzionef . Sia

λ = inf{f(x) : x ∈ D} = inf R(f);

per il lemma6.3esisteyn ∈ R(f) tale cheyn → λ.
Siaxn ∈ D tale cheyn = f(xn); dal momento cheD è compatto esiste

xnk
estratta daxn tale che

xnk
→ α ∈ D.

Pertanto
ynk

= f(xnk
) → f(α)
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per la continuit̀a dif ed ancheynk
→ λ da cui

λ = f(α)

e la tesi. 2

E’ possibile generalizzare il teorema8.3senza l’ipotesi di compattezza
dell’insiemeD, ad esempio possiamo provare:

TEOREMA 8.4. Siaf : (a, b) −→ R continua,a, b ∈ R∗, e supponiamo
che esistāx ∈ (a, b) tale che

lim
x→a+

f(x), lim
x→b−

f(x) > f(x̄)

allora esisteα ∈ (a, b) tale che

f(α) = min{f(x) : x ∈ (a, b)}.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamoa, b ∈ R, essendo la dimostrazione
negli altri casi analoga.

Siano
λ = inf{f(x) : x ∈ (a, b)}

si ha
µ = f(x̄) ≥ λ , µ ∈ R

Seλ = f(x̄) avremmo che il minimòe assunto.
siaδ > 0 tale che

x ∈ (a, a+ δ) ∪ (b− δ, b) ⇒ f(x) > µ.

Sia
yn ∈ R(f) , yn → λ

poich́eµ > λ, definitivamente si hayn ≤ µ e percìo esistexn ∈ [a+δ, b−δ]
tale chef(xn) = yn.

Ne segue che esistexnk
→ α ∈ [a+ δ, b− δ] e

ynk
= f(xnk

) → f(α).

2

A questo punto sarebbe ragionevole introdurre il concetto di uniforme
continuit̀a, tuttavia poich̀e si tratta di un concetto fondamentale ma difficile
da comprendere rimandiamo chi fosse interessato a quantoè contenuto negli
approfondimenti.

In parole povere diciamo che una funzioneè uniformemente continua su
un intervallo[a, b], se, nella definizione di continuità applicata ad un punto
x ∈ [a, b], il valore di δ si pùo trovare in funzione diε, ma non dipende
anche dax.

Possiamo ciòe dire che in un qualunque punto dix0 ∈ [a, b] il modo con
cui f(x) si avvicina adf(x0) quandox si avvicina adx0 è in questo senso
uniforme.

Abbiamo a suo tempo dimostrato che, se una funzioneè strettamente
monotona, allora essàe invertibile; vediamo ora che se ci restringiamo alla
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classe delle funzioni continue, la stretta monotoniaè anche necessaria per
l’invertibilit à.

TEOREMA 8.5. Siaf : [a, b] −→ R continua, alloraf è invertibile se e
solo sef è strettamente monotona.

DIMOSTRAZIONE. Ci limitiamo a provare la parte ’solo se’, in quanto
la parte ’se’è gìa stata provata nel teorema 3.15.

Se per assurdof non fosse monotona, per il teorema 3.14

(8.10) ∃x, y, z ∈ [a, b] : x < y < z , [f(y)− f(x)][f(z)− f(y)] ≤ 0

se nella8.10vale l’uguaglianza,f nonè invertibile; se vale la disegua-
glianza stretta possiamo, per fissare le idee, supporre che

f(z)− f(y) < 0 , f(y)− f(x) > 0 , f(z) > f(x) .

Allora, per il teorema dei valori intermedi, poichèf(x) < f(z) < f(y)

∃α ∈ (x, y) : f(α) = f(z)

e ciò è contro l’invertibilit̀a dif . 2

Per concludere con la continuità proviamo i seguenti risultati.

TEOREMA 8.6. Sia f : (a, b) −→ R, strettamente monotona, siano
x0 ∈ (a, b) ey0 = f(x0); allora f−1 è continua iny0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, chef sia stret-
tamente crescente e proviamo che, per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale
che

∀y : |y − y0| < δε , si ha |f−1(y)− f−1(y0)| < ε.

Siaε0 > 0 tale che(x0 − ε0, x0 + ε0) ⊂ (a, b).
Dal momento chef è strettamente crescente si ha, per0 < ε ≤ ε0

f(x0 − ε) < y0 < f(x0 + ε).

Definiamo

δε = min{y0 − f(x0 − ε), f(x0 + ε)− y0} > 0;

se|y − y0| < δε si ha

y0 + f(x0 − ε)− y0 < y0 − δε < y < y0 + δε < y0 + f(x0 + ε)− y0

e
f(x0 − ε) < y < f(x0 + ε).

Poich́ef−1 è strettamente crescente si ha

f−1(f(x0 − ε)) < f−1(y) < f−1(f(x0 + ε))

cioè
x0 − ε < f−1(y) < x0 + ε

f−1(y0)− ε < f−1(y) < f−1(y0) + ε
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e
|f−1(y)− f−1(y0)| < ε.

2

TEOREMA 8.7. Siaf : (a, b) −→ R continua e invertibile; alloraf−1

è continua.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento chef è continua ed invertibile su
(a,b), essàe strettamente monotona e si può applicare il teorema8.6. 2

Si pùo verificare che:
(1) pa, pera ∈ R è continua inR+

(2) pn, pern ∈ N è continua inR
(3) expa, pera ∈ R+ è continua inR
(4) sin è continua inR
(5) cos è continua inR
(6) rn, pern pari è continua inR+

(7) rn, pern dispari è continua inR
(8) loga, pera ∈ R+ \ {1} è continua inR+.

La verifica di questi fatti pùo essere completata usando la definizione di
limite.

possiamo altresı̀ verificare, usando il teorema dei valori intermedi che

TEOREMA 8.8. Si ha
(1) R(pn) = R+, pern pari
(2) R(pn) = R, pern dispari
(3) R(expa) = R+ pera ∈ R+ , a 6= 1
(4) R(pa) = R+ pera ∈ R , a 6= 0
(5) R(sin) = [−1, 1]
(6) R(cos) = [−1, 1]
(7) R(tan) = R





CAPITOLO 9

LA DERIVABILIT À.

Consideriamo una funzionef continua in un puntox0, avremo che,
quandox si discosta di poco dax0, f(x) è poco distante daf(x0).

È in questo caso importante valutare come variaf(x)−f(x0)in rapporto
ax− x0 cioè il valore del rapporto

(9.1)
f(x)− f(x0)

x− x0

Possiamo vedere che9.1rappresenta il coefficiente angolare della corda
che passa per i punti(x0, f(x0)) e (x, f(x)).

Sex è vicino al puntox0 il denominatore tende a0, ma sef è continua
anche il numeratore tende a0 e quindiè significativo considerare il valore
limite di 9.1perx→ x0.

Si stabilisce quindi la seguente definizione.

DEFINIZIONE 9.1. Siaf : (a, b) −→ R, x0 ∈ (a, b);

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0

è definito per ognix ∈ (a, b) \ {x0} e si chiama rapporto incrementale
relativo alla funzionef nel puntox0.

Dal momento chex0 è in (a, b) ha senso considerare

lim
x→x0

g(x).

Diciamo chef è derivabile inx0 se

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

esiste finito.
In tal caso chiamiamo il suo valore derivata dif in x0 e scriviamo

f ′(x0) o
df

dx
(x0)

Diciamo chef è derivabile inx0 da destra oppure da sinistra se

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

oppure

lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
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esiste ed̀e finito,
In tal caso chiamiamo tale limitederivata destrao derivata sinistradi f

in x0 e scriviamof ′+(x0) o f ′−(x0), ovvero

d+f

dx
(x0) o

d−f

dx
(x0).

Diciamo chef è derivabilein (a, b) seè derivabile in ogni punto di(a, b).
In tal caso possiamo definire una funzione

f ′ =
df

dx
: (a, b) −→ R

che si chiama derivata dif .
In maniera del tutto analoga si possono definire le funzioniderivata

destraederivata sinistra.

Osserviamo chef ′(x) è il limite perx che tende ax0 del coefficiente
angolare della corda secante il grafico dif nei punti(x, f(x)), (x0, f(x0))
e che pertantòe ragionevole supporre che sia il coefficiente angolare della
retta tangente al grafico in(x0, f(x0)).

La derivata dif , fornisce, vicino adx0, una stima del variare dif(x)−
f(x0) rispetto ax− x0.

Poich̀e

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x)(9.2)

si ha

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

− f ′(x) = 0

da cui

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

x− x0

= 0(9.3)

Se ora poniamo

(9.4)
f(x)− f(x0 − f ′(x0)(x− x0)

x− x0

= ω(x− x0)

avremo che

f(x)− (f(x0 + f ′(x0)(x− x0)) = ω(x− x0)(x− x0)(9.5)

con

lim
x→x0

ω(x− x0) = 0

In altre parole, alla quantitàf(x) è possibile sostituire la quantità

(9.6) f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
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commettendo un errore

ω(x− x0)(x− x0)

che tende a0 più velocemente di(x− x0)
Poich̀e l’equazioney = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) rappresenta una retta

nel piano con la proprietà di approssimaref(x) con un errore infinitesimo
di ordine superiore al primo, perx → x0, possiamo definirla retta tangente
al grafico dif nel puntox0.

Resta cos̀ı giustificato l’uso dif ′(x0) per identificare il coefficiente
angolare della retta tangente al grafico dif in x0.

Definiamo pertanto, allo scopo di sviluppare questa idea, la differenzia-
bilit à di una funzione.

DEFINIZIONE 9.2. Siaf : (a, b) −→ R, x0 ∈ (a, b); diciamo chef è
differenziabile inx0 se esistea ∈ R tale che

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− a(x− x0)

x− x0

= 0.

La funzione lineareL(x) = a(x−x0) si chiama differenziale dif in x0 e si
indica condf(x0)(x).

TEOREMA 9.1. Siaf : (a, b) −→ R, x0 ∈ (a, b), allora f è derivabile
in x0 se e solo sef è differenziabile inx0.

Inoltre
df(x0)(h) = hf ′(x0)

per ognih ∈ R.

DIMOSTRAZIONE. Sef è derivabile inx0 è sufficiente definire

a = f ′(x0)

e si ha

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− a(x− x0)

x− x0

= 0.

Se viceversaf è differenziabile inx0 si ha che

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− a(x− x0)

x− x0

= 0

e

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

− a = 0

da cui
f ′(x0) = a

e
df(x0)(h) = hf ′(x0)

2

Dalla9.5risulta evidente che sef è derivabile inx0 si ha:

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)ω(x− x0).
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Pertanto

lim
x→x0

[f(x)− f(x0)] = lim
x→x0

[f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)ω(x− x0)] = 0

e
lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Si è cos̀ı provato che

TEOREMA 9.2. Siaf : D −→ R , D ⊂ R aperto, e siax0 ∈ D; sef è
derivabile inx0 allora f è continua inx0.

Non è per̀o vero il viceversa; esempi che illustrino questo fatto non
sono difficili a trovarsi (basta consideraref(x) = |x|), e di pìu è possibile
costruire una funzione continua su un intervallo ed ivi mai derivabile.

In virtù del teorema9.1 d’ora in poi, per le funzioni di una variabile,
useremo indifferentemente i termini derivabilità e differenziabilit̀a; useremo
inoltre, per caratterizzare questa proprietà una qualunque delle condizioni
enunciate nelle9.2, 9.3, 9.5.

Proviamo ora alcuni risultati sulla derivabilità.

TEOREMA 9.3. Sianof, g : D −→ R, D ⊂ R aperto, e siax0 ∈ D;
supponiamo chef eg siano derivabili inx0 , allora:

(1) αf + βg è derivabile inx0 ∀α, β ∈ R e si ha

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0);

(2) fg è derivabile inx0 e si ha

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0).

(3) Sef(x0) 6= 0 allora (1/f) è derivabile inx0 e si ha:(
1

f

)′
(x0) = − f

′(x0)

f 2(x0)
.

DIMOSTRAZIONE.
(1) è banale conseguenza della definizione di derivata e dei risultati

provati sui limiti.
(2) si pùo provare osservando che

f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0

=
f(x)[g(x)− g(x0)]

x− x0

+
[f(x)− f(x0)]g(x0)

x− x0

e passando al limite.
(3) Dal momento chef è derivabile inx0, f è ivi continua e per il

teorema della permanenza del segno∃δ > 0 tale chef(x) 6= 0 se
|x− x0| < δ.

Possiamo pertanto considerare la funzione1/f in |x− x0| < δ
e costruire il suo rapporto incrementale

1/f(x)− 1/f(x0)

x− x0

= −
f(x)−f(x0)

x−x0

1
f(x)f(x0)

.
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Passando al limite perx −→ x0 si ottiene che(
1

f

)′
(x0) = − f

′(x0)

f 2(x0)
2

TEOREMA 9.4. Sianof : (a, b) −→ R, g : (c, d) −→ (a, b); sia
t0 ∈ (c, d), g derivabile int0; sia x0 = g(t0) e siaf derivabile inx0.

Allora seϕ = f(g(·)), ϕ è derivabile int0 e si ha

ϕ′(t0) = f ′(x0)g
′(t0).

DIMOSTRAZIONE. Per la9.5si ha che

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)ω1(x− x0)(9.7)

g(t) = g(t0) + g′(t0)(t− t0) + (t− t0)ω2(t− t0).(9.8)

Si ha

(9.9) ϕ(t) = f(g(t)) = f(g(t0)) + f ′(g(t0))[g(t)− g(t0)]+

+ [g(t)− g(t0)]ω1(g(t)− g(t0)) =

= f(x0) + f ′(x0)[g
′(t0)(t− t0) + (t− t0)ω2(t− t0)]+

+ [g(t)− g(t0)]ω1(g(t)− g(t0)) =

= f(x0) + f ′(x0)g
′(t0)(t− t0) + (t− t0)ω3(t− t0).

E dal momento che

lim
t→t0

ω3(t− t0) = 0

si ha la tesi 2

TEOREMA 9.5. Siaf : (a, b) −→ R, x0 ∈ (a, b), y0 = f(x0); suppo-
niamof strettamente monotona in (a,b), derivabile inx0 ed f ′(x0) 6= 0;
allora f−1 è derivabile iny0 e si ha

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto incrementale

G(y) =
f−1(y)− f−1(y0)

y − y0

,

avremo che
G(y) = F (f−1(y))

ove

F (x) =
x− x0

f(x)− f(x0)
=
x− f−1(y0)

f(x)− y0

.

Ora

lim
x→x0

x− x0

f(x)− f(x0)
=

1

f ′(x0)
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e
lim
y→y0

f−1(y) = f−1(y0) = x0

(si ricordi chef−1 è continua iny0 in quanto inversa di una funzione mono-
tona continua).

Inoltrex0 non appartiene al campo di definizione diF ; pertanto possia-
mo applicare il teorema che consente di calcolare il limite di una funzione
composta per concludere che

lim
y→y0

G(y) =
1

f ′(x0)

e la tesi. 2

Calcoliamo ora le derivate di alcune funzioni elementari;

• d
dx
xa = axa−1

• d
dx
ax = ax ln a

• d
dx

loga x = 1
x ln a

• d
dx

sinx = cos x

• d
dx

cosx = − sinx

• d
dx

tan x = 1 + tan2 x

• d
dx

arcsinx = 1√
1−x2

• d
dx

arccos x = − 1√
1−x2

• d
dx

arctanx = 1
1+x2 .

Ciascuna delle formule vale per queglix per cui ha senso e può essere
provata usando la definizione di derivata.

Abbiamo con cìo introdotto quello che si chiama derivata prima di una
funzionef ; ovviamente applicando successivamente più volte lo stesso pro-
cedimento, otterremo quelle che si chiamano derivata seconda, terza, ..,
n-esima dif .

Indichiamo con

f ′′(x0) o
d2

dx2
f(x0)

f (3)(x0) o
d3

dx3
f(x0)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f (n)(x0) o
dn

dxn
f(x0)

la derivata seconda, terza, .., n-esima dif in x0.
Discorsi e notazioni analoghe vanno bene per le derivate successive

destre e sinistre.
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Indichiamo infine conCn(I), I ⊂ R, l’insieme delle funzionif : I −→
R derivabili almenon volte, con derivata n-esima continua.

In particolareC0(I) è l’insieme delle funzioni continue, mentreC∞(I)
è l’insieme delle funzioni che ammettono derivate di ogni ordine in ogni
punto diI.

Si pùo facilmente verificare che ognuno di questi insiemiè uno spazio
vettoriale suR.





CAPITOLO 10

I TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY.

Le derivate forniscono un’importante strumento per lo studio delle pro-
priet̀a e del grafico di una funzione.

L’applicazione di tale strumento si concretizza attraverso alcuni risultati
dimostrati nel corso del ’700, dei quali ci occupiamo di seguito.

Cominciamo con il provare il seguente lemma.

LEMMA 10.1. Siaf : [a, b] −→ R derivabile, siax1 ∈ [a, b] tale che

f(x1) = min{f(x) : x ∈ [a, b]}
si ha che

(1) sex1 ∈ (a, b) allora f ′(x1) = 0
(2) Sex1 = a allora f

′
+(x1) ≥ 0

(3) Sex1 = b allora f
′
−(x1) ≤ 0

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza del punto di minimòe assicurata dalla
continuit̀a dif in [a,b].

Proviamo la prima affermazione; sia

g(x) =
f(x)− f(x1)

x− x1

si ha
g(x) ≤ 0 se x < x1

g(x) ≥ 0 se x > x1.

Pertanto

0 ≥ lim
x→x−1

g(x) = f ′(x1) = lim
x→x+

1

g(x) ≥ 0.

Per quanto riguarda la seconda affermazione: sex1 = a si ha che

f ′+(x1) = lim
x→x+

1

g(x) ≥ 0.

La terza affermazione si dimostra in modo simile. 2

È chiaro che un risultato simile si può provare per i punti di massimo.
A questo punto siamo in grado di provare un risultato cheè, pur nella

sua semplicit̀a, fondamentale per lo sviluppo del calcolo differenziale.

TEOREMA 10.1. - Rolle - Siaf : [a, b] −→ R continua in [a, b] e
derivabile in(a, b); allora

f(a) = f(b) ⇒ ∃c ∈ (a, b) : f ′(c) = 0.
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DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Weierstraßf ammette massimo e
minimo assoluti in[a, b]; se entrambi sono assunti negli estremi si ha

max{f(x) : x ∈ [a, b]} = min{f(x) : x ∈ [a, b]}

edf è costante, da cuif ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b).
Se invece il massimo o il minimòe assunto in un punto internoc, dal

lemma10.1si haf ′(c) = 0. 2

Ne segue che

TEOREMA 10.2. - Lagrange - Siaf : [a, b] −→ R continua in[a, b] e
derivabile in(a, b); allora esistec ∈ (a, b) tale che

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione

g : [a, b] −→ R

definita da

g(x) = f(x)−
(
f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

)
.

g è continua in [a,b] e derivabile in (a,b) ed inoltreg(a) = g(b) = 0.
Per il teorema di Rolle esistec ∈ (a, b) tale che

0 = g′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a

e

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

2

TEOREMA 10.3. - Peano - Sianof, g : [a, b] −→ R, f, g continue in
[a, b] e derivabili in(a, b); allora esistec ∈ (a, b) tale che

(10.1) det

(
f(b)− f(a) f ′(c)
g(b)− g(a) g′(c)

)
= 0

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzioneh : [a, b] −→ R definita
da
(10.2)

h(x) = det

(
f(b)− f(a) f(x)
g(b)− g(a) g(x)

)
= [f(b)−f(a)]g(x)− [g(b)−g(a)]f(x)

h soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e pertanto si può affermare che
esistec ∈ (a, b) tale che

(10.3) h′(c) = det

(
f(b)− f(a) f ′(c)
g(b)− g(a) g′(c)

)
= 0

2
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TEOREMA 10.4. - Cauchy - Sianof, g : [a, b] −→ R continue in[a, b]
e derivabili in(a, b); sia inoltreg′(x) 6= 0 per ognix ∈ (a, b). Allora esiste
c ∈ (a, b) tale che

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Peano si ha che esistec ∈ (a, b)
tale che

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c).

Ma g′(x) 6= 0 per ognix ∈ (a, b) e pertanto ancheg(b) − g(a) 6= 0
(se cos̀ı non fosse ci sarebbe, per il teorema di Rolle, un puntoξ ∈ (a, b)
tale cheg′(ξ) = 0). Possiamo allora dividere perg′(c) e perg(b)− g(a) ed
ottenere la tesi. 2

I teoremi appena dimostrati forniscono tutta una serie di risultati molto
utili per lo studio del grafico di una funzione.

TEOREMA 10.5. Siaf : [a, b] −→ R continua in[a, b] e derivabile in
(a, b); allora f è costante in[a, b] se e solo sef ′(x) = 0 per ognix ∈ (a, b).

DIMOSTRAZIONE. Sef è costante in[a, b] è immediato provare chef ′

è identicamente nulla.
Proviamo viceversa che sef ′(x) = 0 per ognix ∈ (a, b) si ha chef è

costante: siax ∈ (a, b) ed applichiamo il teorema di Lagrange all’intervallo
[a, x]. Per un opportuno valore dic ∈ (a, x) si ha

f(x)− f(a) = f ′(c)(x− a) = 0

e si deduce chef(x) = f(a) 2

COROLLARIO 10.1. Sianof, g : [a, b] −→ R continue in[a, b] , deriva-
bili in (a, b) e tali che

f ′(x) = g′(x) ∀x ∈ (a, b) ;

allora
∃c ∈ R : f(x) = g(x) + c ∀x ∈ [a, b].

TEOREMA 10.6. Siaf : (a, b) −→ R, derivabile; alloraf è crescente
(decrescente) in(a, b) se e solo sef ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) per ognix ∈
(a, b).

DIMOSTRAZIONE. E’ intanto ovvio che sef è crescente allora si ha
f ′(x) ≥ 0 per ognix ∈ (a, b); supponiamo viceversa chef ′(x) ≥ 0 per
ognix ∈ (a, b), allora sex1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 , si ha

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) , x1 < c < x2

e pertanto
f(x2)− f(x1) ≥ 0

2

Sottolineiamo che i risultati provati funzionano soltanto per funzioni
definite su un intervallo.
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È infatti facile trovare esempi che contraddicano gli enunciati precedenti
se si rinuncia alla condizione di intervallo:

Ad esempio consideriamo le funzioni

(10.4) f(x) =

{
1 , x > 0

−1 , x < 0

oppure

(10.5) g(x) = 1/x su R \ {0}
Si pùo anche provare che:

TEOREMA 10.7. Sia f : (a, b) −→ R derivabile e supponiamo che
f ′(x) > 0 per ognix ∈ (a, b); allora f è strettamente crescente in(a, b).

La funzionef(x) = x3 ci convince inoltre che possono esistere funzioni
strettamente crescenti la cui derivata nonè sempre strettamente maggiore di
zero.



CAPITOLO 11

LA REGOLA DI DE L’H ÔPITAL

Dal teorema di Cauchỳe possibile ricavare un risultato molto impor-
tante usualmente identificato come regola di De L’Hôpital, dal nome del
marchese che pubblicò un trattato che la contiene, maè più probabilmente
dovuta a Johann Bernoulli.

Il suo scopoè fornire uno strumento atto a risolvere, in certi casi, il
problema di trovare il limite di una forma indeterminata.

E’ importante ricordare che l’applicazione di tale regolaè subordina-
ta, come sempre, alla verifica di alcune ipotesi, in assenza delle quali si
possono ottenere dei risultati sbagliati.

La regola di De l’Ĥopital è un raffinamento del seguente fatto del tutto
elementare.

TEOREMA 11.1. Sianof, g : D −→ R derivabili in x0 ∈ D,D aperto;
allora, sef(x0) = g(x0) = 0 eg′(x0) 6= 0, si ha

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
f ′(x0)

g′(x0)
.

DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente osservare che

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

x− x0

g(x)− g(x0)
=
f ′(x0)

g′(x0)

2

Il risultato appena enunciato si può generalizzare al caso in cui non sia
possibile considerare

f ′(x0)

g′(x0)

ma soltanto

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Naturalmente tutto ciò è fatto allo scopo di determinare il

lim
x→x0

f(x)

g(x)

nel caso in cui

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Non sar̀a ovviamente restrittivo trattare solo il caso in cuix→ x+
0 .
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TEOREMA 11.2. Sianof, g : (a, b) −→ R derivabili; supponiamo che

g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b)

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0.

Allora, se

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)

esiste, si ha

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

DIMOSTRAZIONE. Sia

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= ` ∈ R∗.

Sea < x < a+ δε si ha
f ′(x)

g′(x)
∈ I(`, ε).

Ora, se prolunghiamof eg per continuit̀a ina ponendo

f(a) = g(a) = 0,

si pùo applicare il teorema di Cauchy nell’intervallo[a, x] conx ∈ (a, b) ed
ottenere che

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
con a < c < x

Percìo, sea < x < a+ δε si haa < c < x < a+ δε e

f(x)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)
∈ I(`, ε).

2

Il teorema11.2può ovviamente essere rienunciato anche considerando
limiti per x→ a− e perx→ a.

Restano fuori da questa trattazione i limiti perx→ +∞ e perx→ −∞.
Osserviamo che in tali casi può essere utilizzato il fatto che

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0+

f(1/t)

g(1/t)
.

A quest’ultimo limite pùo essere applicato il teorema11.2non appena
si siano verificate le ipotesi in esso richieste.

Enunciamo, per comodità, il risultato che si ottiene seguendo questa via.

COROLLARIO 11.1. Sianof, g : (a,+∞) −→ R derivabili; supponia-
mo

g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a,+∞)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0 .
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Allora, se

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
esiste, si ha

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

Il caso in cuig → +∞ oppureg → −∞ è molto pìu tecnico e compli-
cato; pertanto ci limitiamo ad enunciare il risultato.

TEOREMA 11.3. Sianof, g : (a, b) −→ R derivabili; supponiamo

g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b)

lim
x→a+

g(x) = +∞.

Allora, se

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
esiste, si ha

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

La regola di De L’Ĥopital permette di ricavare un risultato molto utile
per calcolare la derivata di una funzione in punti che presentino qualche
criticità.

COROLLARIO 11.2. Siaf : D −→ R, derivabile inD\{x0} e continua
in x0 ∈ D,D aperto, con

lim
x→x+

0

f ′(x) = λ , lim
x→x−0

f ′(x) = µ.

Allora
(1) seλ ∈ R allora f ′+(x0) = λ
(2) Seµ ∈ R allora f ′−(x0) = µ
(3) Seλ = ±∞ allora f nonè derivabile da destra inx0

(4) Seµ = ±∞ allora f nonè derivabile da sinistra inx0





CAPITOLO 12

LA FORMULA DI TAYLOR

La formula di Taylor nasce dall’esigenza di trovare buone approssima-
zioni, facilmente calcolabili, per le funzioni elementari.

Si tratta essenzialmente dello sviluppo del concetto di approssimazio-
ne lineare chèe stato introdotto con la definizione di derivata. Infatti se
supponiamo chef sia una funzione derivabile inx0; abbiamo visto che

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)ω(x− x0)

dove
lim
x→x0

ω(x− x0) = 0 = ω(0).

Possiamo pertanto affermare che in tale occasione abbiamo trovato un
polinomio di primo grado che approssima la funzionef con un errore che
può essere espresso nella forma(x− x0)ω(x− x0), conω(x− x0) → 0 se
x→ x0, tale errore quindi risulta essere infinitesimo di ordine superiore ad
1 cioè di ordine superiore al grado del polinomio approssimante.

Poniamoci ora il problema di approssimare la funzionef con un po-
linomio di gradon, commettendo un errore che sia infinitesimo di ordine
superiore adn, cioè che possa essere espresso nella forma

(x− x0)
nω(x− x0) ove lim

x→x0

ω(x− x0) = 0 .

Sia pertanto

Pn(x) =
n∑
i=0

ai(x− x0)
i

un tale polinomio; dovr̀a aversi

(12.1) f(x) =
n∑
i=0

ai(x− x0)
i + (x− x0)

nω(x− x0)

conω(x− x0) → 0 sex→ x0.
Se supponiamof derivabilen volte, affinch́e la 12.1 sia vera dovr̀a

essere
f(x0) = a0

per cui si avr̀a

f(x) = f(x0) +
n∑
i=1

ai(x− x0)
i + (x− x0)

nω(x− x0)
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e

f(x)− f(x0)

x− x0

= a1 +
n∑
i=2

ai(x− x0)
i−1 + (x− x0)

n−1ω(x− x0).

Passando al limite perx→ x0 si ottiene

f ′(x0) = a1

e si avr̀a

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
n∑
i=2

ai(x− x0)
i + (x− x0)

nω(x− x0)

da cui

(12.2)
f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

(x− x0)2
=

= a2 +
n∑
i=3

ai(x− x0)
i−2 + (x− x0)

n−2ω(x− x0)

per cui, applicando la regola di De L’Ĥopital, si ottiene che

(12.3) lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

2(x− x0)
= a2

e
f”(x0)

2!
= a2.

Cos̀ı procedendo si ottiene che

f (n)(x0)

n!
= an

e pertanto, affinch́e il nostro scopo sia raggiunto, sarà necessario che

P (x) =
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i.

Riassumendo possiamo dire che

Affinchè si abbia

(12.4) f(x) =
n∑
i=0

ai(x− x0)
i + (x− x0)

nω(x− x0)

conω(x− x0) → 0 sex→ x0. deve essere

(12.5) an =
f (n)(x0)

n!
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Ci resta ora da provare che tale polinomio soddisfa effettivamente le
condizioni richieste.

Ciò sar̀a fatto provando il seguente risultato:

TEOREMA 12.1. - Formula di Taylor con il resto di Peano - Siaf :
(a, b) −→ R derivabile n-1 volte in(a, b) edn volte inx0 ∈ (a, b); allora

(12.6) f(x) =
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i + (x− x0)
nω(x− x0)

con
lim
x→x0

ω(x− x0) = 0 = ω(0) .

DIMOSTRAZIONE. Definiamo

P (x) =
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i

e chiamiamo

ω(x− x0) =
f(x)− P (x)

(x− x0)n
;

proviamo che
lim
x→x0

ω(x− x0) = 0

Allo scopo di applicare la regola di De L’Ĥopital calcoliamo

(12.7) lim
x→x0

f ′(x)− P ′(x)

n(x− x0)n−1
=

= lim
x→x0

1

n(x− x0)n−1

(
f ′(x)−

n∑
i=1

f (i)(x0)

(i− 1)!
(x− x0)

i−1

)

e proseguendo calcoliamo

(12.8) lim
x→x0

f ′′(x)− P ′′(x)

n(n− 1)(x− x0)n−2
=

= lim
x→x0

1

n(n− 1)(x− x0)n−2

(
f ′′(x)−

n∑
i=2

f (i)(x0)

(i− 2)!
(x− x0)

i−2

)

fino ad arrivare a

(12.9) lim
x→x0

f (n−1)(x)− P (n−1)(x)

n!(x− x0)
=

= lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x− x0)

n!(x− x0)
=

= lim
x→x0

1

n!

(
f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

x− x0

− f (n)(x0)

)
= 0
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Si pùo pertanto dedurre che

(12.10) lim
x→x0

ω(x− x0) = 0

2

La formula di Taylor con il resto nella forma di Peano permette di esten-
dere la possibilit̀a di approssimare una funzionef con un polinomio di pri-
mo grado, fino ad ottenere la possibilità di approssimarla con un polinomio
di gradon arbitrario.

Ovviamente il fatto pìu importantèe la valutazione dell’errore commes-
so e, se consideriamo il resto nella forma di Peano, tale valutazioneè di tipo
qualitativo.

Se vogliamo una valutazione dell’errore di tipo quantitativo ci occor-
re seguire un procedimento diverso dalla definizione di differenziabilità.
Un rapido sguardo ai risultati di calcolo differenziale fino ad ora provati ci
convincer̀a ben presto che il risultato da estendereè il teorema di Lagrange.

Cercheremo in altre parole di valutare la differenza

f(x)−
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i

in funzione di maggioranti di|f (n+1)(x)| .

TEOREMA 12.2. Formula di Taylor con il resto di Lagrange - Siaf :
(a, b) −→ R derivabilen + 1 volte in (a, b); sianox, x0 ∈ (a, b), allora
esistec tra x0 edx, tale che

f(x) =
n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i +
f (n+1)(c)(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cuin = 2; dovremo
in questo caso provare che esistec trax0 edx, tale che

(12.11) f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2
(x−x0)

2+
f ′′′(c)

3!
(x−x0)

3

Sia
(12.12)

F (x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)−
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 −R(x− x0)
3

OvviamenteR dipende dal fatto che abbiamo fissaton = 3 oltre che da
x e dax0, che comunque sono essi pure fissati,

Se consideriamoF sull’intervallo di estremix0 ed x, possiamo affer-
mare chèe derivabile almeno tre volte e si ha

F ′(x) = f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0)(x− x0)− 3R(x− x0)
2(12.13)

F ′′(x) = f ′′(x)− f ′′(x0)− 6R(x− x0)(12.14)

F ′′′(x) = f ′′′(x)− 6R(12.15)
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Poich̀eF (x) = F (x0) = 0 per il teorema di Rolle esiste un puntoα tra
x0 edx tale che

F ′(α) = 0

Poich̀e inoltreF ′(x0) = 0, sempre per il teorema di Rolle si ha che esiste
un puntoβ trax0 edα tale che

F ′′(β) = 0

Ed ancora per il teorema di Rolle, poichè ancoraF ′′(x0) = 0 esiste un punto
c trax0 edβ tale che

F ′′′(c) = 0

Ne ricaviamo infine che

F ′′′(c) = f ′′′(c)− 6R = 0

e ne deduciamo che

R =
f ′′′(c)

6
2





CAPITOLO 13

QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE

Alcuni sviluppi di funzioni elementari ricorrono spesso e quindiè molto
comodo fare una breve raccolta di risultati in merito

Nel seguito indichiamo conω una funzione infinitesima perx→ x0

1. Lo sviluppo di McLaurin di ex

Sia
f(x) = ex

Avremo chef ∈ C+∞(R) e si ha

f(x) = ex f(0) = 1(13.1)

f ′(x) = ex f ′(0) = 1(13.2)

f ′′(x) = ex f ′′(0) = 1(13.3)

f ′′′(x) = ex f ′′′(0) = 1(13.4)

· · · · · · · · · · · ·(13.5)

f (n)(x) = ex f (n)(0) = 1(13.6)

da cui si ricava che il polinomio di McLaurinPn di ex di gradon è

Pn(x) =
n∑
k=0

xk

k!

ed il resto di LagrangeRn assume la forma

Rn(x) =
ec

(n+ 1)!
xn+1 |c| ≤ |x|

Possiamo pertanto concludere che

ex =
n∑
k=0

xk

k!
+ xnω(x)(13.7)

ex =
n∑
k=0

xk

k!
+

ec

(n+ 1)!
xn+1 |c| ≤ |x|(13.8)
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2. Lo sviluppo di McLaurin di sin x

Sia

f(x) = sin x

Avremo chef ∈ C+∞(R) e si ha

f(x) = sinx f (iv)(x) = sin x(13.9)

f ′(x) = cosx f (v)(x) = cosx(13.10)

f ′′(x) = − sin x f (vi)(x) = − sin x(13.11)

f ′′′(x) = − cosx f (vii)(x) = − cosx(13.12)

Pertanto le derivate dif si ripetono di4 in 4 e si ha

f(0) = 0 f (iv)(0) = 0(13.13)

f ′(0) = 1 f (v)(0) = 1(13.14)

f ′′(0) = 0 f (vi)(0) = 0(13.15)

f ′′′(0) = −1 f (vii)(0) = −1(13.16)

da cui si ricava che il polinomio di McLaurinPn di sin x di grado2n+1
è

P2n+1(x) =
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!

ed il resto di LagrangeR2n+1 assume la forma

R2n+1(x) =
f (2n+3)(c)

(2n+ 3)!
|c| ≤ |x|

Ricordiamo che il termine di grado2n+ 2 è nullo.
Possiamo pertanto concludere che

sin x =
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+ x2n+3ω(x)(13.17)

sin x =
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+
f (2n+3)(c)

(2n+ 3)!
x2n+3 |c| ≤ |x|(13.18)
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3. Lo sviluppo di McLaurin di cosx

Sia

f(x) = cosx

Avremo chef ∈ C+∞(R) e si ha

f(x) = cosx f (iv)(x) = cosx(13.19)

f ′(x) = − sin x f (v)(x) = − sin x(13.20)

f ′′(x) = − cosx f (vi)(x) = − cosx(13.21)

f ′′′(x) = sinx f (vii)(x) = sinx(13.22)

Pertanto le derivate dif si ripetono di4 in 4 e si ha

f(0) = 1 f (iv)(0) = 1(13.23)

f ′(0) = 0 f (v)(0) = 0(13.24)

f ′′(0) = −1 f (vi)(0) = −1(13.25)

f ′′′(0) = 0 f (vii)(0) = 0(13.26)

da cui si ricava che il polinomio di McLaurinPn di cosx di grado2n è

P2n(x) =
n∑
k=0

x2k

(2k)!

ed il resto di LagrangeR2n assume la forma

R2n(x) =
f (2n+2)(c)

(2n+ 2)!
|c| ≤ |x|

Ricordiamo che il termine di grado2n+ 1 è nullo.
Possiamo pertanto concludere che

cosx =
n∑
k=0

x2k

(2k)!
+ x2n+1ω(x)(13.27)

cosx =
n∑
k=0

x2k

(2k)!
+
f (2n+2)(c)

(2n+ 2)!
x2n+3 |c| ≤ |x|(13.28)
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4. Lo sviluppo di McLaurin di ln(1 + x)

Sia
f(x) = ln(1 + x)

Avremo chef ∈ C+∞((−1,+∞)) e si ha

f(x) = ln(1 + x)(13.29)

f ′(x) =
1

1 + x
(13.30)

f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
(13.31)

f ′′′(x) =
2

(1 + x)3
(13.32)

f (iv)(x) = − 3 · 2
(1 + x)4

(13.33)

Possiamo quindi congetturare che

(13.34) f (n)(x) = (−1)n+1 (n− 1)!

(1 + x)n

La 13.36si dimostra per induzione, infatti:
(1) pern = 1

f ′(x) =
1

1 + x
e la13.36è vera.

(2) se la13.36è vera pern alloraè vera anche pern+ 1 infatti:

(13.35) f (n+1)(x) =
d

dx
f (n)(x) =

d

dx
(−1)n+1 (n− 1)!

(1 + x)n
=

(−1)(−1)n+1 (n− 1)!n(1 + x)n−1

(1 + x)2n
(−1)n+2 n!

(1 + x)n+1

Pertanto

(13.36) f (n)(0) = (−1)n+1(n− 1)!

e quindi

Pn(x) =
n∑
k=0

(−1)k+1(k − 1)!
xk

k!
=

n∑
k=0

(−1)k+1x
k

k

ed il resto di LagrangeR2n assume la forma

Rn(x) = (−1)n+2 (n)!

(1 + c)n+1

xn+1

(n+ 1)!
= (−1)n+2 xn+1

(n+ 1)(1 + c)n+1
|c| ≤ |x|

Possiamo pertanto concludere che
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ln(1 + x) =
n∑
k=0

(−1)k+1x
k

k
+ xnω(x)

(13.37)

ln(1 + x) =
n∑
k=0

(−1)k+1x
k

k
+ (−1)n+2 xn+1

(n+ 1)(1 + c)n+1
|c| ≤ |x|

(13.38)

5. Lo sviluppo di McLaurin di
√

1 + x

Sia

f(x) =
√

1 + x

. Avremo chef ∈ C+∞((−1,+∞)) e si ha

f(x) =
√

1 + x = (1 + x)1/2(13.39)

f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2(13.40)

f ′′(x) =
1

2

(
−1

2

)
(1 + x)−3/2(13.41)

f ′′′(x) =
1

2

(
−1

2

)(
−3

2

)
(1 + x)−5/2(13.42)

f (iv)(x) =
1

2

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)
(1 + x)−7/2(13.43)

Possiamo quindi congetturare che

(13.44) f (n)(x) = (−1)n+1 (2n− 3)!!

2n
(1 + x)−

2n−1
2

La 13.44si dimostra per induzione, infatti:

(1) pern = 1

f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2

e la13.44è vera.
(2) se la13.44è vera pern alloraè vera anche pern+ 1 infatti:
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(13.45) f (n+1)(x) =
d

dx
f (n)(x) =

d

dx
(−1)n+1 (2n− 3)!!

2n
(1 + x)−

2n−1
2 =

= (−1)n+1 (2n− 3)!!

2n

(
−2n− 1

2

)
(1 + x)−

2n−1
2

−1 =

= (−1)n+2 (2n− 1)!!

2n+1
(1 + x)−

2n+1
2

Pertanto

(13.46) f (n)(0) = (−1)n+1 (2n− 3)!!

2n

e quindi

Pn(x) =
n∑
k=0

(−1)k+1 (2k − 3)!!

2k
xk

k!
=

n∑
k=0

(−1)k+1 (2k − 3)!!

k!2k
xk

ed il resto di LagrangeR2n assume la forma

Rn(x) = (−1)n+2 (2n− 1)!!

(n+ 1)!2n+1
(1 + c)−

2n+1
2 |c| ≤ |x|

Possiamo pertanto concludere che

√
1 + x =

n∑
k=0

(−1)k+1 (2k − 3)!!

k!2k
xk + xnω(x)

(13.47)

√
1 + x =

n∑
k=0

(−1)k+1 (2k − 3)!!

2k
xk

k!
+ (−1)n+2 (2n− 1)!!

(n+ 1)!2n+1
(1 + c)−

2n+1
2 |c| ≤ |x|

(13.48)

6. Lo sviluppo di McLaurin di 1
1−x

Sia

f(x) =
1

1− x

Avremo chef ∈ C+∞((−1, 1)) e si ha
Definiamo

Sn(x) =
n∑
k=0

xk

ed osserviamo che
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Sn(x) =
n∑
k=0

xk =1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn(13.49)

xSn(x) = x
n∑
k=0

xk=x+ x2 + x3 + x4 + · · ·+ xn+1(13.50)

Sommando le due uguaglianze otteniamo

(1− x)Sn = 1− xn+1(13.51)

Sn =
1− xn+1

1− x
(13.52)

e

Sn =
1

1− x
− xn+1

1− x
(13.53)

Ne deduciamo che

(13.54)
1

1− x
= Sn +

xn+1

1− x
=

n∑
k=0

xk +
xn+1

1− x

ed osservando che

(13.55) lim
x→0

xn+1

1− x
= 0

di ordinen+ 1 ∈ N possiamo concludere ricordando la12.4che

(13.56) Pn =
n∑
k=0

xk

è il polinomio di McLaurin dif(x) = 1
1−x .

Pertanto

(13.57)
1

1− x
=

n∑
k=0

xk + xnω(x)

e

(13.58)
1

1− x
=

n∑
k=0

xk +
xn+1

1− x
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Allo stesso risultato si pùo pervenire dimostrando per induzione che

(13.59) f (n)(x) =
1

(1− x)n+1
. f (n)(0) = 1

In questo modo si trova che che

(13.60) Rn =
1

(1− c)n+1
|c| ≤ |x|

7. Come ricavare altri sviluppi

Le precedenti formule possono essere utilizzate per ricavare nuovi svi-
luppi di Taylor mediante semplice sostituzione.

Ad esempio dalla13.7possiamo ricavare, sostituendox con−x2 che

e−x
2

=
n∑
k=0

(−1)kx2k

k!
+ x2nω(x)(13.61)

e−x
2

=
n∑
k=0

(−1)kx2k

k!
+ (−1)n+1 ec

(n+ 1)!
x2n+2 |c| ≤ |x2|(13.62)

Da quest’ultima, osservando che

x2nω(x)

è un infinitesimo di ordine superiore ad2n e ricordando la12.4possiamo
affermare che

n∑
k=0

(−1)kx2k

k!

è il polinomio di McLaurin die−x
2

di gradon.
L’affermazioneè giustificata dal fatto che

∑n
k=0

(−1)kx2k

k!
differisce da

e−x
2

per infinitesimi di ordine superiore a2n.
Si capisce quindi che può essere utile disporre di criteri che consen-

tano di affermare che la differenza tra un polinomio ed una funzioneè
infinitesima di ordine superiore al grado del polinomio.

Possiamo a questo proposito dire che
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Sef è derivabile e se

(13.63) f(x) = Pn(x) +Rn(x)

allora

(13.64) f ′(x) = (Pn(x))
′ + (Rn(x))′

(Rn è derivabile perch̀e Rn = f − Pn e quindi è la differenza di due
funzioni derivabili.)
Ora se(Rn(x))′ è un infinitesimo di ordine superiore adn− 1 si ha

(13.65) lim
x→0

(Rn(x))′
xn−1

= 0

e, per la regola di De l’Hopital

(13.66) lim
x→0

(Rn(x))

xn
= lim

x→0

(Rn(x))′
nxn−1

= 0





CAPITOLO 14

LA CONVESSIT À

Con le definizioni e gli strumenti che abbiamo introdotto fino a questo
punto siamo in grado di distinguere una funzione il cui grafico sia del tipo
illustrato in figura14.1.1da una il cui grafico sia quello illustrato nella
figura14.1.2

14.1.1. 14.1.2.

FIGURA 14.1.

Possiamo infatti osservare che il primoè il grafico di una funzione
crescente mentre il secondo rappresenta una funzione decrescente.

Abbiamo inoltre gìa sviluppato strumenti (studio del segno della deri-
vata prima) che ci consentono di stabilire se una funzioneè crescente o
decrescente.

Non siamo tuttavia ancora in grado di distinguere tra i grafici delle tre
seguenti funzioni in quanto, ad un primo esame, possiamo osservare che
tutte e tre sono funzioni crescenti;è tuttavia chiaro che si tratta di funzioni
il cui grafico presenta caratteristiche molto diverse, cosı̀ comeè evidente
qualeè la differenza tra una scodella ed un ombrello.

Onde cercare di definire una proprietà che ci consenta di distinguere tra
i tre grafici cominciamo ad esaminare il più semplice dei tre ciòe il secondo.
Chiaramente si tratta di una retta e quindi il suo graficoè individuato da due
punti.

Indichiamo coǹ la funzione e con(x, `(x)), (y, `(y)) due punti del suo
grafico. Possiamo individuare il valore di` in z semplicemente usando la
proporzionalit̀a tra i triangoli indicati in figura.
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14.2.1. 14.2.2. 14.2.3.

FIGURA 14.2.

FIGURA 14.3.

Avremo infatti che

(14.1)
`(z)− `(x)

z − x
=
`(y)− `(x)

y − x

Poich̀e

`(z)− `(x)

z − x
=
`(x)− `(z)

x− z
,

`(x)− `(y)

x− y
=
`(y)− `(x)

y − x

la 14.1non cambia anche nel caso in cuiz non sia, come in figura, interno
all’intervallo di estremix edy. Inoltre nonè restrittivo considerarex < y.

Avremo pertanto che il valore di` in z è dato da

(14.2) `(z) = `(x) + (z − x)
`(y)− `(x)

y − x

La 22.1è semplicemente l’equazione di una retta che passa per il punto
(x, `(x) ed ha coefficiente angolare`(y)−`(x)

y−x .
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È utile osservare che, se poniamo

t =
z − x

y − x

esprimiamo, nel contempo, la proporzionalità

t

1
=
z − x

y − x

tra le lunghezze dei segmenti di[x, z] e [x, y] ed i valorit ed1.
Pertanto il rapporto tra i segmenti[z, y] e [x, y], sar̀a uguale a1− t.
Un semplice calcolo mostra infatti che

1− t = 1− z − x

y − x
=
y − x− z + x

y − x
=
y − z

y − x

Inoltre se poniamo

(14.3) t =
z − x

y − x
avremo

z − x = t(y − x)(14.4)

e quindi

z = x+ t(y − x)x = ty + (1− t)x(14.5)

Pert ∈ (0, 1) la 14.5individua un puntoz che si trova all’interno del-
l’intervallo di estremix edy, mentre pert > 1 si hanno punti a destra diy
e pert < 0 si hanno punti a sinistra dix.

Similmente possiamo scrivere la22.1come

(14.6) `(z) = `(x) + (z − x)
`(y)− `(x)

y − x
= `(x) + (`(y)− `(x))

z − x

y − x

`(x) + t(`(y)− `(x)) = t`(y) + (1− t)`(x)

ed infine possiamo scrivere

(14.7) `(ty + (1− t)x) = t`(y) + (1− t)`(x)

ed osservare che al variare dit la 14.7consente di esprimere il fatto che tutti
i valori `(z) = `(ty+(1− t)x) si trovano sulla retta di cui abbiamo studiato
il grafico.

Se ora sovrapponiamo i primi due grafici della figura14.2 risulta evi-
dente che, se chiamiamof la funzione del primo grafico edx e y i punti di
intersezione tra il grafico e la retta, avremo che, all’interno dell’intervallo
[x, y], il grafico dif sta sotto il grafico della retta.

Chiamiamo una tale funzioneconvessaed esprimiamo il fatto che ab-
biamo appena individuato semplicemente chiedendo che
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FIGURA 14.4.

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x) ∀t ∈ (0, 1)

Poniamo in altre parole la seguente definizione

Siaf : (a, b) −→ R; f si dice convessa in(a, b) se

(14.8) f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x)

per ogni x, y ∈ (a, b) e per ognit ∈ (0, 1)

Inoltre

Diciamo chef è strettamente convessa

(14.9) f(ty + (1− t)x) < tf(y) + (1− t)f(x)

per ogni x, y ∈ (a, b) e per ognit ∈ (0, 1)

È utile osservare che la14.8può essere scritta in diversi modi tutti utili
per comprendere le proprietà delle funzioni convesse.
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f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x)(14.10)

f(z) ≤ tf(y) + (1− t)f(x)(14.11)

f(z) ≤ f(x) + (z − x)
f(y)− f(x)

y − x
(14.12)

Dalla definizione di convessità si ricava sottraendo ad ambo i membri
f(y)

f(z)− f(y) ≤ (t− 1)(f(y)− f(x))(14.13)

f(z)− f(y) ≤ z − y

y − x
(f(y)− f(x))(14.14)

f(z)− f(y)

z − y
≥ f(y)− f(x)

y − x
(14.15)

FIGURA 14.5.

Possiamo pertanto concludere, osservando che abbiamo sempre operato
trasformando una disuguaglianza in una equivalente, che

Sono fatti equivalenti (si veda la figura14.5):
• f è convessa in(a, b)
• In ogni punto y ∈ (a, b) il rapporto incrementale

t 7→ f(t)− f(y)

t− y

è una funzione crescente
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D’altro canto, sef è convessa si ha:

f(z) ≤ tf(y) + (1− t)f(x)(14.16)

f(z)(t+ (1− t)) ≤ tf(y) + (1− t)f(x)(14.17)

t(f(z)− f(y)) ≤ (1− t)(f(x)− f(z))(14.18)

(z − x)(f(z)− f(y)) ≤ (y − z)(f(x)− f(z))(14.19)

f(y)− f(z)

y − z
≥ f(z)− f(x)

z − x
(14.20)

FIGURA 14.6.

Ora, sex < z < w < y si ha

(14.21)
f(z)− f(x)

z − x
≤ f(w)− f(z)

w − z
≤ f(y)− f(w)

y − w

Passando al limite perx → z− e pery → w+ se f è convessa e
derivabile allora

(14.22) f ′(z) ≤ f ′(w)

e quindif ′ è crescente.
Viceversa sef è derivabile edf ′ è crescente allora, usando il teorema di

Lagrange si pùo affermare che

(14.23)
f(z)− f(x)

z − x
= f ′(ξ) ≥ f ′(η) =

f(y)− f(w)

y − w

e quindif è convessa.
Ne concludiamo che sef è derivabile, allora
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FIGURA 14.7.

Sono fatti equivalenti (si veda14.7):
• f è convessa in(a, b)
• f ′ è una funzione crescente in(a, b)

Osserviamo infine che, sef è convessa, allora

f(y)− f(z) ≥ (y − z)
f(z)− f(x)

z − x
(14.24)

f(y) ≥ f(z) + (y − z)
f(z)− f(x)

z − x
(14.25)

e passando al limite perx→ z

f(y) ≥ f(z) + f ′(z)(y − z)(14.26)

(14.27)

e pertanto il grafico dif sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente,
Se viceversa il grafico dif sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangen-

te, allora

f(y) ≥ f(z) + f ′(z)(y − z)(14.28)

e

f(x) ≥ f(z) + f ′(z)(x− z)(14.29)



126 14. LA CONVESSIT̀A

da cui, tenendo conto chey − z > 0, ex− z < 0

f(y)− f(z)

y − z
≥ f ′(z) ≥ f(z)− f(x)

z − x
(14.30)

e

f(y)− f(z) ≥ (y − z)
f(z)− f(x)

z − x
(14.31)

e quindif è convessa.

FIGURA 14.8.

Ne concludiamo che sef è derivabile, allora

Sono fatti equivalenti (si veda la figura14.8):
• f è convessa in(a, b)
• il grafico di f sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente

I risultati che legano segno della derivata e crescenza della funzione
permettono poi di concludere che

Siaf una funzione derivabile due volte in(a, b); sono condizioni
equivalenti:

• f è convessa in(a, b);
• f ′ è crescente in(a, b);
• f ′′ è non negativa in(a, b).
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DEFINIZIONE 14.1. Siaf : (a, b) −→ R, diciamo chef è concava in
(a, b) se−f è convessa in(a, b).

DEFINIZIONE 14.2. Diciamo chef : (a, b) −→ R ha un punto di flesso
in x0 ∈ (a, b) se esisteδ > 0 tale chef è convessa (concava) in(x0− δ, x0)
e concava (convessa) in(x0, x0 + δ).

Semplici esempi mostrano come sia possibile per una funzione avere un
punto di flesso in0 e

• non essere derivabile in0 (f(x) = 3
√
x)

• avere derivata non nulla in0 (f(x) = sinx)
• avere derivata nulla in0 (f(x) = x3).

TEOREMA 14.1. Siaf : (a, b) −→ R e siax0 ∈ (a, b), supponiamof
derivabile in(a, b); allora x0 è un punto di flesso se e solo sef ′ è crescen-
te (decrescente) in un intorno destro dix0 e decrescente (crescente) in un
intorno sinistro.

E’ pertanto evidente che nonè possibile caratterizzare un punto di flesso
facendo uso soltanto della derivata prima nel punto.

Possiamo tuttavia provare nel successivo paragrafo condizioni in grado
di caratterizzare i punti di flesso.





CAPITOLO 15

ESTREMI RELATIVI E ASINTOTI.

Abbiamo gìa visto cosa si intende per minimo e massimo assoluto di
una funzione e abbiamo già trovato condizioni necessarie e sufficienti per
l’esistenza di un minimo o un massimo assoluto. (Si veda il lemma 9.1 ed
il teorema 7.10).

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la definizione di massi-
mo e minimo relativo per una funzione e daremo condizioni necessarie e
sufficienti per l’esistenza di un punto di minimo o di massimo relativo.

DEFINIZIONE 15.1. Siaf : D −→ R diciamo chex0 ∈ D è un punto
di minimo (massimo) relativo per la funzionef se∃δ > 0 tale che sex ∈
D ∩ (x0 − δ, x0 + δ) si ha

f(x) ≥ f(x0) (f(x) ≤ f(x0))

Usando la formula di Taylor possiamo ottenere uno strumento utile ad
identificare i punti di massimo e di minimo relativo per una funzione. Tutto
si fonda sul fatto che il polinomio di Taylor approssima una funzione a
meno di infinitesimi di ordine superiore al grado del polinomio stesso.

Infatti, siaPn il polinomio di Taylor di f centrato inx0 di gradon,
( ricordiamo che per scrivere il polinomio di Taylor dif , f deve essere
derivabile almenon volte); per il teorema12.1possiamo allora affermare
che

(15.1) f(x) = Pn(x) + (x− x0)
nω(x− x0)

dove, come al solito, qui e nel seguito supponiamo

lim
x→x0

ω(x− x0) = 0

e se definiamo

P 1
n(x) =

n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

si avr̀a

(15.2) f(x)− f(x0) = P 1
n(x) + (x− x0)

nω(x− x0)

mentre se

P 2
n(x) =

n∑
k=2

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k
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si avr̀a

(15.3) f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) = P 2
n(x) + (x− x0)

nω(x− x0)

Osserviamo cheP 1 eP 2 sono, rispettivamente, i polinomi di Taylor di
f(x)− f(x0) ef(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0).

Dividendo le15.1,15.2,15.3perP , P 1 eP 2, rispettivamente, otteniamo

f(x)

Pn(x)
= 1 +

(x− x0)
n

Pn(x)
ω(x− x0)(15.4)

f(x)− f(x0)

P 1
n(x)

= 1 +
(x− x0)

n

P 1
n(x)

ω(x− x0)(15.5)

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

P 2
n(x)

= 1 +
(x− x0)

n

P 2
n(x)

ω(x− x0)(15.6)

(15.7)

Poich̀ePn,P 1
n ,P 2

n , sono polinomi di gradon e quindi sono infinitesimi,
perx→ x0 di ordine al pìun, tenendo conto cheω è a sua volta infinitesima,
possiamo dedurre che

(15.8)
(x− x0)

n

Pn(x)
ω(x− x0)

(x− x0)
n

P 1
n(x)

ω(x− x0)
(x− x0)

n

P 2
n(x)

ω(x− x0)

sono infinitesimi perx→ x0.
Il teorema della permanenza del segno permette quindi di affermare che
In un intorno dix0

(1) f ha lo stesso segno diP
(2) f(x)− f(x0) ha lo stesso segno diP 1

(3) f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) ha lo stesso segno diP 2

Poich̀e il segno diPn in un intorno dix0 è quello dif(x0), la prima
affermazione si riduce semplicemente alla riaffermazione del teorema della
permanenza del segno, tuttavia le altre due forniscono utili informazioni su
crescenza e convessità.

Infatti poich̀ef(x)− f(x0) ha lo stesso segno diP 1
n in un intorno dix0

possiamo dire chex0 è un punto di minimo relativo se siamo in grado di
stabilire cheP 1

n è positivo in un intorno dix0, viceversa possiamo dire che
x0 nonè di minimo relativo se il polinomioP 1

n cambia segno in un intorno
di x0.

Ora se supponiamo chef sia derivabile almenon volte in (a, b) 3 x0 e
chef (n)(x0) sia la prima derivata non nulla dif in x0 possiamo considerare
il polinomio P 1

n che risulta essere definito da

P 1
n(x) =

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

e quindi risulta evidente cheP 1
n mantiene segno costante o cambia segno

in un intorno dix0 a seconda chen sia pari o dispari; nel caso chen sia pari
il segno diP 1

n è determinato dal segno dif (n)(x0)
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Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA 15.1. Siaf : (a, b) −→ R una funzione derivabile almeno
n volte e siax0 ∈ (a, b); sia f (n)(x0) 6= 0 la prima derivata che non si
annulla,n ≥ 1; allora x0 è punto di minimo relativo perf se e solo sen è
pari ef (n)(x0) > 0.

In maniera similef(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) ha lo stesso segno di
P 2
n in un intorno dix0 e quindi si ha che chex0 è un punto di flesso seP 2

n

cambia segno in un intorno dix0, viceversa possiamo dire chex0 nonè un
punto di flesso se il polinomioP 2

n è positivo in un intorno dix0,
Ora se, come prima, supponiamo chef sia derivabile almenon volte in

(a, b) 3 x0 e chef (n)(x0) sia la prima derivata non nulla dif in x0 possiamo
considerare il polinomioP 2

n che risulta essere definito da

P 2
n(x) =

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

e quindi risulta evidente cheP 2
n mantiene segno costante o cambia segno

in un intorno dix0 a seconda chen sia pari o dispari; nel caso chen sia pari
il segno diP 2

n è determinato dal segno dif (n)(x0)
Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA 15.2. Siaf : (a, b) −→ R una funzione derivabile almenon
volte e siax0 ∈ (a, b); sia f (n)(x0) 6= 0 la prima derivata che non si annul-
la, n ≥ 2; allora x0 è punto di flesso perf se e solo sen è dispari. Il segno
di f (n)(x0) fornisce poi informazioni sul fatto che il grafico dif sia sopra
(funzione localmente convessa) o sotto (funzione localmente concava) la
retta tangente al suo grafico

DEFINIZIONE 15.2. Sianof, g : (a,+∞) −→ R; diciamo chef e g
sono asintotiche se

lim
x→+∞

f(x)− g(x) = 0.

Nel caso in cui sia
g(x) = αx+ β

diciamo cheg è un asintoto perf .

TEOREMA 15.3. Siaf : (a,+∞) −→ R; la retta di equazione

y = αx+ β

è un asintoto perf se e solo se

(15.9) α = lim
x→+∞

f(x)

x
, β = lim

x→+∞
f(x)− αx

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare che le15.9 sono sufficienti
affinch́e la retta sia asintoto.
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Viceversa, se la rettàe un asintoto, si ha 2

(15.10) lim
x→+∞

f(x)− αx− β

x
= lim

x→+∞

f(x)

x
− α = 0

DEFINIZIONE 15.3. Sia f : (a, b) −→ R, diciamo che la retta di
equazionex = c è un asintoto verticale perf se

lim
x→c

|f(x)| = +∞



CAPITOLO 16

RICERCA NUMERICA DI ZERI E MINIMI.

Una delle applicazioni più tipiche della convessità consiste nella ricerca
approssimata degli zeri di una funzione.

Il pi ù semplice dei metodi di ricerca degli zeriè indubbiamente il meto-
do di bisezione di cui abbiamo già dato una dimostrazione in8.1

Il metodo di bisezione offre indubbi vantaggi di semplicità di appli-
cazione e necessita di ipotesi ridotte alla sola continuità della funzionef ;
tuttavia, in presenza di migliori condizioni, si possono trovare metodi che
convergono alla soluzione molto più velocemente.

Tali metodi, usualmente utilizzano la convessità della funzione, e sono
tanto pìu importanti quantòe più grande la difficolt̀a di svolgere calcoli.

Chiaramente, con tempi di calcolo sempre più ridotti, tali metodi per-
dono parte della loro attrattiva anche se rimangono interessanti per la loro
eleganza ed efficienza.

E’ questo il caso del metodo di Newton (o delle tangenti) e del meto-
do della ’regula falsi’; essi convergono se le funzioni di cui si ricercano
gli zeri sono convesse e possono essere generalizzati al caso non convesso
purch́e le derivate prime e seconde della funzionef siano opportunamente
maggiorabili o minorabili.

TEOREMA 16.1. - Metodo di Newton (o delle tangenti)- Supponiamo
f : (α, β) −→ R, convessa e derivabile due volte in(α, β); supponiamo
inoltre cheα < a < b < β e sia

f(a) < 0 , f(b) > 0 .

Allora esiste uno ed un solo puntoc ∈ (a, b) tale che

f(c) = 0 , f ′(x) ≥ f ′(c) > 0 ∀x ∈ [c, b].

Definiamo la successionexn nella seguente maniera:

x0 = b

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
;

allora:
• xn è decrescente e inferiormente limitata,
• limxn = c
• se0 ≤ f ′′(x) ≤M per ognix ∈ [a, b] e sef ′(a) = P > 0 si ha

0 ≤ xn − c ≤ 2P

M

(
M

2P
(b− a)

)2n
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Il precedente metodo può essere generalizzato al caso in cui la funzione
non sia convessa, ma siano verificate opportune condizioni.

TEOREMA 16.2. -Metodo della regula falsi - Siaf : (α, β) −→ R una
funzione convessa e derivabile due volte in(α, β) e sianoa, b ∈ (α, β), a <
b, tali chef(a) < 0, f(b) > 0.

Allora esiste uno ed un soloc ∈ (a, b), tale chef(c) = 0 e f ′(x) ≥
f ′(c) > 0 ∀x ∈ [c, b].

Inoltre, se definiamo una successionexn nella seguente maniera:

(16.1) x0, x1 ∈ [c, b] , x1 < x0

(16.2) xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)

= xn−1 − f(xn−1)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)

si ha
• xn è decrescente ed inferiormente limitata,
• lim xn = c
• seM,P ∈ R sono tali che

0 ≤ f”(x) ≤M , f ′(x) ≥ P > 0 ∀x ∈ [a, b]

allora

0 ≤ xn − c ≤ 2P

M

(
M

2P
(b− a)

)δn
oveδn è la successione di Fibonacci.



CAPITOLO 17

INTEGRAZIONE.

Consideriamo un punto materialeP che si muove lungo l’assex di un
sistema di riferimento cartesiano, edè sottoposto ad una forza di richiamo
costante a tratti verso un puntoO della retta, che assumiamo come origine
degli assi coordinati.

Più precisamente sex è lo spostamento daO del puntoP la forza di
richiamoR sar̀a espressa da:

R(x) = ki se i ≤ x < i+ 1 con i = 0, 1, 2, ......

Il lavoro svolto per muovere un punto su cui agisce una forza costante, si
calcola moltiplicando l’intensit̀a della forza per lo spostamento che il punto
ha subito, pertanto il lavoro che occorre per spostare il puntoP dall’origine
è dato da:

Λ(x) =
i−1∑
j=0

kj + ki(x− i) se i ≤ x < i+ 1 con i = 0, 1, 2, ......

Se supponiamo che la forza di richiamoR anzich̀e costante a tratti sia
proporzionale alla distanzax di P daO, come ad esempio accade nel caso
in cui suP agisca una forza elastica, cioè se ipotizziamo che

R(x) = kx conk ∈ R+

avremo qualche problema in più per il calcolo del lavoro che noǹe
più svolto da una forza costante, o costante a tratti. Possiamo allora tenta-
re di calcolare il lavoro approssimando la forza di richiamo con una forza
costante su tratti abbastanza piccoli.

Siano

0 = x0 < x1 < ... < xn = x

n punti che conveniamo di indicare come

P = {x0, x1, ..., xn}

e possiamo chiamare partizione dell’intervallo[0, x]. Possiamo approssi-
mareΛ(x) con le quantit̀a

Λ+(P, x) e Λ−(P, x)
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definite mediante le

Λ−(P, x) =
n∑
i=1

kxi−1(xi − xi−1)(17.1)

Λ+(P, x) =
n∑
i=1

kxi(xi − xi−1)(17.2)

Per come sono state definite si ha

Λ−(P, x) ≤ Λ(x) ≤ Λ+(P, x).

ed inoltre se consideriamo le partizioni

Pn = {ix/n , i = 0, 1, 2, .., n}

si ha che

(17.3)
kx2

n2

(n− 1)n

2
=
kx2

n2

n∑
i=1

(i− 1) = Λ−(Pn, x) ≤

≤ sup{Λ−(P, x) : P} ≤ inf{Λ+(P, x) : P} ≤

≤ Λ+(Pn, x) =
kx2

n2

n∑
i=1

i =
kx2

n2

n(n+ 1)

2

Per cui passando al limite pern→ +∞ si ottiene che

(17.4)
kx2

2
≤ sup{Λ+(P, x) : P} ≤ inf{Λ−(P, x) : P} ≤ kx2

2

edè lecito definire

(17.5) Λ(x) = inf{Λ+(P, x) : P} = sup{Λ−(P, x) : P} =
kx2

2

Lo stesso problema si pone non appena cerchiamo di definire l’area
dell’insieme

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ x2}

Siano0 = x0 < x1 < ... < xn = 1 e definiamo

P = {x0, x1, ..., xn};

possiamo approssimare, rispettivamente per eccesso e per difetto, l’area di
D mediante le

A(P ) =
n∑
i=1

x2
i (xi − xi−1) , a(P ) =

n∑
i=1

x2
i−1(xi − xi−1)

e possiamo definire l’area diD come l’eventuale valore comune di
inf{A(P ) : P} e sup{a(P ) : P} dichiarando cheD nonè misurabile se
tali valori non risultano coincidenti.
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Considerata la partizionePn = {i/n : i = 0, 1, 2, ..., n} si calcola che

(17.6)
1

n3

(n− 1)n(2n− 1)

6
=

1

n3

n∑
i=1

(i− 1)2 ≤

≤ sup{a(P ) : P} ≤ inf{A(P ) : P} ≤

≤ 1

n3

n∑
i=1

i2 ≤ 1

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

e pern→ +∞ si ottiene

(17.7)
1

3
≤ sup{a(P ) : P} ≤ inf{a(P ) : P} ≤ 1

3
ondeè lecito definire

area(D) = inf(A(P ) : P} = sup{a(P ) : P} =
1

3
La definizione di integrale nasce dall’esigenza di formalizzare procedi-

menti del tipo che abbiamo esposto; in sostanza si tratta di definire l’esten-
sione del concetto di somma discreta al caso in cui la somma sia fatta su
insieme continuo di indici.

DEFINIZIONE 17.1. Sia [a, b] ⊂ R, chiamiamo partizione di[a, b] un
insieme

P = {x0, x1, ..., xn}
di punti di [a, b] tali che

a = x0 < x1 < .... < xn = b.

17.1.1. Somme Inferiori 17.1.2. Somme superiori

FIGURA 17.1.

Indichiamo conP(a, b) l’insieme delle partizioni di[a, b].
Definiamo

Ik = [xk, xk+1] , ∆Ik = xk+1 − xk(17.8)

I = [a, b] , ∆I = b− a(17.9)
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ovviamente si avr̀a

I =
n−1⋃
k=0

Ik , [a, b] =
n−1⋃
k=0

[xk, xk+1](17.10)

Definiamo inoltre, per ogniP ∈ P(a, b),

∆(P ) = max{∆Ik, k = 0..n− 1}

DEFINIZIONE 17.2. SiaP ∈ P(a, b) e siaf : [a, b] −→ R una funzione
limitata che supporremo sempre;

m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ [a, b]

poniamo
P = {x0, x1, .., xn}

e definiamo
mk = inf{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]}
Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]}.

Definiamo inoltre

L(f, P ) =
n−1∑
k=0

mk∆Ik(17.11)

U(f, P ) =
n−1∑
k=0

Mk∆Ik(17.12)

R(f, P,S) =
n−1∑
k=0

f(ck)∆Ik(17.13)

ove si indichi conS = {c1, .., cn} una scelta di punti tale chexk ≤ ck ≤
xk+1.

L(f, P ) edU(f, P ) si dicono, rispettivamente, somme inferiori e somme
superiori dif rispetto alla partizioneP , mentreR(f, P,S) si dice somma
di Cauchy-Riemann.

Vale la pena di osservare che le somme di Cauchy-Riemann dipendono
dalla scelta dei puntiS oltre che dai puntick.

DEFINIZIONE 17.3. SianoP,Q ∈ P(a, b); diciamo cheP è una parti-
zione pìu fine diQ, e scriviamoP � Q, seP ⊃ Q.

Diciamo inoltre chePn ∈ P(a, b) è una successione ordinata di parti-
zioni se

(17.14)

{
Pn+1 � Pn
lim ∆(Pn) = 0

È evidente dalle figure che valgono i seguenti fatti la cui dimostrazione
può essere scritta formalizzando ciò cheè suggerito da esse.
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FIGURA 17.2. Confronto tra somme superiori e somme inferiori

LEMMA 17.1. SianoP,Q ∈ P(a, b),Q� P , Allora

(17.15) m(b− a) ≤ L(f, P ) ≤ L(f,Q) ≤
≤ R(f,Q,S) ≤

≤ U(f,Q) ≤ U(f, P ) ≤M(b− a)

Inoltre, comunque si scelganoR,S ∈ P(a, b), si ha

L(f,R) ≤ U(f, S).

DEFINIZIONE 17.4. Definiamo∫–b

a

f(x)dx = inf{U(f, P ) : P ∈ P(a, b)}(17.16) ∫ b

–a
f(x)dx = sup{L(f, P ) : P ∈ P(a, b)}(17.17)

Le precedenti quantità si dicono, rispettivamente, integrale superiore e
integrale inferiore dif in [a, b]

È immediato verificare che

m(b− a) ≤
∫ b

–a
f(x)dx ≤

∫–b

a

f(x)dx ≤M(b− a).

DEFINIZIONE 17.5. Diciamo chef è integrabile in[a, b] se∫ b

–a
f(x)dx =

∫–b

a

f(x)dx .

In tal caso chiamiamo il valore comune ottenuto integrale dif tra a eb
e lo denotiamo con il simbolo∫ b

a

f(x)dx .
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Definiamo ∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx

ed osserviamo che ∫ a

a

f(x)dx = 0.

DEFINIZIONE 17.6. Diciamo chef soddisfa la condizione di integra-
bilit à in [a, b] se ∀ε > 0 esiste una partizionePε ∈ P(a, b) tale che

(17.18) 0 ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε

Dal momento che la quantità U(f, P ) − L(f, P ) decresce al raffinarsi
della partizione, restando non negativa, la precedente condizioneè equiva-
lente alla seguente

∀ε > 0 esistePε ∈ P(a, b) tale che

0 ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ε.

∀P ∈ P(a, b), P � Pε

DEFINIZIONE 17.7.Diciamo chef è integrabile secondo Cauchy-Riemann
in [a, b] se esisteI ∈ R per cui esiste una partizionePε ∈ P(a, b) tale che
∀ε > 0 si ha che

(17.19) |R(f, P,S)− I| < ε

per ogniP ∈ P(a, b), P � Pε e per ogni scelta di puntiS

TEOREMA 17.1. Sono fatti equivalenti:

(1) f è integrabile su[a, b]
(2) f soddisfa la condizione di integrabilità in [a, b]

DIMOSTRAZIONE. Sef è integrabile allora∫ b

–a
f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∫–b

a

f(x)dx

Ma per definizione

(17.20)
∫ b

–a
f(x)dx = sup

P
L(f, P ) ,

∫–b

a

f(x)dx = inf
P
U(f, P )

e quindi possiamo trovare due partizioniPε eQε tali che

∫ b

a

f(x)dx− ε

2
≤ L(f,Qε) ≤

∫ b

a

f(x)dx(17.21) ∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f, Pε) ≤
∫ b

a

f(x)dx+
ε

2
(17.22)
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Se ne deduce che

(17.23) U(f, Pε)− L(f,Qε) ≤ ε

SeRε = Qε

⋃
Pε, si ottiene che

(17.24) U(f,Rε)− L(f,Rε) ≤ U(f, Pε)− L(f,Qε) ≤ ε

e quindi vale la condizione di integrabilità.
Se viceversa si ha

(17.25) U(f, Pε)− L(f, Pε) ≤ ε

allora

(17.26) U(f, Pε) ≤ L(f, Pε) + ε

e pertanto

(17.27)
∫–b

a

f(x)dx ≤
∫ b

–a
f(x)dx+ ε

e, passando al limite perε→ 0 si ottiene

(17.28)
∫–b

a

f(x)dx ≤
∫ b

–a
f(x)dx

poich̀e è ovvio che

(17.29)
∫ b

–a
f(x)dx ≤

∫–b

a

f(x)dx

si pùo concludere che

(17.30)
∫–b

a

f(x)dx =

∫ b

–a
f(x)dx

e l’integrabilit̀a dif è dimostrata.
2

TEOREMA 17.2. Sef è integrabile su[a, b] allora f è integrabile secondo
Cauchy-Riemann ed il valore dell’integraleè lo stesso.

DIMOSTRAZIONE. Poich̀e

L(f, P ) ≤ R(f, P,S) ≤ U(f, P )(17.31)
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ed anche

L(f, P ) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f, P )(17.32)

si ha

(17.33) |R(f, P,S)−
∫ b

a

f(x)dx| ≤ U(f, P )− L(f, P )

Quandof è integrabileU(f, P ) − L(f, P ) può essere reso piccolo quanto
si vuole, pur di raffinare la partizione e quindi per la precedente disugua-
glianzaè possibile verificare la definizione di integrale secondo Cauchy-
Riemann. 2

Nel teorema17.2 può essere dimostrata anche l’implicazione opposta
per cui

TEOREMA 17.3. f è integrabile su[a, b] se e solo sef è integrabile secondo
Cauchy-Riemann ed il valore dell’integraleè lo stesso.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che vale la definizione17.7avremo che
seP è abbastanza fine allora

(17.34) I − ε ≤ R(f, P,S) ≤ I + ε

per ogni scelta di puntiS.
Poich̀e si ha

(17.35) U(f, p) =
n−1∑
k=0

Mk∆Ik ≤
n−1∑
k=0

(f(ck) + ε)∆Ik =

= R(f, P,S1) + ε(b− a) ≤ I + ε(b− a) + ε

(17.36) L(f, p) =
n−1∑
k=0

mk∆Ik ≥
n−1∑
k=0

(f(dk)− ε)∆Ik =

= R(f, P,S2)− ε(b− a) ≤ I − ε(b− a)− ε

Ne viene allora che

(17.37) I − ε(b− a)− ε ≤ L(f, P ) ≤ U(f, P ) ≤ I + ε(b− a) + ε

e quindi vale la condizione di integrabilità e∫ b

a

f(x)dx = I

2
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TEOREMA 17.4. Sef è una funzione integrabile e siaPn una successio-
ne ordinata di partizioni di, allora

(17.38)
∫–b

a

f(x)dx = lim
n

U(f, Pn) = lim
n

L(f, Pn) = lim
n

R(f, Pn, S)

DIMOSTRAZIONE. Dal momento chef è integrabile, possiamo trovare
una partizionePε tale che

U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε

SePε è costituita daN punti, dalla figura17.3

FIGURA 17.3. Confronto traU(f, Pn) − L(f, Pn) e
U(f, Pε)− L(f, Pε)

si vede che

(17.39) U(f, Pn)− L(f, Pn) ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε) +N(M −m)∆Pn

infatti è evidente chenon si può affermare semplicementeche

U(f, Pn)− L(f, Pn) ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε)

a causa del fatto messo in evidenza dalla zona tratteggiata in figura17.3.
Tuttavia l’area di tale zona può essere maggiorata con

(M −m)∆Pn

e tale evenienza ha luogo al più in tanti casi quanti sono i punti (N ) di Pε.
Pertanto, fissando opportunamentePε e scegliendon abbastanza grande,

si ottiene cheU(f, Pn)− L(f, Pn) diventa piccola quanto si vuole e quindi

U(f, Pn)− L(f, Pn) → 0

Ora, se ricordiamo che

(17.40) n 7→ L(f, Pn) e n 7→ U(f, Pn)

sono successioni crescenti per il fatto che la successione di partizioniP è
ordinata, chef è integrabile e che

(17.41) L(f, Pn) ≤ R(f, Pn,S) ≤ U(f, Pn)
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possiamo concludere che

(17.42) lim
n
U(f, Pn) , lim

n
L(f, Pn) , lim

n
R(f, Pn, S)

esistono e quindi poich̀e si ha

L(f, Pn) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f, Pn)

(17.43) lim
n
U(f, Pn) = lim

n
L(f, Pn) = lim

n
R(f, Pn, S) =

∫ b

a

f(x)dx

2

TEOREMA 17.5. Sef, g : [a, b] −→ R sono integrabili su[a, b], e se
α, β ∈ R; allora αf + βg efg sono integrabili su[a, b] e∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx + β

∫ b

a

g(x)dx .

TEOREMA 17.6. Sef è integrabile in[a, b]; e sec ∈ (a, b), allora f è
integrabile in[a, c] ed in[c, b] e∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx .

TEOREMA 17.7. Sef, g : [a, b] −→ R sono integrabili in[a, b] e se
f(x) ≥ g(x) ∀x ∈ [a, b]; allora∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dx .

DIMOSTRAZIONE. Sar̀a sufficiente provare che, sef(x) ≥ 0,∫ b

a

f(x)dx ≥ 0,

ma questòe ovvia conseguenza del fatto chem = inf{f(x) : x ∈ [a, b]} ≥
0. 2

TEOREMA 17.8. Sef : [a, b] −→ R e se definiamo

f+(x) = max{f(x), 0} , f−(x) = min{f(x), 0}.
Allora f+ edf− sono integrabili su[a, b] se e solo sef è integrabile su[a, b]
e si ha ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f+(x)dx +

∫ b

a

f−(x)dx.

DIMOSTRAZIONE. SiaP ∈ P(a, b), allora

U(f+, P )− L(f+, P ) ≤ U(f, P )− L(f, P )

in quanto

sup{f+(x)−f+(y) : x, y ∈ [xi−1, xi]} ≤ sup{f(x)−f(y) : x, y ∈ [xi−1, xi]}.
Inoltre si haf = f+ + f−. 2
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COROLLARIO 17.1. Sef : [a, b] −→ R è integrabile in[a, b], allora
anche|f | è integrabile in[a, b].

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che|f | = f+ − f− 2

Osserviamo che|f | può essere integrabile senza chef sia tale; ad esem-
pio

f(x) =

{
−1 , x ∈ Q
1 , x ∈ R \Q

TEOREMA 17.9. Sef è integrabile , allora∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

|f(x)|dx
∣∣∣∣ .

DIMOSTRAZIONE. Si ha−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| e la tesi segue dai
risultati precedenti. 2

TEOREMA 17.10.Sef è integrabile in[a, b], non negativa, e se[α, β] ⊂
[a, b]; allora ∫ β

α

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx.

TEOREMA 17.11. Sianof, g : [a, b] −→ R, e siaf limitata ed integra-
bile in [a, b]; se

f(x) = g(x) ∀x ∈ [a, b] \N , N = {y1, ..., yk}
allora ancheg è integrabile in[a, b] e si ha∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

DIMOSTRAZIONE.È sufficiente provare che la funzione

hc(x) =

{
1 , x = c

0 , x 6= c

conc ∈ [a, b], è integrabile in[a, b] e∫ b

a

hc(x)dx = 0.

SiaP ∈ P(a, b); si ha

L(hc, P ) = 0 , U(hc, P ) ≤ 2∆(P ).

Pertanto
inf{U(hc, P ) : P ∈ P(a, b)} = 0.

La tesi segue tenendo conto del fatto che

f(x) = g(x) +
k∑
i=1

hyk
(x) [f(yk)− g(yk)].

2
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Ci proponiamo ora di dare alcune condizioni sufficienti per l’integrabi-
lit à.

TEOREMA 17.12. Sef è monotona su[a, b], allora f è integrabile in
[a, b].

DIMOSTRAZIONE. Il teorema segue da quanto illustrato nella figura

FIGURA 17.4. Integrabilit̀a delle funzioni monotone

Supponiamo ad esempio chef sia crescente in[a, b]; si ha

mi = f(xi−1) , Mi = f(xi)

per cui

U(f, P )− L(f, P ) =
n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)](xi − xi−1)

e, sceltaPε ∈ P(a, b) in modo che∆(Pε) < ε, si ha

U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε

n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] = ε[f(b)− f(a)].

2

TEOREMA 17.13. Sef : [a, b] −→ R è continua, alloraf è integrabile
in [a, b].

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione di questo teorema si fonda sul
concetto di uniforme continuità.

Poich̀e non si tratta di un concetto semplice, tanto che agli albori del
calcolo esso era ignorato,è conveniente illustrare la dimostrazione per le
funzioni lipschitziane, ciòe per le funzioni per cui si pùo affermare che

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|
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In tal caso si ha

(17.44)

U(f, Pε)− L(f, Pε) =
n−1∑
k=0

(Mk −mk)∆Ik =
n−1∑
k=0

(f(xk)− f(yk))∆Ik ≤

n−1∑
k=0

L|xk − yk|∆Ik

conxk, yk ∈ Ik e se scegliamo∆P < ε
L

otteniamo che

U(f, Pε)− L(f, Pε) ≤ ε
n−1∑
k=0

∆Ik = ε(b− a)

2

Possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 17.14. Sef è limitata in [a, b] e continua in[a, b] \N ,N =
{y1, ..., yk}; allora f è integrabile in[a, b].

TEOREMA 17.15. Sef è continua e non negativa e se∫ b

a

f(x)dx = 0

allora f(x) = 0 per ognix ∈ [a, b]

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esistaα ∈ [a, b] tale
chef(α) > 0 ; allora esiste[c, d] ⊂ [a, b] in modo chef(x) ≥ m > 0 in
[c, d].

Pertanto∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ d

c

f(x)dx ≥ m(d− c) > 0.

2

Gli sviluppi del calcolo integrale e le sue applicazioni dipendono dal
legame strettissimo tra il concetto di integrale e quello di derivata cheè
espresso dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalle proprietà di
cui gode la funzione integralex 7→

∫ x
x0
f(t)dt.

Definiamo pertanto

(17.45) F (x) =

∫ x

x0

f(x)dx

e dedichiamo un po’ di attenzione allo studio della continuità e della
derivabilit̀a diF

TEOREMA 17.16. Sia f integrabile in [a, b] e consideriamo, per ogni
x ∈ [a, b], la funzione definita da

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt .

Allora F è lipschitziana in[a, b].
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DIMOSTRAZIONE. Sianox, y ∈ [a, b] e sia|f(x)| ≤ M ∀x ∈ [a, b]; si
ha

(17.46) |F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x

|f(t)|dt
∣∣∣∣ ≤M |y − x|.

2

TEOREMA 17.17. Siaf integrabile in[a, b]; consideriamo la funzione
definita da

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Sef è continua inx0 ∈ (a, b), allora F è derivabile inx0 e

F ′(x0) = f(x0).

DIMOSTRAZIONE. Per ogniε > 0 esisteδε > 0 tale che se|t−x0| < δε
si ha|f(t)− f(x0)| < ε.

Percìo se|h| < δε si ha∣∣∣∣F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ 1

|h|

∣∣∣∣∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)|dt
∣∣∣∣ ≤ ε.

2

TEOREMA 17.18. della media - Siaf continua, allora esistec ∈ [a, b]
tale che ∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo applicare il teorema di Lagrange alla Fun-
zioneF (x) su [a, b] 2

Il precedente teorema può essere generalizzato nella seguente forma

TEOREMA 17.19. - della media - Sianof, g continue,g non negativa;
allora esistec ∈ [a, b] tale che∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.

DIMOSTRAZIONE. Il teoremaè banale seg è identicamente nulla. In
caso contrario si ha ∫ b

a

g(x)dx > 0

e, posto

m = min{f(x) : x ∈ [a, b]} , M = max{f(x) : x ∈ [a, b]}
si ha

m

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a

g(x)dx

e

m ≤
∫ b
a
f(x)g(x)dx∫ b
a
g(x)dx

≤M.
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Pertanto la tesi segue dal fatto chef è continua in[a, b] ed assume tutti
i valori compresi tra il suo minimom ed il suo massimoM . 2

I precedenti risultati indicano la necessità di introdurre un nuovo con-
cetto: quello di funzione la cui derivataè assegnata.

DEFINIZIONE 17.8. Diciamo cheF è una primitiva dif in (a, b) seF
è ivi derivabile e risulta

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ (a, b).

Definiamo integrale indefinito dif e lo indichiamo con il simbolo∫
f(x)dx

l’insieme delle primitive dif .

TEOREMA 17.20. Supponiamo cheF eG siano due primitive dif in
(a, b), allora esistek ∈ R tale che

F (x) = G(x) + k ∀x ∈ (a, b).

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che(F − G)′(x) = 0 in (a, b) si
può applicare il corollario del teorema di Lagrange che assicura che se una
funzione ha derivata nulla alloràe costante. 2

COROLLARIO 17.2. SiaF una primitiva dif in (a, b) e siaf continua
in (a, b); allora esistek ∈ R tale che

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt + k.

Il precedente corollario permette di determinare l’integrale indefinito di
una funzione. Ricordiamo tuttavia che la sua validità è limitata a funzioni
definite su un intervallo.

Anche il calcolo dell’integrale dif in [a, b] beneficia di questo risultato
vale infatti il seguente teorema.

TEOREMA 17.21. Siaf integrabile in[a, b], siaF una primitiva dif in
(a, b) e sia[α, β] ⊂ (a, b); allora

∫ β

α

f(x)dx = F (β)− F (α).



150 17. INTEGRAZIONE.

DIMOSTRAZIONE. SiaP ∈ P(a, b), P = {x0, .., xn}, si ha

(17.47)

∣∣∣∣∫ β

α

f(x)dx− [F (β)− F (α)]

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∫ β

α

f(x)dx−
n∑
i=1

[F (xi)− F (xi−1)]

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∫ β

α

f(x)dx−
n∑
i=1

F ′(ξi)(xi − xi−1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ β

α

f(x)dx−R(f, P,Ξ)

∣∣∣∣
e si pùo concludere scegliendo una partizione sufficientemente fine.2

Il teorema precedente consente di usare le primitive di una funzione per
calcolare il valore di un integrale definito.È pertanto importante conoscere
le primitive di alcune funzioni elementari. Rimandando all’appendice per
una informazione più completa, ci limitiamo qui ad osservare che la tabella
di derivate data nel paragrafo 8, letta da destra verso sinistra, fornisce le
primitive delle principali funzioni elementari.

Le funzioni che sono primitive di qualche altra funzione godono di una
certa regolarit̀a cheè precisata nel seguente enunciato.

TEOREMA 17.22. Sef ha una primitiva in(a, b), per ognic ∈ (a, b)
nonè possibile che

lim
x→c+

f(x) 6= lim
x→c−

f(x).

DIMOSTRAZIONE. Sia F una primitiva dif in (a, b); se i limiti in
oggetto esistessero, si avrebbe, per le proprietà della derivabilit̀a,

F ′(c) = lim
x→c+

f(x) = lim
x→c−

f(x).

2

Per il calcolo degli integrali definitìe molto utile servirsi delle seguenti
regole di integrazione.

TEOREMA 17.23. - integrazione per parti - Sianof, g di classeC1 e sia
[α, β] ⊂ (a, b); allora∫ β

α

f ′(x)g(x)dx = f(β)g(β)− f(α)g(α)−
∫ β

α

f(x)g′(x)dx.

DIMOSTRAZIONE. Si ha

(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

pertanto∫ β

α

f ′(x)g(x) dx =

∫ β

α

(fg)′(x)dx−
∫ β

α

f(x)g′(x)dx

ed osservando chefg è una primitiva di(fg)′ in (a, b) si deduce la tesi.2
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TEOREMA 17.24. - integrazione per sostituzione - Sef ∈ C0, g ∈ C1;
sia [α, β] ⊂ (c, d), allora∫ β

α

f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(β)

g(α)

f(x)dx.

DIMOSTRAZIONE. SiaF una primitiva dif in (a, b), alloraF (g(·)) è
una primitiva dif(g(·))g′(·) in (c, d) e si ha∫ β

α

f(g(x))g′(x)dx = F (g(β))− F (g(α)) =

∫ g(β)

g(α)

f(x)dx

2

Sef è una funzione, indichiamo

f(x)
∣∣b
a = f(b)− f(a)

In tal modo risultano semplificati molti enunciati che coinvolgono gli
integrali definiti.

Ad esempio si pùo dire che, seF è una primitiva della funzione continua
f , allora ∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣b
a

Ci siamo occupati fino ad ora del problema di integrare una funzione
limitata su di un intervallo limitato che, in genere,è anche supposto chiuso.

Nella praticaè spesso necessario integrare funzioni non limitate o su
intervalli non limitati, a questo scopòe necessario definire una estensione
del concetto di integrale, che permetta di considerare anche questi casi.

La definizione noǹe strettamente collegata col procedimento di inte-
grazione definita dato precedentemente, anche se da esso dipende in ma-
niera essenziale, e, per questa ragione, viene denominato procedimento di
integrazione impropria.

DEFINIZIONE 17.9. Sia f integrabile in [x, b], per ognix ∈ (a, b].
Diciamo chef ammette integrale improprio (finito) in(a, b] se esiste (finito)

lim
x→a+

∫ b

x

f(t)dt

In tal caso definiamo il suo valore∫ b

a

f(x)dx

Definizioni analoghe permettono di considerare facilmente l’integrale
improprio su di un intervallo[a, b] di una funzionef limitata e integrabile
in ogni intervallo[x, y] ⊂ [a, b] \N , doveN è un insieme finito di punti

DEFINIZIONE 17.10. Siaf integrabile in[a, x], per ognix ≥ a. Dicia-
mo chef ammette integrale improprio (finito) in[a,+∞) se esiste (finito)

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t)dt
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In tal caso definiamo il suo valore∫ +∞

a

f(x)dx

Definizioni analoghe permettono di considerare l’integrale improprio di
una funzione limitata e integrabile su ogni intervallo[x, y], in (−∞, a] o
(−∞,+∞).

In entrambe le due precedenti definizioni diciamo chef ammette inte-
grale improprio convergente o divergente, a seconda che il suo valore sia
finito o infinito rispettivamente.

Per semplicit̀a, nel seguito faremo riferimento solo ai casi contempla-
ti nelle definizioni17.9, 17.10, tuttavia i risultati che proveremo possono
essere facilmente rienunciati e ridimostrati negli altri casi.

Possiamo considerare qualche esempio per illustrare i concetti introdotti
Sia

fα(x) =
1

xα

allora:

∫ 1

0

fα(x)dx =
1

1− α
se 0 < α < 1∫ 1

0

fα(x)dx = +∞ se α ≥ 1∫ +∞

1

fα(x)dx =
1

α− 1
se α > 1∫ +∞

1

fα(x)dx = +∞ se 0 < α ≤ 1

I risultati esposti si possono ricavare applicando semplicemente le defi-
nizioni e le regole elementari di integrazione. Partendo da questi semplici
punti fermi possiamo ricavare dei criteri che consentono di stabilire se una
funzioneè integrabile in senso improprio.

A questo scopo dobbiamo considerare una conseguenza del criterio di
convergenza di convergenza di Cauchy.

TEOREMA 17.25. Siaf integrabile in[x, b], per ognix ∈ (a, b]; allora
f ammette integrale improprio convergente in(a, b] se e solo se per ogni
ε > 0 esisteδε > 0 tale che se si consideranox′, x′′ ∈ (a, a+ δε) allora∣∣∣∣∣

∫ x′′

x′
f(t)dt

∣∣∣∣∣ < ε
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TEOREMA 17.26. Siaf integrabile in[a, x], per ognix ≥ a; allora f
ammette integrale improprio convergente in[a,+∞) se e solo se per ogni
ε > 0 esisteδε > 0 tale che sex′, x′′ > δε allora∣∣∣∣∣

∫ x′′

x′
f(t)dt

∣∣∣∣∣ < ε

I due precedenti teoremi seguono immediatamente dal criterio di con-
vergenza di Cauchy.

TEOREMA 17.27. Sianof, g integrabili in ogni [x, y] ⊂ I; valgono i
seguenti fatti:

(1) se|f | ammette integrale improprio convergente inI, allora anche
f ammette integrale improprio convergente inI;

(2) se|f | ≤ g eg ammette integrale improprio convergente inI, allora
anche|f | (e quindif ) ammette integrale improprio convergente in
I.

DIMOSTRAZIONE. Si ha∣∣∣∣∣
∫ x′′

x′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ x′′

x′
|f(x)|dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ x′′

x′
g(x)dx

∣∣∣∣∣
2

Non è tuttavia vero che sef ammette integrale improprio convergente
anche|f | ammette integrale improprio convergente. Per esempio si consi-
deri

f(x) =
sin x

x

sull’intervallo [0,+∞), (si veda teorema17.31).
Diamo ora un risultato che sarà di grande utilit̀a per stabilire l’integra-

bilit à in senso improprio di una funzione.

TEOREMA 17.28. Sia f integrabile in [x, b], per ogni x ∈ (a, b], e
supponiamo chef sia infinita perx→ a+ di ordineβ.

(1) Se esisteα ∈ R, con β ≤ α < 1 allora f ammette integrale
improprio convergente in(a, b].

(2) seβ ≥ 1 allora f ammette integrale improprio divergente in(a, b].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempiof(x) → +∞ perx → a+

e proviamo (1). Si ha

lim
x→a+

f(x)

1/(x− a)α
= ` ∈ R+
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e pertanto esistonok, δ > 0 tali che

0 ≤ f(x) ≤ k

(x− a)α
∀x ∈ (a, a+ δ)

e la tesi segue dal teorema17.27e dalle17.48, non appena si sia tenuto
conto del fatto che

lim
x→a+

∫ b

x

f(t)dt =

∫ b

a+δ

f(t)dt+ lim
x→a+

∫ a+δ

x

f(t)dt.

Proviamo ora (2); sex ∈ (a, a+δ), conk, δ > 0 opportunamente scelti,
si ha

f(x) ≥ k

x− α

e come prima segue la tesi. 2

TEOREMA 17.29.Siaf integrabile in[a, x], per ognix ≥ a; supponia-
mo chef ammetta integrale improprio convergente in[a,+∞) e che

lim
x→+∞

f(x) = `.

Allora ` = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempio che sia` > 0; allora, se
x > δ, f(x) > `/2. Pertanto

(17.48) lim
x→+∞

∫ x

a

f(t)dt =

∫ δ

a

f(t)dt+ lim
x→+∞

∫ x

δ

f(t)dt ≥

≥
∫ δ

a

f(t)dt+ lim
x→+∞

(x− δ)`/2 = +∞

2

Osserviamo chef può ammettere integrale improprio convergente in
[a,+∞) senza che esista il limite dif perx→ +∞, se ad esempio

(17.49) f(x) =

{
1 i < x ≤ i+ 1/2i

0 i+ 1/2i ≤ x ≤ i+ 1
, i ∈ N

si ha ∫ +∞

1

f(t)dt = lim
n

n∑
i=1

1

2i
= lim

n

1

2

1− 1/2n

1− 1/2
= 1

Si pùo analogamente provare che
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TEOREMA 17.30. Siaf integrabile in[a, x], per ognix ≥ a, e supponiamo
chef sia infinitesima di ordineβ perx→ +∞.

(1) Se esisteα ∈ R tale cheβ ≥ α > 1, allora f ammette integrale
improprio convergente in[a,+∞).

(2) Seβ ≤ 1 allora |f | ammette integrale improprio divergente in
[a,+∞).

Osserviamo, a proposito dei teoremi17.28,?? che qualoraβ ∈ R, in (1)
è sufficiente prendereα = β.

TEOREMA 17.31. Sianof, g, f ∈ C0, g ∈ C1, e siaF una primiti-
va di f ; allora le seguenti condizioni sono sufficienti per la convergenza
dell’integrale improprio difg in [a,+∞):

(1) F limitata in [a,+∞) eg monotona a0 perx→ +∞;
(2) F convergente perx→ +∞ eg monotona e limitata.

Segue da∫ x

a

f(t)g(t)dt = F (x)g(x)− F (a)g(a)−
∫ x

a

F (t)g′(t)dt.





CAPITOLO 18

QUALCHE STUDIO DI FUNZIONE INTEGRALE

Lo studio di una funzione che sia data mediante un integrale ricorre in
molti casi: ad esempio quando si studiano le soluzioni di equazioni diffe-
renziali in cui compaiono funzioni che non ammettono primitive elementari
o che ammettono primitive elementari non facilmente calcolabili.

Per funzione integrale si intende una funzione definita da

(18.1) F (x) =

∫ x

x0

f(t)dt

I risultati che occorre tener ben presenti quando si studia una funzione
integrale sono i seguenti:

(1) I risultati che sono sufficienti a garantire l’integrabilità di una fun-
zione: sono quelli contenuti nei teoremi??e si possono brevemen-
te riassumere dicendo che:

• f è integrabile su ogni intervallo su cuiè continua
• f è integrabile su ogni intervallo su cuiè monotona
• f è integrabile su ogni intervallo su cui è limitata e

continua a meno di un numero finito di punti
• f è integrabile su ogni intervallo su cui differisce da

una funzione integrabile a meno di un insieme finito di
punti

(2) Il risultato che assicura che sef è limitata alloraF è continua.
(3) il teorema fondamentale del calcolo che assicura che sef è conti-

nua inx alloraF è derivabile inx e

F ′(x) = f(x)

(4) la definizione di integrale improprio per cui:
• Sef è integrabile in senso improprio inc+

lim
x→c+

F (x) =

∫ c

x0

f(t)dt

• Sef è integrabile in senso improprio a+∞

lim
x→+∞

F (x) =

∫ +∞

x0

f(t)dt

157
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Vale inoltre la pena di ricordare che se

(18.2) G(x) =

∫ β(x)

x0

f(t)dt

allora

(18.3) G(x) = F (β(x))

e quindi, se le funzioni in gioco sono derivabili

(18.4) G′(x) = F ′(β(x))β′(x) = f(β(x))β′(x)

Inoltre se

(18.5) G(x) =

∫ β(x)

α(x)

f(t)dt

allora sec è scelto nel campo di integrabilità dif , si ha
(18.6)

G(x) =

∫ β(x)

α(x)

f(t)dt =

∫ c

α(x)

f(t)dt+

∫ β(x)

c

f(t)dt =

∫ β(x)

c

f(t)dt−
∫ α(x)

c

f(t)dt

e quindi
(18.7)
G′(x) = F ′(β(x))β′(x)− F ′(α(x))α′(x) = f(β(x))β′(x)− f(α(x))α′(x)

1. Esempio

Si consideri la funzione

f(x) =

∫ x

0

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

dt

Cominciamo a determinare il dominio dif .
La funzione integranda risulta definita e continua (e quindi integrabile)

pert ∈ (−2, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞).
Inoltre

lim
t→−2

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

= −∞

di ordine 1
2

in quanto l’integrandàe infinita a causa del fattore
√
t+ 2

presente nel denominatore;

lim
t→0−

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

= −∞

di ordine1
3

a causa del fattore a denominatore3
√

1− et (si ricordi che1− et
è infinitesimo in zero di ordine1); analogamente

lim
t→0+

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

= +∞



1. ESEMPIO 159

di ordine 1
3

Infine

lim
t→1−

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

= +∞

di ordine1 a causa del fattoret− 1 a denominatore.
Ne segue che la funzione integrandaè integrabile (eventualmente in

senso improprio) in[−2, 1) ∪ (1,+∞).
Poich̀e gli estremi di integrazione sono0 edx dovr̀a esserex ∈ [−2, 1).
Dal momento che

• la funzione integrandàe continua pert ∈ (−2, 0)∪(0, 1)∪(1,+∞)
• f è definita in[−2, 1))

il teorema fondamentale del calcolo assicura che

f ′(x) =
ex

2

3
√

1− ex(x− 1)
√
x+ 2

Per ognix ∈ (−2, 0) ∪ (0, 1)
Per quanto riguarda i puntix = −2 ex = 0 si è gìa visto che

lim
t→−2

f ′(x) = −∞

lim
t→0−

f ′(x) = −∞

lim
t→0+

f ′(x) = +∞

cui f nonè derivabile perx = −1 edx = 0.
Per tracciare il grafico dif dobbiamo tenere conto che

• f ′(x) > 0 perx ∈ (0, 1)
• limx→1− f(x) = +∞,
• f nonè derivabile in−2 ed in0
• in −2 ed in0 il grafico ha tangente verticale

Pertanto il grafico dif risulta:

FIGURA 18.1. Grafico dif(x)
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Consideriamo ora

g(x) =

∫ |x|

0

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

dt

Dal momento che
g(x) = f(|x|)

il grafico di g sar̀a uguale a quello dif per gli x ∈ [0, 1) ed il simmetrico
rispetto all’assey per glix ∈ (−1, 0].

FIGURA 18.2. Grafico dig(x)

Se infine consideriamo

h(x) =

∫ x2+2

x3

et
2

3
√

1− et(t− 1)
√
t+ 2

dt

per quanto visto ai punti precedenti, (f è integrabile in[−2, 1) ∪ (1,+∞))
L’intervallo di integrazione dovr̀a essere contenuto nell’insieme in cuiè
possibile calcolare l’integrale; dovrà ciòe risultare che

[x3, x2 + 2] ⊂ [−2, 1) ∪ (1,+∞)

e quindi la funzioneh risulta definita perx3 > 1 ovvero perx > 1.
Poich́e l’integrandaè continua pert > 1 e gli estremi di integrazione

sono derivabili, si ha, perx ∈ (1,+∞)

h′(x) =
2xe(x

2+2)2

3
√

1− ex2+2(x2 − 1)
√
x2 + 4

− 3x2ex
6

3
√

1− ex3(x3 − 1)
√
x3 + 2

2. Esempio

Consideriamo la funzione

f(x) =

∫ 4−x

x

3 + cos(t)

(t− 4) 3
√
t5 − 1

dt

La funzione integrandàe definita e continua (e quindi integrabile) in
(−∞, 1) ∪ (1, 4) ∪ (4,+∞).

Inoltre

lim
t→1

∣∣∣∣ 3 + cos(t)

(t− 4) 3
√
t5 − 1

∣∣∣∣ = +∞ di ordine
1

3
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mentre

lim
t→4

∣∣∣∣ 3 + cos(t)

(t− 4) 3
√
t5 − 1

∣∣∣∣ = +∞ di ordine 1

Pertanto l’integranda risulta integrabile (anche in senso improprio) in
(−∞, 4) ∪ (4,+∞).

Dovrà allora essere{
x < 4

4− x < 4
oppure

{
x > 4

4− x > 4

ovvero0 < x < 4.
Essendo gli estremi di integrazione due funzioni continue e derivabili,

f risulta continua in tutto il suo dominio (perché l’integrandàe integrabile)
e derivabile perx 6= 1 e4− x 6= 1 essendo l’integranda continua pert 6= 1
(pert = 1 l’integrandaè infinita).

Pertanto l’insieme di continuità è (0, 4) e l’insieme di derivabilit̀a è
(0, 1) ∪ (1, 3) ∪ (3, 4).

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalla formula di deri-
vazione delle funzioni composte si ha, sex ∈ (0, 1) ∪ (1, 3) ∪ (3, 4)

f ′(x) = − 3 + cos(4− x)

(−x) 3
√

(4− x)5 − 1
− 3 + cos(x)

(x− 4) 3
√
x5 − 1

3. Esempio

Si considerino le funzioni

h(x) = x4 + 8x+ k e g(x) =
1

h(x)

Si ha, per ognik ∈ R,

h : R → R, continua , lim
x→±∞

h(x) = +∞

per cuih nonè limitata superiormente (e quindi non ammette massimo glo-
bale), mentre, per il teorema di Weierstrass generalizzato, ammette minimo
assoluto, per ognik ∈ R.

Seg risulta continua allora ha primitive inR ed inoltre, (essendo infinita
dove noǹe continua,g ammette primitive se e solo seh(x) = x4 +8x+k 6=
0 per ognix ∈ R.

Poich́e come visto nel punto precedenteh ha minimo assoluto, e tale
valoreè assunto nel puntox = − 3

√
2 (ove si annullah′(x) = 4x3 + 8) e si

hah(− 3
√

2) = k − 6 3
√

2, si conclude cheg ha primitive inR se e solo se

k − 6
3
√

2 > 0 ovvero k > 6
3
√

2

Similmenteg ha primitive in[−1,+∞) se e solo se risulta continua in
tale intervallo ovvero se e solo seh(x) = x4 +8x+k 6= 0 per ognix ≥ −1.
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Essendoh crescente perx ≥ − 3
√

2, e quindi perx ≥ −1, g ha primitive
in [−1,+∞) se e solo seh(−1) = k − 7 > 0 ovvero

k > 7

Postok = 0 si hag(x) = 1
x4+8x

, cheè definita e continua in(−∞,−2)∪
(−2, 0) ∪ (0,+∞).

Utilizzando la decomposizione in fratti semplici si ha

1

x4 + 8x
=
a

x
+

b

x+ 2
+

cx+ d

x2 − 2x+ 4
=

(a+ b+ c)x3 + (2c− 2b+ d)x2 + (4b+ 2d)x+ 8a

x4 + 8x

da cui 
a+ b+ c = 0

2c− 2b+ d = 0

4b+ 2d = 0

8a = 1

che risolto forniscea = 1
8
, b = − 1

24
, c = − 1

12
, d = 1

12
; pertanto

1

x4 + 8x
=

1

24

(
3

x
− 1

x+ 2
− 2x− 2

x2 − 2x+ 4

)
Una primitiva dig è quindi

1

24
ln

∣∣∣∣ x3

(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)

∣∣∣∣ =
1

24
ln

∣∣∣∣ x3

x3 + 8

∣∣∣∣
Tutte le primitive dig in (−∞,−2) ∪ (−2, 0) ∪ (0,+∞) sono pertanto

1
24

ln x3

x3+8
+ c1 , se x < −2

1
24

ln −x3

x3+8
+ c2 , se − 2 < x < 0

1
24

ln x3

x3+8
+ c3 , se x > 0

Si consideri ora il problema
y′′(x) = g(x)

y(0) = 0

y′(0) = 0

Il problema ha soluzioni inR se e solo seg ha primitive inR, poich́ey′

è la primitiva dig che soddisfay′(0) = 0 e di conseguenzay è la primitiva
di
∫ x

0
g(t)dt che soddisfay(0) = 0 cioè

y(x) =

∫ x

0

(∫ s

0

g(t)dt

)
ds

Pertanto il problema dato ha una ed una sola soluzione perk > 6 3
√

2.
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INTRODUZIONE AI MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti più interessanti del calcolo differenzialeè costi-
tuito dalle equazioni differenziali: si tratta di equazioni in cui l’incognitaè
una funzioney(x) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che deve essere
verificata, per ognix, una relazione tra la funzione stessa e la sua derivata
primay′(x).

L’esempio pìu semplice e naturale di un problema di questo genereè
dato dal modello che descrive la caduta di un grave.

FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravità

Se consideriamo un punto di massam posto ad un’altezzah dalla su-
perficie terrestre e trascuriamo gli effetti della resistenza dell’aria, avremo
che sul punto agisce solo la forza di gravitàF = mg.

L’esperienza mostra che il punto materialeP si muove verso il basso;
per descrivere il suo moto possiamo considerare un sistema di riferimento
che coincide con la retta che il punto percorre cadendo.

Assumiamo l’origine in corrispondenza del suolo e consideriamo posi-
tive le altezze misurate dal suolo.

La velocit̀a con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta
scelta come asse di riferimentoè

v(t) = ẋ(t)

e la sua accelerazioneè
a(t) = ẍ(t)

Come gìa detto, sul punto agisce la sola forza gravitazionaleF = mg.

163
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FIGURA 19.2. Il sistema di riferimento

Per le leggi di Newton si avrà allora

ma(t) = −mg
e quindi

(19.1) ẍ(t) = g

La 19.1 è un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa
impone una relazione che coinvolge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pùo ricavare integrando due volte trat e t0 = 0, es
xassumiamo che il moto inizi all’istantet0 = 0.

Si ottiene

(19.2) ẋ(t) = −gt+ c1

e

(19.3) x(t) = −1

2
gt2 + c1t+ c0

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci
dei valori perc0 e c1. Questo si pùo fare utilizzando informazioni sulla
velocit̀a e sulla posizione iniziale del punto.È subito visto infatti dalla19.2
e dalla19.3rispettivamente che

(19.4) v0 = ẋ(0) = c1 h0 = x(0) = c0

Possiamo osservare che per determinare il moto abbiamo cioè bisogno
di conoscere posizione e velocità iniziale del puntoP e ciò corrisponde
anche all’intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puntoP si
muove sull’assex seguendo la legge

(19.5) x(t) = −1

2
gt2 + v0t+ h0
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Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di
conservazione dell’energia.

L’energia potenziale del puntoP , soggetto al solo campo gravitazionale
è, in ogni istantet,

U(t) = mgx(t)

mentre la sua energia cineticaè

1

2
mẋ2(t)

e la sua energia totale

E(t) =
1

2
mẋ2(t) +mgx(t)

si mantiene costante durante il moto

(19.6)
1

2
mẋ2(t) +mgx(t) = mk

Se conosciamo le condizioni inizialiv0 edh0 siamo anche in grado di
calcolare

k =
1

2
mv2

0 +mgh0

La 19.6è una equazione differenziale, cheè in grado di descrivere la po-
sizionex(t) del puntoP in ogni istantet, tuttavia ricavarex da tale relazione
è più difficile.

Possiamo riscrivere la19.6come

(19.7)
1

2
ẋ2(t) = k − gx(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantit à k − gx(t) deve mantenersi positiva e quindix(t) ≤ k
g
.

Abbiamo cos̀ı ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazio-
ne senza risolverla, abbiamo ottenuto cioè una limitazione a priori per la
soluzione dell’equazione.

Osserviamo anche che

x(t) = k
g

è una soluzione costante dell’equazione19.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad en-
trambi i membri

(19.8) ẋ(t) = ±
√

2k − 2gx(t)
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e dividere per il secondo membro

(19.9)
ẋ(t)√

2k − 2gx(t)
= ±1

Ora, se moltiplichiamo perg

(19.10)
gẋ(t)√

2k − 2gx(t)
= ±g

ed integriamo trat0 = 0 e t, otteniamo

(19.11)
∫ t

0

gẋ(s)√
2k − 2gx(s)

ds = ±gt

dove tuttavia il primo integrale non può essere calcolato in quanto la fun-
zione integranda dipende dalla funzione incognitax(t).

Possiamo integrare per sostituzione ponendo

u = x(s) , du = ẋ(s)ds

osservando che pers = 0 e s = t avremox(s) = x(0) = h0 ex(s) = x(t),
da cui si ricava chev0 = ±

√
2k − 2gx0, avremo

(19.12)
∫ x(t)

x0

gdu√
2k − 2gu

= ±gt

A questo punto possiamo calcolare l’integrale a sinistra ed ottenere che√
2k − 2gx(t)−

√
2k − 2gx0 = ±gt(19.13) √

2k − 2gx(t) = ±gt+ v0(19.14)

2k − 2gx(t) = (±gt+ v0)
2(19.15)

x(t) =
k

g
− 1

2g
(±gt+ v0)

2(19.16)

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in pre-
cedenza; il segno± di ±gt si pùo determinare dalla19.8: poich̀e il moto
avviene con continuità il segno dovr̀a essere lo stesso div0.

La scelta del segno e la validità dell’equazione si mantengono fino a
quando la derivata dix(t), cioè la velocit̀a non si annulla; questa eventualità
non si verifica mai sev0 < 0 mentre ha luogo pert0 = v0

g
nel caso in cui

v0 > 0.
In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano

x(t0) = ẋ(t0) = 0

e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che
rappresenta la velocità nella19.8.

Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:

(1) se supponiamo che il moto abbia velocità positive

(19.17) ẋ(t) = +
√

2k − 2gx(t)
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(2) se supponiamo che il moto abbia velocità negative

(19.18) ẋ(t) = −
√

2k − 2gx(t)

(3) se supponiamo che il moto abbia velocità nulla entrambe le prece-
denti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del mo-
dello e soluzione dell’equazione differenziale: infatti

È evidente che pert > t0 la 19.17non può più rappresentare il moto
del punto materialeP in quanto il moto avviene con velocit̀a negativa,
il che non è consentito dalla19.17.

L’unica soluzione prevista dalla19.17è quella costante che tuttaviàe in
contrasto con l’evidenza del fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazione19.18 per
trovare la descrizione del seguito del movimento.





CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI
SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa
trovare una funzioney, che sia derivabile e per cui si abbia

y′(x) = f(x)g(y(x))

conf, g assegnate.
Più precisamente possiamo dire che

SeI, J ⊂ R sono intervalli aperti e non vuoti edf : I −→ R , g : J −→
R sono due funzioni, diciamo che risolviamo l’equazione differenziale
a variabili separabili

(20.1) y′(x) = f(x)g(y(x))

se troviamo un intervallo I ′ ⊂ I ed una funzioney : I ′ −→ J tale che la
20.1sia soddisfatta per ognix ∈ I ′

Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfi-
no anche un dato iniziale, si parla di problema di Cauchy.

Precisamente se

I, J ⊂ R sono intervalli aperti x0 ∈ I, y0 ∈ J , f : I −→ R eg : J −→ R
sono funzioni; chiamiamo problema di Cauchy a variabili separabili il
problema di trovare I ′ ⊂ I edy : I ′ −→ R, derivabile, tali che

(20.2)

{
y′(x) = f(x)g(y(x)) , ∀x ∈ I ′

y(x0) = y0

Vale il seguente teorema di esistenza ed unicità della soluzione del pro-
blema di Cauchy a variabili separabili, per dimostrare il quale procedia-
mo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di fatto, consente di
risolvere l’equazione.

La dimostrazionèe, in questo caso, molto più utile dell’enunciato, ma
anche le condizioni di esistenza ed unicità della soluzione sono di fonda-
mentale importanza.
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto che I eJ
siano intervalli aperti e cheg(y) 6= 0 ∀y ∈ J .

Quest’ultima condizionèe certamente soddisfatta seg è continua e se
g(y0) 6= 0 a meno di considerare un’intervalloJ piì piccolo.

TEOREMA 20.1. SianoI, J ⊂ R, intervalli aperti, sianox0 ∈ I, y0 ∈ J
e sianof : I −→ R, g : J −→ R due funzioni continue, supponiamo inoltre
cheg(y) 6= 0, per ogniy ∈ J .

Allora esiste un intervalloI ′ ⊂ I e una ed una sola soluzioney : I ′ −→
J del problema di Cauchy20.2.

DIMOSTRAZIONE.

y è soluzione del problema assegnato se e solo se{
y′(x)
g(y(x))

= f(x)

y(x0) = y0

(20.3)

e ciò si verifica se e solo se∫ x

x0

y′(t)

g(y(t))
dt =

∫ x

x0

f(t)dt(20.4)

se e solo se ∫ y(x)

y0

ds

g(s)
=

∫ x

x0

f(t)dt(20.5)

se e solo se, detteF e G due primitive di f ed 1/g su I e J
rispettivamente,

G(y(x))−G(y0) = F (x)− F (x0)(20.6)

R(G − G(y0)) e R(F − F (x0)) sono intervalli per la continuit à delle
medesime, entrambi contengono0 eR(G) contiene0 al suo interno in
virt ù del fatto cheG è strettamente monotona in quantog = G′ ha
segno costante inoltreG è invertibile.
Ciò assicura che esiste un intervalloI ′, aperto e contenentex0 in cui
l’uguaglianza vale ed in tale intervallo si pùo scrivere che

(20.7) y(x) = G−1(F (x) +G(y0)− F (x0)).

2

È importante anche ricordare due risultati di esistenza e di unicità la
cui dimostrazione noǹe opportuna a questo punto, che possiamo tuttavia
utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza e l’unicità della soluzione
di un problema di Cauchy.
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SianoI, J ⊂ R, intervalli aperti, siano x0 ∈ I, y0 ∈ J e sianof : I −→
R, g : J −→ R due funzioni continue.
Allora esiste un intervallo I ′ ⊂ I e una soluzioney : I ′ −→ J del
problema di Cauchy20.2.
Se inoltre g ∈ C1,cioè se ammette derivata prima continua, allora la
soluzioneè anche unica.
L’unicit à è anche assicurata dalla lipschitzianit̀a di g cioè dalla
condizione

(20.8) |g(x)− g(y)| ≤ L|x− y|
Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, si
può dimostrare che una funzione che abbia derivata prima limitataè
lipschitziana: infatti se |g′(c)| ≤ L si ha

(20.9) |g(x)− g(y)| = |g′(c)||x− y| ≤ L|x− y|
Ricordiamo anche che seg ∈ C1, il teorema di Weierstraß assicura che
|g′| ( cheè continua) ammette massimo su ogni intorno chiuso e limitato
di x0

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a va-
riabili separabili anche senza precisi riferimenti ai dati iniziali seguendo
essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza
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Siano f e g continue sugli intervalli aperti I e J e supponiamo che
g(y) 6= 0 suJ ;
Consideriamo l’equazione a variabili separabili

(20.10) y′(x) = f(x)g(y(x))

Dal momento cheg(y) 6= 0 in J , avremo che la20.10è soddisfatta inI ′

se e solo se
y′(x)

g(y(x))
= f(x)

e, detteF eG due primitive in I eJ di f ed1/g rispettivamente, l’ultima
uguaglianzaè equivalente a

(20.11) G(y(x)) = F (x) + c

con c ∈ R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due
primitive differiscono per costante).
Ora, se fissiamox0 interno ad I e chiamiamoy(x0) = y0 ∈ J , posto

c = G(y0)− F (x0)

avremo che la20.11diventa

(20.12) G(y(x))−G(y0) = F (x)− F (x0)

ed è verificata almeno in un intervallo I ′ ⊂ I.
Infatti R(G − G(y0)) eR(F − F (x0)) sono intervalli per la continuit à
delle medesime, entrambi contengono0 eR(G) contiene0 al suo interno
in virt ù del fatto cheG è strettamente monotona in quantog = G′ ha
segno costante inoltreG è invertibile.
Pertanto possiamo ricavare

y(x) = G−1(F (x) + c)

per x ∈ I ′.

Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare dic, l’insieme di tutte
le soluzioni dell’equazione differenziale a variabili separabili considerata.
Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’equazione considerata, che
soddisfino di pìu la condizioney(x0) = y0, x0 ∈ I, y0 ∈ J , è sufficiente
considerarec = G(y0) − F (x0) ed osservare che tale scelta dic consente
di determinareI ′ ⊂ I tale cheF (I ′) + c ⊂ G(J). In tal caso si risolve un
problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non
va trascurato di considerare quanto accade seg si annulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre dividere perg e quindi
in questo caso non si può procedere già dall’inizio.

È ragionevole limitarci al caso in cuiy0 è uno zero isolato dig, cioè se
esiste un intorno diy0 in cui g non si annulla altre volte.
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In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(x) = y0

è una soluzione dell’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino
l’unicit à è anche la sola soluzione possibile.

Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare l’esistenza di
altre soluzioni; a questo scopo si procede studiando l’equazione pery 6= y0

e, giunti al punto di considerare

(20.13)
∫ y(x)

y0

ds

g(s)
=

∫ x

x0

f(t)dt

prima di procedere, occorre studiare l’esistenza in senso improprio dell’in-
tegrale a sinistra.

Le informazioni che abbiamo sull’integrazione impropria ci consentono
allora di capire che:

• seg è infinitesima iny0 di ordineα ≥ 1. la primitivaG di 1/g non
può essere prolungata per continuità in y0 e pertanto la soluzione
costantèe l’unica possibile.

• Se inveceg è infinitesima iny0 di ordineα ≤ β < 1, β ∈ R
. Allora G può essere prolungata per continuità in y0 e, si pùo
procedere oltre.

Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale
cheè spesso utile per trovare limitazioni a priori per soluzioni di equazioni
differenziali che non sìe in grado di risolvere.

LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I −→ R+ funzioni continue,
I intervallo, e sianoc > 0, x0 ∈ I; allora se

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣+ c

per ognix ∈ I si ha

0 ≤ y(x) ≤ ce|
∫ x

xo
f(t)dt|

per ognix ∈ I.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamox ≥ x0 ; dividendo ambo i membri
per il secondo e moltiplicando poi perf(x) si ottiene (si ricordi chef ≥ 0,
c > 0)

y(x)f(x)

c+
∫ x
x0
f(t)y(t)dt

≤ f(x)

da cui
d

dx

[
ln

(
c+

∫ x

x0

f(t)y(t)dt

)]
≤ f(x).

Integrando ora trax0 edx si ha

ln

(
c+

∫ x

x0

f(t)y(t)dt

)
− ln c ≤

∫ x

x0

f(t)dt
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onde

c+

∫ x

x0

f(t)y(t)dt ≤ ce
∫ x

xo
f(t)dt.

e

y(x) ≤ c+

∫ x

x0

f(t)y(t)dt ≤ ce
∫ x

xo
f(t)dt

Sex ≤ x0 si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cam-
biamento di segno. 2

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : I −→ R+ continue,I intervallo, e sia
x0 ∈ I; allora se

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣ ∀x ∈ I

si ha
y(x) = 0 ∀x ∈ I

DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣+ c ∀c > 0

e pertanto

0 ≤ y(x) ≤ ce|
∫ x

xo
f(t)dt| ∀c > 0

per cui, al limite perc→ 0+, si hay(x) ≡ 0 . 2

Se nel lemma di Gronwall si suppone

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣+ c(x)

con c , si prova che

0 ≤ y(x) ≤ c(x)e|
∫ x

xo
f(t)dt|
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ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

1. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.1) y′(x) = y2(x)

Osserviamo innanzi tutto chey(x) ≡ 0 è soluzione dell’equazione.
Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)

y2(x)
= 1(21.2)

ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)

y2(t)
dt = x− x0(21.3)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds

s2
= x− x0(21.4)

Poich̀e 1
s2

è infinita in s = 0 di ordine 2, non è integrabile ins =
0 (intendiamo con cìo che nonè integrabile in intervalli che contengano
0). Pertantoy edy0 dovranno avere sempre lo stesso segno: soluzioni che
partono con valoriy0 positivi (negativi), rimangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

−1

y
+

1

y0

= x− x0(21.5)

1

y
=

1

y0

+ x0 − x = c− x(21.6)

dove si sia definito

c =
1

y0

+ x0

Osserviamo inoltre che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori
reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7) y(x) =
1

c− x

ed il loro graficoè indicato in figura21.1.

FIGURA 21.1.

2. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.8) y′(x) =
√
y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è
soluzione dell’equazione.

Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= 1(21.9)

ed integrando trax0 edx∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt = x− x0(21.10)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

= x− x0(21.11)

Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con cìo cheè integrabile in intervalli che contengano0). Pertanto
y edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√
y − 2

√
y0 = x− x0(21.12)

√
y =

1

2
(x− x0 + 2

√
y0) =

1

2
(x+ c)(21.13)

dove si sia definito
c = 2

√
y0 − x0
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Osserviamo inoltre che la21.13impone che deve essere

1

2
(x+ c) ≥ 0 cioè x ≥ −c

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) =
1

4
(x+ c)2 per x ≥ −c

ed il loro graficoè indicato in figura21.2.

FIGURA 21.2.

3. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.15) y′(x) = x
√
y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è
soluzione dell’equazione.

Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= x(21.16)

ed integrando trax0 edx∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt =

∫ x

x0

tdt(21.17)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

=
x2

2
− x2

0

2
(21.18)
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Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con cìo cheè integrabile in intervalli che contengano0). Pertanto
y edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√
y − 2

√
y0 =

x2

2
− x2

0

2
(21.19)

√
y =

x2

4
+ (
√
y0 −

x2
0

2
) =

x2

4
+ c(21.20)

dove si sia definito

c =
√
y0 −

x2
0

2
Osserviamo che la21.19impone che deve essere

x2

4
+ c ≥ 0 cioè

{
sempre sec > 0

|x| ≥ −2c sec < 0

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.21) y(x) =

(
x2

4
+ c

)2

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.3.

FIGURA 21.3.

4. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.22) y′(x) = −x
√
y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è
soluzione dell’equazione.

Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= −x(21.23)
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ed integrando trax0 edx∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt = −
∫ x

x0

tdt(21.24)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

= −x
2

2
+
x2

0

2
(21.25)

Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con cìo cheè integrabile in intervalli che contengano0). Pertanto
y edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√
y − 2

√
y0 = −x

2

2
+
x2

0

2
(21.26)

√
y = −x

2

4
+ (
√
y0 +

x2
0

2
) = −x

2

4
+ c(21.27)

dove si sia definito

c =
√
y0 +

x2
0

2

Osserviamo che la21.27impone che deve essere

−x
2

4
+ c ≥ 0 cioè

{
mai sec < 0

|x| ≤ −2c sec < 0

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.28) y(x) =

(
−x

2

4
+ c

)2

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.4.

FIGURA 21.4.
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5. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.29) y′(x) =
√

1− y2(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve essere|y(x)| ≤ 1 e chey(x) ≡ ±1
è soluzione dell’equazione.

Sey(x) 6= ±1 possiamo separare le variabili

y′(x)√
1− y2(x)

= 1(21.30)

ed integrando trax0 edx∫ x

x0

y′(t)√
1− y2(t)

dt = x− x0(21.31)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
1− s2

= x− x0(21.32)

Poich̀e 1√
1−s2 è infinita in s = ±1 di ordine1/2, è integrabile ins =

±1 (intendiamo con cìo cheè integrabile in intervalli che contengano±1).
Pertantoy edy0 potranno assumere anche il valore±1. Avremo

arcsin y(x)− arcsin y0 = x− x0(21.33)

arcsin y(x) = x− x0 + arcsin y0 = x+ c(21.34)

dove si sia definito

c = arcsin y0 − x0

Osserviamo che la21.34impone che deve essere

|x+ c| ≤ π

2

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.35) y(x) = sin(x+ c)

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.5.
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FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

(21.36)

{
y′(x) = e−(y(x))4 − 1

y(x0) = y0

Possiamo scrivere
y′(x) = f(x)g(y(x)

se definiamof(x) = 1 eg(y) = e−y
4 − 1;

Si haf ∈ C0(R) eg ∈ C1(R), e quindi si avr̀a una ed una sola soluzione
per ognix0 ∈ R edy0 ∈ R.

L’equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate po-
nendoy(x) = c e sostituendo; avremo

0 = e−c
4 − 1

per cui la sola soluzione costanteèy(x) = c = 0.
Nel caso in cuiy0 = 0 la soluzione costantèe anche l’unica soluzione

del problema di Cauchy .
Se fissiamox0 = 0 ed y0 = 1. possiamo supporrey(x) 6= 0 in un

intorno di0 e separando le variabili ed integrando tra0 edx si ottiene

y′(x)

e−(y(x))4 − 1
= 1(21.37) ∫ x

0

y′(t)

e−(y(t))4 − 1
dt =

∫ x

0

dt(21.38)

ovvero ∫ y(x)

1

ds

e−s4 − 1
= x

Studiamo ora la funzione integrale a primo membroh(y) =
∫ y

1
ds

e−s4−1
.

Poich́e l’integrandàe definita e continua pers 6= 0 e

lim
s→0

1

e−s4 − 1
= −∞

di ordine4, l’integraleè divergente per in0; ne segue che, essendo il primo
estremo di integrazione positivo, la funzioneè definita pery > 0.
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Inoltre

lim
s→+∞

1

e−s4 − 1
= −1

da cui l’integralèe divergente anche pery → +∞.
Si ha infineh(1) = 0 e h′(y) =]frac1e−y

4 − 1 essendo l’integranda
continua pery > 0, e tale derivata risulta sempre negativa.

Possiamo anche osservare che

h′′(y) =
4y3e−y

4

(e−y4 − 1)2
> 0

per ogniy > 0, per cui la funzione risulterà convessa; inoltre, poiché

lim
y→+∞

h′(y) = −1

il grafico della funzione tenderà a diventare parallelo alla bisettrice del
secondo e quarto quadrante)

Il grafico della funzioneh è indicato nella figura;

21.6.1. Grafico 1 21.6.2. Grafico2 21.6.3. Grafico3

FIGURA 21.6.

Poich̀e deve aversi
h(y(x)) = x

il grafico della soluzione del problema di Cauchy sarà quello dell’inversa di
h, come riportato nella figura21.6.6.

Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al
variare dei dati inizialix0, y0 ∈ R. possiamo osservare che l’equazione data
è un’equazione differenziale autonoma, e quindi sey(x) è soluzione, anche
y(x+ a) è soluzione per ognia ∈ R.

Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono
ancora soluzioni, pery > 0.

Per quanto riguarda le soluzioni pery < 0, ripetendo i calcoli fatti, ad
esempio conx0 = 0 ey0 = −1, si ha∫ y(x)

−1

ds

e−s4 − 1
= x
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figura6.6
(Si noti che, sey(x) è soluzione dell’equazione differenziale, taleè pure

−y(−x), ovvero i grafici delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origi-
ne).

7. Esempio

Si consideri il problema di Cauchy{
y′(x) = 6x2

√
y(x)

y(x0) = 1

Si tratta di un problema a variabili separabili conf(x) = 6x2 definita e
continua su tuttoR, eg(y) =

√
y definita e di classeC1 pery > 0; pertanto

essendoy0 = 1, per il teorema di esistenza ed unicità, esiste una ed una sola
soluzione del problema dato, per ognix0 ∈ R.

Separando le variabili, pery(x) > 0, si ottiene

y′(x)√
y(x)

= 6x2

ed integrando tra0 edx ∫ x

0

y′(t)√
y(t)

dt =

∫ x

0

6t2 dt

ovvero

2
√
y(x)− 2

√
y(0) = 2x3 da cui

√
y(x) = 1 + x3

Elevando al quadrato i due membri, dopo aver osservato che1+x3 > 0
e ciòex > −1, si ottiene

y(x) = (1 + x3)2 , x > −1

(si noti che la soluzionèe prolungabile, in modo unico, cony(x) = 0 per
x ≤ −1).

Il grafico delle soluzionìe riportato in figura21.7

FIGURA 21.7.





CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzialiè costi-
tuito dalle equazioni lineari. La più semplice equazione lineare può essere
scritta nella forma

(22.1) y′(x) = a(x)y(x) + b(x)

Sea, b ∈ Co(I), l’equazione22.1ammette una ed una soluzione definita
su tuttoI; questàe forse una delle più importanti caratteristiche di questo
tipo di equazioni e si pùo facilmente verificare, in questo caso, direttamente.

Sia x0 ∈ I, ed y0 ∈ R, e siaA una primitiva dia in I. L’esistenza
di A è assicurata dalla continuità di a; ad esempio possiamo porreA(x) =∫ x
xo
a(t)dt.
La 22.1è vera se e solo se

e−A(x)y′(x)− e−A(x)a(x)y(x) = b(x)e−A(x)

e ciò è equivalente a

d

dx

(
e−A(x)y(x)

)
= b(x)e−A(x).

Integrando trax0 edx, si ottiene

e−A(x)y(x) = y0 +

∫ x

x0

b(t)e−A(t)dt

ed infine

(22.2) y(x) = e A(x)

(
y0 +

∫ x

x0

b(t)e−A(x) dt

)
Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni

dell’equazione22.1si ottengono, al variare diy0 ∈ R, dalla22.2.
Osserviamo anche che la22.2stessa pùo essere riscritta nella seguente

maniera:

y(x) = y0e
∫ x

xo
a(t)dt + e

∫ x
xo
a(t)dt

∫ x

x0

b(t)e−
∫ t

xo
a(s)dsdt

in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il caso più generale.
La 22.2costituisce, al variare diy0, l’integrale generale dell’equazione

22.1.
I passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine

superiore oppure sistemi di equazioni del primo ordine.

185
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Un’equazione lineare di ordinen si pùo scrivere nella forma

(22.3) y(n)(x) =
n∑
i=1

aiy
(i−1)(x) + b(x)

doveai, b ∈ C0 mentre un sistema lineare di ordinen si scrive nella forma

(22.4) Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x)

doveA(x) = {aij(x)} eB(x) = {bi(x)} sono una matrice ed un vettore
i cui elementi sono funzioni continue su un intervalloI; (scriviamoA ∈
Ck(I), B ∈ Ck(I) quando intendiamo pertanto affermare cheaij ∈ Ck(I),
bi ∈ Ck(I) peri, j = 1, ..., n).

Il sistema pùo essere riscritto usando le componenti diY , A, B, nella
seguente maniera
(22.5)

y′1(x)
y′2(x)

...
y′n(x)

 =


a11(x) a12(x) . . . a1n(x)
a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

...
...

...
...

an1(x) an2(x) . . . ann(x)



y1(x)
y2(x)

...
yn(x)

+


b1(x)
b2(x)

...
bn(x)


ed anche, in forma più compatta

(22.6) y′i(x) =
n∑
j=1

aij(x)yj(x) + bi(x) , i = 1, ..., n

QualoraB ≡ 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma

(22.7) Y ′(x) = A(x)Y (x)

Quandon = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale
lineare del primo ordine che, postoA = (a11) = a eB = b1 = b, si scrive
nella forma

y′(x) = a(x)y(x) + b(x)

L’insiemeT di tutte le soluzioni di22.4si chiama integrale generale del
sistema .

Quando si associa al sistema o all’equazione differenziale un opportuno
insieme di condizioni iniziali parliamo di problema di Cauchy

(22.8)

{
Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x) , ∀x ∈ I
Y (x0) = Y0

(22.9){
y(n)(x) = an(x)y

(n−1)(x) + ....+ a1(x)y(x) + b(x) , ∀x ∈ I
y(x0) = y0, y

′(x0) = y1, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1

sono problemi di Cauchy.
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Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per l’equa-
zione di ordinen; sia infatti

(22.10) y(n)(x) = an(x)y
(n−1)(x) + . . .+ a1(x)y(x) + b(x)

una equazione differenziale lineare di ordinen e poniamo

(22.11) yi(x) = y(i−1)(x) , i = 1, . . . , n.

(Per chiarire le idee osserviamo che si avrày1(x) = y(x) , .... ,yn(x) =
y(n−1)(x) ).

Possiamo riscrivere l’equazione nella seguente forma

(22.12)



y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = y3(x)

. . .

. . .

y′n(x) = an(x)yn(x) + .... + a1(x)y1(x) + b(x)

ed anche come

Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x)

non appena si sia definito

A(x) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

a1(x) a2(x) a3(x) . . . an(x)

 B(x) =


0
0
...

b(x)


Vale il seguente teorema di cuiè importante in questo contesto solo

l’enunciato.

TEOREMA 22.1. Siano A: I −→ Mn, B : I −→ Rn continue e siano
x0 ∈ I, Y0 ∈ Rn.

Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

(22.13)

{
Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x) , ∀x ∈ I
Y (x0) = Y0

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche
per le equazioni differenziali lineari di ordinen.

TEOREMA 22.2. Sianoai, b ∈ C0(I), i = 1, ..., n e sianox0 ∈ I, yi ∈
R, i = 0, ..., n − 1. Allora esiste una ed una sola soluzioney : I −→ R
del problema di Cauchy

(22.14)

{
y(n)(x) =

∑n
i=1 ai(x)y

(i−1)(x) + b(x)

y(i)(x0) = yi , i = 0, ..., n− 1
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Proviamo ora che l’insieme delle soluzioni di un sistema differenziale
lineare, ciòe l’integrale generale di un sistema differenziale omogeneo del
primo ordineè uno spazio vettoriale avente dimensione uguale al numero
di equazioni del sistema stesso.

TEOREMA 22.3. SiaA ∈ C0(I) e consideriamo il sistema differenziale
lineare del primo ordine

Y ′(x) = A(x)Y (x);

siaS il suo integrale generale. AlloraS è uno spazio vettoriale di dimen-
sionen.

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare cheS è uno spazio vettoria-
le in quanto si vede subito che sey ez sono soluzioni del sistema assegnato
tali risultano ancheαy + βz oveα, β sono scalari.

Per provare che dimS = n è sufficiente osservare che, per il teorema di
esistenza ed unicità della soluzione l’applicazione lineare

Γ : S −→ Rn

definita da
Γ(Y ) = Y (x0) , x0 ∈ I

è un isomorfismo. 2

In base al teorema precedenteè possibile affermare che ogni soluzione
di un sistema differenziale lineare omogeneo din equazioni inn incogni-
te pùo essere espressa mediante un combinazione lineare din soluzioni
linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano esseY1, ..., Yn e sia(yi)j la componentej-esima dellai-esima
soluzione.

Possiamo allora costruire la matrice

(22.15) G =


(y1)1 (y2)1 . . . (yn)1

(y1)2 (y2)2 . . . (yn)2
...

...
...

...
(y1)n (y2)n . . . (yn)n


che indicheremo spesso come

G = (Y1, Y2, ....., Yn)

considerando gliYi come vettori colonna, e che si chiama matrice fonda-
mentale del sistema assegnato.

È possibile verificare che seG è una matrice fondamentale del sistema
omogeneo22.7allora si ha

(22.16) G′(x) = A(x)G(x)

Il sistema22.16 è un sistema differenziale lineare din2 equazioni inn2

incognite.
Ogni soluzione del nostro sistema potrà allora essere scritta nella forma

Y (x) = G(x)C , C ∈ Rn
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ovvero, considerando le componenti,

yi(x) =
n∑
j=1

(yj)icj.

Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordi-
nario del primo ordine non omogeneoè strutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA 22.4. SianoA ∈ C0(I)B ∈ C0(I) e consideriamo il sistema
differenziale lineare non omogeneo del primo ordine

Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x)

Sia T l’integrale generale del sistema assegnato e siaS l’integrale
generale del sistema omogeneo ad esso associato

Y ′(x) = A(x)Y (x)

sia ancoraz ∈ C0(I) tale che

Z ′(x) = A(x)Z(x) +B(x)

Allora
T = Z + S

eT è uno spazio lineare affine di dimensionen.

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente cheT ⊃ Z+S; sia viceversaY ∈ T , è
facile verificare cheY−Z soddisfa il sistema omogeneo associato e pertanto
Y − Z ∈ S da cuiY ∈ Z + S. 2

DEFINIZIONE 22.1. SianoY1, Y2, ....., Yn n soluzioni del sistema diffe-
renziale lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

Chiamiamo determinante wronskiano, o più semplicemente wronskia-
no, associato allen soluzioni assegnate il determinante della matrice

(Y1, Y2, ....., Yn)

In altri termini

(22.17) W (x) = det


(y1(x))1 (y2(x))1 . . . (yn(x))1

(y1(x))2 (y2(x))2 . . . (yn(x))2
...

...
. ..

...
(y1(x))n (y2(x))n . . . (yn(x))n


Proviamo ora una interessante proprietà del wronskiano.

TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed
unicità per il sistema differenziale lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

e sianoY1,Y2,...,Yn n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:
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(1) Y1, ..., Yn sono linearmente indipendenti;
(2) W (x) 6= 0 per ognix ∈ I
(3) esistex0 ∈ I tale cheW (x0) 6= 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognix fissato inI l’applicazione
lineare

Γx : S −→ Rn

definita daΓx(Y ) = Y (x). Per il teorema di esistenza ed unicità Γx è un
isomorfismo.

• (1) ⇒ (2)
SeY1, ..., Yn sono linearmente indipendenti inS, allora

Γx(Y1), ...,Γx(Yn)

sono linearmente indipendenti inRn e percìo

0 6= det (Γx(Y1), ...,Γx(Yn)) = det (Y1(x), ..., Yn(x)) = W (x)

per ognix ∈ I
• (2) ⇒ (3)

È ovvio.
• (3) ⇒ (1)

W (x0) 6= 0 implica cheY1(x0), ..., Yn(x0) sono linearmente
indipendenti inRn e percìo

Y1 = Γ−1
x0

(Y1(x0)), ..., Yn = Γ−1
x0

(Yn(x0))

sono linearmente indipendenti inS
2

Per il teorema precedenteè essenziale cheY1, ..., Yn siano soluzioni del
sistema; se ciò non fosse, sarebbe vero solo che(2) ⇒ (3) ⇒ (1)

Che le altre implicazioni siano falseè facilmente visto se si considera il
wronskiano associato alle funzioniY1,2 : R −→ R2 definite da

Y1(x) = (x2, 2x) , Y2(x) = (2x, 2)

oppure

Y1(x) =

{
(x2, 2x) x ≥ 0

0 x < 0
, Y1(x) =

{
(x2, 2x) x ≤ 0

0 x > 0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordinen.

TEOREMA 22.6. Sianoai, b ∈ C0(I) , i = 1, ..., n, e consideriamo
l’equazione differenziale lineare di ordinen

y(n)(x) =
n∑
i=1

ai(x)y
(i−1)(x)

Sia S il suo integrale generale, alloraS è uno spazio vettoriale di
dimensionen.
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Sia

y(n)(x) =
n∑
i=1

aiy
(i−1)(x) + b(x)

la corrispondente equazione differenziale lineare di ordinen non omoge-
nea, e siaT il suo integrale generale.

T è uno spazio lineare affine di dimensionen ed inoltre

T = z + S

dovez è una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’e-
quazione differenziale lineare omogenea di ordinen si pùo esprimere co-
me combinazione lineare din soluzioniy1, ..., yn dell’equazione stessa che
siano linearmente indipendenti.

L’insiemey1, ..., yn si chiama sistema fondamentale di soluzioni per l’e-
quazione data; in altre parole ogni soluzioney può essere espressa mediante
la

y(x) =
n∑
i=1

ciyi(x)

doveci ∈ R

DEFINIZIONE 22.2. Sianoy1, ..., yn n soluzioni dell’equazione differen-
ziale lineare di ordinen, omogenea

y(n)(x) =
n∑
i=1

ai(x)y
(i−1)(x)

Chiamiamo wronskiano associato alle soluzioniy1, ..., yn il determinan-
te

(22.18) W (x) = det


y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)


TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed

unicità e sianoy1, ..., yn n soluzioni dell’equazione differenziale omogenea
di ordinen

y(n)(x) =
n∑
i=1

ai(x)y
(i−1)(x)

Sono fatti equivalenti:

(1) y1, ..., yn sono linearmente indipendenti;
(2) W (x) 6= 0 per ognix ∈ I;
(3) esistex0 ∈ I tale cheW (x0) 6= 0.
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Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, qualora
y1, ..., yn non siano soluzioni dell’equazione, le uniche implicazioni ancora
vere sono(2) ⇒ (3) ⇒ (1)

I risultati precedenti assicurano la possibilità di trovare l’integrale gene-
rale di un sistema non omogeneo non appena siano noti l’integrale generale
del sistema omogeneo ad esso associato ed una soluzione del sistema non
omogeneo;̀e pertanto molto importante avere a disposizione uno strumen-
to che consenta, noto l’integrale generale del sistema omogeneo, di trovare
una soluzione del sistema non omogeneo.

SiaG una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

ex0 ∈ I. Una soluzione del sistema non omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x)

è data da

Z(x) = G(x)

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt.

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema non omogeneo della forma

Z(x) = G(x)λ(x)

doveλ : I −→ Rn è derivabile, dovr̀a aversi

Z ′(x) = A(x)Z(x) +B(x)

e pertanto, poich́e si pùo verificare che la regola di derivazione del prodotto
può essere estesa anche al prodotto righe per colonne, si ha

Z ′(x) = G′(x)λ(x) +G(x)λ′(x)

deve essere

G′(x)λ(x) +G(x)λ′(x) = A(x)G(x)λ(x) +B(x)

MaG è una matrice fondamentale e quindi,

G(x)λ′(x) = B(x) e λ′(x) = G−1(x)B(x).

Se ne deduce che se

λ(x) =

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

Z è soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essendoG(x)λ′(x) = B(x), per il teorema di

Cramer si ha

λ′i(x) =
Wi(x)

W (x)
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essendo
(22.19)

Wi = det


(y1)1 (y2)1 . . . (yi−1)1 b1 (yi+1)1 . . . (yn)1

(y1)2 (y2)2 . . . (yi−1)2 b2 (yi+1)2 . . . (yn)2
...

...
. ..

...
...

...
...

...
(y1)n (y2)n . . . (yi−1)n bn (yi+1)n . . . (yn)n


e una soluzione del sistema non omogeneoè data da

Y (x) =
n∑
i=1

λi(x)Yi(x).

Come conseguenza seG è una matrice fondamentale del sistema lineare
omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

l’integrale generale del sistema lineare non omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x) +B(x)

è dato da

Y (x) = G(x)

(
C +

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

)
, C ∈ Rn

Dovex0 ∈ I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai dati
Y (x0) = Y0 è

Y (x) = G(x)

(
G−1(x0)Y0 +

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

)
Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione del-

le costanti arbitrarie e può ovviamente essere applicato anche alle equazioni
differenziali di ordinen non appena le si sia trasformate in un sistema. Tut-
tavia per le equazionìe più conveniente procedere direttamente; illustriamo
qui di seguito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b, c ∈ C0(I) e consideriamo l’equazione lineare del secondo
ordine

y′′(x) = a(x)y′(x) + b(x)y(x) + c(x).

Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
differenziale omogenea associata; avremo allora a disposizione l’integrale
generale dell’equazione omogenea nella forma

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

Cerchiamo soluzioni per l’equazione non omogenea nella forma

z(x) = λ1(x)y1(x) + λ2(x)y2(x)

Avremo
z′ = λ′1y1 + λ′2y2 + λ1y

′
1 + λ2y

′
2

e posto
λ′1y1 + λ′2y2 = 0
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si ha
z′′ = λ′1y

′
1 + λ′2y

′
2 + λ1y

′′
1 + λ2y

′′
2 .

Sostituendo si ottiene

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 + λ1y

′′
1 + λ2y

′′
2 = λ1ay

′
1 + λ2ay

′
2 + λ1by1 + λ2by2 + c

e, tenuto conto chey1 ey2 sono soluzioni dell’omogenea,

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 = c.

Ne viene cheλ′1 eλ′2 devono soddisfare il seguente sistema

(22.20)

{
λ′1y1 + λ′2y2 = 0

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 = c

da cui si possono ricavareλ′1 eλ′2 e per integrazioneλ1 eλ2.
Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre

l’ordine di una equazione differenziale lineare, qualora sia nota una solu-
zione dell’equazione stessa.

Ci occuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equa-
zione del secondo ordine, essendo l’estensione del metodo del tutto ovvia
per equazioni lineari di ordine superiore.

Consideriamo pertantoa, b ∈ C0(I) e l’equazione differenziale di ordi-
ne 2

y′′(x) = a(x)y′(x) + b(x)y(x).

Supponiamo nota una soluzionez dell’equazione, tale chez(x) 6= 0
∀x ∈ I.

Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella formay(x) = u(x)z(x)
Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

u′′z + 2u′z′ + uz′′ = au′z + auz′ + buz

e, tenuto conto chez è soluzione,

u′′z + 2u′z′ − au′z = 0

Postov = u′ si ha
v′z + v(2z′ − az) = 0

e quindi, poich́e z 6= 0,

v′ + v(2
z′

z
− a) = 0.

Se ne deduce che deve essere

v(x) = e−
∫ x

xo
2

z′(t)
z(t)

dt+
∫ x

xo
a(t)dt

e quindi

v(x) =

(
z(x0)

z(x)

)2

e
∫ x

xo
a(t)dt.

Pertanto una soluzione sarà

v(x) =
1

(z(x))2
e

∫ x
x0
a(t)dt
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e

u(x) =

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo
a(s)dsdt

da cui si pùo ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente daz. Se infatti

c1z(x) + c2z(x)

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo
a(s)dsdt = 0

per ogni∀x si ha, perx = x0

c1z(x0) = 0 e c1 = 0

Ne viene anche che

c2z(x)

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo
a(s)dsdt = 0

e c2 = 0 in quanto il secondo fattore non può mai annullarsi, sex 6= x0.
Possiamo pertanto scrivere l’integrale generale dell’equazione data co-

me

y(x) = z(x)

(
c1 + c2

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
x0
a(s)ds

dt

)
.

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali
lineari a coefficienti costanti della forma

Y ′(x) = AY (x) +B(x)

Y ′(x) = AY (x)

y(n)(x) =
n∑
k=1

aky
(k−1)(x) + b(x)

y(n)(x) =
n∑
k=1

aky
(k−1)(x)

In pratica l’integrale generale di un’equazione differenziale lineare di
ordinen

y(n)(x) =
n∑
k=1

aky
(k−1)(x)

si pùo determinare come segue

(1) si considera il polinomio caratteristico associato all’equazione data

P (λ) = λn −
n∑
k=1

akλ
k−1

che si ottiene sostituendo formalmente la quantità algebricaλk ad
y(k)(x)
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(2) si trovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell’equa-
zione (a coefficienti reali)

P (λ) = 0

Consideriamo ogni soluzioneλ1, .., λr con la sua molteplicit̀aµ1, .., µr
(3) in corrispondenza ad ogni valoreλ, avente molteplicit̀aµ,

• seλ è reale si considerano le funzioni

(22.21) y1(x) = eλx y2(x) = xeλx · · · yµ(x) = xµ−1eλx

• seλ = α + ıβ è complesso, allora anche il suo complesso
coniugatoλ = α − ıβè autovalore in quanto i coefficienti
dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

u1(x) = eαx sin βx u2(x) = xeαx sin βx · · · uµ(x) = xµ−1eαx sin βx

(22.22)

v1(x) = eαx cos βx v2(x) = xeαx cos βx · · · vµ(x) = xµ−1eαx cos βx

(22.23)

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.

(4) Si trovano cos̀ı
• in corrispondenza di ogni soluzione realeλ, µ soluzioni del

sistema linearmente indipendenti
• in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua

coniugata,2µ soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(5) siano

y1, y2, y3, . . . , yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.
Avremo che le soluzioni sono proprion in quanto la somma del

numero delle soluzioni, contate con la loro molteplicità, è proprio
n per il teorema fondamentale dell’algebra.

La soluzione dell’equazione sarà pertanto

y(x) =
n∑
i=1

ciyi(x)

In pratica l’integrale generale del sistemaY ′ = AY si pùo determinare
come segue

(1) si trovano gli autovalori della matriceA, λ1, .., λr e la loro molte-
plicitàµ1, .., µr;

(2) in corrispondenza ad ogni valoreλ di A, avente molteplicit̀aµ,
• seλ è reale si considerano le funzioni

(22.24) y1(x) = eλx y2(x) = xeλx · · · yµ(x) = xµ−1eλx
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• seλ è complesso, allora anche il suo complesso coniugatoè
autovalore in quanto i coefficienti del sistema sono reali, e si
considerano le funzioni

u1(x) = eαx sin βx u2(x) = xeαx sin βx · · · uµ(x) = xµ−1eαx sin βx

(22.25)

v1(x) = eαx cos βx v2(x) = xeαx cos βx · · · vµ(x) = xµ−1eαx cos βx

(22.26)

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.

(3) Si trovano cos̀ı
• in corrispondenza di ogni autovalore realeλ, µ soluzioni del

sistema linearmente indipendenti
• in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo co-

niugato,2µ soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(4) siano

y1, y2, y3, . . . , yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.
Avremo che le soluzioni sono proprion in quanto la somma

del numero delle soluzioni, contate con la loro molteplicità, è pro-
prion per il teorema fondamentale dell’algebra e possiamo cercare
soluzioni

Y = (Yj)

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combi-
nazioni lineari delle funzioniyi cioè

Yj(x) =
n∑
i=1

ci,jyi(x)

(5) Le costanti introdotteci,j sono in numero din2 e quindi superio-
re al numero di costantin necessario e sufficiente per descrivere
l’integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo di
ordinen; onde determinare solon costanti si procede quindi sosti-
tuendo nel sistema ed usando le uguaglianze trovate per ridurre il
numero di costanti libere adn

Abbiamo con cìo gli strumenti per risolvere ogni equazione differenzia-
le ed ogni sistema differenziale lineare omogeneo, a coefficienti costanti;
per risolvere i corrispondenti problemi non omogenei sarà sufficiente tro-
vare una soluzione particolare dei problemi non omogenei stessi. Ciò pùo
essere fatto, in generale, usando il metodo di variazione delle costanti di La-
grange, ma, nel caso dei coefficienti costanti, possiamo, se inoltre il termine
notoè di forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particolare
di forma similmente semplice.

Più precisamente possiamo affermare che:
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(1) Se consideriamo l’equazione differenziale non omogenea22.3e se

b(x) = q(x)eλx

doveλ ∈ C eq è un polinomio di gradom a coefficienti complessi,
si pùo trovare un polinomior di grado al pìum tale che, seµ è la
molteplicit̀a diλ come radice del polinomio caratteristicoP ,

y(x) = xµr(x)eλx

sia soluzione dell’equazione22.3.
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeneo22.4e se

B(x) = Q(x)eλx

doveQ è un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi, di grado minore o uguale adm, si pùo trovare un
vettore colonnaR i cui elementi sono polinomi a coefficienti com-
plessi di grado al più m + µ, doveµ è la molteplicit̀a di λ come
radice del polinomio caratteristicoP della matriceA, tale che

Y (x) = R(x)eλx

risolve il sistema22.4.

Si pùo inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,

(1) Se

b(x) = eαx[q1(x) cos(βx) + q2(x) sin(βx)]

doveq1 eq2 sono polinomi a coefficienti reali di grado massimom
eα ± iβ è radice del polinomio caratteristicoP di molteplicit̀aµ,
si possono trovare due polinomir1, r2 di grado al pìum tali che

y(x) = xµeαx[r1(x) cos(βx) + r2(x) sin(βx)]

sia soluzione della22.3.
(2) Se

B(x) = eαx[Q1(x) cos(βx) +Q2(x) sin(βx)]

doveQ1 eQ2 sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al più m e α ± i β è radice del polino-
mio caratteristico della matrice A con molteplicità µ, si possono
trovareR1 edR2 , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al piùm+ µ, tali che

Y (x) = eαx[R1(x) cos(βx) +R2(x) sin(βx)]

sia soluzione del sistema22.4.
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1. L’oscillatore armonico

Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teo-
ria delle equazioni differenziali lineariè costituto dall’oscillatore armonico.

Si consideri l’equazione del secondo ordine

(22.27) x”(t) + 2hx′(t) + ω2x(t) = K sin(αt)

doveh,K, α > 0.
Essa pùo descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,
(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzio-

nale alla distanza ed ad forza di attrito proporzionale alla velocità,
sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampiezzaK e di
frequenzaα.

(2) l’intensità di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da
una forza elettromotrice sinusoidale.

Le soluzioni dell’equazione sono date da:
(1) Seh > ω

x(t) = c1e
(−h+θ)t + c2e

(−h−θ)t + x̂(t)

I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

FIGURA 22.2. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh = ω

x(t) = c1e
−ht + c2te

−ht + x̂(t)

I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte entrambe positive

FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico com-
plesse e coniugate con parte reale negativa

(3) Seh < ω

x(t) = e−ht(c1 sin(θt) + c2 cos(θt)) + x̂(t)

I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
coincidenti negative

dove
x̂(t) = α sin(αt) + b cos(αt) = A sin(αt− φ)

ed inoltre siè posto
θ = |h2 − ω2|1/2

a = K
ω2 − α2

4h2α2 + (ω2 − α2)2

b = −K 2hα

4h2α2 + (ω2 − α2)2
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A =
K√

4h2α2 + (ω2 − α2)2

φ = arccos
( a
A

)
Nel caso in cuih = 0 l’equazione diventa

x”(t) + ω2x(t) = K sin(αt)

conk, α > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato
da una forza esterna sinusoidale.

Le soluzioni in questo caso sono
(1) Seα 6= ω

x(t) = c1 sin(ωt) + c2 cos(ωt) +
K

ω2 − α2
sin(αt)

(2) Seα = ω

x(t) = c1 sin(ωt) + c2 cos(ωt)− K

2ω
t cos(ωt)

FIGURA 22.6. Grafico diA in funzione diα edω

(22.28) A =
K

(4h2α2 + (ω2 − α2)2)1/2
=

=
K/ω2

(4(h/ω)2(α/ω)2 + (1− (α/ω)2)2)1/2

con
K/ω2 = .5





CAPITOLO 23

FUNZIONI DI DUE VARIABILI

I modelli matematici spesso devono tenere conto di molti parametri e
per questa ragione noǹe sufficiente considerare funzioni di una sola varia-
bile reale; spesso anzi il numero di parametri in giocoè molto alto e quindi
bisogna ricorrere all’uso di funzioni di molte variabili reali.

Dal punto di vista concettuale non c’è grande differenza tra lo studio di
una funzione di2, 3 o 100 variabili reali, ma la differenza tra lo studio di
una funzione di1 variabile reale ed una funzione di2 variabili realiè grande
e va considerata attentamente.

Sviluppiamo pertanto lo studio di una funzione di2 variabili reali per in-
trodurre gli strumenti necessari al trattamento delle funzioni di più variabili
reali a valori reali.

DEFINIZIONE 23.1. Diciamo cheè data una funzione di due variabili
reali se sono assegnati un sottoinsiemeD ⊂ R2 ed una corrispondenzaf
che ad ogni elementoP = (x, y) ∈ D associa uno ed un solo elemento
z ∈ R.

Diciamo cheD è il dominio della funzione e denotiamo con

z = f(x, y) = f(P )

il corrispondente diP = (x, y) secondo la legge assegnataf ; scriviamo
anche

P = (x, y) 7→ z = f(x, y) = f(P )

Chiamiamo rango dif l’insieme

R(f) = {z ∈ R : ∃(x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

Chiamiamo grafico dif l’insieme

G(f) = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

Osservazione. Il grafico di una funzione di2 variabili è pertanto un
sottoinsieme diR3 che descrive qualcosa cheè immediato identificare come
una superficie nello spazio. 2

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso rea-
le e parimenti similèe la definizione di iniettivit̀a, surgettivit̀a, bigettivit̀a.

Per avere un’idea del comportamento della funzione sarebbe comodo
poter disporre del suo grafico, che nel caso di funzioni di2 variabili si rap-
presenta in uno spazio a3 dimensioniR3; dobbiamo per̀o tenere presente
che:

203
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23.1.1. Grafico 1 23.1.2. Grafico2

23.1.3. Grafico3

FIGURA 23.1. Grafici di funzioni di due variabili

(1) Non è possibile rappresentare il grafico di funzioni che dipendano
da3 o più variabili

(2) La rappresentazione inR3 di una funzione di due variabili passa
attraverso tecniche di prospettiva.

(3) La propriet̀a che risulta di maggiore interesse per tracciare il grafi-
co qualitativo di una funzione di1 variabileè la crescenza o la de-
crescenza, che per le funzioni di2 o più variabili non pùo più essere
considerata dal momento che il dominioR2 (o Rn) non ammette
un ordine completo.

Non sar̀a pertanto semplice disegnare il grafico qualitativo di una fun-
zione di2 variabili e per farci un’idea del suo andamento dovremo ricorrere
a rappresentazioni nel piano.

Un modo efficace di rappresentare una superficieè disegnare nel piano
(x, y) le curve di livello della funzione.
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DEFINIZIONE 23.2. Sef : R2 → R chiamiamo curve od insiemi di
livello di f di altezzac gli insiemi

Lc = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = c}

Le curve di livello di f consentono, in pratica, di rappresentare una
mappa della superficie in esame. Esse definiscono i punti in cui la superficie
assume quota costante uguale ac e, se le quotec sono scelte ad intervalli
regolari, permettono di individuare le zone in cui la superficieè più ripida
(le curve di livello sono pìu ravvicinate).

Le superfici prese in considerazione nella figura23.1hanno le curve di
livello mostrate nella figura23.2

23.2.1. Grafico 1 23.2.2. Grafico2

23.2.3. Grafico3

FIGURA 23.2. Curve di livello delle superfici in figura23.1



206 23. FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Per farci un’idea del grafico possiamo anche considerare l’andamen-
to delle funzioni dix che si ottengono considerando fissati i valori diy;
chiamiamo questi grafici sezioni lungo l’assex, si veda figura23.3, e delle
funzioni diy che si ottengono considerando fissati i valori dix; chiamiamo
questi grafici sezioni lungo l’assey, si veda figura23.4.

23.3.1. Grafico 1 23.3.2. Grafico2

23.3.3. Grafico3

FIGURA 23.3. Sezioni, pery fissato, dei grafici di figura23.1

Come per le funzioni di una variabilèe importante studiare la continuità
e la derivabilit̀a di una funzione di2 o più variabili. Ovviamente per poter
considerare la continuità è necessario conoscere la definizione di limite e
ancora prima la definizione di intorno e la struttura dello spazioR2 in cui
stiamo lavorando.

1. La struttura di R2.

Indichiamo conR2 lo spazio vettoriale costituito dalla coppie ordinate
di numeri reali; in altre parole

P ∈ R2 ⇔ P = (x, y) x, y ∈ R
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23.4.1. Grafico 1 23.4.2. Grafico2

23.4.3. Grafico3

FIGURA 23.4. Sezioni, perx fissato, dei grafici di figura23.1

In R2 si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare
mediante le

P1 + P2 = (x1 + x2, y1 + y2)

e, seα ∈ R,
αP = (αx, αy)

L’insieme dei vettori

e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1)

costituisce una base diR2; si avr̀a pertanto che, seP ∈ R2,

P = xe1 + ye2 = x(1, 0) + y(0, 1) = (x, y)

DEFINIZIONE 23.3. Si definisce norma inR2 una funzione che si indica
con

‖ · ‖ : R2 → R
che verifica le seguenti proprietà:

• ‖P‖ ≥ 0 ∀P ∈ R2
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• ‖P‖ = 0 ⇔ P = 0
• ‖αP‖ = |α|‖P‖ ∀α ∈ R , ∀P ∈ R2

• ‖P +Q‖ ≤ ‖P‖+ ‖Q‖ ∀P,Q ∈ R2

Si definisce prodotto scalare inR2 una funzione

〈·, ·〉 : R2 × R2 −→ R
tale che

• 〈P, P 〉 ≥ 0 ∀P ∈ R2

• 〈P,Q〉 = 〈Q,P 〉 ∀P,Q ∈ R2

• 〈P, P 〉 = 0 ⇔ P = 0
• 〈αP+βQ,R〉 = α〈P,R〉+β〈Q,R〉 ∀P,Q,R ∈ R2 , ∀α, β ∈ R.

Un esempio notevole di norma inR2 è

‖P‖ =
√
x2 + y2

La norma diP indica la distanza diP dall’origine O = (0, 0); seP =
(x, y), P0 = (x0, y0) ∈ R2

‖P − P0‖
indica la distanza tra i puntiP eP0.

Un esempio notevole di prodotto scalare inR2 è definito da

〈P1, P2〉 = x1x2 + y1y2

Seρ > 0 chiamiamo intorno del puntoP0 = (x0, y0), l’insieme

S(P0, ρ) = {P ∈ R2 : ‖P − P0‖ < ρ}
S(P0, ρ) è la sfera di centroP0 e raggioρ.

Definiamo inoltre intorno di∞ il complementare di ogni sfera centrata
nell’origine.

S(∞, ρ) = {P ∈ R2 : ‖P‖ > ρ}
Diciamo che due vettoriP,Q ∈ R2 sono ortogonali se〈P,Q〉 = 0 .
Diciamo che sono paralleli se esisteλ ∈ R tale cheP = λQ .

Altri esempi di norme inR2 sono i seguenti

‖P‖k = (|x|k + |y|k)1/k k ≥ 1

‖P‖∞ = max{|x|, |y|}
Norme euclidea e prodotto scalare sono legati dalla seguente
Disuguaglianza di Schwarz
PerP,Q ∈ R2 si ha

|〈P,Q〉| ≤ ‖P‖‖Q‖

La disuguaglianza di Schwarz può essere dedotta osservando che, per
ogni t ∈ R

0 ≤ ‖xP + tQ‖2 = 〈P + tQ, P + tQ〉 = t2‖Q‖2 + 2t〈P,Q〉+ ‖P‖2
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Ciò implica infatti che

〈P,Q〉2 − ‖P‖2‖Q‖2 ≤ 0

Dalla dalla disuguaglianza di Schwarz possiamo anche ricavare la disu-
guaglianza triangolare; infatti

‖P +Q‖2 = ‖P‖2 + ‖Q‖2 + 2〈P,Q〉 ≤ ‖P‖2 + ‖Q‖2 + 2‖P‖‖Q‖.

Osserviamo infine che

|〈P,Q〉| = ‖P‖‖Q‖

se e solo se esistet ∈ R tale cheP + tQ = 0, ovveroP eQ sono paralleli.
Da quanto detto si pùo dedurre che

‖P‖ = sup{〈P,Q〉 : ‖Q‖ ≤ 1} = max{|〈P,Q〉| : ‖Q‖ ≤ 1}

2. Limiti e continuit à per le funzioni di 2 variabili.

DEFINIZIONE 23.4. Siaf : A→ R,A ⊂ R2 e siaP0 un punto tale che
ogni intorno diP0 abbia intersezione non vuota conA (chiamiamoP0 punto
di accumulazione perA); diciamo che

lim
P→P0

f(P ) = `

se∀ε > 0 esisteδ(ε) > 0 tale che perP ∈ S(P0, δ(ε)) ∩ A , P 6= P0 si ha

f(x) ∈ I(`, ε)

È possibile verificare che

(1) ogni funzione che ammette limite finitòe localmente limitata;
(2) il limite di una funzione, se esiste,è unico;
(3) vale il teorema della permanenza del segno;
(4) il limite di una sommàe uguale alla somma dei limiti, se questi

esistono finiti;
(5) il limite del prodotto di due funzionìe uguale al prodotto dei limiti,

se questi esistono finiti;
(6) il limite del reciproco di una funzionèe uguale al reciproco del

limite della funzione stessa, se nonè nullo
(7) valgono i risultati sul confronto dei limiti, in analogia a quanto già

visto per le funzioni di una variabile
(8) il limite di una funzione pùo essere caratterizzato per successioni
(9) il limite di una funzione composta si calcola seguendo quanto fatto

per le funzioni di una variabile

DEFINIZIONE 23.5. Diciamo chef è una funzione continua inP0 se
∀ε > 0 esisteδ(ε) > 0 tale che sex ∈ A, ‖P − P0‖ < δ(ε) si ha

‖f(P )− f(P0)‖ < ε
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Nel caso in cuiP0 ∈ A, sia un punto di accumulazione perA la
condizione sopra espressaè equivalente alla

lim
P→P0

f(P ) = f(P0)

Ovviamentef si dice continua inA seè continua in ogni punto di A

Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

(1) la somma di funzioni continuèe continua;
(2) il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione a

valori scalari, entrambe continue,è continuo;
(3) il reciproco di una funzione continuàe continuo dove ha senso

definirlo;
(4) il prodotto scalare di due funzioni a valori vettoriali continue,è

continuo;
(5) vale la caratterizzazione della continuità per successioni
(6) la composta di funzioni continuèe una funzione continua.

La conoscenza della continuità delle funzioni elementari e le regole
precedentemente enunciate permettono di stabilire in modo semplice la
continuit̀a in un gran numero di casi: ad esempio, poichè (x, y) 7→ x2 e
(x, y) 7→ y2 sono continue possiamo anche affermare che

(x, y) 7→ x2 + y2

è continua, se poi ricordiamo che l’esponenzialeè continua avremo anche
che

(x, y) 7→ ex
2+y2

è continua.
Come per le funzioni continue di una variabile si possono provare im-

portanti teoremi, tra i quali ricordiamo i seguenti risultati.

TEOREMA 23.1. - di Weierstraß - Sef è una funzione continua su un in-
siemeA che sia chiuso (contiene i limiti di ogni successione convergente di
suoi punti) e limitato (̀e contenuto in una sfera ) alloraf ammette massimo
e minimo assoluto suA
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TEOREMA 23.2. - degli zeri - Sef è una funzione continua su un insieme
A connesso (ciòe, in parole semplici, fatto di un solo pezzo) e se esistono
due puntiP+, P− ∈ A tali che

f(P+) > 0 , f(P−) < 0

allora esiste un puntoP0 ∈ A tale che

f(P0) = 0

Un semplice ragionamento assicura, utilizzando il teorema degli zeri,
che se una curva di livello dif

Lc = {(x, y) ∈ U : f(x, y) = c} = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, y = ϕ(x)}
divide il piano in due parti connesse alloraf(x, y) > 0 in una delle due
parti ef(x, y) < 0 nell’altra.

FIGURA 23.5. Curve di livello e segno dif

Se infatti in una parte connessa ci fossero due puntiP+, P− tali che

f(P+) > 0 , f(P−) < 0

esisterebbe in quella parteP0 tale che

f(P0) = 0

ma in quella parte si pùo solo averef(P ) > 0 oppuref(P ) < 0.
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3. Derivabilit à e differenziabilità per funzioni di 2 variabili.

Come per le funzioni di1 variabileè necessario considerare il proble-
ma della approssimazione mediante funzioni lineari, cioè il problema della
differenziazione.

È molto naturale porre la seguente definizione

DEFINIZIONE 23.6. Diciamo chef è derivabile parzialmente se le funzioni

φ(x) = f(x, y) ψ(y) = f(x, y)

sono derivabili.
Chiamiamoφ′(x) = fx(x, y) derivata parziale rispetto adx e ψ′(y) =
fy(x, y) derivata parziale rispetto ady; definiamo inoltre gradiente dif e
scriviamo∇f(x, y) il vettore (punto diR2) definito da

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y))

Di fatto in tal modo si opera derivando rispetto adx (o ady) cony (o x)
fissati.

Va osservato che, pur essendo molto naturale, l’uso delle derivate par-
ziali non consente, da solo, di ricavare informazioni utili sulla funzione in
esame.

Si pensi ad esempio che la funzione

f(x, y) =

{
1 se xy = 0

0 se xy 6= 0

il cui grafico, si veda la figura?? è costituito dal pianoz = 0 privato degli
assix edy e dalle due rette parallele agli assix edy poste a quotaz = 1,
nonè continua in(0, 0) pur avendo derivate parziali nulle in(0, 0).

Occorre quindi definire cosa si intende per differenziabile e per questo
serve parlare di applicazioni lineari.

DEFINIZIONE 23.7. Si chiama applicazione lineare inR2 una funzione
f : R2 → R tale che

f(αP + βQ) = αf(P ) + βf(Q) ∀P,Q ∈ R2 , ∀α, β ∈ R

L’insieme delle applicazioni lineari suR2 si chiama anche spazio duale
di R2.
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FIGURA 23.6. Il grafico di una funzione derivabile
parzialmente, non continua.

Ogni applicazione lineare inR2 si può identificare con un puntoP ∗ di
R2 mediante la seguente uguaglianza

f(P ) = 〈P, P ∗〉
In altre parole le applicazioni lineari su R2 sono tutte e sole le funzioni
che si possono scrivere nella forma

f(P ) = 〈P, P ∗〉 con P ∗ ∈ R2

È anche utile ricordare che per funzioni lineari possiamo provare che

Sef è una applicazione lineare suR2 allora

|f(P )| = |〈P, P ∗〉| ≤ ‖P‖‖P ∗‖

Diciamo chef ∈ C1(A) sef ammette derivate parziali continue inA.
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DEFINIZIONE 23.8. Diciamo infine chef è differenziabile inP0 se esiste
(α, β) ∈ R2 tale che

lim
P→P0

f(P )−
(
f(P0) + α(x− x0) + β(y − y0)

)
‖P − P0‖

= 0

Pertanto una funzionèe differenziabile se

f(P ) = f(P0) + α(x− x0) + β(y − y0)) + ‖P − P0‖ω(P − P0)

doveω è una funzione infinitesima perP → P0

ω(P − P0) =
f(P )− (f(P0) + α(x− x0) + β(y − y0))

‖P − P0‖
Questa proprietà si esprime dicendo chef(P ) si pùo approssimare con

una funzione lineare affine

t(P ) = f(P0) + α(x− x0) + β(y − y0))

a meno di un infinitesimo

‖P − P0‖ω(P − P0)

di ordine superiore al primo rispetto alla distanza‖P − P0‖.
La funzione t(p) si definisce piano tangente al grafico dif nel punto

P0

Sef è differenziabile inP0 alloraf è anche derivabile parzialmente e si
può verificare che risulta

α = fx(P0) β = fy(P0)

pertanto
Il piano tangente al grafico di una funzionef in P0 è dato da

t(P ) = f(P0) + fx(P0)(x− x0) + fy(P0)(y − y0))

DEFINIZIONE 23.9. SeQ ∈ R2, diciamo chef è derivabile inP0 rispetto
al vettoreQ o chef ammette derivata inP0 lungo la direzioneQ se

lim
t→0+

f(P0 + tQ)− f(P0)

t

esiste finito. In tal caso denotiamo il valore di tale limite conf ′(P0, Q) e lo
chiamiamo derivata direzionaledif in P0 lungo la direzioneQ.



3. DERIVABILIT À E DIFFERENZIABILITÀ PER FUNZIONI DI 2 VARIABILI. 215

FIGURA 23.7. Definizione di derivata direzionale

Si pùo vedere chef è derivabile rispetto alla prima variabile se e solo
sef ′(P0, e1) edf ′(P0,−e1) esistono finiti e

f ′(P0, e1) = −f ′(P0,−e1)

Analogamentef è derivabile rispetto alla seconda variabile se e solo se
f ′(P0, e2) edf ′(P0,−e2) esistono finiti e

f ′(P0, e2) = −f ′(P0,−e2)

Si dimostra che

TEOREMA 23.3. Sef è differenziabile inP0; allora f è derivabile inP0

lungo ogni direzioneQ e si ha

f ′(P0, Q) = 〈∇f(P0), Q〉

È utile estendere alle funzioni di più variabili la regola di derivazio-
ne delle funzioni composte; ci limitiamo qui a considerare solo due casi
particolari.
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Siano

f : R2 → R , g : R → R2

R 3 t 7→ g(t) = (x(t), y(t)) 7→ f(g(t)) = f(x(t), y(t)) ∈ R2

Sef eg sono differenziabili (non solo derivabili!) allora

d

dt
f(g(t)) = fx(x(t), y(t))ẋ(t) + fy(x(t), y(t))ẏ(t)

Se viceversa consideriamo

f : R → R , g : R2 → R
R2 3 (x, y) 7→ g(x, y) 7→ f(g(x, y)) ∈ R

e sef eg sono anche qui differenziabili avremo che
∂f

∂x
= f ′(g(x, y))gx(x, y)

∂f

∂y
= f ′(g(x, y))gy(x, y)

Abbiamo gìa visto che

sef è differenziabile inP0 ∈ R2 e seQ è una direzione inR2, allora

f ′(P0, Q) = 〈∇f(P0), Q〉 = ‖∇f(P0)‖‖Q‖ cosα

dove α è l’angolo formato dai vettori ∇f(P0) e Q nel piano da essi
individuato.

Ne possiamo dedurre che

la derivata direzionale è
• massima quandocosα = 1 e ciòe quandoα = 0 eQ = ∇f(P0),
• nulla quando cosα = 0 e ciòe quandoα = π

2
eQ ⊥ ∇f(P0),

• minima quando cosα = −1 e ciòe quando α = π e Q =
−∇f(P0).
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Consideriamo ora una curva di livello dif

Lc = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = c}
e supponiamo che sia rappresentabile, almeno localmente, mediante il gra-
fico di una funzioney = ϕ(x) In termini un po’ pìu precisi supponiamo
che

Lc = {(x, y) ∈ U : f(x, y) = c} = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, y = ϕ(x)}
o più semplicemente

f(x, y) = c ⇐⇒ f(x, ϕ(x)) = c ⇐⇒ y = ϕ(x)

Daf(x, ϕ(x)) = c, derivando e tenendo presenti le regole di derivazio-
ne delle funzioni composte, otteniamo che:

fx(x, ϕ(x)) + fy(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0

da cui
〈∇f(x, ϕ(x)), (1, ϕ′(x))〉 = 0

e possiamo ricavare che

∇f(x, ϕ(x)) ⊥ (1, ϕ′(x))

FIGURA 23.8. Curve di livello e gradiente

D’altro canto la retta tangenteτ al grafico diϕ nel puntoP0 = (x0, y0)
è data da

y − y0 = ϕ′(x0)(x− x0)
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e si pùo scrivere nella forma

〈(x− x0, y − y0), (ϕ
′(x0),−1)〉 = 0

dalla quale risulta evidente che

(ϕ′(x0),−1) ⊥ P ∀P ∈ τ
Se ora teniamo conto che, evidentemente,

〈(ϕ′(x0),−1), (1, ϕ′(x0))〉 = 0

e quindi
(ϕ′(x0),−1) ⊥ (1, ϕ′(x0))

possiamo ricavare che

(23.1) ∇f(x, ϕ(x)) ⊥ P ∀P ∈ τ
Poich̀eτ è la retta tangente inP0 al grafico della funzioneϕ che rappre-

senta vicino al puntoP0 (localmente inP0) la curva di livelloLc, esprime-
remo la23.1dicendo che

il gradiente di f , cioè il vettore ∇f(x, y), è ortogonale alle curve di
livello di f (Lc = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = c})

4. Derivate del secondo ordine: forma quadratica Hessiana.

Possiamo anche considerare le derivate seconde rispetto adx due volte,
ady due volte, adx e ady , ady e adx; chiamiamo queste derivate

fxx(P0) fy,y(P0) fx,y(P0) fy,x(P0)

Si pùo dimostrare che, nel caso in cuifx,y(P0), o fy,x(P0) sia continua
allora (teorema di Scharwz)

fx,y(P0) = fy,x(P0)

Ciò si esprime dicendo che le derivate seconde miste sono uguali.
Chiamiamo matrice Hessiana la matrice i cui elementi sono le derivate

seconde dif . Cioè

Hf(P0) =

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
Nel caso in cui le derivate miste siano uguali, la matrice Hessianaè

simmetrica.
Ad ogni matrice simmetrica, e quindi anche alla matrice Hessiana, pos-

siamo associare un polinomio di secondo grado in2 variabili (e.g. h, k)
omogeneo che chiamiamo forma quadratica associata.

La forma quadratica Hessianaè, postoR =

(
h
k

)
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Q(R) = Q(h, k) =
(
h k

)(fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)(
h
k

)
=

RTHf(P0)R = fxx(P0)h
2 + 2fxy(P0)hk + fyy(P0)k

2

Diciamo che la forma quadraticaQ è semidefinita positiva se

Q(h, k) = fxx(P0)h
2 + 2fxy(P0)hk + fyy(P0)k

2 ≥ 0

per ogni (h, k) ∈ R2.
Diciamo cheQ è definita positiva se

Q(h, k) = fxx(P0)h
2 + 2fxy(P0)hk + fyy(P0)k

2 > 0

per ogni (h, k) ∈ R2 \ {(0, 0}.

Ovviamente per identificare una forma quadratica semidefinita o defini-
ta negativàe sufficiente cambiare il segno delle disuguaglianze.

Semplici considerazioni sul segno di un trinomio di secondo grado per-
mettono di ottenere condizioni per studiare il carattere di una forma quadra-
tica.

La forma quadratica Q è definita positiva se

det

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
> 0

efxx(P0) > 0, oppure fyy(P0) > 0

Osservazione. Se

det

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
= fxx(P0)fyy(P0)− (fxy(P0))

2 > 0

allora
fxx(P0)fyy(P0) ≥ (fxy(P0))

2 > 0

e quindifxx(P0) edfyy(P0) hanno lo stesso segno 2

La forma quadratica Q è semidefinita positiva se

det

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
≥ 0

efxx(P0) ≥ 0, o equivalentementefyy(P0) ≥ 0
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Si pùo inoltre dimostrare che

Seλ1, λ2 sono gli autovalori della matrice

det

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
≥ 0

allora, per la simmetria della matrice, essi sono reali ed inoltre
• seλ1, λ2 sono entrambi positivi (negativi) la forma quadratica
Q è definita positiva (negativa)

• se λ1, λ2 sono entrambi positivi (negativi) o nulli la forma
quadratica Q è semidefinita positiva (negativa)

• se λ1, λ2 hanno segni discordi la forma quadraticaQ è non
definita

Osservazione. Se

det

(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)
< 0

la forma quadratica pùo assumere sia valori positivi che negativi e quindi
nonè definita. 2

5. Massimi e minimi per le funzioni di 2 variabili.

DEFINIZIONE 23.10. Diciamo cheP0 è un punto di minimo (massimo)
relativo perf se esiste una sferaS(P0, ρ), ρ > 0, tale che

f(P ) ≥ f(P0) (f(P ) ≤ f(P0))

per ogniP ∈ S(P0, ρ)

Utilizzando tecniche che sfruttano i risultati noti per le funzioni di una
variabile possiamo provare le seguenti condizioni necessarie per l’esistenza
di un punto di minimo o massimo relativo.

TEOREMA 23.4. SeP0 è un punto di minimo (massimo) relativo perf
interno al suo dominio edf è differenziabile inP0. Allora

• ∇f(x) = 0;

se inoltref ammette derivate seconde continue inP0,

• Hf(x) è semidefinita positiva (negativa).

Osservazione. Se∇f(x) = 0 e se Hf(x) noǹe definito, alloraP0 non
è ńe punto di massimo relativo, né punto di minimo relativo perf ; un punto
siffatto viene solitamente indicato con il nome di ’punto sella’. 2

TEOREMA 23.5. Sef ∈ C2(A); e seP0 è interno al suo dominio e se

• ∇f(P0) = 0
• Hf(P0) è definita positiva (negativa)
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allora P0 è punto di minimo (massimo) relativo perf .

Anche per le funzioni di due variabili si può definire e studiare la con-
vessit̀a:

Siaf : A→ R, e siaA ⊂ R2 convesso, ciòe supponiamo cheA contenga
ogni segmento di retta i cui estremi siano contenuti inA;
diciamo chef è convessa se

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ (0, 1)

Inoltre f si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza stretta.

Osservazione. si pùo dimostrare che sef è convessa allora i suoi
insiemi di livelloLc sono a loro volta convessi un insieme convesso 2

Inoltre possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 23.6. Siaf : A→ R convessa,A aperto; allora

• f è continua inA
• f ′(P,Q) esiste∀P ∈ A, ∀Q ∈ R2.

Come per le funzioni di una variabile la convessità si pùo caratterizzare
utilizzando le derivate come si vede dall’enunciato del teorema seguente.

TEOREMA 23.7. Siaf : A → R, A ⊂ R2 convesso, aperto; supponiamo
inoltre f ∈ C2(A), allora sono condizioni equivalenti:

• f è convessa
•

f(y) ≥ f(P0) + 〈∇f(P0), P − P0〉 ∀P, P0 ∈ A
• Hf(P ) è semidefinita positiva.

Inoltre

Ciascuna delle seguenti condizionìe sufficiente per la successiva:
• Hf(P ) è definita positiva∀P ∈ A;
• f(P ) > f(P0) + 〈∇f(P0), P − P0〉 ∀P, P0 ∈ A, P 6= P0 ;
• f è strettamente convessa.

Si pùo inoltre vedere che sef è strettamente convessa e sef(P ) → +∞
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perP →∞; allora esiste uno ed un solo puntoP0 ∈ Rn tale che

f(P0) = min{f(P ) : P ∈ R2}

6. Massimi e minimi vincolati.

Le condizioni fin qui trovate per caratterizzare i punti di massimo e di
minimo relativo sono utilizzabili soltanto nel caso in cui si cerchino massimi
e minimi di f all’interno di un determinato insieme; nel caso in cui si vo-
gliano cercare massimi e minimi su insiemi che contengano anche punti non
interni, questi ultimi andranno considerati a parte esattamente come a par-
te debbono essere considerati gli estremi di un intervallo se si considerano
funzioni di una variabile.

Questo scopo si può raggiungere considerando le restrizioni dif ai
punti non interni; tali restrizioni sono funzioni che dipendono da una sola
variabile e si pùo cercare di trattarle con i risultati noti per tal caso.

Ovviamente lo scopòe individuare eventuali massimi o minimi per
mezzo di condizioni necessarie e, se siè certi della loro esistenza, tra essi
scegliere massimi e minimi assoluti.

A questo scopòe utile considerare il problema di trovare massimi e
minimi di una funzionef(x, y) sull’ insieme dei punti del piano che soddi-
sfano l’equazioneg(x, y) = 0

In questo modo, infatti,̀e possibile identificare in molti casi l’insieme
dei punti di frontiera (e quindi non interni) di un insieme.

Più precisamente ci riferiremo a questo problema come al problema di

Cercare massimi e minimi relativi di f vincolati a g = 0

6.1. funzioni definite implicitamente. Per studiare il problemàe ne-
cessario conoscere qualche cosa in più sull’insieme

G = {(x, y) ∈ R2 : g(x, y) = 0}
Più precisamentèe necessario rendersi conto cheG può essere rappre-

sentato localmente mediante il grafico di una funzioneϕ.
Per chiarire il concetto consideriamo un semplice esempio.
Sia

g(x, y) = x2 + y2 − 1

ovviamenteg ∈ C1 ed inoltre

∇(x, y) = (2x, 2y) 6= (0, 0)

per ognuno dei punti tali che

g(x, y) = 0
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È ben noto che l’equazione

g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0

identifica una circonferenza di raggio unitario centrata in(0, 0).
Per illustrare la possibilità di rappresentare la circonferenza localmente

in un puntoP0 mediante una funzioneϕ possiamo considerare i seguenti
casi

• seP0 = (0, 1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante
la funzione

y =
√

1− x2

• seP0 = (0,−1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante
la funzione

y = −
√

1− x2

• seP0 = (1, 0) possiamo rappresentare la circonferenza mediante
la funzione

x =
√

1− y2

• se P0 = ( 1√
2
, 1√

2
) possiamo rappresentare la circonferenza sia

mediante la funzione

y =
√

1− x2

sia mediante la funzione

x =
√

1− y2

• seP0 = (− 1√
2
, 1√

2
) possiamo rappresentare la circonferenza sia

mediante la funzione

y =
√

1− x2

sia mediante la funzione

x = −
√

1− y2

In generale noǹe, tuttavia, possibile trovare esplicitamente la funzione
ϕ, come abbiamo fatto nell’esempio appena visto, tuttaviaè per taluni scopi
sufficiente sapere che questa funzione esiste.

A questo proposito si pùo dimostrare che

TEOREMA 23.8. - delle funzioni implicite di U. Dini - Seg è
sufficientemente regolare (g ∈ C1,∇g(x, y) 6= (0, 0)) l’insieme

{(x, y) ∈ R2, : g(x, y) = 0}
può essere rappresentato localmente, (cioè in un intorno di ogni suo punto),
come grafico di una funzione

y = ϕ(x)
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6.2. il principio dei moltiplicatori di Lagrange. Si pùo trovare una
condizione necessaria affinchè un puntoP0 sia di minimo o di massimo per
f vincolato ag = 0; possiamo enunciare tale condizione come segue

TEOREMA 23.9. - dei moltiplicatori di Lagrange- Sef, g ∈ C1,∇f(P0) 6=
(0, 0) eP0 = (x0, y0) è un punto di minimo o di massimo perf vincolato a
g(x, y) = 0, allora

∇f(P0) ‖ ∇g(P0)

o equivalentemente esisteλ ∈ R tale che

∇f(P0) = λ∇g(P0)

FIGURA 23.9. Principio dei moltiplicatori di Lagrange

Se infatti∇f(P0) e ∇g(P0) non fossero paralleli, tenendo conto del
fatto che∇f(P0) è ortogonale alla curva definita daf(x, y) = f(x0, y0)
mentre∇g(P0) è ortogonale alla curva definita dag(x, y) = 0 avremmo
una situazione simile a quella illustrata nella figura23.9.

Dalla figura si vede che ci sarebbero punti soddisfacenti l’equazione
g(x, y) = 0 tali chef(x, y) > f(x0, y0) ed anche punti tali chef(x, y) <
f(x0, y0).

Ciò escluderebbe cheP0 sia un punto di minimo o di massimo dif
vincolato ag = 0
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Possiamo dimostrare con maggior precisione il risultato come segue.
Sianof, g : A→ R,P0 = (x0, y0) ∈ A ⊂ R2,A aperto,f, g ∈ C1(A), e

supponiamo cheg(x0, y0) = 0. Supponiamo inoltre che∇g(x0, y0) 6= 0, il
che significa, a meno di cambiare il nome delle variabili, che si può supporre
gy(x0, y0) 6= 0; allora si pùo dimostrare che esiste una funzioneϕ definita
in un intorno dix0 che assume valori in un intorno diy0 e per la quale si ha

g(x, ϕ(x)) = 0

Pertanto la funzionef(x, φ(x)) ammette inx0 un punto di minimo re-
lativo se e solo seP0 = (x0, y0) è un punto di minimo perf vincolato a
g = 0.

Di conseguenza, seP0 = (x0, y0) è un minimo relativo perf vincolato
ag = 0 si ha

d

dx
f(x, ϕ(x)) = fx(x0, y0) + fy(x0, y0)ϕ

′(x0) = 0

ed anche
gx(x0, y0) + gy(x0, y0)ϕ

′(x0) = 0

e la coppia(1, ϕ′(x0)) è soluzione non banale del sistema algebrico lineare
omogeneo la cui matrice dei coefficientiè data da(

∇f(x0, y0)
∇g(x0, y0)

)
Ne segue che esistonoα, β ∈ R non entrambi nulli, tali che

α∇f(x0, y0) + β∇g(x0, y0) = 0

e, dal momento che∇g(x0, y0) 6= 0, ne viene che deve essereα 6= 0.
Possiamo pertanto affermare, a meno di dividere perα, che esisteλ tale

che
∇f(x0, y0) + λ∇g(x0, y0) = 0

Viceversa, posto
h(x) = f(x, ϕ(x))

seh′(x0) = 0 e h”(x0) > 0, (x0, y0) è un punto di minimo relativo perf
vincolato ag = 0.

Concludiamo osservando un semplice fatto, spesso utile quando si trat-
tano problemi di programmazione lineare.

TEOREMA 23.10. Siaf : A −→ R, A ⊂ R2 convesso, chiuso e limita-
to, f convessa e continua; allora il massimo dif in A è assunto anche in
punti che sono sulla frontiera di A

DIMOSTRAZIONE. Sia

f(P ) = max{f(Q) : Q ∈ A}
allora, seP è interno adA, dettiQ,R ∈ A gli estremi del segmento ottenuto
intersecandoA con una qualunque retta passante perP , si ha

P = λQ+ (1− λ)R
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e
f(P ) ≤ λf(Q) + (1− λ)f(R) ≤ max{f(Q), f(R)}

2

Osservazione. Nel caso in cuiA sia poliedrale, ciòe se

A = {P ∈ R2 : gi(P ) ≤ 0, gi lineare, i = 1, ..,m }
il massimo si pùo cercare solo tra i vertici della frontiera. 2



CAPITOLO 24

INTEGRAZIONE PER LE FUNZIONI DI DUE
VARIABILI

1. Definizione di integrale doppio.

Sef è una funzione di2 variabili positiva e seR = [a, b] × [c, d] è
un rettangolo contenuto nel suo dominio, possiamo considerare il problema
di calcolare il volumeV delimitato dal piano(x, y) dal grafico dif e dal
cilindro generato daR con generatrici parallele all’assez (si veda la figura
24.1).

Il volume pùo essere definito

• considerando una partizione diR,
• definendo in corrispondenza le somme superiori e le somme infe-

riori di f relative alla partizione scelta,
• dichiarando una funzione integrabile se, al variare delle partizio-

ni, l’estremo inferiore delle somme superiori e l’estremo superiore
delle somme inferiori coincidono,

• in tal caso chiamiamo il loro valore comune∫∫
R

f(x, y)dxdy

L’esistenza dell’integralèe assicurata, similmente a quanto accade per
le funzioni di una variabile, dalla continuità della funzione integranda, e si
può anche dimostrare cheè sufficiente chef sia continua suR a meno di un
insieme si area0. Possiamo in altre parole dimostrare il seguente risultato.

Se f è una funzione di due variabili limitata su un insieme chiuso e
limitato D ed è continua a meno di un sottoinsieme di misura0, allora
f è integrabile suD

(Pur non entrando nei particolari della definizione di area, possiamo ri-
cordare chèe possibile calcolare l’area di insiemi piani significativi usando
la teoria dell’integrazione per le funzioni di una variabile)

Quando una funzionèe integrabile possiamo approssimare il suo inte-
grale suR anche usando le somme di Riemann; tali somme possono an-
che essere usate per dare la definizione di integrabilità e si calcolano come
segue:

227
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24.1.1. 24.1.2.

24.1.3.

FIGURA 24.1.

• Si suddivide il rettangoloR in rettangoli pìu piccoliRj, ad esempio
ottenuti suddividendo i lati diR in parti uguali di ampiezzaδx eδy,
rispettivamente (figura24.3);

• si sceglie in maniera arbitraria un punto(ξj, ηj) in ognuno dei
rettangoliRj e si calcola la quotaf(ξj, ηj) (figura24.2.1)

• si sostituisce al volume delimitato suRj dalla funzionef il volume
del parallelepipedo di baseRj ed altezzaf(ξj, ηj) (figura24.2.2)

• si calcola la somma di tutti i contributi così ottenuti da ciascuno
dei rettangoli della partizione.

Le somme di Riemann sono cosı̀ definite da

(24.1) R(f) =
∑
j

f(ξj, ηj)δxδy
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24.2.1. 24.2.2.

FIGURA 24.2.

FIGURA 24.3. Singolo elemento di volume

e, quando la partizionèe abbastanza fine, cioè suddivideR in rettangoliRj

abbastanza piccoli,R(f) approssima il valore di
∫∫
R

f(x, y)dxdy

2. Formule di riduzione per gli integrali doppi.

Purtroppo non disponiamo, per il calcolo di un integrale doppio, di uno
strumento tanto potente quanto il teorema fondamentale del calcolo integra-
le; questo risultato si pùo infatti estendere anche al calcolo delle funzioni di
più variabili, ma si colloca in un contesto più generale: quello delle forme
differenziali e del teorema di Stokes.

Occorre quindi cercare altre vie per il calcolo degli integrali doppi.
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Se definiamo

S(x) = {(x, y, z) ∈ R3 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}
S(x) rappresenta una sezione del volumeV , si veda figura24.4.

FIGURA 24.4. S(x)

ed il calcolo integrale per le funzioni di una variabile consente di calco-
lare la sua areaA(x) mediante la

A(x) =

∫ b

a

f(x, y)dy

Possiamo considerare il volumeV come la somma (infinita) dei volumi
elementariA(x) (che sono nulli) perx ∈ [a, b]; naturalmente la somma
infinita si calcola integrandoA(x) su [a, b] e quindi∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx

In maniera del tutto simile possiamo calcolare∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

Il calcolo di un integrale doppio può quindi essere ridotto al calcolo di
due integrali semplici (formule di riduzione).
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Il vincolo fin qui posto sul dominio di integrazione, (R è un rettangolo)
non pùo tuttavia essere mantenuto e quindiè necessario definire∫∫

A

f(x, y)dxdy

per una classe di sottoinsiemi del piano un po’ più generale.
È naturale considerare per questo scopo la classe deidomini normali

Diciamo che un insiemeD è un dominio normale rispetto all’assex se

D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, α(x) ≤ y ≤ β(x)}
dove [a, b] è un intervallo reale eα e β sono funzioni continue su[a, b].
(Si veda la figura24.5).

FIGURA 24.5. Dominio normale rispetto all’assex

Diciamo che un insiemeE è un dominio normale rispetto all’assey se

E = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, γ(x) ≤ x ≤ δ(x)}
dove [c, d] è un intervallo reale eγ e δ sono funzioni continue su[c, d].
(Si veda la figura24.6).
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FIGURA 24.6. Dominio normale rispetto all’assex

Per definire, ad esempio,∫∫
D

f(x, y)dxdy

possiamo
• definire una funzione

f̃(x, y) =

{
f(x, y) se (x, y) ∈ D
0 se (x, y) /∈ D

• considerare un rettangoloR ⊃ D
• definire ∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
R

f̃(x, y)dxdy

Nel compiere questa procedura, possiamo osservare che, poichè si pùo
dimostrare che il grafico di una funzione continua ha area nulla e poichè la
definizione dif̃ può generare discontinuità solo nei punti dei grafici diα e
di β, sef è continua a meno di insiemi di area nulla tale risulta anchef̃ e
pertanto

Una funzione f continua a meno di un insieme di area nulla è
integrabile su un dominio normaleD.

A completamento occorre poi osservare che
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∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
R

f̃(x, y)dxdy

=

∫ b

a

(∫ d

c

f̃(x, y)dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy

)
dx

ed in maniera del tutto simile

∫∫
E

f(x, y)dxdy =

∫∫
R

f̃(x, y)dxdy

=

∫ d

c

(∫ b

a

f̃(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ δ(x)

γ(x)

f(x, y)dy

)
dx

Infine osserviamo che quanto abbiamo vistoè applicabile ad insiemi che
siano unione finita di domini normali. Questo ci permette di considerare la
maggior parte degli insiemi che si incontrano nella pratica del calcolo.

3. Cambiamento di variabili negli integrali doppi

3.1. Cambiamento di variabili lineari. Consideriamo ora ora il pro-
blema di calcolare l’area di un parallelogrammoA che abbia come lati i
vettori (a, b) e (c, d).

Semplici considerazioni di geometria permettono di stabilire che

Area (A) = ad− bc = det

(
a b
c d

)
ed inoltre, se teniamo conto del fatto che il volume del cilindro di altezza
1 (figura 24.7) che ha per base il parallelogrammoè uguale adArea (A),
possiamo anche affermare che

Area (A) =

∫∫
A

1dxdy =

∫∫
B

det

(
a b
c d

)
dudv

dove

B = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1} = [0, 1]× [0, 1]
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FIGURA 24.7. Volume ed area

ed osservare che il quadratoB = [0, 1] × [0, 1] si trasforma nel parallelo-
grammaA mediante le corrispondenze

(24.2)

{
x = au+ bv

y = cu+ dv
cioè

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
u
v

)
Se supponiamo che

det

(
a b
c d

)
6= 0

la corrispondenzàe biunivoca e pùo essere invertita; sia

(24.3)

{
u = αx+ βy

v = γx+ δy
cioè

(
u
v

)
=

(
α β
γ δ

)(
x
y

)
la corrispondenza inversa.

Con riferimento alla definizione di integrale possiamo anche osservare
che una partizione del quadratoB in quadrati pìu piccoliBj corrisponde ad
una suddivisione del parallelogrammoA in parallelogrammiAj, simili, più
piccoli (si veda la figura24.8).

Pertanto sef è una funzione definita suA, per calcolare∫∫
A

f(x, y)dxdy
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possiamo calcolare le somme di Riemann usando la partizione diA in pa-
rallelogrammi, che risulta più naturale di una partizione in rettangoli; Le
somme di Riemann in questo caso risultano essere

R(f) =
∑
j

f(xj, yj)Area (Aj) =
∑
j

f(xj, yj) det

(
a b
c d

)
Area (Bj)

Ma esiste un unico punto(uj, vj) ∈ B tale che

(xj, yj) = (auj + bvj, cuj + dvj)

per cui

R(f) =
∑
j

f(auj + bvj, cuj + dvj) det

(
a b
c d

)
Area (Bj)

FIGURA 24.8. Cambiamento di variabili lineare

Tali somme al raffinarsi della partizione si approssimano a∫∫
B

f(au+ bv, cu+ dv) det

(
a b
c d

)
dudv

e quindi possiamo concludere che∫∫
A

f(x, y)dxdy =

∫∫
B

f(au+ bv, cu+ dv) det

(
a b
c d

)
dudv

3.2. Coordinate Polari nel piano. Possiamo usare in luogo di24.2
anche altre trasformazioni; ad esempio possiamo usare la trasformazione in
coordinate polari chèe definita da:

(24.4)

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ
ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π]

La 24.4trasforma
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• le retteρ = R in circonferenze centrate nell’origine di raggioR
• le retteθ = α in semirette passanti per l’origine inclinate di un

angoloα rispetto al semiasse positivo dell’assex.
• i settori di corona circolare nel piano(x, y)

A = {(x, y) : r ≤
√
x2 + y2 ≤ R,α ≤ tan y/x ≤ β} =

{(x, y) : r ≤ ρ ≤ R,α ≤ θ ≤ β}
in rettangoli

B = {(ρ, θ) : ρ ≤ R,α ≤ θ ≤ β} = [r, R]× [α, β]

nel piano(ρ, θ). (Si veda la figura24.9).

FIGURA 24.9. Cambiamento di variabili in coordinate polari

Purtroppo, la trasformazione definita dalle24.4non è biunivoca ǹe in-
vertibile ed inoltre se

B1 = [R− δr, R]× [α, β]

e

B2 = [R,R + δr]× [α, β]

l’immagineA1 di B1 edA2 di B2 hanno aree diverse anche seB1 eB2

hanno aree uguali.
Più precisamente si vede che se l’area diA1 è più piccola di quella di

A2 poich̀eA1 è più vicino all’origine diA2.
Possiamo calcolare che:

Area (B) = (R− r)(β − α)

Area (A) =
1

2
(R2 − r2)(β − α) =

1

2
(R + r)Area (B)
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Pertanto non possiamo procedere, come nel caso di24.2 in quanto il
fattore di conversione per ottenereArea (A) daArea (B) nonè costante.

Possiamo tuttavia affermare che

(24.5) Area (A) =

∫∫
A

1dxdy

e la 24.5 si pùo ottenere come somma di settori circolari più piccoli Aj
delimitati da circonferenze di raggioρ eρ+ δρ e aventi ampiezzaδθ.

Se
Bj = [ρ, ρ+ δρ]× [θ, θ + δθ]

l’area di ciascuno dei settoriAj è data da

Area (Aj) =
1

2
(2ρ+ δρ)δρδθ =

1

2
(2ρ+ δρ)Area (Bj)

ed inoltre seδρ è piccolo e trascurabile avremo che

Area (Aj) ≈
1

2
2ρArea (Bj)

Poich̀e

Area (A) =
∑
j

Area (Aj) ≈
∑
j

ρArea (Bj)

Possiamo affermare che

Area (A) =

∫∫
B

ρdρdθ

Se poif è una funzione definita suA, possiamo affermare che∫∫
A

f(x, y)dxdy =

∫∫
A

f(ρ cos θ, ρ sin θ)ρdρdθ
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INTEGRAZIONE DI FUNZIONI DI TRE VARIABILI

1. Definizione di integrale triplo.

Le formule di riduzione che abbiamo usato per il calcolo di un integra-
le doppio consentono di ricondurre il problema al calcolo di due integrali
semplici.

In modo del tutto simile possiamo trovare il modo di calcolare un inte-
grale triplo, ciòe l’integrale di una funzionef di tre variabili(x, y, z) su un
dominioV contenuto inR3∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz

Il concetto di area chèe naturalmente collegato al concetto di integra-
le semplice e quello di volume chèe caratteristico dell’integrale doppio
si estende al concetto di ipervolume a quattro dimensioni per gli integrali
tripli.

Inoltre, come nel caso di due variabili in cui abbiamo osservato che

Area (A) =

∫∫
A

1dxdy = Volume (CA)

seCA è il cilindro di baseA e di altezza1, possiamo dire che

Volume (V ) =

∫∫
V

1dxdydz = IperVolume (CV )

doveCV è il cilindro di baseV e di altezza1.

2. Formule di riduzione per gli integrali tripli.

Per gli integrali tripli sono possibili diverse scomposizioni che danno
origine a diverse formule di riduzione che riteniamo utile illustrare mediante
qualche esempio.

Ci occuperemo allo scopo di calcolare∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz

dove

(25.1) V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 2−
√
x2 + y2}

239
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La parte diR3 definita dalla25.1 è quella indicata nella figura25.1.2
25.1.1

25.1.1. 25.1.2.

FIGURA 25.1.

Possiamo integrare suV ”sommando”, ciòe integrando rispetto az, i
valori ottenuti mediante il calcolo dell’integrale doppio sulle sezioni diV
definite da

S(z) = {(x, y) : (x, y, z) ∈ V }
Avremo pertanto che

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ 2

0

∫∫
S(z)

f(x, y, z)dxdy

 dz

e gli integrali indicati si calcolano come già sappiamo.
Possiamo anche calcolare l’integrale triplo considerando la proiezione

D del solidoV e calcolando∫∫
D

(∫
F (x,y)

f(x, y, z)dx, dy

)
dz =

∫∫
D

(∫ 2−
√
x2+y2

x2+y2
f(x, y, z)dx, dy

)
dz

3. Cambiamento di variabili per gli integrali tripli.

Anche per gli integrali triplìe utile considerare qualche cambiamento di
variabile allo scopo di semplificare i calcoli nel caso di solidi con particolari
simmetrie.
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25.2.1. 25.2.2.

FIGURA 25.2.

I cambiamenti di variabile più comuni sono quello lineare, quello in
coordinate cilindriche e quello in coordinate sferiche, che ora illustriamo
brevemente.

3.1. Cambio di variabili lineare. Si tratta del cambiamento di varia-
bili definito dalle 

x = a1r + b1s+ c1t

y = a1r + b2s+ c2t

z = a3r + b3s+ c3t

SeA ⊂ R3 e seB è il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili lineari si ha

∫∫∫
A

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
B

f(a1r+b1s+c1t, a2r+b2s+c2t, a3r+b3s+c3t)

∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(r, s, t)

∣∣∣∣ drdsdt
dove

∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(r, s, t)

∣∣∣∣ = det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3s c3


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3.2. Coordinate cilindriche. Si tratta del cambiamento di variabili de-
finito dalle

x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

z = z

ρ ≥ 0 0 ≤ θ ≤ 2π , z ∈ R

SeA ⊂ R3 e seB è il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili in coordinate cilindriche si ha∫∫∫

A

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
B

f(ρ cos θ, ρ sin θ, z)ρdρdθdz

3.3. Coordinate sferiche.Si tratta del cambiamento di variabili defi-
nito dalle
x = ρ cos θ cosϕ

y = ρ sin θ cosϕ

z = ρ sinϕ

ρ ≥ 0 0 ≤ θ ≤ 2π − π/2 ≤ ϕ ≤ π/2

SeA ⊂ R3 e seB è il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili in coordinate sferiche si ha

∫∫∫
A

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
B

f(ρ cos θ cosϕ, ρ sin θ cosϕ, ρ sinϕ)ρ cosϕdρdθdϕ
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INTEGRALI MULTIPLI IMPROPRI

Come nel caso degli integrali semplici, possiamo considerare il proble-
ma di calcolare l’integrale di una funzione di due o più variabili che non
siano limitate o su domini di integrazione non limitati.

Qui illustriamo l’argomento con qualche esempio cheè significativo
anche per il seguito e che fornisce un utile strumento per affrontare, se
necessario anche gli altri casi.

Consideriamo pertanto una funzionef definita suR2 limitata ed inte-
grabile su ogni insieme limitato e chiuso diR2 (ad esempio continua) e sia
D ⊂ R2 un sottoinsieme non limitato diR2.

In tali condizioni noǹe lecito definire∫∫
D

f(x, y)dxdy

in senso proprio, tuttavia possiamo procedere come segue:
Innanzi tutto assicuriamoci di poter lavorare con una funzione sempre

positiva; sef ≥ 0 nulla è da fare ma se cosı̀ nonè basta definire

f+(x, y) = max{f(x, y), 0} e f−(x, y) = min{f(x, y), 0}

osservare che

f = f+ + f−

e calcolare∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D+

f+(x, y)dxdy +

∫∫
D−

f−(x, y)dxdy

dove

D+ = {(x, y) ∈ D : f(x, y) ≥ 0} , D− = {(x, y) ∈ D : f(x, y) ≤ 0}

e chiedere che entrambi gli integrali a secondo membro esistano e non diano
luogo ad una forma indeterminata.

Supponiamo quindi chef ≥ 0 e consideriamo una successione di insie-
mi Dn soddisfacente le seguenti condizioni:

• Dn è chiuso e limitato
• Dn+1 ⊃ Dn

• per ogni insieme limitato e chiusoK contenuto inD si pùo trovare
unDn̄ tale cheDn̄ ⊃ K
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È evidente che le condizioni sopra elencate esprimono il concetto che
la successione di dominiDn riempie, invade, l’insiemeD ed infatti una
successione che soddisfa tali condizioni si chiama successione di domini
invadentiD.

DEFINIZIONE 26.1. Sef ≥ 0 e seDn è una successione di domini invadenti
D allora definiamo∫∫

D

f(x, y)dxdy = lim
n

∫∫
Dn

f(x, y)dxdy

Si può dimostrare che, qualora il limite esista, è indipendente dalla
successione di domini invadenti usata.

1. Qualche esempio

Consideriamo il problema di calcolare∫∫
R2

e−(x2+y2)/2dxdy

Definiamo

Dn = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ n2}
alloraDn è una successione di domini invadentiR2 e quindi

∫∫
R2

e−(x2+y2)/2dxdy = lim
n

∫∫
Dn

e−(x2+y2)/2dxdy =

= lim
n

∫ 2π

0

(

∫ n

0

ρe−(ρ2)/2dρ)dθ =

= lim
n

2π

∫ n

0

ρe−(ρ2)/2dρ = 2π lim
n
−e−(ρ2)/2

∣∣∣∣∣
n

0

= 2π lim
n

1−e−(n2)/2 = 2π

Il risultato appena ricavato ha una conseguenza interessante, infatti, poi-
chè il valore dell’integrale non dipende dalla successione di domini inva-
denti usata, possiamo rifare il calcolo anche usando la successione definita
da

Qn = [−n, n]× [−n, n]

ed otterremo lo stesso risultato.
Avremo
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2π =

∫∫
R2

e−(x2+y2)/2dxdy = lim
n

∫∫
Qn

e−(x2+y2)/2dxdy =

= lim
n

∫ n

−n
(

∫ n

−n
e−(x2)/2e−(y2)/2dx)dy =

= lim
n

(

∫ n

−n
e−(y2)/2dy)(

∫ n

−n
e−(x2)/2dx) = lim

n
(

∫ n

−n
e−(t2)/2dt)2 = (

∫ +∞

−∞
e−(t2)/2dt)2

e possiamo affermare che∫ +∞

−∞
e−(t2)/2dt =

√
2π

e che

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−(t2)/2dt = 1





CAPITOLO 27

LA SOMMA DI INFINITI TERMINI: LE SERIE.

Il problema di sommare un numero non finito di quantità numerichèe
stato per lungo tempo considerato privo di senso, maè giustificabile facil-
mente, anche dal punto di vista intuitivo, non appena si consideri il seguente
esempio.

SiaI = [0, 1] e consideriamo una successione di intervalli cosı̀ definita:
poniamo

I1 = [0, 1/2]

I2 = [1/2, 1/4]

I3 = [1/4, 1/8]

I4 = [1/8, 3/4]

· · · · · · · · ·
E’ ovvio che

∪Ik = [0, 1]

ed inoltre la lunghezza del segmentoIk è data da

`(Ik) = 1/2k

Pertanto

1 = `([0, 1]) =
+∞∑
k=1

1

2k

Possiamo cercare di puntualizzare il concetto di somma infinita median-
te la seguente definizione

DEFINIZIONE 27.1. Siaak una successione di numeri reali e definiamo

Sn =
n∑
k=1

ak

SelimSn esiste finito, diciamo che
+∞∑
k=1

ak = S = lim Sn

In tal caso si dice che
∑+∞

k=1 ak è una serie convergente che ha per
sommaS.

SelimSn = +∞ (−∞) diciamo che
∑+∞

k=1 ak è una serie positivamente
(negativamente) divergente.

SelimSn non esiste diciamo che la serie nonè determinata.
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Consideriamo ora qualche esempio importante di serie
Siax ∈ R possiamo considerarean = xn e avremo

Sn =
n∑
k=0

ak =
n∑
k=0

xk = 1 + x+ x2 + x3 + ...+ xn

Se osserviamo che

xSn = x+ x2 + x3 + x4 + ...+ xn+1

si ottiene
(1− x)Sn = 1− xn+1

e, perx 6= 1,

Sn =
1− xn+1

1− x
Di qui si vede che

• se|x| < 1 limSn = 1
1−x

• sex ≥ 1 limSn = +∞
• sex ≤ −1 limSn non esiste.

Pertanto

+∞∑
k=0

xk =
1

1− x
se |x| < 1

mentre per i restanti valori dix la serieè divergente o indeterminata.

∑
xk si chiama serie geometrica di ragionex.

Possiamo ottenere facilmente altri esempi di serie convergenti. usando
la formula di Taylor.

consideriamo lo sviluppo di McLaurin della funzioneex

ex − 1− x− x2

2!
− x3

3!
− ...− xn

n!
= Rn+1(x)

dove il restoRn+1 si pùo esprimere nella forma di Lagrange mediante la

|Rn+1(x)| ≤ e|x|
|x|n+1

(n+ 1)!

Pertanto, se definiamo

Sn =
n∑
k=0

xk

k!

si ha

|ex − Sn| ≤ |Rn+1(x)| ≤ e|x|
|x|n+1

(n+ 1)!
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e tenendo conto che

lim
|x|n+1

(n+ 1)!
= 0 per ognix ∈ R

si ha

ex = limSn =
+∞∑
k=0

xk

k!

In maniera del tutto analoga si prova che

sin(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
∀x ∈ R

cos(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
∀x ∈ R

ln(1 + x) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
∀x ∈ [−1/2, 1]





CAPITOLO 28

ELEMENTI DI PROBABILIT À E STATISTICA.

Il calcolo delle probabilit̀a nasce agli inizi del ’700 per rispondere alle
istanze prodotte dal gioco d’azzardo.

Il suo scopo era inizialmente introdurre una stima numerica dei rischi
ad esso connessi e successivamente lo stesso metodo fu esteso per studiare
i fenomeni caratterizzati da elementi di incertezza.

Vediamo innanzi tutto di stabilire quali sono gli elementi necessari per
parlare di probabilit̀a

Occorre innanzi tutto considerare una famiglia di eventi che
costituiscono lo spazio su cui definiremo la probabilit̀a.
Possiamo ad esempio associare all’idea di evento quella di sottoinsieme
di un insieme dato che chiameremo evento certo.

1. Spazi di probabilità

Consideriamo, ad esempio, il più semplice tra i giochi d’azzardo, e cioè
il lancio di una moneta, possiamo dire che gli eventi possibili sono

• L’uscita di Testa{T}
• L’uscita di Croce{C}

mentre l’insiemeU = {T,C} costituisce l’evento certo.
In questo casòe naturale definire la probabilità degli eventi che entrano

in gioco:

P(T ) =
1

2
(28.1)

P(C) =
1

2
(28.2)

P(U) = P(T ) + P(C) = 1(28.3)

P(∅) = 0(28.4)

giustificando la definizione con il fatto che su due possibili uscite una sola
è favorevole nel caso si consideriT o C, mentre entrambe vanno bene nel
caso si consideri l’unione diT eC. È ovvio che con cìo supponiamo cheT
eC si presentino con ugual frequenza, cioè che la moneta sia non truccata.

Un secondo esempio di spazio di probabilità si pùo costruire conside-
rando il caso del lancio di due dadi.
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Se le facce sono numerate, come al solito, da1 a6 possiamo identificare
l’esito del lancio con la coppia di numeri(i, j) (punteggio) che si leggono
sulla faccia superiore del primo e del secondo dado.

FIGURA 28.1. Lo spazioU degli eventi nel caso del lancio
di due dadi

In tal modo possiamo identificare ciascuna delle36 possibili uscite (even-
ti) con il punto del piano cartesiano di coordinate(i, j); indicheremo tale
evento con il simboloAi,j, (si veda la figura28.1).

Poich̀e nel caso di dadi non truccati ogni eventoè equiprobabile possia-
mo affermare che la probabilità diAi,j è data da

P(Ai,j) =
1

36
Ovviamente possiamo considerare anche altri eventi, ad esempio pos-

siamo cercare di stimare la probabilità che si presenti l’eventoA1,4 oppure
l’eventoA5,6; possiamo indicare il nuovo evento come

B = A1,4 ∪ A5,6 = {A1,4, A5,6}
edè ragionevole stimare che, poichè accettiamo2 eventi su36 possibili,

P(B) =
2

36
=

1

36
+

1

36
Se vogliamo stimare la probabilità che si presenti uno qualunque degli

eventiAi,j, cioè se vogliamo stimare la probabilità che si presenti l’evento

U = {Ai,j : i, j = 1..6}
poich̀e accettiamo36 posiibilità su36 possiamo dire che

P (U) = 1

e cheU è l’evento certo.
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FIGURA 28.2. Istogramma relativo al lancio di due dadi,
(supposti distinti)

In generale possiamo parlare di spazio di probabilit̀a finito se è
assegnata una famiglia di eventi

F = {Ai : i = 1..N}
soddisfacente le seguenti condizioni

• ∅ ∈ F
• A1, A2 ∈ F =⇒ A1 ∪ A2 ∈ F

ed è assegnata una funzione

P : F → R
che associa ad ogniA ∈ F un valore reale P(A), che chiamiamo
probabilit à che l’evento accada, soddisfacente le seguenti proprietà:

• P(A) ≥ 0
• seU =

⋃
A∈F A ∈ F , si haP(U) = 1

• seA1, A2 ∈ F sono tali cheA1 ∩ A2 = ∅ allora

P(A1 ∪ A2) = P(A1) + P(A2)

Osserviamo che, dal momento che la famiglia dei possibili eventiè
finita, avremo che

U =
⋃
A∈F

A ∈ F

U rappresenta l’evento certo ed anche l’ambiente in cui si individuano gli
eventi.
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Per assegnare uno spazio di probabilit̀a, quindi, è necessario assegnare
un insiemeU una famiglia F di sottoinsiemi di U ed una funzioneP
definita suF a valori in R.
Ci riferiremo quindi ad uno spazio di probabilit à come ad un terna
(U ,F ,P)

Nel caso dell’esempio precedente la famigliaF è costituita da ciascuno
degli eventi(i, j) che abbiamo rappresentato nel piano con i puntiAi,j e
dalle unioni finite di essi.

Ad esempio
B = {A1,3, A4,1} = A1,3 ∪ A4,1

è l’evento che accade se almeno una tra le usciteA1,3 eA4,1 accade.
Poich̀e le uscite del lancio dei dadi sono ritenute equiprobabili possia-

mo affermare cheP(Ai,j) = 1
36

per ogni possibile uscitaAi,j e quindi, ad
esempio,

P(B) = P(A1,3 ∪ A4,1) = P(A1,3) + P(A4,1) =
1

36
+

1

36
=

2

36
Ovviamente

P(U) = P(
⋃
A∈F

A ∈ F) = 36
1

36
= 1

Come abbiamo già osservato, ci riferiamo ad uno spazio di probabi-
lit à come ad una terna(U ,FP) in cui U è lo spazio di probabilit̀a,F è la
famiglia di tutti gli eventi eP è la misura di probabilit̀a definita suU .

Si possono provare i seguenti risultati:
• 0 ≤ P(A) ≤ 1 per ogniA ∈ F
• P(∅) = 0
• SeA1, A2 ∈ F A1 ⊂ A2 allora

P(A1) ⊂ P(A2)

ed inoltre

P(A2 ⊂ A1) = P(A2)− P(A1)

• P(Ac) = 1− P(A) per ogniA ∈ F
• P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B)

• SeB =
⋃N
i=1Ai e seAi ∪ Aj = ∅ allora

P(B) =
N∑
i=1

P(Ai)

• P(A) = P(A ∩B) + P(A ∩Bc)
• seAi ∩ Aj = ∅ , ed esistei0 tale cheA ⊂ Aj0, allora

(28.5) P(A) = P(A ∩ A1) + P(A ∩ A2) + ....P(A ∩ AN)
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DEFINIZIONE 28.1. SeA,B ∈ F definiamo probabilit̀a diA condizio-
nata aB e la denotiamo conP(A|B) il valore

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)

La probabilità diA condizionata aB, P(A|B), definisce la probabilit̀a
di accadimento diA nel caso sia accadutoB

Naturalmente si ha

P(A ∩B) = P(A|B)P(B)

Nel caso in cui

P(A|B) = P (A)

diciamo cheA eB sono eventi indipendenti, (la probabilità di accadimento
di A nonè cambiata dal fatto cheB è accaduto).

In tal caso si ha

P(A ∩B) = P(A)P(B)

Si pùo dimostrare che

SeAi ∩ Aj = ∅ , ed esistei0 tale cheA ⊂ Aj0, allora

P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2)P(A|A2) + ....P(AN)P(A|AN)

e ne segue il seguente teorema di Bayes

TEOREMA 28.1. - di Bayes - SeA1, A2, ..., AN ∈ F sono eventi tali che
Ai ∩ Aj = ∅ e

⋃N
i=1Ai allora

P(Ak|B) =
P(Ak)P(A|Ak)∑N
i=1P(Ai)P(A|Ai)

Per capire perch̀e il teorema sia vero, consideriamo il caso in cuiN = 2;
allora

• A1 ∪ A2 ⊃ A
• A1 ∩ A2 = ∅
• P(B) = P(B ∩ (A1 ∪ A2)) = P(B ∩ A1)P(B ∩ A2)

e
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P(A1|B) =
P(A1 ∩B)

P(B)

P(B|A1) =
P(B ∩ A1)

P(A1)

da cui

P(A1|B)P(B) = P(B ∩ A1) = P(B|A1)P(A1)

Ne segue che

P(A1|B) =
P(B ∩ A1)

P(B)
=

P(B ∩ A1)P(A1)

P(B ∩ A1)P(A1) + P(B ∩ A2)P(A2)

2. Qualche applicazione della regola di Bayes.

2.1. Si consideri una popolazione in cuiè diffusa una malattia e si
supponga di voler sottoporre l’intera popolazione ad un test con lo scopo di
determinare per ciascuna persona seè affetta o no dalla malattia.

Una situazione di questo genere si presenterebbe se si considerasse l’op-
portunit̀a di procedere ad uno screening di massa per rivelare, ad esempio,
la diffusione dell’AIDS.

In tal caso sarebbe ragionevole supporre che:

• Nella popolazione1 persona su1000 è affetta dalla malattia (incidenza
della malattia).

• Il test usato per rivelare la malattiàe positivo (e quindi indica la
presenza della malattia) in95 casi per ogni100 persone malate
esaminate (sensitività del test).

• Il test usato per rivelare la malattiàe positivo (e quindi indica
la presenza della malattia) in1 caso per ogni100 persone sane
esaminate (specificità del test).

Indichiamo con

• A l’evento ”infetto”
• A′ l’evento ”sano”
• Tp l’evento ”test positivo”
• Tn l’evento ”test negativo”

Indichiamo inoltre con

• a l’incidenza della malattia (nel caso prima citatoa = 1/1000 =
0.001)

• p la sensitivit̀a del test (nel caso prima citatop = 95/100 = 0.95)
• q la specificit̀a del test (nel caso prima citatoq = 1/100 = 0.01)

Possiamo facilmente calcolare che
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P(A) = a P(A′) = 1− a

P(Tp|A) = p P(Tn|A) = 1− p

P(Tp|A′) = q P(Tn|A′) = 1− q

da cui

P(Tp) = P(Tp ∩ A) + P(Tp ∩ A′) =

= P(Tp|A)P(A) + P(Tp|A′)P(A′) = pa+ q(1− a)

Pertanto, applicando il teorema di Bayes

P(A|Tp) =
P(Tp|A)P(A)

P(Tp|A)P(A) + P(Tp|A′)P(A′)
=

pa

pa+ q(1− a)

Se utilizziamo i valori di incidenza sensitività e specificit̀a prima intro-
dotti, possiamo ricavare che:

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.0874

e questo significa che la probabilità che una persona in cui il test ha dato
esito positivo sia effettivamente infettoè inferiore al9%.

Se ne deduce la poca convenienza ad effettuare uno screening di massa.
Vale la pena osservare che neppure test più precisi consentono di rag-

giungere risultati pìu significativi.
Infatti se supponiamo di migliorare il test in modo da avere la certez-

za di individuare la malattia nelle persone infette, cioè se supponiamo la
sensitivit̀ap = 100/100 = 1, mantenendoa = 0.001 e q = 0.01, otteniamo

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.091

In realt̀a aumentando la sensitivià, la specificit̀a necessariamente dimi-
nuisce; se supponiamo che

a = 0.001 , p = 1 , q = 0.002

la situazione peggiora e si ha addirittura

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.05

Solo migliorando la specificità senza peggiorare la sensitività si ottiene
qualcosa di meglio; infatti se

a = 0.001 , p = 0.95 , q = 1/300 = 0.0034

si ha

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.22
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Un miglioramento decisivo nell’affidabilità dei risultati si ottiene invece
nel caso in cui l’incidenza della malattia sia alta; infatti per

a = 0.01 , p = 0.95 , q = 0.01

si ha

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.5

e addirittura

P(A|Tp) =
pa

pa+ q(1− a)
= 0.9

nel caso in cui l’incidenza salga ada = .1.

2.2. Un secondo interessante esempio si ha considerando la seguente
situazione.

Si supponga che un capo di governo debba prendere una decisione di
politica economica e disponga di tre consiglieri che indentifichiamo con

A B C

Si supponga di avere una stima della loro affidabilità descritta come
segue:

• la probabilit̀a che il consigliereA abbia un’opinione correttàe1/6,
• la probabilit̀a che il consigliereB abbia un’opinione correttàe1/3,
• la probabilit̀a che il consigliereC abbia un’opinione correttàe1/2.

Indichiamo con
Ar l’evento ”il consigliereA ha espresso un’opinione corretta”,
Br l’evento ”il consigliereB ha espresso un’opinione corretta”,
Cr l’evento ”il consigliereC ha espresso un’opinione corretta”.
Esprimiamo l’affidabilit̀a dei consiglieri assegnando agli eventiAr,Br e

Cr opportuni valori di probabilit̀a

P(Ar) = 1/6 P(Br) = 1/3 P(Cr) = 1/2

Il capo di governo chiede ai suoi consiglieri una previsione sulle conse-
guenze che la sua decisione avrà sul tasso di disoccupazione, a distanza di
un anno.

Al quesito i tre consiglieri rispondono secondo i valori descritti nella
tabella che segue, dove nella colonnaD sono riportate le probabilità che
la disoccupazione diminuisca, nella colonnaS che rimanga stabile e nella
colonnaI che il tasso di disoccupazione aumenti.

D S I
A 1/10 1/10 8/10
B 6/10 2/10 2/10
C 2/10 6/10 2/10

TABELLA 28.1. Previsioni dei consiglieri sul tasso di disoccupazione.
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Trascorso un anno si rileva che il tasso di disoccupazioneè aumentato;
alla luce di questo fatto le percentuali di affidabilità dei tre consiglieri vanno
riviste e cìo pùo essere fatto ridefinendo la probabilità diAr, Br eCr alla
luce del fatto che l’eventoI si è verificato.

Dovremo, in altre parole valutare

P(Ar|I) =
P(I|Ar)P(Ar)

P(I)

P(Br|I) =
P(I|Br)P(Br)

P(I)

P(Cr|I) =
P(I|Cr)P(Cr)

P(I)

ma

P(I) = P(I ∩ Ar) + P(I ∩Br) + P(I ∩ Cr) =

= P(I|Ar)P(Ar) + P(I|Br)P(Br) + P(I|Cr)P(Cr)

Ora, la probabilit̀a che avvengaI ammesso che un consigliere abbia
ragione si legge nell’ultima colonna della tabella, per cui

P(I|Ar) = 8/10

P(I|Br) = 2/10

P(I|Cr) = 2/10

per cui

P (I) =
8

10

1

6
+

2

10

1

3
+

2

10

1

2
=

3

10

Ne viene che le nuove percentuali di affidabilità sono

P(Ar|I) =
P(I|Ar)P(Ar)

P(I)
=

8
10

1
6

3
10

=
4

9

P(Br|I) =
P(I|Br)P(Br)

P(I)
=

2
10

1
3

3
10

=
2

9

P(Cr|I) =
P(I|Cr)P(Cr)

P(I)
=

2
10

1
2

3
10

=
1

3

3. Qualche richiamo di calcolo combinatorio.

Per studiare un po’ di probabilità discretaè utile conoscere qualche
elemento di calcolo combinatorio.

Il calcolo combinatorio si occupa di stabilire l numero delle possibili
uscite di semplici esperimenti; si fonda essenzialmente sul principio se-
guente:
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Se un esperimento han1 possibili esiti, un secondo esperimento han2

possibili esiti, un terzo esperimento han3 possibili esiti, allora il numero
dei possibili esiti della sequenza dei tre esperimentiè

n1n2n3

Le più comuni conseguenze di questo principio portano a un certo nu-
mero di definizioni che descriviamo brevemente.

3.1. Disposizioni din elementi ak a k. Parliamo didisposizioni (o
anche, sek = n, di permutazioni) di n elementi ak a k quando conside-
riamo i gruppi dik elementi scelti tra glin dati.

Riteniamo due gruppi distinti se differiscono per un elemento o per
l’ordine con cui gli elementi sono scelti.

Indichiamo con
nDk

il numero delle disposizioni din elementi ak a k.

Poich̀e per il primo elemento di ciascun gruppo abbiamon scelte, per
il secondo ne abbiamo(n − 1) per il terzo ne abbiamo(n − 2) e cos̀ı via,
possiamo calcolare che

nDk = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)....(n− (k − 1)) = n!
(n−k)!

Il numero delle disposizioni di n elementi ad n ad n, cioè delle
permutazioni, risulta

Pn =n Dn = n!

Qualora glin elementi da cui si sceglie presentino sottogruppi di ele-
menti uguali, sianon1, n2, n3,...,nk le permutazioni risultano in numero
di

n!

n1!n2!n3! · · ·nk!

3.2. Combinazioni din elementi ak a k. Parliamo dicombinazioni
di n elementi ak a k quando quando consideriamo gruppi dik elementi
scelti tra glin dati senza distinguerli in base all’ordine degli elementi.
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Indichiamo con
nCk

il numero delle combinazioni din elementi ak a k.

Poich̀e un gruppo dik elementi ammettek! diversi modi possiamo cal-
colare che

nCk =
nDk

k!
=
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)....(n− (k − 1))

k!
=

n!

k!(n− k)!

Il numeronCk si chiama coefficiente binomiale e si indica con

nCk =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

Ricordiamo che i coefficienti binomiali possono essere ricavati dal trian-
golo di Tartaglia e che trovano una importante applicazione nella formula
del binomio di Newton.

(a+ b)n =
n∑
0

(
n

k

)
akbn−k

3.3. Campioni ordinati. È anche utile ricordare qualche formula per
stimare il numero di possibili campioni estratti da una popolazione.

Per aiutarci assimiliamo la popolazione ad un un’urna piena di palli-
ne e l’estrazione degli elementi del campione all’estrazione delle palline
dall’urna.

Possiamo operare un campionamento con ripetizione estraendo una pal-
lina, osservandola e rimettendola nell’urna dopo aver annotato l’informa-
zione relativa.

In tal caso, se operiamok estrazioni, avremo

k volte︷ ︸︸ ︷
nnn...n = nk

possibili uscite in quanto per ogni elemento estratto avremo sempren pos-
sibili scelte.

Possiamo anche operare un campionamento senza ripetizione, estraen-
do, osservando e on rimettendo la pallina nell’urna; in tal caso per la prima
estrazione avremon possibilit̀a, per la secondan − 1, per la terzan − 3 e
cos̀ı via. Pertanto in questo caso avremo

nDk =
n!

(n− k)!

possibili uscite.
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4. Le variabili aleatorie

Seè assegnato uno spazio di probabilità (U ,F ,P) diciamo cheξ è una
variabile aleatoria definita su(U ,F ,P) seè data una funzione

ξ : U → R

Nel caso del lancio di due dadi la terna(U ,F ,P) è definita da

• U è l’insieme delle36 coppie di valori(i, j)
• F è la famiglia di tutti i sottoinsiemi diU
• P è definita daP(Ai,j) = 1

36
ed inoltre seA ∈ F è un sottoinsieme

costituito dak elementi possiamo definireP(A) = k 1
36

FIGURA 28.3. Eventi che forniscono lo stesso valore perξ,
(congiunti da un segmento)

Possiamo costruire un esempio di variabile aleatoria sullo spazio di pro-
babilità associato al lancio di due dadi assegnando ad ogni uscita(i, j) ∈ U
il valore ottenuto sommando i punteggi; in altre parole

ξ(Ai,j) = i+ j

Possiamo osservare che i punti (eventi) che nella figura28.3sono con-
giunti da un segmento di retta forniscono lo stesso valore per la variabile
aleatoriaξ e possiamo riassumere i valori assunti dalla variabile aleatoriaξ
nella seguente tabella, dove all’incrocio della rigai−esima e della colonna
j−esima possiamo leggere il valorei+ j assunto daξ.
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1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

TABELLA 28.2. I valori assunti dalla Variabile aleatoriaξ

Possiamo ora definire alcuni elementi caratteristici di una variabile alea-
toria:

DEFINIZIONE 28.2. Seξ è una variabile aleatoria discreta definita su
uno spazio di probabilit̀a (U ,F ,P) e se

U = {A1, A2, ...., An}

,

• la mediaµ di ξ è definita da

µ =
∑
i

ξ(Ai)P(Ai)

• la varianzaσ2 di ξ è definita da

σ2 = Var(ξ) =
∑
i

(ξ(Ai)− µ)2P(Ai)

• lo scarto quadratico mediodi ξ è definito da

σ =
√
σ2

• la modaM di ξ è definita da

M = ξ(Ai)

doveAi è tale che

P(Ai) = max
j
P(Aj)

• la medianam di ξ è definita da

P(ξ ≤ m) = P(ξ ≥ m)

• il momento di ordinek µk di ξ è definito da

µk =
∑
i

(ξ(Ai)− µ)k P(Ai)
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• il momento di ordinek, rispetto all’origineµ′k di ξ è definito da

µ′k =
∑
i

(ξ(Ai))
kP(Ai)

DEFINIZIONE 28.3. Chiamiamo funzione di distribuzione di probabilità
della variabile aleatoriaξ la funzione

ϕ : U → R
definita da

ϕ(i) = P(ξ = Ai)

Seϕ è la funzione distribuzione di probabilità di una variabile aleatoria
ξ avremo che

P(n ≤ ξ ≤ m) =
m∑
i=n

ϕ(i)

P(ξ ≤ n) =
∑
i≤n

ϕ(i)

DEFINIZIONE 28.4. Seξ è una variabile aleatoria discreta la cui den-
sità di probabilità èϕ, definiamosperanza matematica diξ

E(ξ) =
∑
i

ξ(Ai)ϕ(i) =
∑
i

ξ(Ai)P(ξ = Ai) = µ

DEFINIZIONE 28.5. Seξ è una variabile aleatoria discreta la cui den-
sità di probabilità è ϕ e seg : R → R è una funzione, definiamo una
nuova variabile aleatoria che indichiamo cong(ξ) mediante la funzione
distribuzione di probabilit̀a

ψ(i) = g(ξ(Ai))ϕ(i)

Definiamo inoltre

E(g(ξ)) =
∑
i

g(ξ(Ai))ϕ(i) =

Osserviamo che si ha

σ = E((ξ − µ)2)

µk = E((ξ − µ)k)

µ′k = E(ξk)
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DEFINIZIONE 28.6. Seξ è una variabile aleatoria discreta la cui den-
sità di probabilità è ϕ, definiamofunzione generatrice dei momenti diξ
la

Mξ(t) = E(etξ) =
∑
i

etξ(Ai))ϕ(i) =

4.1. Un esempio.Consideriamo il solito esempio dei dadi e la solita
variabileξ che associa ad ogni uscita inU la somma dei punteggi, possiamo
vedere che

ϕ(2) = P(ξ = 2) =
1

36
= P(ξ = 12) = ϕ(12)

ϕ(3) = P(ξ = 3) =
2

36
= P(ξ = 11) = ϕ(11)

ϕ(4) = P(ξ = 4) =
3

36
= P(ξ = 10) = ϕ(100

ϕ(5) = P(ξ = 5) =
4

36
= P(ξ = 9) = ϕ(9)

ϕ(6) = P(ξ = 6) =
5

36
= P(ξ = 8) = ϕ(8)

ϕ(7) = P(ξ = 7) =
6

36

FIGURA 28.4. Distribuzione di probabilità della variabile
aleatoria che restituisce il punteggio ottenuto lanciando due
dadi.

Possiamo rappresentare questa distribuzioni di probabilità mediante il
grafico in figura28.4(scatter plot) oppure mediante il grafico in figura28.5.
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Quest’ultimo grafico si chiama istogramma edè quello che pìu frequen-
temente viene adottato per rappresentare la funzione di distribuzione di una
variabile aleatoria discreta.

FIGURA 28.5. Istogramma relativo alla variabile aleatoria
che restituisce il punteggio ottenuto lanciando due dadi.

Osservando il grafico possiamo osservare che il valore che compare con
maggior frequenzàe il 7, che pertantòe la moda della variabileξ.

Possiamo calcolare la probabilitàP(ξ ≤ 7) sommando le aree dei ret-
tangoli mostrati in figura( si osservi che la base dei rettangoliè lunga1) ed
otteniamo cheP(ξ ≤ 7) = 21

36
.

In modo simile possiamo calcolareP(ξ ≥ 7) = 21
36

e possiamo conclu-
dere che la mediana della variabile aleatoriaξ èm = 7

Un semplice calcolo mostra che la varianza diξ èσ2 = 35
6

Abbiamo gìa notato che i rettangoli che costituiscono l’istogramma han-
no base lunga1; ciò permette di definire la funzione di distribuzione diξ
come

(28.6) ϕ(x) =

{
P(ξ = η) perη − 0.5 ≤ x ≤ η + 0.5 η = 2, 3, 4...12

0 altrove

Con tale definizione si vede cheϕ è definita su tuttoR ed inoltre si vede che∫ +∞

−∞
ϕ(t)dt =

∑
i

ϕ(i) = 1

essendo la somma estesa a tutti i valoriη che variabile discretaξ può assu-
mere.
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5. Variabili aleatorie continue

Talvolta tuttavia noǹe possibile considerare uno spazio di probabilità
discreto, finito o numerabile.

Ciò accade ad esempio quando si considera il problema di scegliere un
numero a caso compreso tra0 ed1.

Infatti la probabilit̀a di estrarre, ad esempio, il valore0.3 non si pùo cal-
colare considerando il rapporto tra casi favorevoli, uno solo, e casi possibili,
infiniti non numerabili.

Anche la definizione di media e varianza presentano qualche problema
in quanto occorre definire come si intende procedere per calcolare la somma
di un numero infinito, non numerabile, di addendi.

Per chiarire la questione possiamo osservare che, seè difficile definire
la probabilit̀a che la variabile aleatoriaξ il cui valore è il numero scelto a
caso in[0, 1] assuma il valorex, è invece naturale definire la probabilità che
ξ ∈ [x, x+ h].

In tal caso infatti possiamo identificare i casi favorevoli con un segmento
di lunghezzah e la totalit̀a dei casi con l’intero intervallo[0, 1] che risulta
ovviamente di lunghezza1.

Pertanto

P(x ≤ ξ ≤ x+ h) =
h

1

Ricordando il significato di somma dell’integrale, possiamo definire
la funzione distribuzione di probabilità della variabile aleatoriaξ come la
funzione continuaϕ tale che

(28.7) P(x ≤ ξ ≤ x+ h) = h =

∫ ξ+h

ξ

ϕ(t)dt

per ognix ∈ [0, 1] e per ognih abbastanza piccolo.
Ne deduciamo che

(28.8)
1

h

∫ x+h

x

ϕ(t)dt = 1

e, passando al limite perh→ 0, poich̀e abbiamo suppostoϕ continua,

ϕ(x) = 1

Da quanto abbiamo detto appare ragionevole che, nel caso di una varia-
bile aleatoria continuaξ, nonè significativo definire

(28.9) P(ξ = x)

mentreè naturale definire

(28.10) P(x0 ≤ ξ ≤ x1) =

∫ x1

x0

ϕ(t)dt

doveϕ è la funzione di distribuzione di probabilità di ξ.
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Pertanto supporremo nota una variabile aleatoria continuaξ seè nota
la sua funzione di distribuzione di probabilità ϕ.
Una funzioneϕ : R → R, continua, è la funzione di distribuzione di
probabilit à di una variabile aleatoria se

•
ϕ(t) ≥ 0

per ogni t ∈ R
• ∫ +∞

−∞
ϕ(t)dt = 1

In tal caso si ha

P(ξ ≤ x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt

P(x0 ≤ ξ ≤ x1) =

∫ x1

x0

ϕ(t)dt

La funzione

F (x) = P(ξ ≤ x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt

si chiama distribuzione cumulativa di probabilità della variabile aleatoriaξ
di densit̀a di probabilit̀aϕ.

Osserviamo che ad ogni variabile aleatoria discreta (finita) si può asso-
ciare una variabile aleatoria continua la cui densità è una funzione costante
a tratti, nulla al di fuori di un insieme limitato ( nel caso in cui la variabile
sia discreta e finita).

Per chiarire il concetto consideriamo la variabile aleatoriaξ che for-
nisce il punteggio ottenuto nel lancio di due dadi; in tal caso la funzione
distribuzione di probabilit̀aϕ può essere definita come segue

ϕ(x) =



0 x < 1.5

k/36 k + .5 ≤ x < k + 1.5 k = 1..5

6/36 6.5 ≤ x < 7.5

(12− k)/36 k + .5 ≤ x < k + 1.5 k = 7..11

0 x ≥ 12.5

Come nel caso delle variabili aleatorie discrete possiamo definire
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DEFINIZIONE 28.7. Se ξ è una variabile aleatoria continua che ha
densit̀a di probabilità ϕ,

• la mediaµ di ξ è definita da

µ = E(ξ) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx

• la varianzaσ2 di ξ è definita da

σ2 = Var(ξ) = E((ξ − µ)2) =

∫ +∞

−∞
(x− µ)2ϕ(x)dx

• lo scarto quadratico mediodi ξ è definito da

σ =
√
σ2

• la modaM di ξ è definita da

M = sup
x∈R

ϕ(x)

• la medianam di ξ è definita da

P(ξ ≤ m) =

∫ m

−∞
ϕ(x)dx =

∫ +∞

m

ϕ(x)dx = P(ξ ≥ m)

• il momento di ordinek µk di ξ è definito da

µk = E((ξ − µ)k) =

∫ +∞

−∞
(x− µ)kϕ(x)dx

• il momento di ordinek, rispetto all’origineµ′k di ξ è definito da

µk = E(ξk) =

∫ +∞

−∞
xkϕ(x)dx

DEFINIZIONE 28.8. Seξ è una variabile aleatoria continua e sef :
R → R è una funzione possiamo definire la variabile aleatoriaf(ξ) asse-
gnandone la funzione distribuzione di probabilità definita da

ψ(t) = f(t)ϕ(t)

In tal modo

P(x0 ≤ f(ξ) ≤ x1) =

∫ x1

x0

f(t)ϕ(t)dt

E(f(ξ)) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t)dt

DEFINIZIONE 28.9. Seξ è una variabile aleatoria continua la cui den-
sità di probabilità è ϕ, definiamofunzione generatrice dei momenti diξ
la

Mξ(t) = E(etξ) =

∫ +∞

−∞
etxϕ(x)dx
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5.1. Le variabili aleatorie discrete infinite. Un caso che si colloca a
met̀a tra quello delle variabili aleatorie discrete finite ed il caso dell variabili
aleatorie continuèe il caso delle variabili aleatorie discrete che assumono
una quantit̀a infinita numerabile di valori.

Il caso delle variabili aleatorie infinite ci suggerisce come comportarci
in questo caso.

Se lo spazioU degli eventiè numerabile, allora potremo scrivere che

U = {Ai , i ∈ N}

e sar̀a sufficiente definire la probabilità di ciascun evento

P(Ai) = pi

con la condizione
+∞∑
i=1

pi = 1

Media, varianza, funzione di distribuzione possono essere definiti mediante
le

DEFINIZIONE 28.10.Seξ è una variabile aleatoria discreta numerabile
definiamo

• la mediaµ di ξ come

(28.11) µ = E(ξ) =
+∞∑
i=1

ipi

• la varianzaσ2 di ξ come

(28.12) σ2 = Var(ξ) = E((ξ − µ)2) =
+∞∑
i=1

(i− µ)2pi

• lo scarto quadratico medioo deviazione standard diξ

σ =
√
σ2

• il momentok-esimo µk di ξ come

µk =
+∞∑
i=1

(i− µ)kpi

• il momentok-esimo rispetto all’origineµ′k di ξ come

µ′k =
+∞∑
i=1

ikpi

• la funzione di distribuzioneϕ di ξ come

(28.13) ϕ(n) = P(ξ = Ai)
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e si ha

(28.14) P(ξ ≤ n) =
n∑
i=1

P(ξ = Ai) n ∈ N

Naturalmente possiamo estendere la definizione diϕ adR definen-
dola costante sugli intervalli del tipo[k, k+1] e ponendola uguale
a 0 prima di1.

Inoltre

DEFINIZIONE 28.11. Seξ è una variabile aleatoria discreta infinita la
cui densit̀a di probabilità è ϕ,e sef : R → R è una funzione possiamo
definire la variabile aleatoriaf(ξ) assegnandone la funzione distribuzione
di probabilità definita da

ψ(k) = f(k)ϕ(k) = f(k)pk

Quindi

E(f(ξ)) =
+∞∑
i=1

f(i)ϕ(i)

Definiamo anche definiamofunzione generatrice dei momenti diξ la

Mξ(t) = E(etξ) =
+∞∑
k=1

ektϕ(k) =

6. Distribuzioni di probabilit à doppie

Siano(U1,F1,P1) e (U2,F2,P2) due spazi di probabilità consideraria-
mo la variabile aleatoria che indichiamo con(ξ, η) definita sullo spazio
U1 × U2 mediante la

F (x, y) = P(ξ ≤ x, η ≤ y) =

∫ x

−∞

(∫ y

−∞
f(t, s)ds

)
dt

F è la distribuzione cumulativa di probabilità della variabile(ξ, η) edf
è la sua funzione distribuzione di probabilità

Sef è continua possiamo affermare che

∂2F

∂x∂y
= f(x, y)

Naturalmente devono essere verificate le seguenti condizioni:

•
f(x, y) ≥ 0

• ∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(t, s)ds

)
dt = 1
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Inoltre se

F1(x) = P(ξ ≤ x) =

∫ x

−∞

(∫ +∞

−∞
f(t, s)ds

)
dt

F2(y) = P(η ≤ y) =

∫ +∞

−∞

(∫ y

−∞
f(t, s)ds

)
dt =

∫ y

−∞

(∫ +∞

−∞
f(t, s)dt

)
ds

F1 ed F2 sono le distribuzioni cumulative delle variabili aleatorieξ e η,
rispettivamente le cui funzioni di distribuzione sono date da

ϕ(t) =

∫ +∞

−∞
f(t, s)ds

ψ(s) =

∫ +∞

−∞
f(t, s)dt

Nel caso in cui le variabili aleatorieξ eη siano indipendenti, allora(ξ, η)
ha una distribuzione di probabilità

f(t, s) = ϕ(t)ψ(s)

doveϕ eψ sono le funzioni di distribuzione diξ eη, rispettivamente.
È utile ricordare che la probabilità della variabile aleatoriaξ condizio-

nata alla variabile aleatoriaη si pùo definire mediante la

P(ξ ≤ x|η ≤ y) =

∫ x

−∞

(∫ y

−∞

f(t, s)

ψ(s)
ds

)
dt

per cui f(t,s)
ψ(s)

è la sua funzione di distribuzione di probabilità.

7. Qualche proprietà di valor medio e varianza

Abbiamo gìa definito cosa intendiamo per

• media o valor medio
• varianza
• momento
• momento rispetto all’origine
• speranza matematica
• funzione generatrice dei momenti

di una variabile aleatoriaξ sia nel caso discreto finito sia nel caso continuo
sia nel caso discreto infinito.

Tra le propriet̀a del valor medio ricordiamo che

• E(αξ + βη) = αE(ξ) + βE(η)
• seξ eη sono variabili aleatorie indipendenti

E(ξη) = E(ξ)E(η)
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In altre parole la speranza matematicaè una applicazione lineare; La
verifica di tale fatto noǹe banale e si pùo ad esempio ottenere provando il
risultato nel caso discreto finito ed utilizzando un passaggio al limite per gli
altri casi.

Si pùo provare che anche la varianza gode di proprietà di linearit̀a, infatti

• Var(αξ) = α2 Var(ξ)
• seξ eη sono variabili aleatorie indipendenti

Var(ξ ± η) = Var(ξ) + Var(η)

È anche utile ricordare che

σ2 = E((ξ − µ)2) = E(ξ2 − 2µξ + µ2) =

= E(ξ2)− 2µE(ξ) + µ2 =

= E(ξ2)− 2µ2 + µ2 = E(ξ2)− µ2 = E(ξ2)− (E(ξ))2

Vediamo ora come la funzione generatrice dei momenti si riveli molto
comoda per il calcolo dei momenti di una variabile aleatoria.

Cominciamo con l’osservare che

(t− µ)k =
k∑
i=0

(
k

i

)
tiµk−i

moltiplicando perϕ(t) ed integrando,otteniamo

(28.15) µk =
k∑
i=0

(
k

i

)
µ′
i
µk−i

e se ne ricava che per trovare i momenti rispetto al valor medioµk è suffi-
ciente conoscere i momenti rispetto all’origineµ′k.

Casi particolari della28.15sono

µ2 = σ2 = µ′2 − µ2

µ3 = µ′3 − 3µ′2µ+ 2µ3

(ricordiamo cheµ0 = µ′0 = 1 eµ1 = µ′1 = µ).
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D’altro canto i momenti di una variabile aleatoria si possono trovare a
partire dalla funzione generatrice dei momenti cheè definita da:

Mξ(t) = E(etξ) =

∫ +∞

−∞
etsϕ(s)ds

Infatti si pùo verificare che la funzioneMξ è sviluppabile in serie di
McLaurin ed il suo sviluppòe dato da

Mξ(t) =
+∞∑
i=0

µ′k
tk

k!

e quindi

µ′k =
dk

dtk
Mξ(t)

8. La disuguaglianza di Tchebichev e la legge dei grandi numeri

In questa sezione ci occupiamo di due risultati fondamentali: la disugua-
glianza di Tchebichev e la legge dei grandi numeri, cominciando a parlare
della prima.

Sia ξ una variabile aleatoria con mediaµ e varianzaσ2, allora si avr̀a
che

σ2 =

∫ +∞

−∞
(t− µ)2ϕ(t)dt =

=

∫
{t : |t−µ|≤ε}

(t− µ)2ϕ(t)dt+

∫
{t : |t−µ|<ε}

(t− µ)2ϕ(t)dt ≥

≥
∫
{t : |t−µ|≥ε}

(t− µ)2ϕ(t)dt ≥
∫
{t : |t−µ|≥ε}

ε2ϕ(t)dt =

= ε2P(|ξ − µ| ≥ ε)

se ne ricava pertanto che

(28.16) P(|ξ − µ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2

La28.16è nota come disuguaglianza di Tchebichev e ne possiamo trarre
una interessante conseguenza: perε = kσ otteniamo che

(28.17) P(|ξ − µ| ≥ kσ) ≤ 1

k2

Pertanto

(28.18) P(|ξ − µ| < kσ) = 1− P(|ξ − µ| ≥ kσ) ≥ 1− 1

k2

Se ora consideriamo la seguente tabella
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k 1− 1
k2

1 0
2 .75
3 .88
4 .93
5 .95
6 .97

TABELLA 28.3. Valori approssimati di1− 1
k2

Si vede pertanto che seξ è una variabile aleatoria di mediaµ e di varian-
zaσ2, allora la probabilit̀a che il valore assunto daξ sia vicino alla mediaµ
per meno di2 volte la varianzàe del75% e sale all’88% se ci accontentiamo
di un errore inferiore a3 volte la varianza.

Va osservato che, nonostante fornisca risultati soddisfacenti, la disugua-
glianza di Tchebichev noǹe molto precisa.

8.1. La legge dei grandi numeri.Un’altra delle conseguenze della di-
suguaglianza di Tchebichev prende il nome di ”Legge dei grandi numeri” e
si ricava come segue.

Sianoξ1, ξ2, . . . , ξn variabili aleatorie tutte con mediaµ e varianzaσ2, e
consideriamo la variabile aleatoria

Sn =
ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn

n

Avremo che

E(Sn) =
1

n
(E(ξ1) + E(ξ2) + · · ·+ E(ξn)) = µ

ed inoltre

Var(Sn) =
1

n2
(Var(ξ1) + Var(ξ2) + · · ·+ Var(ξn)) =

σ2

n

Pertanto

(28.19) P(|Sn − µ| ≥ ε) ≤ σ2

nε2
→ 0

per n→ +∞

La 28.19è nota con il nome dilegge dei grandi numeried esprime
un concetto in base al quale la media delle uscite di una variabile aleatoria
differisce dalla media della variabile aleatoria di una quantità infinitesima.
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Va tuttavia sottolineato che la legge dei grandi numeri fornisce informa-
zioni di carattere qualitativo e quindi non può essere usata per stime di tipo
quantitativo.

9. Normalizzazione di una variabile aleatoria.

Siaξ una variabile aleatoria di mediaµ e di varianzaσ2 con distribuzio-
ne di probabilit̀aϕ.

Sia ciòe

∫ +∞

−∞
ϕ(t)dt = 1

P(a ≤ ξ ≤ b) =

∫ b

a

ϕ(t)dt

E(ξ) =

∫ +∞

−∞
tϕ(t)dt = µ

E(ξ2) =

∫ +∞

−∞
(t− µ)2ϕ(t)dt = σ2

e consideriamo la variabile aleatoria

ξ∗ =
ξ − µ

σ

Per le propriet̀a di media e varianza possiamo affermare cheξ∗ è una va-
riabile normalizzata (o standardizzata), intendendo con ciò cheξ∗ ha media
0 e varianza1.

Allo scopo di determinare la funzione di distribuzione diξ∗ conside-
riamo la variabile aleatoriaη la cui funzione di distribuzionèe definita
da

σϕ (µ+ σt))

Possiamo allora verificare che

∫ +∞

−∞
σϕ (µ+ σt) dt =

∫ +∞

−∞
ϕ(s)ds = 1∫ +∞

−∞
tσϕ (µ+ σt) dt =

∫ +∞

−∞

(
s− µ

σ

)
ϕ(s)ds =

=
1

σ

(∫ +∞

−∞
sϕ(s)ds− µ

∫ +∞

−∞
ϕ(s)ds

)
= 0∫ +∞

−∞
t2σϕ (µ+ σt) dt =

∫ +∞

−∞

(
s− µ

σ

)2

ϕ(s)ds =

=
1

σ

∫ +∞

−∞
(s− µ)2ϕ(s)ds = 1



9. NORMALIZZAZIONE DI UNA VARIABILE ALEATORIA. 277

P(a ≤ η ≤ b) =

∫ b

a

σϕ (µ+ σt)) dt =

=

∫ µ+σb

µ+σa

σϕ(s)
1

σ
ds = P(µ+ σa ≤ ξ ≤ µ+ σb) =

= P(a ≤ ξ − µ

σ
≤ b))

Ne deduciamo cheη e ξ∗ = ξ−µ
σ

hanno la stessa distribuzione di proba-
bilit à e quindi sono la stessa variabile aleatoria.

In altre parole la funzione

σϕ (µ+ σt))

è la distribuzione di probabilità di

ξ∗ =
ξ − µ

σ





CAPITOLO 29

QUALCHE DISTRIBUZIONE DI PROBABILIT À

Le funzioni di distribuzione di probabilità sono fondamentali per descri-
vere il comportamento delle variabili aleatorie che ci interessano.

Ogni variabile aleatoria ha una sua distribuzione e per definirne la pro-
priet̀a è utile fare riferimento ad alcune distribuzioni note che sono in grado
di descrivere la maggior parte delle variabili aleatorie con cui normalmente
si lavora.

1. La distribuzione uniforme

La più semplice funzione di distribuzione di probabilità è quella di una
variabile aleatoria che restituisce un valore scelto in un intervallo[a, b] con
il criterio di equiprobabilit̀a.

Abbiamo gìa visto che in tal caso

P(x ≤ ξ ≤ x+ h) =
h

b− a
e che la sua distribuzione di densità è

ϕ(t) =

{
1
b−a t ∈ [a, b]

0 altrove

La funzione generatrice dei momenti si calcola mediante la

Mξ(t) =
1

b− a

∫ b

a

etxdx =
etb − eta

t(b− a)

Se ne ricava subito che

µ =
b+ a

2

σ2 =
(b− a)2

12

Descriviamo ora tre importanti distribuzioni di probablitià che sono,
come vedremo, tra loro legate:

• La distribuzione binomiale di Bernoulli
• La distribuzione di Poisson
• La distribuzione normale di Gauss

279
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Si tratta di una distribuzione discreta finita (Bernoulli), una distribuzio-
ne discreta numerabile (Poisson) ed una distribuzione continua (Gauss) che
possono essere derivate a partire dal concetto elementare di prova bernoul-
liana.

2. La distribuzione binomiale di Bernoulli

DEFINIZIONE 29.1.Chiamiamo prova bernoulliana un esperimento che
ha due soli possibili esiti:

• Successo, cui associamo il valore1 con probabilit̀a p
• Insuccesso, cui associamo il valore0 con probabilit̀a q

essendo ovviamentep+ q = 1.
Chiamiamo variabile aleatoria bernoulliana la variabile aleatoriaξ

che restituisce il numero di successi che si sono verificati sun prove ripetute
(lanci) dell’esperimento.

Possiamo calcolare la probabilità che la variabile aleatoriaξ assuma il
valorek mediante la

ϕ(k) = P(ξ = k) =

(
n

k

)
pkqn−k =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Possiamo giustificare la formula precedente se descriviamo la succes-
sione din prove ripetute con una stringa di elementi che assumono il valore
1 oppure0 a seconda che la corrispondente prova abbia avuto o no successo.

0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1

affinch̀e ci sianok successi la stringa dovrà contenere esattamentek
volte il valore1 (edn− k volte il valore0) e quindi, poich̀e in ogni elemen-
to 1 si presenta con probabilità p e 0 con probabilit̀a q, una stringa conk
successi avr̀a una probabilit̀a di comparire uguale a

pkqn−k

d’altro canto, poich̀e siamo unicamente interessati a contare il numero di
successi, e non l’orine con cui si verificano, dovremo tener conto che si
verificano, ad esempio,2 successi in tanti modi diversi

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

il cui numeroè dato dalle combinazioni din oggetti ak ak e ciòe(
n

k

)
(Infatti ciascuna stringa può essere individuata dalla sequenza deik numeri,
compresi tra1 edn, che indicano la posizione dei successi nella stringa.)
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Possiamo calcolare la media della variabile bernoullianaξ osservando
che la media in ciascuna provaè

1 · p+ 0 · q = p

e sun esperimenti, essendo la media lineare, avremo

µ = E(ξ) = np

La varianza della variabile bernoullianaξ in ciascuna provàe

(1− p)2 · p+ 0 · (0− q)2q = q2p+ p2q = pq(p+ q) = pq

e sun esperimenti essendo la varianza lineare avremo

σ2 = E((ξ − µ)2) = npq

e
σ =

√
npq

Per calcolare la funzione generatrice dei momenti possiamo procedere
come segue

Mξ(t) = E(etξ) =
n∑
k=0

etk
(
n

k

)
pkqn−k =

=
n∑
k=0

(
n

k

)(
pet
)k
qn−k = (pet + q)n

Un esempio notevole di prove bernoulliane si costruisce considerando
il lancio di una moneta ripetuto pern volte; in tal casop = q = 1

2
.

3. La distribuzione di Poisson

Si consideri il caso dim prove ripetute bernoulliane in cui la probabilità
di successo della singola prova sia1

n
Un esempio di tale situazione di si può realizzare considerando un pa-

gliaio con un numeron − 1 di pagliuzze dal quale si voglia estrarre1 ago;
la probabilit̀a di estrarre l’ago sarà ovviamente1

n
e la prova sar̀a ripetutam

volte.
Siaξ la variabile aleatoria che restituisce il numero di successi ottenuti

nellem prove fatte. Avremo che

ϕ(k) = P(ξ = k) =

(
m

k

)(
1

n

)k (
1− 1

n

)m−k
=

=
m(m− 1)(m− 2) · · · (m− (k − 1))

k!

(
1

n

)k (
1− 1

n

)m(
1− 1

n

)−k
=

=
1

k!

m

n

(
m

n
− 1

n

)
· · ·
(
m

n
− k − 1

n

)(
1− 1

n

)m(
1− 1

n

)−k
Se ora consideriamo di far tenderen a+∞ mantenendo

m

n
= λ
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(oppure chiedendo semplicemente chem
n
→ λ), otteniamo che

ϕ(k) =
1

k!
λ

(
λ− 1

n

)(
λ− 2

n

)
· · ·
(
λ− k − 1

n

)(
1− 1

n

)nλ(
1− 1

n

)−k
e, pern→ +∞

ϕ(k) =
1

k!
λke−λ

La funzione distribuzione di probabilità di Poissoǹe quindi data da

ϕ(k) =
1

k!
λke−λ

Per calcolare media, varianza ed i momenti della distribuzione di Pois-
sonè utile calcolare la funzione generatrice dei momenti.

Mξ(t) =
+∞∑
k=0

etk
λk

k!
e−λ =

+∞∑
k=0

(λet)k

k!
e−λ = e−λeλ(et−1)

e le sue derivate
d

dt
Mξ(t) = eλ(et−1)λet

d2

dt2
Mξ(t) = eλ(et−1)λ2et + eλ(et−1)λet

e calcolarle int = 0.
d

dt
Mξ(0) = λ = µ′1 = µ

d2

dt2
Mξ(0) = λ2 + λ = µ′2

da cui

µ = µ′1 = λ

σ2 = µ′2 − µ2 = λ2 + λ− λ2 = λ

4. La distribuzione gaussiana

Sia ξn = k una variabile aleatoria bernoulliana relativa adn prove
ripetute, allora

P(ξn = k) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

Sia ha

E(ξn) = µ = np

V ar(ξn) = σ2 = npq

Consideriamo la variabile normalizzata (di media0 e varianza1)

ξ∗n =
ξn − µ

σ
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ξ∗n assume i valori

xk =
k − µ

σ
k = 1, ..., n

e

P
(
ξ∗n =

k − µ

σ

)
= P(ξn = k) =

n!

k!(n− k)!
pkqn−k

Possiamo ricavare inoltre che

k = µ+ σxk = np+ σxk

n− k = n− np− σxk = nq − σxk

doveσ −√npq e si vede che, pern → +∞ tantok quanton− k tendono
a+∞, inoltre

k

np
= 1 +

√
q

np
xk

n− k

nq
= 1 +

√
p

nq
xk

xk+1 − xk = ∆xk =
1

σ
=

1
√
npq

Possiamo allora scrivere che

P(x′ ≤ ξ∗n ≤ x′′) =
∑

xk∈[x′,x′′]

P(ξ∗n = xk) =

=
∑

{k:xk∈[x′,x′′]}

P(ξn = k) =

=
∑

{k:xk∈[x′,x′′]}

n!

k!(n− k)!
pkqn−k

Poich̀e, pern grande, tantok quanton− k sono grandi, possiamo usare
la formula di Stirling per approssimare il fattoriale e quindi

n!

k!(n− k)!
pkqn−k ≈ nne−n

√
2πn

kke−k
√

2πk(n− k)n−ke−(n−k)
√

2π(n− k)
pkqn−k =

=
1√
2π

nk

kk
nn−k

(n− k)n−k

√
n

k(n− k)
pkqn−k =

=
1√
2π

(np
k

)k ( nq

n− k

)n−k√
n

k(n− k)

Ma, sempre pern grande,√
n

k(n− k)
=

√
n

(np+ σxk)(nq − σxk)
≈
√

n

n2pq
=

1
√
npq
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D’altro canto

ln
(np
k

)k ( nq

n− k

)n−k
= −k ln

(np
k

)
− (n− k) ln

(
nq

n− k

)
=

= −(np+ σxk) ln

(
1 +

√
q

np

)
−

− (nq − σxk) ln

(
1−

√
p

nq
xk

)
+ ω

(
1√
n

)
=

= −(np+ σxk)

(√
q

np
xk −

1

2

q

np
x2
k

)
−

− (nq − σxk)

(
−
√

p

nq
xk −

1

2

p

nq
x2
k

)
+ ω

(
1√
n

)
=

− xk

[
np

√
q

np
− nq

√
p

nq

]
− x2

k

[
√
npq

√
q

np
+
√
npq

√
p

nq

]
−

− x2
k

[
1

2
np

q

np
+

1

2
nq

p

nq

]
− x3

k

[
q
√
npq

2np
+
p
√
npq

nq

]
=

= −x2
k +

1

2
x2
k + ω

(
1√
n

)
dove, come al solito, si indica conω una funzione infinitesima.

Ne concludiamo pertanto che

P(x′ ≤ ξ∗n ≤ x′′) ≈

≈
∑

xk∈[x′,x′′]

1√
2π

(np
k

)k ( nq

n− k

)n−k√
n

k(n− k)
≈

≈
∑

xk∈[x′,x′′]

1√
2π
e−

1
2
x2

∆xk →
1√
2π

∫ x′′

x′
e−

1
2
t2dt

È pertanto naturale considerare la funzione distribuzione di probabilità
definita da

ϕ(t) =
1√
2π
e−

1
2
t2

La ϕ si chiama funzione di distribuzione di probabilità Gaussiana di
media0 e varianza1. ( Si ricordi cheè ottenuta come limite di distribuzioni
normalizzate).

Utilizzando il teorema di integrazione per sostituzione (poichè l’inte-
graleè improprio deve essere calcolato come limite di integrali propri ed
a questi si applica il teorema di integrazione per sostituzione) possiamo
ricavare che la funzione
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ϕ(t) =
1

σ
√

2π
e−

(t−µ)2

2σ2

è una funzione di distribuzione di probabilità, che chiameremo ancora
Gaussiana, di mediaµ e di varianzaσ2.

Possiamo calcolare la funzione generatrice dei momenti della funzione
di distribuzione gaussiana, infatti

Mξ(t) =
1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
etxe−

(x−µ)2

2σ2 dx

e, operando il cambio di variabilix−µ
σ

= u, da cuix = σu+ µ,

Mξ(t) =
1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
etσu+tµe−

u2

2 σdu =

= σ
1

σ
√

2π
etµ
∫ +∞

−∞
etσue−

u2

2 du =
1√
2π
etµ
∫ +∞

−∞
e

1
2
(2tσu−u2)du =

=
1√
2π
etµ
∫ +∞

−∞
e

1
2
(σ2t2−σ2t2+2tσu−u2)du =

=
1√
2π
etµ+ 1

2
σ2t2

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(tσ−u)2du =

=
1√
2π
etµ+ 1

2
σ2t2

√
2π = etµ+ 1

2
σ2t2

5. Due distribuzioni discrete

5.1. La distribuzione multinomiale. Consideriamo un esperimento che
possa averek possibili esiti, che indichiamo con

A1, A2, ......, Ak

con probabilit̀a

p1, p2, ......, pk , p1 + p2 + ......+ pk = 1

e supponiamo di replicarlo pern volte; consideriamo la variabile aleatoria
ξ che restituisce lan−pla di valori

n1, n2, ......, nk , n1 + n2 + ......+ nk = n

doveni è il numero di volte in cui sìe verificato l’eventoAi.
La funzione distribuzione di probabilità di ξ è data da
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ϕ(n1, n2, ......, nk) = P(ξ1 = p1, ξ2 = p2, ......, ξk = pk) =

=
n!

n1!n2!......nk!
pn1

1 p
n2
2 ......p

nk
k

5.2. La distribuzione ipergeometrica. Consideriamo un’urna conte-
nenteb palline nere ew palline bianche e supponiamo di estrarre pern
volte una pallina rimettendola. dopo ogni estrazione, nell’urna.

Consideriamo la variabile aleatoriaξ che restituisce il numero di volte
in cui si è estratta una pallina nera; allora la densità di probabilit̀a di ξ si
può calcolare mediante la

ϕ(k) = P(ξ = k) =

(
n

k

)(
b

b+ w

)k (
w

b+ w

)n−k
=

=

(
n

k

)
bkwn−k

b+ w

non appena si ricordi la distribuzione binomiale e si tenga presente che

p =
b

b+ w
, q =

w

b+ w

Qualora l’esperimento si ripeta senza rimettere la pallina estratta nel-
l’urna, (campionamento senza ripetizione), si può vedere che la densità di
probabilit̀a della nuova variabile aleatoriaξ che conta il numero delle palline
nere estrattèe

ϕ(k) = P(ξ = k) =

(
b
k

)(
w
n−k

)(
b+w
n

)
Si calcola anche che

µ =
nb

b+ w

σ2 =
nbw(b+ w − n)

(b+ w)2(b+ w − 1)

6. Le distribuzioni legate ai test statistici.

6.1. La distribuzioneχ2. Si tratta della distribuzione di probabilità di
una variabile aleatoriaχ2 che restituisce la somma diν variabili aleatorie
ξi indipendenti, aventi distribuzione gaussiano con media0 e varianza1
(distribuzioni normali standardizzate).

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + ...+ ξ2
ν

La funzione di distribuzione della variabile aleatoriaχ2 è data da
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ϕ(t) =

{
1

2ν/2Γ(ν/2)
tν/2−1et/2 t ≥ 0

0 altrimenti

ν rappresenta i gradi di libertà, media, varianza e generatrice dei mo-
menti sono date da

µ = ν

σ2 = 2ν

M2
χ(t) = (1− 2t)−ν/2

6.2. La distribuzioneT di Student. È la distribuzione di una variabile
aleatoriaT che restituisce il rapporto

T =
ξ√
η/ν

doveξ è una variabile aleatoria con densità di probabilit̀a gaussiana normale
(media0 e varianza1) edη è una variabile aleatoria con distribuzioneχ2 a
ν gradi di libert̀a

La funzione di distribuzione della variabile aleatoriaT è data da

ϕ(t) =
Γ
(
ν+1
2

)
√
νπΓ(ν/2)

(
1 +

t2

ν

)
ν rappresenta i gradi di libertà, media e varianza sono date da

µ = 0

σ2 =
ν

ν − 2

6.3. La distribuzioneF di Fisher. È la distribuzione di una variabile
aleatoriaF che restituisce il rapporto

F =
ξ1/ν1

ξ2/ν2

doveξ edξ2 sono variabili aleatorie con distribuzioneχ2 a ν1 e ν2 gradi di
libertà, rispettivamente.

La funzione di distribuzione della variabile aleatoriaF è data da

ϕ(t) =

{
Γ( ν1+ν2

2 )
Γ(ν1/2)Γ(ν2/2)

ν
ν1/2
1 ν

ν2/2
2 tν2/2−1(ν2 + ν1t)

−(ν1+ν2)/2 t > 0

0 altrimenti

media e varianza sono date da
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µ =
ν2

ν2 − 2

σ2 =
2ν2

2(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 4)(ν2 − 2)2

7. La distribuzione γ.

La distribuzioneγ è definita, perα, β > 0 da

ϕ(t) =

{
tα−1e−t/β t > 0

0 altrimenti

media, varianza e generatrice dei momenti sono date da

µ = αβ

σ2 = αβ2

Mγ(t) = (1− βt)−α

8. La distribuzione β.

La distribuzioneβ è definita da

ϕ(t) =

{
tα−1(1−t)β−1

B(α,β)
0 < t < 1

0 altrimenti
=

{
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

tα−1(1− t)β−1 0 < t < 1

0 altrimenti

media e varianza sono date da

µ =
α

α+ β

σ2 =
αβ

(α+ β)(α+ β + 1)

Si vede anche la sua modaè α−1
α+β−2

.

9. Variabili casuali con distribuzione assegnata.

Qualora sia necessario utilizzare dati generati casualmente con funzione
distribuzione di probabilit̀a fissata, possiamo procedere come segue.

Siaφ la distribuzione che si vuole considerare e sia

F (x) =

∫ x

−∞
φ(t)dt
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la funzione di distribuzione cumulativa; allora si ha

P(a ≤ ξ ≤ b) =

∫ b

a

φ(t)dt = F (b)− F (a)

e quindi
P(F−1(a) ≤ ξ ≤ F−1(b)) = b− a

e
P(a ≤ F (ξ) ≤ b) = b− a

PertantoF (ξ) ha una distribuzione uniforme e quindi poichè

ξ = F−1(F (ξ))

possiamo generare valori distribuiti con densità di probabilit̀a φ, consi-
derando valori generati con densità uniforme ed applicando a tali valori
F−1.

Tale procedimento noǹe tuttavia applicabile, ad esempio, per deter-
minare valori distribuiti con densità gaussiana in quanto nonè possibile
determinare esplicitamenteF−1 nel caso in cui

F (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt

In tal caso, che peraltròe di rilevante importanza possiamo osservare
che seξ eη sono variabili aleatorie indipendenti con distribuzione gaussiana
normale, allora(ξ, η) è una variabile aleatoria la cui funzione distribuzione
di probabilit̀a è

1

2π
e−(t2+s2)/2

Pertanto

P((ξ, η) ∈ A) =
1

2π

∫∫
A

e−(t2+s2)/2dtds =
1

2π

∫∫
B

ρe−(ρ2)/2dρdθ

doveB edA sono l’uno il trasformato dell’altro rispetto al cambio di varia-
bili in coordinate polari.

Ne viene che possiamo identificare due nuove variabili(R,Θ) la cui
densit̀a di probabilit̀a è data da

1

2π
ρe−(ρ2)/2 = (

1

2π
)(ρe−(ρ2)/2) = f(θ)g(ρ)

dove

f(θ) =
1

2π

g(ρ) = ρe−(ρ2)/2

Quindi per quanto visto in precedenza, per generare valori casuali diΘ e
di R possiamo utilizzare valori uniformemente distribuitiθ edr e applicare
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a tali valori le funzioniF−1 eG−1, rispettivamente, dove

F (t) =

∫ t

0

f(s)ds = 2πt , G(t) =

∫ t

0

g(s)ds = 1− e−t
2/2

Si ha allora

F−1(s) =
s

2π
, G−1(s) =

√
−2 ln(1− s)

e le variabili

ξ =
√
−2 ln(1− t) cos

( s

2π

)
, η =

√
−2 ln(1− t) sin

( s

2π

)
doves e t sono distribuite uniformemente, risultano distribuite con densità
gaussiana di media0 e di varianza1.

10. I test statistici

Consideriamo il seguente esempio.
Supponiamo di voler determinare se una monetaè truccata lanciandola

un numeroN di volte ed osservando il risultato dei lanci.
Possiamo definire truccata una moneta in cui la probabilità di uscita di

T , che chiameremop è diversa dalla probabilià di uscita diC cheè q =
(1− p). Sar̀a quindi truccata una moneta per la qualep 6= 0.5.

Osserviamo comunque che allo scopo di ottenere benefici da una scom-
messa potremmo anche essere interessati a conoscere sep > 0.5 o equiva-
lentemente sep < 0.5.

I dati di cui vogliamo individuare qualche caratteristica, la popolazione
(il nome deriva dalle origini dello studio statistico), sono costituiti da tutti i
possibili lanci della moneta in questione.

I dati di cui disponiamo sono costituiti dalle uscite degliN lanci osser-
vati, campione.

Del campione siamo in grado di conoscere la distribuzione di probabilità
cheè una distribuzione discreta binomiale la cui mediaè µ = Np e la cui
varianzàeσ2 =

√
Npq.

Calcoliamo la probabilit̀a che la variabile aleatoriaξ che restituisce il
numero di teste uscite negliN lanci sia compresa tran edm.

Avremo che

P(n ≤ ξ ≤ m) =
m∑
k=n

(
N

k

)
pkqN−k

e quindi, se ad esempioN = 100, n = 45, 40, 30,m = 55, 60, 70,

P(45 ≤ ξ ≤ 55) ≈ 0.73

P(40 ≤ ξ ≤ 60) ≈ 0.96

P(30 ≤ ξ ≤ 70) ≈ 0.99

Possiamo quindi affermare che
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• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a55 o inferiore a45,
si è verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilit̀a di verificarsi del100− 73 = 27%

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a60 o inferiore a40,
siè verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilit̀a di verificarsi del100− 96 = 4%

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a70 o inferiore a30,
siè verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilit̀a di verificarsi del100− 99 = 1%

e potremmo in base a queste considerazioni concludere che

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a55 o inferiore a
45, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativit̀a del73%

• nel caso il numero di teste uscite sia sia superiore a60 o inferiore
a 40, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativit̀a del96%

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a70 o inferiore a
30, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativit̀a del99%

Abbiamo in altre parole usato la variabileξ che restituisce il numero di
teste uscite per stimare la veridicità dell’affermazione:

La moneta noǹe truccata
Chiamiamo la variabileξ stimatore e l’affermazione ”La moneta nonè

truccata” IpotesiH0

Osserviamo che accettare che la moneta sia truccata, cioè rigettare l’i-
potesiH0 che ”La moneta noǹe truccata” con un livello di significatività
del 99% non vuol dire essere certi che la monetaè truccata con il99% di
possibilit̀a in quanto noǹe tra l’altro affatto chiaro rispetto a quale spazio
tale probabilìa sia calcolata.

Potremmo anche calcolare la probabilità che il numero di teste uscito
sia compreso tran edm utilizzando il fatto che la distribuzione binomiale
si pùo approssimare con la distribuzione normale.

In tal caso dobbiamo normalizzare i dati osservando che

P(n ≤ ξ ≤ m) = P
(
n−Np√
Npq

≤ ξ −Np√
Npq

≤ m−Np√
Npq

)
=

= G

(
m−Np√
Npq

)
−G

(
n−Np√
Npq

)
dove

G(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt

è la funzione distribuzione cumulativa normale standardizzata (gaussiana).
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Otterremo i seguenti risultati che differiscono di poco dai precedenti

P(45 ≤ ξ ≤ 55) ≈ 0.68

P(40 ≤ ξ ≤ 60) ≈ 0.95

P(30 ≤ ξ ≤ 70) ≈ 0.99

e potremmo trarre conclusioni simili alle precedenti.
Qualora fossimo interessati a verificare l’ipotesiH0 a fronte dell’ipotesi

H1 che la probabilit̀a di successop sia inferiore a0.5, potremmo calcolare

P(ξ ≤ 55) ≈ 0.86

P(ξ ≤ 60) ≈ 0.98

P(ξ ≤ 70) ≈ 0.99

e concludere

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a55, siamo fidu-
ciosi che la moneta sia truccata conp > .05 con un livello di
significativit̀a del86%

• nel caso il numero di teste uscite sia sia superiore a60, siamo fi-
duciosi che la moneta sia truccata conp > .05 con un livello di
significativit̀a del98%

• nel caso il numero di teste uscite sia superiore a70, siamo fidu-
ciosi che la moneta sia truccata conp > .05 con un livello di
significativit̀a del99%

Questo esempio mostra come sia possibile trarre conclusioni sulle carat-
teristiche di una popolazione (l’esito di tutti i possibili lanci di una moneta)
esaminandone soltanto un campione (l’esito di un numero finito di lanci
della moneta) e stimando le caratteristiche mediante la somma degli esiti (1
nel caso diT , successo,0 in caso contrario).

Per poter procedere occorre precisare meglio i concetti di popolazione,
campione e stimatore.

10.1. Popolazioni.Diciamo cheè assegnata una popolazione seè as-
segnato un insiemeU ed una variabile aleatoriaξ definita suU .

Chiamiamo popolazione l’insiemeξ(U).
Se ad esempio siamo interessati a stimare il diametro di9 sferette di

acciaio contenute in un cuscinetto, possiamo indicare ciascuna sferetta con
un indice e considerare la popolazione i cui elementi sono

{s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9}

In questo casoU è costituito dalle9 sferette

U = {s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9}
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e possiamo considerare la variabile aleatoriaξ che associa ad ogni sferetta
il suo diametroξ(k) = dk in modo che

ξ(U) = {d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7, d8, d9}

La variabileξ descrive la popolazione che stiamo esaminando.
Se fossimo interessati a studiare il diametro delle sferette che costitui-

scono la produzione mensile di una macchina, sarebbe molto scomodo elen-
carle tutte e quindi potremmo descrivere la popolazione assegnando per la
variabileξ una funzione di distribuzione, ad esempio gaussiana di medioµ
e varianzaσ2.

Nel caso del lancio della moneta la popolazioneè costituita da tutti i
lanci.

10.2. Campioni. Data una popolazione definita dalla variabile aleato-
ria ξ sullo spazioU diciamo cheè assegnato un campione di taglian se
sono assegnaten variabili aleatorieX1, X2, ...., Xn sullo spazioU Indichia-
mo conX lan-pla delle variabili aleatorieX1, X2, ...., Xn che costituiscono
il campione.

Ad esempio possiamo considerare

• X1 come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
sferetta scelta inU

• X2 come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
seconda sferetta scelta inU

• Xk come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
k-esima sferetta scelta inU

Nel caso del lancio di una moneta il campioneè dato dalleN variabili
aleatorie che restituiscono gli esiti degliN lanci effettuati.

10.3. Stimatore. Diciamo cheè assegnato uno stimatore, o riassunto
campionario, sèe assegnata una funzioneφ = φ(X1, X2, ...., Xn) dellen
variabili aleatorieX1, X2, ...., Xn che costituiscono il campione.

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle sfe-
rette considerando la media dei diametri dellen sferette di cui abbiamo
esaminato il diametro per costruire il campione.

In tal caso

X̄ = φ(X1, X2, ...., Xn) =
1

n
(X1 +X2 + ....+Xn) =

1

n
(d1 +d2 + ....+dn)

Nel caso del lancio di una moneta lo stimatoreè costituito dalla somma
dei risultati di ciascun lancio, per cuiφ è il numero di successi ottenuti sun
lanci.

Uno stimatore è a sua volta una variabile aleatoria.
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Uno stimatore spesso usatoè costituito dalla media dei campioni, come
visto nell’esempio delle sferette); indicheremo tale stimatore con

X̄ =
1

n
(X1 +X2 + ....+Xn)

11. Risultati sulle distribuzioni campionarie

Si consideri una popolazione individuata da un a variabile aleatoriaξ su
un insiemeU

un campioneX = (X1, X2, ...., Xn) di taglian estratto dalla popolazio-
ne individuata daξ edU

Si possono provare alcuni fatti:

11.1. Seµ = E(ξ) è la media della popolazione ed̄X è la media
campionaria

X̄ =
1

n
(X1 +X2 + ....+Xn)

allora

• E(X̄) = µX̄ = µ

• E((X − X̄)2) = σ2
X̄

= σ2

n

11.2. Seξ è distribuita normalmente con mediaµ e varianzaσ2 allora
X̄ è distribuito normalmente con mediaµ e varianzaσ2/n.

11.3. Seξ è distribuita con mediaµ e varianzaσ2 (anche non normal-
mente) allora

X̄ − µ

σ
√
n

è asintoticamente (n ≥ 30) distribuito normalmente con mediaµ e varianza
σ2/n.

11.4. Seξ è distribuita normalmente con mediaµ e se

S =
(X1 − X̄)2 + (X2 − X̄)2 + .....+ (Xn − X̄)2+

n

è la varianza campionaria, allora la variabile aleatoria

X̄ − µ

S
√
n− 1

ha una distribuzione di probabilità di Student conn− 1 gradi di libert̀a.
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11.5. Seξ1, ξ2 sono due popolazioni normalmente distribuite con va-
rianzaσ2

1, σ2
2 e seX1, X2 sono due campioni di tagliam edn rispettiva-

mente estratti dalle due popolazioni, allora la variabile aleatoria

(mS2
1/((m− 1)σ2

1)

nS2
2/((n− 1)σ2

2)
ha una distribuzione di probabilità di Fisher conn − 1, m − 1 gradi di

libertà.

11.6. Supponiamo di disporre di un certo numero di dati in base ai
quali la probabilit̀a di accadimento di un eventoAk è xk e supponiamo
di voler verificare se la distribuzione di probabilità di tali eventi ha una
funzione densit̀a di probabilit̀aξ in base alla quale la probabilità attesa degli
eventiAk è ξk.

Possiamo considerare che la variabile aleatoriaξ descrive la popola-
zione degli eventi possibili di cui i valorixk costituiscono un campione e
possiamo considerare come stimatore la variabile aleatoria definita da

χ2 =
(ξ1 − x1)

2

x1

+
(ξ2 − x2)

2

x2

+, , , ,+
(ξn − xn)

2

xn
a proposito della quale possiamo affermare che ha una distribuzione di
probabilit̀aχ2

• n − 1 gradi di libert̀a, nel caso in cui della distribuzioneξ siano
noti i parametri

• n − 1 − m gradi di libert̀a, nel caso in cui della distribuzioneξ
si debbano ricavare i parametri per mezzo dim dati dei riassunti
campionari.

Per avere informazioni su una variabile aleatoriaè necessario conosce-
rene la distribuzione di probabilità.

Possiamo, per analogia con quanto visto in precedenti casi, congetturare
che la variabile aleatoria in esame abbia una particolare distribuzione di
probabilit̀a, tuttavia avremo successivamente la necessità di verificare se
tale congetturàe ragionevole.

In altri casi pùo accadere di aver bisogno di verificare la ragionevolez-
za di una ipotesiH0 mediante affermazioni del tipo ”seH0 è vera allora
la variabile aleatoriaξ ha una distribuzione di probabilità di un certo tipo
(Gaussiana,χ2, T , F )”

In ogni caso, stabilita la funzione di distribuzione di probabilità che si
vuole sottoporre a test, si procede come segue:

• si individua la precisioneε con cui si vuole procedere: se ad esem-
pio si fissaε = .05 significa che si vuole essere certi al95%

• si individuanoα, β in modo che

P(α ≤ ξ ≤ β) = .95

• si estrae un valore perξ e se tale valore cade in[α, β] si accetta
l’ipotesi, in caso contrario si rifiuta.
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11.7. Il Testχ2. supponiamo di disporre di una serie di dati e di vo-
ler verificare se essi sono distribuiti in accordo con una certa ipotesi che
chiamiamoH1.

Come esempio possiamo adottare il famoso esperimento di Mendel:

Mendel incrociò tra di loro due tipi di piselli ciascuno dei quali aveva
due caratteri

• la forma (Rotondo o angoloso, R oppure a)
• il colore (Giallo o verde, G oppure v)

Egli supponeva che
• Rotondo e Giallo fossero caratteri dominanti (distinti dall’ini-

ziale Maiuscola)
• angoloso e verde fossero caratteri recessivi (iniziale minuscola)

egli supponeva ciòe che dall’incrocio di due piante si ottenesse una ter-
za pianta con i caratteri scelti tra i dominanti delle due che l’avevano
generata.

Mendel ottenne556 piselli che classific̀o secondo i caratteri appena
descritti nella seguente tabella

Caratteri Frequenza osservata
Rotondo Giallo 315
Rotondo verde 108
angoloso Giallo 101
angoloso verde 32

TABELLA 29.1. Risultati dell’esperimento di Mendel.
I tipi di piselli possibili sono pertanto4 ed i possibili incroci sono16 e

possono essere elencati nella tabella29.1dove accanto alle caratteristiche
delle pianteA eB incrociate sono riportate le caratteristiche dell’incrocio.

A + B → C
RG + RG → RG
RG + Rv → RG
RG + aG → RG
RG + av → RG
Rv + RG → RG
Rv + Rv → Rv
Rv + aG → RG
Rv + av → Rv
aG + RG → RG
aG + Rv → RG
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aG + aG → aG
aG + av → aG
av + RG → RG
av + Rv → Rv
av + aG → aG
av + av → av

TABELLA 29.2. Possibili incroci.

Dalla tabella si evince che

• un pisello Rotondo e Giallo si presenta in9 casi su16
• un pisello Rotondo e verde si presenta in3 casi su16
• un pisello angoloso e Giallo si presenta in3 casi su16
• un pisello angoloso e verde si presenta in1 caso su16

per cui possiamo dire che

P(RG) =
9

16
556 = 321.75

P(Rv) =
3

16
556 = 104.75

P(RG) =
3

16
556 = 104.75

P(RG) =
1

16
556 = 34.75

e possiamo affiancare alle frequenze osservate nella tabella29.1le fre-
quenze previste per ciascun caso:

Caratteri Frequenza osservatafrequenza previstaDifferenza
fo fp fo − fp

Rotondo Giallo 315 312.75 2.25
Rotondo verde 108 104.25 3.75
angoloso Giallo 101 104.25 -3.25
angoloso verde 32 34.75 -2.75

TABELLA 29.3. Risultati dell’esperimento di Mendel e
frequenze previste.

Possiamo ora chiederci se i dati sperimentali confermano l’ipotesi che
abbiamo fatto sui caratteri delle due piante:

Rotondo dominante e angoloso recessivo,
Giallo dominante e verde recessivo.
Si pùo vedere chèe lecito supporre che la variabile aleatoria

ξk =
fo − fp√

fp
, k = 1, 2, 3, 4

segue una distribuzione gaussiana con media0 e varianza1.
Pertanto la somma dei quadrati delle4 variabili aleatorie indicate in

tabella29.3segue una distribuzioneχ2 con3 = 4− 1 gradi di libert̀a.
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Calcoliamo quindi

χ2 =
(315− 312.75)2

312.75
+

(108− 104.25)2

104.25
+

(101− 104.25)2

104.25
+

(32− 34.75)2

34.75
≈ 0.47

e consideriamo la tavola che fornisce i valori diχ2 con3 gradi di libert̀a.
Possiamo osservare che la tavola fornisce l’indicazione che

P(χ2 < .352) = .05

P(χ2 < .584) = .10

per cui
P(χ2 < .352) < P(χ2 < .47) < P(χ2 < .584)

e pertanto possiamo concludere che se gli eventi fossero casuali avrem-
mo trovato un evento che accade con probabilità maggiore del5% ma mi-
nore del10%, per cui possiamo affermare che l’ipotesi fatta può essere
accettata al livello del90% ma deve essere rifiutata al livello del95%

Un secondo esempio di applicazione del testχ2 si trova considerando il
seguente problema:

Si supponga di lanciare un dado a forma di tetraedro per100 volte e di
ottenere le seguenti uscite:

1 2 3 4
23 26 24 27

TABELLA 29.4
Ci si pone il problema di stabilire se il dadoè non truccato.

La frequenza attesa per ciascuno dei punteggiè 100
4

= 25 e possiamo
quindi calcolare

χ2 =
(23− 25)2

25
+

(26− 25)2

25
+

(24− 25)2

25
+

(27− 25)2

25
≈ .4

dalla tabella dei valori diχ2 con4− 1 = 3 gradi di libert̀a si ottiene che

P(χ2 < .352) = .05

P(χ2 < .584) = .10

per cui
P(χ2 < .352) < P(χ2 < .4) < P(χ2 < .584)

per cui, come prima, se il dado fosse truccato, avremmo sperimentato
un evento la cui probabilità di accadimentòe compresa tra il5% ed il 10%,
per cui possiamo affermare che l’ipotesi fatta può essere accettata al livello
del90% ma deve essere rifiutata al livello del95%



CAPITOLO 30

IL TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

Il teorema del limite centralèe un risultato di grande importanza in
quanto sancisce il fatto che la sovrapposizione di un gran numero di va-
riabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce ad una variabile
con distribuzione normale (gaussiana).

Più precisamente possiamo dire che
Siano

ξ1, ξ2, ....., ξn

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di probabilità
con mediaµ e varianzaσ2.

Siano

η1, η2, ....., ηn

le corrispondenti variabili normalizzate

ηk =
ξk − µ

σ

e consideriamo la variabile aleatoriaζ definita da

ζn =
η1 + η2 + ...+ ηn√

n

(Poich̀e E(ηi) = 0 avremo cheE(ζn) = nE(η1 + η2 + ... + ηn) = 0 e
inoltre, poich̀eVar(ηi) = 1 avremo cheVar(η1 +η2 + ...+ηn) = n e quindi
Var(ζn) = 1)

Si ha

ζn =
ξ1 + ξ2 + ...+ ξn − nµ√

nσ

e si pùo dimostrare che

lim
n→+∞

P(α ≤ ζn ≤ β) =
1√
2π

∫ β

α

e−x
2/2dx

o equivalentemente che

lim
n→+∞

P(a ≤ ξ1 + ξ2 + ...+ ξn ≤ b) =
1√
2π

∫ b−nµ√
nσ

a−nµ√
nσ

e−x
2/2dx
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1. Un esempio di applicazione

Dal teorema del limite centrale risulta che moltissime variabili aleatorie
possono essere approssimate mediante una variabile che abbia distribuzio-
ne, gaussiana.

Se ad esempio consideriamo la variabile aleatoriaξ che restituisce il
numero di successi in una serie diN prove bernoulliane con probabilità di
successop e probabilit̀a di insuccessoq = 1− p, possiamo calcolare la pro-
babilità di ottenere un numero di successi compreso tran edm utilizzando
la distribuzione di Bernoulli mediante la seguente formula

P(n ≤ ξ ≤ m) =
m∑
k=n

(
N

k

)
pkqn−k

È subito evidente che, sem− n è grande noǹe facile portare a termine
il calcolo; per ovviare a questo inconveniente possiamo allora utilizzare il
teorema del limite centrale e sostituire alla distribuzione di Bernoulli una
distribuzione Gaussiana.

Procederemo considerandoξ come la somma diN variabili Bernoullia-
neξi

ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ....+ ξN

che assumono ciascuna valori0 con probabilit̀a q ed1 con probabilit̀ap.
La media di ciascuna delleξi sar̀a µ = p e la loro varianza sarà σ =√

pq, pertanto

P(n ≤ ξ m) = P(n ≤ ξ1 + ξ2 + ξ3 + ....+ ξN ≤ m) ≈

≈ 1√
2π

∫ m−Np√
N
√

pq

n−Np√
N
√

pq

e−x
2/2dx = G(

m−Np√
N
√
pq

)−G(
n−Np√
N
√
pq

)

dove

G(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−x

2/2dx

è la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata i cui
valori si trovano tabulati.

Se ad esempio supponiamo di effettuareN = 100 lanci di una moneta
non truccata per cuip = q = 1/2, possiamo valutare la probabilità che si
abbiano un numero di Teste compreso tran = 45 em = 55 mediante la

P(45 ≤ ξ ≤ 55) ≈ G(
55− 50√
100
√

1/4
)−G(

45− 50√
100
√

1/4
) =

G(1)−G(−1) ≈ 0.68

Abbiamo visto che, se la moneta nonè truccata, su100 lanci possia-
mo aspettarci un numero di successi compreso tra45 e 55 con probabilit̀a
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del 68% e quindi potremo dire che la probabilità che i successi non siano
compresi tra45 e55 è del32%.

Per verificare se la monetaè truccata con un livello di significatività del
32% potremmo allora effetture una serie di lanci e rifiutare l’ipotesi della
moneta non truccata se otteniamo un numero di successi maggiore di55 o
minore di45.

Qualora volessimo una maggiore precisione , ad esempio del60% do-
vremmo avere

G(
m−Np√
N
√
pq

)−G(
n−Np√
N
√
pq

) = .40

e quindi dovrebbe risultare

G(
m−Np√
N
√
pq

) = .5 + .2 = .7 e G(
n−Np√
N
√
pq

) = .5− .2 = .3

da cui
m−Np√
N
√
pq

= .53 e
m−Np√
N
√
pq

= −.53

Se ne ricava che

m = 50 + 5 ∗ (.53) ≈ 52 n = 50− 5 ∗ (.53) ≈ 48





CAPITOLO 31

REGRESSIONE LINEARE: LA RETTA DEI MINIMI
QUADRATI

Siano assegnaten coppie di dati (punti di R2)

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

e si consideri il problema di determinare l’equazione di una retta

y = ax+ b

in corrispondenza della quale risulti minima la quantità

ε(a, b) =
n∑
i=1

(yi − axi − b)2

ε(a, b) è una funzione convessa della variabili(a, b) che tende a+∞ per
(a, b) → ∞ e pertanto ammette uno ed un solo punto di minimo assoluto
che si pùo trovare annullando∇ε.

Per risolvere il problema dovremo pertanto risolvere il sistema definito
dalle equazioni{

∂ε
∂a

=
∑n

i=1−2(yi − axi − b)xi = 0
∂ε
∂b

=
∑n

i=1−2(yi − axi − b) = 0

Ne viene che{∑n
i=1 xiyi − a

∑n
i=1 x

2
i − b

∑n
i=1 xi = 0∑n

i=1 yi − a
∑n

i=1 xi − b
∑n

i=1 1 = 0

ovvero

(31.1)

{∑n
i=1 xiyi = a

∑n
i=1 x

2
i + b

∑n
i=1 xi∑n

i=1 yi = a
∑n

i=1 xi + nb

Dalla seconda delle31.1si pùo vedere che

nb =
n∑
i=1

yi − a
n∑
i=1

xi

303
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ed anche

b =

∑n
i=1 yi
n

− a

∑n
i=1 xi
n

= ȳ − ax̄

dove

x̄ =

∑n
i=1 xi
n

, ȳ =

∑n
i=1 yi
n

indicano la media dei valorixi edyi, rispettivamente.
Dalla prima delle31.1si pùo invece ottenere che

n∑
i=1

xiyi = a
n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi =

= a
n∑
i=1

x2
i +

n∑
i=1

xi

(∑n
i=1 yi
n

− a

∑n
i=1 xi
n

)
e

n∑
i=1

xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n

= a

(
n∑
i=1

x2
i −

(
∑n

i=1 xi)
2

n

)

n
n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi = a

n n∑
i=1

x2
i −

(
n∑
i=1

xi

)2


ed infine

a =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

Inoltre

nb =
n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

xi

(
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

)
=

=
1

n (
∑n

i=1 xi)
2 − (

∑n
i=1 xi)

2

n n∑
i=1

x2
i

n∑
i=1

yi −

(
n∑
i=1

xi

)2 n∑
i=1

yi

−n
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xiyi +

(
n∑
i=1

xi

)2 n∑
i=1

yi


e se ne conclude che

b =
n
∑n

i=1 x
2
i

∑n
i=1 yi − n

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xiyi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
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Ora, tenendo conto che

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =

=
n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

x̄yi −
n∑
i=1

xiȳ +
n∑
i=1

x̄ȳ =

=
n∑
i=1

xiyi − nx̄ȳ − nx̄ȳ + nx̄ȳ =

=
n∑
i=1

xiyi − nx̄ȳ =
n∑
i=1

xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n

e che

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
n∑
i=1

x2
i − 2

n∑
i=1

x̄xi +
n∑
i=1

x̄2 =

=
n∑
i=1

x2
i − 2nx̄2 + nx̄2 =

n∑
i=1

x2
i − nx̄2

si ricava che∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
=

=
1

n

n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi∑n
i=1 x

2
i − nx̄2

=

=
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x
2
i − n2

(∑n
i=1 xi

n

)2 = a

Pertanto possiamo esprimerea e b mediante le seguenti formule

(31.2)


a =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

ȳ = ax̄+ b

La prima delle due uguaglianze premette di concludere chea è invarian-
te rispetto alla traslazione degli assi: cioè usandox− x0 edy − y0 in luogo
di x edy il valore dia non cambia.

La stessa trasformazione cambia invece il valore dib, come si vede dalla
seconda uguaglianza da cui si vede anche che la retta di regressione passa
per il punto di coordinate(x̄, ȳ) cheè il baricentro dei dati.
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Possiamo anche osservare che a meno di operare una traslazione dei dati
riportando l’origine degli assi nel baricentro(x̄, ȳ), possiamo supporre che

(31.3)


a =

n∑
i=1

xiyi

n∑
i=1

x2
i

b = 0

Ora, siano

• s2
x la varianza dei datixi

s2
x =

∑n
i=1(xi − x̄)2

n

• s2
y la varianza dei datiyi

s2
y =

∑n
i=1(yi − ȳ)2

n

• sxy la covarianza dei dati(xi, yi)

sxy =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)

n

Possiamo scrivere la retta di regressione nella forma

y − ȳ =
sxy
s2
x

(x− x̄)

e se invertiamo il ruolo dix e diy l’equazione diventa

x− x̄ =
sxy
s2
y

(y − ȳ)

Possiamo misurare la correlazione tra i dati utilizzando il coefficiente
definito da

(31.4) r =
sxy
sxsy

mediante il quale le equazioni delle due rette prima introdotte diventano

y − ȳ

sy
= r

x− x̄

sx
e

r
y − ȳ

sy
=
x− x̄

sx
Chiaramente le due rette coincidono soltanto nel caso in cui

r2 = 1 cioè r = ±1
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e il fatto che questo accadaè indice della correlazione dei dati cioè del fatto
che i dati si trovano su una retta.

È ragionevole quindi stimare la maggiore o minore correlazione tra i dati
confrontandor2 con1: più r2 è vicino ad1 e più i dati sono da considerarsi
linearmente correlati.

Possiamo inoltre misurare la dispersione dei dati attorno alla retta di
regressione mediante la

Sy,x =

√∑n
i=1(yi − ysi )

2

n

dove

ysi = axi + b

Pertanto

S2
y,x =

∑n
i=1(yi − axi − b)2

n
=

n∑
i=1

(y2
i + a2x2

i + b2 − 2axiyi − 2byi + 2abxi) =

=
n∑
i=1

y2
i + a2

n∑
i=1

x2
i + nb2 − 2a

n∑
i=1

xiyi − 2b
n∑
i=1

yi + 2ab
n∑
i=1

xi) =

e per la definizione dia e b

=
n∑
i=1

y2
i+a

2

[
1

a

(
n∑
i=1

xiyi − b
n∑
i=1

xi

)]
+ nb2−

− 2a
n∑
i=1

xiyi − 2b
n∑
i=1

yi + 2ab

[
1

a

(
n∑
i=1

yi − nb

)]
=

=
n∑
i=1

y2
i + a

n∑
i=1

xiyi − ab
n∑
i=1

xi + nb2−

− 2a
n∑
i=1

xiyi − 2b
n∑
i=1

yi + 2b
n∑
i=1

yi − 2nb2 =

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − ab

n∑
i=1

xi − nb2 =

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − b

(
a

n∑
i=1

xi + nb

)
=

e ancora per la definizione dia e b

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − b

n∑
i=1

yi
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Quindi

S2
y,x =

n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − b
n∑
i=1

yi

Si pùo d’altro canto verificare che

n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − b

n∑
i=1

yi =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − a

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

infatti

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − a
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =

=
n∑
i=1

y2
i − 2ȳ

n∑
i=1

yi + nȳ2 − a
n∑
i=1

xiyi + a
n∑
i=1

xiyi+

+ a
n∑
i=1

x̄yi − a
n∑
i=1

x̄ȳ =

=
n∑
i=1

y2
i − 2nȳ2 + nȳ2 − a

n∑
i=1

xiyi + anx̄ȳ + anx̄ȳ − anx̄ȳ =

=
n∑
i=1

y2
i − nȳ2 − a

n∑
i=1

xiyi + anx̄ȳ =

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi + nȳ(ȳ − ax̄) =

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi + nȳb =

=
n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi + b
n∑
i=1

yi

Le precedenti considerazioni permettono quindi di affermare che

S2
y,x =

n∑
i=1

y2
i − a

n∑
i=1

xiyi − b

n∑
i=1

yi =

=
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − a

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =

=
ns2

y − ansxy

n
= s2

y − asxy
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e dal momento chea = sxy

sx

= s2
y

(
1− sxy

s2
y

)
= s2

y

(
1−

s2
xy

s2
xs

2
y

)
=

s2
y

(
1− r2

)
Ne viene quindi che

Sy,x
s2
y

= (1− r2)

e

r2 = 1−
∑n

i=1(yi − ysi )
2∑n

i=1(yi − ȳ)2

D’altro canto

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑
i=1

(yi − ysi + ysi − ȳ)2 =

=
n∑
i=1

(yi − ysi )
2 +

n∑
i=1

(ysi − ȳ)2 + 2
n∑
i=1

(yi − ysi )(y
s
i − ȳ)

Poich̀e valgono le equazioni normali31.1che definisconoa e b

n∑
i=1

(yi − ysi )(y
s
i − ȳ) =

n∑
i=1

(yi − axi − b)(axi + b− ȳ) =

= (b− ȳ)
n∑
i=1

(yi − axi − b) + a

n∑
i=1

xi(yi − axi − b)

= (b− ȳ)

(
n∑
i=1

yi − a

n∑
i=1

xi − nb

)
+ a

[
n∑
i=1

xiyi − a

n∑
i=1

x2
i − b

n∑
i=1

xi

]
= 0

avremo

r2 = 1−
∑n

i=1(yi − ysi )
2∑n

i=1(yi − ȳ)2
=

∑n
i=1(yi − ȳ)2 −

∑n
i=1(yi − ysi )

2∑n
i=1(yi − ȳ)2

=

=

∑n
i=1(y

s
i − ȳ)2∑n

i=1(yi − ȳ)2
=

Variazione spiegata
Variazione totale
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Possiamo anche calcolare, dalla31.4, che

r =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi√(
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
)(

n
∑n

i=1 y
2
i − (

∑n
i=1 yi)

2
) =

=
xy − x̄ȳ√(

x2 − x̄2)(y2 − ȳ2
) =

=
n
∑n

i=1 x
′
iy
′
i −
∑n

i=1 x
′
i

∑n
i=1 y

′
i√(

n
∑n

i=1 x
′
i
2 − (

∑n
i=1 x

′
i)

2
)(

n
∑n

i=1 y
′
i
2 − (

∑n
i=1 y

′
i)

2
) =

=

∑n
i=1 x

′
iy
′
i√

(
∑n

i=1 x
′
i
2)(
∑n

i=1 y
′
i
2)



CAPITOLO 32

ANALISI DEI COMPONENTI PRINCIPALI.

Quando si esaminano i dati statistici relativi ad un elevato numero di ca-
ratteristiche di una popolazioneè opportuno considerare i dati in un sistema
di riferimento che ne metta in evidenza le caratteristiche salienti.

Supponiamo ad esempio di campionare una funzionef su un intervallo
[a, b]; dividiamo ciòe l’intervallo in2n− 1 parti uguali ed indichiamo con

a = t1, t2, ...., t2n = b

i punti mediante i quali tale suddivisioneè operata.
Consideriamo poin coppie di dati ottenute come segue

P1 = (f(t1), f(t2)) , P2 = (f(t3), f(t4)) , .... , Pn = (f(t2n−1), f(t2n))

È ragionevole che, se la funzioneè continua, ci siano piccole differenze
tra ascissa e ordinata di ognuno dei puntiPk e pertanto essi tenderanno a
disporsi lungo la bisettrice primi-terzo quadrantey = x.

Quindi potremo ottenere una rappresentazione più significativa dei dati
se useremo come assi coordinati le bisettriciy = x ed y = −x, cioè se
opereremo una rotazione di45o degli assi.

Ricordiamo che seP = (x, y) sono le coordinate originali, si opera una
rotazione degli assi applicando una trasformazione lineare la cui matrice di
rappresentazionèe

A =

( √
2

2

√
2

2

−
√

2
2

√
2

2

)
Pertanto

AP1 =

(√
2

2
f(t1) +

√
2

2
f(t2),−

√
2

2
f(t2) +

√
2

2
f(t2)

)

ed è evidente che delle due coordinateè rilevante solo la prima, mentre la
secondàe piccola.

Ne viene che si possono ricostruire i valori originali con sufficiente
precisione anche se le le seconde coordinate dei punti trasformati sono
trascurate.

Per illustrare il metodo occorre premettere qualche considerazione sulle
forme quadratiche,

311
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1. Forme quadratiche ed autovalori.

SiaA una matricen× n e consideriamo la funzione

f(u) = 〈Au, u〉 , u ∈ Rn

f si chiama forma quadratica suRn e si pùo vedere chèe sempre possi-
bile supporre che la matriceA che la individua sia simmetrica.

Infatti, ad esempio pern = 2, se

A1 =

(
a d1

d2 c

)
edu =

(
x
y

)
avremo che

f(u) = 〈A1u, u〉 = ax2 + d1xy + d2yx+ cy2 = ax2 + (d1 + d2)xy + cy2 =

= ax2 + 2bxy + cy2 = 〈Au, u〉

perb = (d1 + d2)/2, da cui

A =

(
a b
b c

)
D’altro canto, seA è una matrice simmetrica possiamo verificare che

〈Au, v〉 = 〈u,Av〉

ed inoltre

f(u+ h) = 〈A(u+ h), (u+ h)〉 = 〈Au, u〉+ 2〈Au, h〉 − 〈Ah, h〉

per cui

f(u+ h)− f(u) = 2〈Au, h〉+ 〈Ah, h〉 = 2〈Au, u〉+ ‖h‖ω(h)

conω funzione infinitesima perh→ 0 (si ricordi che|〈Ah, h〉| ≤ ‖Ah‖‖h‖
edAh→ 0 seh→ 0).

Dalla definizione di differenziale si ottiene allora chef è differenziabile
e che

∇f(u) = 2Au

Come caso particolare, seA = I (la matrice identica) si ha

g(u) = 〈u, u〉 = ‖u‖2 , ∇g(u) = 2u

Consideriamo ora il problema di trovare

max
g(u)−1=0

f(u) = max
‖u‖2−1=0

〈Au, u〉

Per il teorema di Weierstraß, dal momento chef è continua e che‖u‖2−
1 = 0 definisce la superficie della sfera di centro l’origine e raggio1, cheè
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chiusa e limitata, possiamo affermare che il massimo esiste. Siau1 il punto
in cui tale massimòe assunto

〈Au1, u1〉 max
‖u‖2−1=0

〈Au, u〉

‖u1‖2 = 1

D’altro canto, il teorema dei moltiplicatori di Lagrange consente di
affermare che esisteλ1 tale che

∇f(u1) = λ1∇g(u1)

per cui deve essere
Au1 = λ1u1

Dal momento che la precedente equazioneè soddisfatta

• λ1 è un autovalore diA
• u1 è un autovettore diA corrispondente all’autovaloreλ1

Possiamo inoltre osservare che

max
‖u‖2−1=0

〈Au, u〉 = 〈Au1, u1〉 = 〈λ1u1, u1〉 = λ1‖u1‖2 = λ1

per cuiλ1 è il valore massimo assunto da〈Au, u〉 sulla sfera‖u‖2 = 1
Consideriamo ora lo spazio vettorialeV1 generato dau1

V1 = {λu1 : λ ∈ R}

e lo spazioV ⊥
1 ortogonale aV1

V ⊥
1 = {v ∈ Rn : 〈v, u1〉 = 0 }

V ⊥
1 è uno spazio vettoriale(n−1)-dimensionale e la matriceA definisce

una forma quadraticaf1 suV ⊥
1 in quanto

per ogniv ∈ V ⊥
1 si ha

〈Av, u1〉 = 〈v, Au1〉 = 〈v, λ1u1〉 = 0

eAv ∈ V ⊥
1

Se ora ripetiamo il procedimento perf1 su V ⊥
1 possiamo provare un

nuovo autovaloreλ2 ed un nuovo autovettoreu2 con le stesse caratteristiche
di λ1 eu1.

Chiaramente si pùo iterare fino a trovare:

• n autovaloriλ1, λ2, ...., λn decrescenti in valore
• n autovettor1u1, u2, ...., un, uno per ogni autovettore, che risultano

ortogonali tra loro.

Gli autovettoriu1, u2, ...., un formano quindi una base ortonormale con
la caratteristica che lungo il primo asse si trova il punto di massimo della
forma quadratica〈Au, u〉 sulla sfera unitaria inR2, lungo il secondo asse si
trova il massimo della forma quadratica〈Au, u〉 sulla sfera unitaria inV ⊥

1 e
cos̀ı via fino all’n−esimo asse.
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2. L’applicazione all’analisi delle componenti principali.

Torniamo ora ai nostri datiPk = (u1
k, u

2
k, ...., u

n
k) ∈ Rn e cerchiamo di

individuare una combinazione lineare delle componenti

Qk = α1u
1
k + α2u

2
k + .....+ αnu

n
k

in modo che la varianza diQk sia massima ( massima significatività della
variabile).

Definiamo

vi = Var(uik)

cij = Cov(uik, u
j
k)

la varianza delle singole componenti e la covarianza delle componenti a due
a due e siaR la matrice di covarianzadei dati definita mediante la

R =


v1 c12 c13 · · · c1n
c21 v2 c23 · · · c2n

· · · · · · · · · . .. · · ·
cn1 cn2 cn3 · · · vn


Possiamo allora verificare che

Var(Qk) = 〈Ra, a〉
dove

a = (α1, α2, ....., αn)

Var(Qk) è quindi una forma quadratica cui possiamo applicare il meto-
do visto nella precedente sezione e mediante tale metodo possiamo indivi-
duare in ordine decrescente di significatività le componenti dei dati.

2.1. Un esempio.Per illustrare gli effetti del metodo consideriamo i
punti del grafico disin(t) nell’intervallo [0, 2π]; suddividiamo l’intervallo
in 199 parti uguali, in modo da individuare200 punti in [0, 2π] e calcoliamo
i valori assunti dasin(t) in tali punti.

Le seguenti istruzioni di Matlab producono come risultato un vettoret
che contiene i200 punti in [0, 2π], ed i vettorix edy che contengono i valori
assunti dasin(6t) nei punti pari e dispari rispettivamente

clear all;
step=2*pi/199;
t=0:step:2*pi;
xx=0:2*step: 2*pi;
yy=step:2*step: 2*pi;
x=sin(6*xx);
y=sin(6*yy);
Possiamo esaminare nel piano la distribuzione dei punti di coordinate

(x(k), y(k)) conk = 1, .., 100 mediante le seguenti istruzioni
figure(1)
plot(x,y,’+’);
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axis([-2 2 -2 2]);
che producono la seguente figura32.1

FIGURA 32.1.

Le istruzioni
R=cov(x,y);
[V,D]=eig(R)
calcolano la matrice di covarianzaR e le matriciV eD , doveV è la

matrice le cui colonne sono gli autovettori diR eD è una matrice diagonale
con gli autovalori sulla diagonale principale; in altre paroleV è la matrice
tale che

V R = RD cioè tale che V −1RV = D

La matriceV pertantoè la matrice di passaggio dal sistema di coordinate
originale a quello individuato dagli autovalori diR.

Poich̀e ci interessa tener conto della componente relativa al massimo au-
tovalore, di assicuriamo anche che l’autovalore più grande sia in posizione
(1, 1) mediante le istruzioni

if D(1,1)>D(2,2)
vv=V(:,1);
V(:,1)=V(:,2);
V(:,2)=vv;
end
La matriceV , quindi, pùo essere usata per effettuare un cambio di base

che metta in evidenza le componenti principali.
Le seguenti istruzioni
tr=[x(:),y(:)]*V;
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tr1=tr(:,1);
tr2=tr(:,2);
figure(2)
plot(tr1,tr2,’r+’)
axis([-2 2 -2 2]);

FIGURA 32.2.

Calcolano i trasformatitr1, tr2 dei punti(x, y) e li mostrano rispetto ad
una coppia di assi ortogonali coincidenti con gli autovettori diR (si veda la
figura32.2).

Le successive istruzioni:
rtr=[tr1(:),tr2(:)]*inv(V);
rtr1=rtr(:,1);
rtr2=rtr(:,2);
figure(3)
plot(rtr1,rtr2,’g+’)
axis([-2 2 -2 2]);
mostrano come applicando la trasformazione inversa i dati possano es-

sere recuperati (si veda la figura32.4.1).
Ora, possiamo osservare che la variazione della seconda componente

dei dati trasformatìe trascurabile rispetto alla prima, per cui, se la trascu-
riamo e applichiamo la trasformazione inversa ai dati privati di tale com-
ponente, otteniamo nuovi punti che differiscono di poco da quelli originali;
possiamo operare usando le seguenti istruzioni:

nu=zeros(size(tr2));
ntr=[nu(:),tr2(:)]*inv(V);
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FIGURA 32.3.

ntr1=ntr(:,1);
ntr2=ntr(:,2);
figure(4)
plot(ntr1,ntr2,’rx’,rtr1,rtr2,’g+’)
axis([-2 2 -2 2]);
che forniscono anche una immagine dei nuovi punti come indicato in

figura32.4.1ed un confronto con i punti originali32.4.2.

32.4.1. 32.4.2.

FIGURA 32.4.

È interessante ora osservare come dai punti originali e da quelli privati
della componente meno significativa si possa ricostruire la funzionesin(6t)
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Le seguenti istruzioni
z=zeros(1,200);
zt=zeros(1,200);
for k=0:99
zt(2*k+1)=x(k+1);
end
for k=1:100
zt(2*k)=y(k);
end
for k=0:99
z(2*k+1)=ntr2(k+1);
end
for k=1:100
z(2*k)=ntr1(k);
end
figure(5)
plot(t,z)
figure(6)
plot(t,zt)
producono i due grafici riportati in figura32.5, il primo dei quali ripor-

ta la funzionesin(t) ricostruita congiungendo con segmenti di retta i200
punti originali, mentre la seconda riporta il grafico disin(6t) ricostruito a
partire dai punti ottenuti applicando la trasformazione inversa ai punti prima
trasformati e poi privati della seconda componente.

32.5.1. 32.5.2.

FIGURA 32.5.

Come si vedèe evidente che la componente trascurata non ha peggio-
rato di molto il grafico, mentre la quantità di dati necessari a ricostruire
l’immagine siè dimezzata.

Questo indica come può essere sviluppato un procedimento che consen-
ta di immagazzinare dati (i punti del grafico della funzione) utilizzando al
meglio le informazioni che contengono.



CAPITOLO 33

Appendice

1. LE FORMULE DI WALLIS E DI STIRLING-DE MOIVRE.

Intendiamo qui provare due formule che sono di grande utilità ed inte-
resse.

La prima, nota come formula del prodotto di Wallis, consente di indivi-
duare una successione di razionali che ha per limiteπ, la seconda, dovuta a
Stirling e De Moivre, consente di valutare, con notevole precisione, n!.

cominciamo con l’osservare che la definizione di fattoriale consente si
affermare che

Si ha

(2n)!! = 2nn! , (2n− 1)!! =
(2n)!

2nn!

Possiamo provare il seguente teorema

TEOREMA 33.1. -Wallis - Posto

wn =
((2n)!!)2

((2n− 1)!!)2(2n+ 1)

si ha
limwn =

π

2
.

Infatti sia

sn =

∫ π/2

0

(sinx)ndx

si ha

s0 = π/2 , s1 = 1

319
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ed anche

sn =

∫ π/2

0

(sinx)n−1(sinx)dx = −(sinx)n−1 cosx
∣∣π/2
0

+

+

∫ π/2

0

(n− 1)(sin x)n−2(cosx)2dx =

= (n− 1)

∫ π/2

0

((sinx)n−2 − (sinx)n)dx = (n− 1)(sn−2 − sn)

onde

sn =
n− 1

n
sn−2 , n ≥ 2

Pertanto

s2n =
2n− 1

2n
s2n−2 =

2n− 1

2n

2n− 3

2n− 2
s2n−4 =

=
2n− 1

2n

2n− 3

2n− 2
....

1

2
s0 =

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2

Analogamente

s2n+1 =
2n

2n+ 1

2n− 2

2n− 1
....

2

3
s1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Ora, poich́e

0 ≤ sn =

∫ π/2

0

(sinx)ndx ≤ π

2
,

mentre

sn+1 =

∫ π/2

0

(sinx)n+1dx ≤
∫ π/2

0

(sinx)ndx = sn,

si ha che
lim sn = s ∈ R.

Ma, come si verifica facilmente

wn =
s2n+1

s2n

π

2

e pertanto

limwn =
s

s

π

2
=
π

2
Se ora osserviamo che si ha

wn =
(2nn!)2(2nn!)2

((2n)!)2(2n+ 1)

da cui

vn =
(n!)222n

(2n)!
√
n

=

√
wn

(2n+ 1)

n
−→

√
π

possiamo concludere che
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Si ha

(33.1) lim
(n!)222n

(2n)!
√
n

=
√
π

Come conseguenza della precedente formula possiamo provare la For-
mula di Stirling chèe di grande utilit̀a per approssimare i valori del fatto-
riale.

Formula di Stirling-De Moivre
Si ha

lim
nne−n

√
2πn

n!
= 1

da cui
n! = nne−n

√
2πn θn , con lim θn = 1 .

La verifica della formula di Stirling procede come di seguito illustrato.
consideriamo la funzione1/x sull’intervallo [n, n + 1]; la figura33.1

mostra come sia vera la disuguaglianza

2

2n+ 1
=

1

n+ 1/2
≤
∫ n+1

n

dx

x
= ln

(
1 +

1

n

)
.

Ne segue che
1 ≤ (n+ 1/2) ln(1 + 1/n)

ed

e ≤
(

1 +
1

n

)n+1/2

.

Tenendo conto cheln è una funzione concava, si ottiene,

1 + (ln 2 + ln 3 + ...+ ln(n− 1)) +
1

2
lnn ≥

≥
∫ 3/2

1

lnxdx+

∫ n−1/2

3/2

lnxdx+

∫ n

n−1/2

lnxdx =

=

∫ n

1

lnxdx = n lnn− n+ 1 =

= ln(nne−n) + 1

da cui

ln

(
n!√
n

)
≥ ln(nne−n)
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33.1.1.
∫ n+1

n
1
xdx 33.1.2.

∫ n+1

n
1

n+1/2dx = 1
n+1/2

33.1.3. Area(A) = Area(B) 33.1.4. Area(C) > Area(A) =
Area(B) > Area(D)

FIGURA 33.1. Grafici di funzioni di due variabili

0 ≤ un =
nne−n

√
n

n!
≤ 1.

Pertantoun è limitata e possiamo di più provare chèe crescente, verifi-
cando cheun+1/un ≥ 1 . Si ha infatti

un+1

un
=

(n+ 1)n+1e−n−1
√
n+ 1

(n+ 1)!

n!

nne−n
√
n

=
1

e

(
1 +

1

n

)n+1/2

≥ 1.

Possiamo a questo punto affermare che

un → u ∈ R

e ne consegue che
u2
n

u2n

→ u.

Ma
u2
n

u2n

=
n2ne−2nn

(n!)2

(2n)!

(2n)2ne−2n
√

2n
=

(2n)!
√
n

(n!)222n

1√
2
.
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Da cui, per la33.1

u = lim
u2
n

u2n

= lim
1

vn
√

2
=

1√
2π

e si conclude che
nne−n

√
n

n!
−→ 1√

2π
Possiamo anche osservare che,

∀n ∈ N

.367879 ≤ 1

e
= u1 ≤ un ≤ limun =

1√
2π

≤ .398943





Elenco delle figure

2.1 Costruzione della somma di due numeri reali 12

2.2 Costruzione del prodotto di due numeri reali 12

2.3 Sistema di riferimento Cartesiano 25

4.1 Potenze ad esponente naturale 35

4.2 Radici ad esponente naturale 35

4.3 Potenze ad esponente negativo 36

4.4 Potenze ad esponente positivo 38

4.5 Potenze ad esponente reale 40

4.6 Esponenziali di basea > 1 41

4.7 Esponenziali di basea, 0 < a < 1 42

4.8 Esponenziali 42

4.9 Logaritmi in base maggiore di1 43

4.10 Logaritmi in base minore di1 44

4.11 Logaritmi 45

4.12 Una poligonale inscritta 45

4.13 Definizione di radiante 46

4.14 Definizione disin e cos 47

4.15 Grafico della funzionesin 47

4.16 grafico della funzionecos 48

4.17 grafico della funzionetan 49

4.18 Grafico della funzionearcsin 49

4.19 Grafico della funzionearccos 50

4.20 Grafico della funzionearctan 51

4.21 Grafico della funzionearctan(tan) 52

4.22 grafico della funzionearcsin(sin) 52

4.23 Grafico della funzionearccos(cos) 53

14.1 119

14.2 120

14.3 120

14.4 122

325



326 ELENCO DELLE FIGURE

14.5 123

14.6 124

14.7 125

14.8 126

17.1 137

17.2 Confronto tra somme superiori e somme inferiori 139

17.3 Confronto traU(f, Pn)−L(f, Pn) eU(f, Pε)−L(f, Pε)143

17.4 Integrabilit̀a delle funzioni monotone 146

18.1 Grafico dif(x) 159

18.2 Grafico dig(x) 160

19.1 Un punto materiale soggetto alla gravità 163
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Capitolo 10. I TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY. 95

Capitolo 11. LA REGOLA DI DE L’HÔPITAL 99
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