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CAPITOLO 1

UN PO’ DI LOGICA

Diciamo proposizione una affermazione di cui siamo in grado di stabi-
lire see vera ce falsa.

Indichiamo con lettere maiuscole le proposizioni e scriviamoP |,
leggendoc tale cheP & verag sec € un elemento in corrispondenza del
guale la proposizion® e vera.

Assegnata una proposiziofesi pud costruire una nuova proposizione,
che definiamo negazione & ed indichiamo comot P, come la proposi-
zione chee vera seP e falsa eck falsa seP e vera.

Si pw identificare la proposizioneot P anche mediante una tabella,
detta tabella di verit, che elenca in corrispondenza dei due casi possibili la
verita o la falsif della proposizione in questione:

Pl notP
1 0
0 1
TABELLA 1.1

E inoltre necessario definire nuove proposizioni che dipendono da una
0 piu proposizioni note.
Assegnate due proposiziofie (),
e (P and(Q) e vera se&” e () sono entrambe vere

e (P or() e vera se almeno una tfae () e vera
e (P xor Q) e vera se una ed una sola ffae () e vera.

Le corrispondenti tabelle di veéitpossono essere raggruppate nella se-
guente:

P|Q|notP |not@ | Pand@ | Por@ | P xor@

111 O 0 1 1 0

01 1 0 0 1 1

1(0] O 1 0 1 1

0|0 1 1 0 0 0
TABELLA 1.2

E immediato verificare che proposiziofexor () € vera o falsa a secon-
da che sia vera o falsa la proposizione

(P and (not @)) or (Qand (not P))

come si po verificare dalla tabella.2
3
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Possiamo anche verificare come not interagisce con and e or mediante
la tabelld..3

P|Q|notP | notQ | PandQ | Por(@ | not(P and@®) || not (P or Q)
171, O 0 1 1 0 0
0|1 1 0 0 1 1 0
110, O 1 0 1 1 0
00 1 1 0 0 1 1

TABELLA 1.3

Dalla tabellal.3 possiamo verificare che

e (not(P and ())) € veratutte e sole le volte cRerera((not P) or (not Q)))
e (not(P or (QY)) & veratutte e sole le volte ckevera((not P) and (not Q))

Si pw inoltre affermare che le seguenti affermazioni sono sempre vere
e (P or (notP)) (legge del terzo escluso)
e (not(P and (notP))) (legge di non contraddizione)
Assegnate due proposiziofl e () si possono inoltre costruire le se-
guenti proposizioni
P=Q), (P=Q), (PeQ)
che leggiamo, rispettivament® ‘implica @Q’, * P € implicato da@’, ‘ P e
equivalente &)’ e che sono identificate come segue

e (P = Q) significa che) e vera ogni volta ch& e vera;
e (P < Q) significa cheP e vera ogni volta ché e vera;
e (P < Q) significa cheP e vera tutte e sole le volte in c@i e vera.

In altre parole(P = @) significa che o nor veraP oppure, s’ e
vera, allorae vera anché€); in simboli:
(1.1) (P = Q) < ((not P)orQ)

Possiamo verificare dalla tabellad che due proposizioni sono equiva-
lenti se assumono gli stessi valori nella loro tabella di @egice se sono
entrambe vere o entrambe false.

PlOIP=Q|P=Q|P=0Q
1)1 1 1 1
01| 1 0 0
10 0 1 0
0/0| 1 1 1
TABELLA 1.4

Per convincerci che la definizione di implicazione corrisponde a cri-
teri di senso comune& opportuno mettere in evidenza la negazione della
proposizione P = ); avremo che

(1.2)
not(P = )) se e solo se not((not P)or@) se e solo se (Por(notQ))
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Infatti & chiaro chewot(P = () se accade chg e vera &) e falsa.
La seguente tabella permette di verificare che le due proposizioni con-
tenute inl.2 hanno la stessa tabella di veritice sono equivalenti.

Pl Q|notQ | P= Q| (Pand(notQ)) not (P = Q)

11 0 1 0 0

0|1 0 1 0 0

10 1 0 1 1

0|0 1 1 0 0
TABELLA 1.5

Osserviamo anche
(1.3) (P = Q)< ((not Q) = (not P))
Per cui possiamo aggiungere una colonna alla tatiefla

Pl Q|not@ [notP | P= Q| (not Q)= (not P)
11| O 0 1 1
0O/1| O 1 1 1
110 1 0 0 0
0|0 1 1 1 1

TABELLA 1.6

(PeQ) & (P=Q)and (P < Q))
(P = Q) < ((not Q) = (not P)) < (not(P and (not Q)))

Quest'ultima relazione& nota comeprincipio di dimostrazione per
assurda

Ricordiamo che si suppone noto il concettoidsieme

Usualmente gli insiemi sono identificati da una lettera maiuscola, men-
tre le lettere minuscole, di solito, designano gli elementi di un insieme.

Ricordiamo anche che

e a € A significa chex € un elemento di, « appartiene adl;

e b ¢ A significa cheb noné un elemento di, b non appartiene ad
A.

e seA e uninsiemeg € A e P, € una propriei che dipende da,
tale che cie sia vera per certi valori di e falsa per altri valori di
a, Scriviamo

{a€ A:P,} oppure {a€ A:PF,e&verg

per indicare 'insieme degli elementi ditali che P, & vera.

Occorre infine ricordare che si dice data una relazione binaria su un
insieme A se dati due elementi,b € A € possibile stabilire seé vera o
falsa la proposizionéa € in relazione conb’.

ScriveremauRb e a’Rb per significare che la proposizione in oggeito
rispettivamente vera o falsa.
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Una relazione binaria si dia#i relazione di equivalenzse sono verifi-
cate le seguenti condizioni

o (aRb) = (bRa) (simmetrici&);
e (aRa) (riflessivita);
e ((aRD) and (bRc)) = (aRce) (transitivita).

Unarelazione binariasi dicerelazione d’ordineo ordinamentcse sono
verificate le seguenti condizioni

e (aRa) (antiriflessivig);
e ((aRb) and (bRc)) = (aRc) (transitivita).
SianoA, B due insiemi, diciamo che

(1.4) ACB (BD>A) se (a€ A) = (a€ B)
Diciamo che

(1.5) A=B se(a€A) & (a€B)
Definiamo

A\B={a€ Aanda ¢ B}
Nel caso in cuiB C A l'insieme A\ B si dice anche complementare di
B in A e siindica conB¢ essendo omessa l'indicazione che il complemen-
taree fatto rispetto ad, in quanto sax sempre chiara, quando si Ws¢ale
simbolo, I'identita di A.
Definiamo inoltre
e AUB = {ac€ Aora € B} (A unioneB)
e ANB = {a€ Aanda € B} (A intersezioneB)
e AxB = {(a,b):a € Aandb € B} ( prodotto cartesiano

Si possono provare facilmente propéetel tipo
e AU(BUC) = (AUB)UC
e AN(BNC) = (AnB)NC
e AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
e AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

e (AUB)® = A°N B¢

e (ANB)* = A°U B¢
Le ultime due uguaglianze sono note come formule di De-Morgan.
Indichiamo conz l'insieme vuoto, ci@ I'insieme privo di elementi
Se P e una proposizione ed e un insieme possiamo considerare le

seguenti proposizioni

e ogni elemento dX soddisfaP;

e qualche elemento di soddisfar;

e uno ed un solo elemento di soddisfaP .

Le tre affermazioni di cui sopra si scrivono in simboli
e Vre A : P,
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e dxrec A : P,
e Jlzc A : P,
Osserviamo che le negazioni delle prime due precedenti proposizioni
sono
e dxc A notP,
eVrec A notP,






CAPITOLO 2

| NUMERI REALI

Introduciamo l'insiemeR dei numeri reali per via assiomatica; elen-
chiamo ci@ le propried cui deve soddisfare I'insieme dei numeri reali pre-
scindendo dalla verifica dell’esistenza di un modell®ai dalla costruzio-
ne di tale modello.

A tale proposito ci limitiamo a ricordare che la retta euclidea su cui
siano stati fissati due puntd d 1), sia stato definito il verso positivo e
siano state definite la somma ed il prodotto per via geometrica, costituisce
un buon modello dei numeri reali.

Diciamo che sono assegnati i numeri reali, che indicheremdcce:

e € assegnato un insierie
e SONO assegnate due leggi, che chiamiamo somma o addizione e
prodotto o moltiplicazione e che indichiamo caen e - rispettiva-
mente, ciascuna delle quali associa ad ogni coppia) € R x R
un elemento dR che indicheremo con+y edz -y rispettivamente
(in realta useremo semprey; in luogo diz - y)
e € assegnata iR una relazione di equivalenza che indicheremo con
il simbolo = (rispetto alla quale esistonoalmeno due elementi
distinti)
e € assegnata iR una relazione d’ordine che indicheremo con
valgono le seguenti propreeper ogniz, y, 2z € R :
Dr+y=y+ux
(proprie commutativa dell’addizione)
Q) (z4+y)+z=2+(y+2)
(propriet associativa dell’addizione)
(3) esisted € R tale cher + 6 = z, per ogniz € R
(esistenza di un elemento neutro rispetto all’addizione)
e I'elemento neutro rispetto alla somngaunico inR
infatti sez, 2/ sono due elementi neutri rispetto alla somma si
ha

r=z4+7 = 4+z2=7
e sara indicato d’ora innanzi con 0
(4) vy = yz
(propried commutativa della moltiplicazione)
(5) (zy)z = z(y2)
(proprieta associativa della moltiplicazione)
(6) esiste¢ € R tale chex( = = per ognix € R

9
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(esistenza di un elemento neutro rispetto alla moltiplicazione)
e I'elemento neutro rispetto al prodott® unico inR Sew, u’
sono due elementi neutri rispetto al prodotto si ha

u=uu =u
e sara indicato d’'ora innanzi con 1
(7)) z(y+2) =ay+ 22

(proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addi-
zione)

(8) e vera una ed una sola delle seguenti affermazioni
r<y r=y
(legge di tricotomia)
(9) sex < yallorar+ 2z <y+ =z
(invarianza dell’'ordine rispetto all’addizione)
(10) sex < ye0 < z allorazz < yz

(invarianza dell’ordine rispetto alla moltiplicazione per elemen-
ti positivi)
(11) Per ogniz € R esister’ € R tale cher’ +x =0
(esistenza dell'inverso rispetto all'addizione)
e per ognixz € R l'inverso di x rispetto alla somma unico,
infatti sianoz’, 2" tali chex’ + x = 2” + x = 0 allora si ha
¥ +x+a2 =2"+x+ 2 enesegue che = x”
e verra indicato solitamente con—z
(12) per ogniz € R\{0} esister” € R tale chex”z = 1
(esistenza dell'inverso rispetto alla moltiplicazione)
e per ogniz € R\{0} l'inverso dix rispetto al prodotte unico
Sianox’, 2" tali chex’x = 2”2 = 1 sihax/za’ = 2"z2’ e ne
seguer’ = 2"
e verraindicato solitamente conl /z o conz ™!
(13) PerogniA, B C R, A, B # @ tali che

) y<x

a<b Yae A, Vbe B
esistec € R tale che

(2.1) a<c<b Vac A, VYbeB
(esistenza di un elemento separatore).

Sexz,y € R scriveremar > y in luogo diy < = e converremo di usare
il simboloz < yse(z=y)or(z<y).

Ricordiamo inoltre che in caso dijpbperazioni in sequenza, se non vi
sono parentesi, per convenzione il prodotto ha paattlla somma.
Passiamo ora a provare alcune fondamentali pr@pdet numeri reali.

TEOREMA 2.1. - proprieta dei numeri reali - Valgono i seguenti fatti:

1) Vz,y,z € R 2+ 2=y + 2 < z = y (legge di cancellazione
rispetto alla somma)
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(2) Vr,y,z€e R, 2#0, xz = yz < x =y (legge di cancellazione
rispetto al prodotto)
3)2z0=0, VzeR
4 (—(—z)) ==z, VxekR
(6) (=) +(—=y) = —(z+y), Vo,yekR
6) (—x)y = —zy, Vo,yeR
(7) (=2)(~y) =2y, Vr,yeR
(8) zy = 0 se e solosgxz =0) or (y =0)
9) (zy)t =27y !, Va,y e R\{0}
(20) z > O implica—z < 0
(11) zz > 0, Vz € R\{0}
(12) 1#0
13)1>0
(14) z > Oimplicaz™! >0, VzreR

DIMOSTRAZIONE.
(1) Siaz' tale chez + 2’ = 0 allora

r=(x+2)+2=@W+2)+2 =y
(2) Siaz’ tale chezz’ =1 allora

r=(22)2 = (y2)2' =y
(3) 20 =2 (0+0) = 20 + 20 da cuiz0 = 0 .
(4) (—z) +x=0dacui—(—x)==x.
B)z+y+(—z)+(—y)=0dacui—(z+y) = (—x)+ (—y) .
6) (—x)y +xy = (—x +x)y = 0onde(—z)y = —xy .
(7) (—=2)(—y) + (—zy) = (—2)(~y) + (—2)y = (—2)(—y +y) = 0.
(8) Siaxy = 0, se fossey # 0 si avrebber = zyy=t = 0.
(9) (zy)z~ty~t =1.
(10) Sex > 0allorab =2 -z >0—z = —=x.
(11) Sex > O allorazz > 0 mentre ser < 0 si hazzx = (—z)(—z) >
0.

(12) Se fossd = 0 siavrebbe,perognic R,z =21=20=0.

(13)1=1-1>0.

(14) Sex > 0ex"! < Oalloral = zz~! < 0.

O

Possiamo ora costruire un modelloRlidentificando gli elementi dR
con i punti di una retta euclidea su @ifissato un punt6 ed un puntadl.

Si dice positivo il verso di percorrenza @ad1 e si dice altrespositivo
un punto (elemento @) che sta dalla stessa partd dispetto & e negativo
in caso contrario.

Si definisce somma di due elementedy I'elementox + y individua-
to dal secondo estremo del segmento composto affiancando i segmenti di
estremi0 edz e 0 edy come si vede in figuta

Si definisce il prodotto di due elementied y mediante la costruzione
indicata in figura.
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r+qy

FIGURA 2.1. Costruzione della somma di due numeri reali

TY

FIGURA 2.2. Costruzione del prodotto di due numeri reali

Con le operazioni di somma e di prodotto e la relazione d’ordine in-
trodotte si p dimostrare che le propritrichieste sono verificate e per-
mettono di identificare nella retta euclidea un buon modello dei numeri

reali.

Occorre ora identificare iR I'insiemeN dei numeri naturali, I'insieme

Z dei numeri interi e I'insiemé&) dei numeri razionali.
A questo scopo definiamo il concetto di sottoinsieme induttivid in

DEFINIZIONE 2.1. SiaE C R, diciamo cheF & un insieme induttivo

se soddisfa le due seguenti propéet
1) 1ekFE
2zeF = x+1€FE
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Osserviamo che esistono certamente insiemi induttivi in quanto, ad esem-
pio, R stessa un insieme induttivog pure utile osservare che anche

{reR :x>1}
€ un insieme induttivo.

DEFINIZIONE 2.2. Sia€& l'insieme degli insiemi induttivi dR; definia-
mo

N = ﬂ E
Ec&

La definizione assicura chg e il piu piccolo sottoinsieme induttivo di
R.

TEOREMA2.2. Ne nonvuoto] € N, 1 <n Vn € N ed inoltre vale la
seguente propriét
seA C N e uninsieme induttivo alloral = N

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che 1 appartiene ad ogni sottoinsieme
induttivo e dal momento chgr € R : x > 1} € un insieme induttivo si ha
chel € N edinoltren > 1 sen € N.

Per provare la seconda affermazione possiamo osservare ¢he se
insieme diN induttivo, allora evidentementé € £ e pertantod D N onde
A=N O

Lultima affermazione del teorema 2.2 € nota come principio di
induzione.

Applicando il principio di induzione all'insieme

B=AU{neN:n<ng}
possiamo dedurre il seguente corollario:

COROLLARIO 2.1. Siang € N, nyg > 1, e supponiamo che sid C N
tale che
Q) noe A
2neA =n+1€A
Allora
AD{neN:n>ng} .

DEFINIZIONE 2.3. Sianom,n € N, m > n, e siaa; € R per ogni
k € N; definiamo

n m+1 m
E ar = an E A = Qm41 T ag
k=n k=n k=n
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n m—+1 m
Hak:an Hak:am+1'Hak
k=n k=n k=n

DEFINIZIONE 2.4. Chiamiamo insieme dei numeri interi I'insieme
Z={a€eR :a=m—-n,mneN}

inoltre diciamo insieme dei numeri razionali I'insieme

1

Q={gqeR :g=mn"=m/n, meZ, necN}.

Non entriamo nel dettaglio delle propreti Z e Q, ricordiamo solo che

Z=(-N)u{0}UN
DEFINIZIONE 2.5. SiaA C R, diciamo cheM € R & un maggiorante

di A se
YVae A, a< M

Diciamo chem € R & un minorante di4 se
YVae A, a>m

Chiamiamo
M(A)={MeR : Yae A, a< M}
m(A)={meR : Vace A, a>m}

In altre parole)M (A) é I'insieme dei maggioranti dit, mentrem(A) &
I'insieme dei minoranti did.
Osserviamo che

M(@)=m(@)=R .

DEFINIZIONE 2.6. SiaA C R, diciamo cheA e un insieme superior-
mente limitato sé//(A) # .

Diciamo cheA & un insieme inferiormente limitato se(A) # @.

Diciamo cheA e limitato seA e sia superiormente che inferiormente
limitato, ciod se tantal/(A) quantom(A) sono non vuoti.

DEFINIZIONE 2.7. Diciamo cheA C R ammette minimo (massimo)|se
esisten € A (M € A) tale chem < a (M > a) per ognia € A
Scriveremo in tal caso

m=minA , M =maxA

Osserviamo che non semmerero che un insieme di numeri reali ammette
minimo o massimo: si consideri ad esempio

A=R oppure A={zeR:0<z<1}
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Osserviamo anche che
min A = m(A)NA , max A = M(A)NA
e che tali insiemi, se non sono vuoti, contengono un solo elemento.

TEOREMA 2.3. SiaA C R, A # @ se A é inferiormente limitato al-
lora m(A) ammette massimo, mentre4& superiormente limitatd/(A)
ammette minimo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che sk e inferiormente
limitato alloram(A) ammette massimo.
Siha
m<a Vm e m(A), Ya e A
e pertanto perla.l
JaoeR taleche m<a<a Vm € m(A), Ya € A
Pertanto si pa affermare che

a = max m(A)

DEFINIZIONE 2.8. SiaA C R, A # @, A inferiormente limitato; defi
niamo estremo inferiore did e lo indichiamo connf A , il massimo del
minoranti di A, definiamo cie@

inf A = max m(A).
Analogamente sd e superiormente limitato definiamo estremo superiore

di A e lo indichiamo corsup A , il minimo dei maggioranti di, definiamg
cioe

sup A = min M(A).
Definiamo inoltre
e inf A = —o0, seA none inferiormente limitato

e sup A = +00, Se A none superiormente limitato
e inf & =400
® SUp & = —00

E importante trovare una caratterizzazione dell’estremo inferiore e del-
I'estremo superiore di un insieme.

TEOREMA 2.4. SiaA C R, A # @, A inferiormente limitato; allora
A = inf A se e solo se valgono le seguenti condizioni:
Q) A<a Vac A
(2) Ve > 0, Jda. € Atalechea. < A\ +¢
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DIMOSTRAZIONE. A = infA < A =maxm(A) & X € m(A)

e

Ve>0, A+ec¢gm(A).

D’altra parte

Aem(A) & A<a Vae A & (1);

mentre

Ve>0 A+edm(A) © Ve>0Tda. €A a. < \+e & (2) O
In maniera analoga si pudimostrare

TEOREMA2.5. SiaA C R, A # @, A superiormente limitato; allora
1 = sup A se e solo se valgono le seguenti condizioni:
QD pu>a Yae A
2)Ve>0da. €A :a.>p—c¢

Dal momento chénf A = —oco esup A = +o0 Se, rispettivamented
none inferiormente, o superiormente limitato,si ha che

TEOREMA2.6. SiaA C R, A # o allora

(1) inf A=—-00 & VEeR da, € Atale chea, < k
(2) sup A=+00 < VkeR da, € Atale cheay, > k

Proviamo a questo punto che l'insieme dei numeri interi@snperior-
mente limitato; proviamo ciéche

TEOREMA2.7. - Principio di Archimede ¥z ¢ Ran€Z : n> =«

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo esistegse R tale che

y>n vVn€Z
alloray € M(Z) e
A=supZ € R
Pertanto, da
A>n VneZ

possiamo dedurre che
A>n+1VneZ

A—1>n Vn € Z

ma cb contraddice il teorema.5
Infatti pere = 1 non esiste alcun € Z tale che\ — 1 < n. O

LEMMA 2.1. Per ogniz € R esisten, € Z tale che
Ng <x<ng,+1.

Inoltre si han, = max{n € Z : n < z}.
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DIMOSTRAZIONE. Definiamo
A={neZ : n<z} .

Evidentemented e superiormente limitato e non vuoto in quanto, per il
teorema2.7, esiste—ny € Z, —nyg > —x; Si pw pertanto affermare che
Ng € a
A=sup A €R
Se per assurdo si avesse che
Vne A siabbian+1e€A

avremmo allora chel D {n € Z : n > ny} e quindi A non potrebbe
risultare limitato.
Quindi ¢ lecito affermare che

esisten, € A, talechen, + 1 ¢ A;
da cui, essendo, e di conseguenza, + 1 interi, si ha
Ng <x<ng+1.

Osserviamo inoltre che, se esistease A, n > n,, Si avrebben >
n,+1>xedn ¢ A. O
E’ pertanto lecito porre:

DEFINIZIONE 2.9. Siaz € R, definiamoE(z), parte intera diz, come
E(z)=max{ne€Z : n<uz}
Osserviamo ché&'(z) & il piu grande intero pi piccolo diz.

DEFINIZIONE 2.10. Siax € R, definiamo|x|, modulo, o valore assoluto, o
norma diz :

T se z >0
(2.2) |z =<0 se x=0
—x Sse z <0

TEOREMA 2.8. Sono verificati i seguenti fattija, =,y € R :

(1) |z =0
2 |z|=0 & z=0
(3) [zy| = [z |y|

@) ]z]<a & —a<z<a
() [z +y| < [z|+y|
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6) [|=| — |yl <z -yl
(7) |z <e Ve>0 <& x=0.

DIMOSTRAZIONE. (1), (2) e (3) seguono immediatamente dalla defini-
zione di modulo; per quel che riguarda la (4) si noti che

|z <a & 0<z<aoppure —a<z<0.
Proviamo ora la (5): per (4) si ha
—lrf<z<|z| e —ly<y<Ilyl.
Pertanto, sommando membro a membro,
—(|z[ + |y]) <z +y < |z| + |yl

e la tesi, riutilizzando la (4).
Per quel che riguarda (6), si ha

2| =z —y+yl <]z —y|+ |y
yl =y —x+z| <|z—yl+ |z ;
perco
—lr —y| < x| = |y| < |z —y|
e, da (4), latesi.

Infine, per quel che riguarda la (7), se fossg 0, si potrebbe scegliere
e tale ched < ¢ < |z]. O

DEFINIZIONE 2.11. Siax € R, definiamo per ogni € N :
=1, 2"=xa"!

x™ si dice potenza ennesima di base
Definiamo inoltre, se: # 0,

x " =1/a" .

TEOREMA 2.9. Sianoz, y € R; per ognin,m € N si ha

(2.3) "t = g™
(2.4) (™)™ =™
(2.5) (o) = 2y
(2.6)

Fin qui abbiamo definito cosa intendiamo per numero reale, naturale,
intero e razionale ma non abbiamo introdotto un simbolismo adeguato.
Abbiamo fino ad ora identificato un numero utilizzando un simbolo, ma
e chiaro che in tal modo possiamo utilizzare contemporaneamente solo po-
chi numeri dato che, per chiarezzanecessario servirsi solo di un piccolo
numero di segni (simboli o cifre) diverss; quindi utile introdurre un siste-
ma di rappresentazione che utilizzi solo un numero piccolo di cifre e sia
in grado di fornire una adeguata rappresentazione dei numeri,anche molto
grandi, che ci interessano.
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Tale tipo di rappresentazione fu introdotta in Europa da Leonardo Pisa-
no, detto Fibonacci, cifiglio di Bonaccio attorno al 1400, ma era impie-
gata dagli arabi gi da molto tempo.

Essa prende il nome di notazione posizionale e si fonda sul seguente
semplice fatto

LEMMA 2.2. Per ognia € N U {0}, e per ognib € N, esistono e sono
unicig,r € NU {0} tali che

(2.7) a=bg+r , r<b
DIMOSTRAZIONE. Postog = E(a/b) siha
g<a/b<qg+1 e bg<a<blg+1)
Pertanto, poste = a — bg sihar e NU {0} e
bg+r=a<bg+b dacui r<b

1. Rappresentazione dei numeri naturali in base b

Sianoag, b € N, ag > b > 1; e definiamo il seguente algoritmo
per ognin € N U {0} indichiamo cona, € ¢, gli unici elementi di
N U {0} (vediil lemma2.2) tali che

(2.8) ap =ani1b+c, , ¢, <b

| numeria,, cos generati soddisfano interessanti progiet

Q) a, #0 = a,1 < a, infatti
e Dal momento che,,,; = E(a,/b) e poicteb > 1

(p41 S an/b < Qpn

(2) Esisten, € N tale chea,,, # 0 eda, 41 =0
e Sea, # 0 implicassen,,.; # 0 avremmo, per il principio di
induzione ches,, # 0 per ognin € N e quindi si avrebbe
allora per il (lemma.?2),

a; <ay—1 essendoa; < ag
ed inoltre si potrebbe affermare che
A <ag—n = Apy1 < ap<ap—n = app1 <ag— (n+1)
Ne verrebbe pertanto, per il principio di induzione, che
a, <ag—n VnéeN

e ci0 none possibile in quanto, per > ay, Si avrebbe:,, < 0
(3) Risulta:

no

ag = Z cpb®.

k=0
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e Siha,

Qo —alb:c(J
a; — asb =
a9 —agb:@

da cui moltiplicando la seconda uguaglianza pela terza
uguaglianza peb® e cos via fino a moltiplicare I'ultima per
b si ottiene
ag — alb = Cp
Cllb — a2b2 = Clb
a2b2 — a3b3 = CQb2

U™ = € O™

e sommando membro a membro si ottiene

e ciod

no

ag = Z cpb”

k=0

E evidente a guesto punto che possiamo identificare in maniera univoca
il numeroa, mediante la sequenza dei numeriche risultano interi positivi
o nulli, minori dib.

In altre parole conveniamo di rappresentare in lasaumeroa, me-
diante l'allineamento ordinato dei numeyj trovati seguendo il procedi-
mento descritto; definiamo @o

7(a0) = CngCng—1Cng—2-+---- C2C1Cp.
Osserviamo esplicitamente che
0<c < b
e che
r(ag) =ay < ap<b
Possiamo verificare che, per comstata costruita
(1) La rappresentazione in basdi un numero naturale unica;
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(2) Ogni allineamento finito di cifre in bage
(7> , 0<a; < b

, k =0,1,...,n9 cOn o, # 0, identifica un numera € N

mediante la
no
a= Z apb”
k=0

Si pw pertanto concludere che ogni numero naturategasere indivi-
duato non appena si dispongadiimboli diversi che chiameremo cifre.

Usualmente si adopera per questo scopo un numero di simboli o cifre
chee pari al numero delle dita delle mani di un uomo; tali simboli sono:

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9

| primi due sono usati per identificare rispettivamente zero (I'elemento
neutro rispetto alla somma) ed uno (I'elemento neutro rispetto al prodotto),
mentre i successivi servono ad indicare i numeri naturali da due a nove
(secondo la terminologia in uso nella lingua italiana). | numeri da dieci in
poi si indicano invece facendo ricorso aigii una cifra.

Naturalmente la scelta della base- 10 none l'unica possibile 8¢ la
sola usata frequentemente.

Oltre alla notazione decimale infatti si fa spesso ricorso alla notazione
binaria, che corrisponde alla scelta= 2 e che fa uso delle sole cifre

0 : 1
alla notazione ottale, che corrisponde alla scekas e usa le cifre
o, 1, 2,3, 4, 5 .6 , 7

e alla notazione esadecimale che corrisponde alla dcelta6 (decimale)
e che fa uso della cifre

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,FE,F

Osservazione. Il ruolo della basé = 2 & diventato basilare in seguito
allo sviluppo degli elaboratori; infatti la memoria di un elaboratme gra-
do di registrare in ogni singola posizione di memoria due stati: attivo e non
attivo, vero e falso] e 0. Pw pertanto in maniera semplice memorizzare
un numero come una sequenza di stati binari.

Le basib = 8 eb = 16 sono di conseguenza importanti in quanto
8 = 23 e16 = 21 e la conversione di base tra numeri binari ottali o esadeci-
mali risulta molto semplice. A titolo di esempio osserviamo che le seguenti
rappresentazioni in bages8 e 16 corrispondono al valore decimalés

11 111 111 1111 1111
3 7 7 F F

TABELLA 2.1
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E anche utile ricordare che la numerazione in bage il vantaggio
di usare poche cifre e quindi di necessitare di semplicissime tabelline di
addizione e di moltiplicazione, mentre ha lo svantaggio di dover usare molte
cifre anche per numeri piccoli.

Al contrario la numerazione in badé ha tabelline di addizione e di
moltiplicazione complicate ma in grado di rappresentare grandi numeri
con poche cifre.

O

Dal momento che si ha

Z =NU{0}U(-N)

possiamo ottenere anche la rappresentazione inba@disgni numero inte-
ro.

Per quanto concerne i numeri reali non interi norasargenerale pos-
sibile identificarli mediante un allineamento finito di cifre, possiamaper
provare che ogni numero reale sigpapprossimare con arbitraria precisione
mediante allineamenti finiti di cifre.

2. Approssimazione dei numeri reali in base b

Anche in questo caso possiamo definire un algoritmoechegrado di
generare una successione, che pssere infinita, di cifre mediante la quale
ogni numero reale puessere approssimato con arbitraria precisione.

Siar e R,z > 0esiabe N, b > 1 definiamo
co = E(x)
cg = E((x—co)b)
e = E((x—co— 2)?)

¢ = E((x— b))

Definiamo inoltre

n

(2.10) To=Y  ob*

k=0
x, Sl chiama approssimazione in bas#i ordinen del numero reale.

Usualmente si scrive

Iy = Cp,C1C2C3..... Cn

oppure

Ip = Cy.C1CC3..... Cn

Sex € R, x < 0 si definisce
Ty = —(—x),

Nel seguito tuttavia faremo sempre riferimento al caso inecui0
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Doz —ax,<b™" , 0<c1 <0
e Infatti osservando che

cn=FE(x—x,1)b") eche z, =z, 1 +c,b"

si ha
n < (x—zp_ )" <c,+1
ed anche
bM<z —wH 1 <"+
da cui

0<z—z,<b™™
Inoltre moltiplicando la precedente disuguaglianzalpeét si
ottiene
0< (z—a,)b" <b
e
cni1 = E((x — 2,)b"h) < b
(2) Si deduce quindi subito che
T > x,

Cio si esprime dicendo che, € una approssimazione per di-
fetto del numero reale. Si vede altreische I'approssimazione
di = pud essere fatta con precisione arbitraria pur di aumentarne
I'ordine. Infatti
(3) Per ognix € R si ha

xr =sup{z, : n € N}
e Abbiamo ga osservato che
T > x,
D’altro canto si ha
r—x, <1/b"

e possiamo anche affermare che
SebeN,b>1sihab” >n,Vn eN
— Infatti pern = 1 sihab > 1
— inoltre seb™ > n allorab™™! > n + 1 in quanto

= >bn>2m=n+n>n+1.

Poicte per ognic > 0, esisten € N tale chee > 1/n
possiamo allora concludere che

e>1/n.>1/b".
Si possono altregprovare i seguenti risultati.
(1) Perognir € Reperogne € R,e > 0, esistey € Q : |[x—¢q| < &.
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e Sceltoq = xz,_, conb™ > 1/e, € immediato verificare che
g€ Qechelz—q| <e.
(2) Perognix,y € R, x < y, esistey € Q tale cher < g < y
(3) Perognix,y € Q, z < y, esistez € R\Q tale cher < z < y
Infatti dettoz = (x + y)/2 e sceltog = z,_ tale cheb™ >
3/(y — x), € immediato verificare chec Qex < g < y.
La seconda affermazione segue dall'esistenza di almeno un ir-
razionale; se infattiv € un numero irrazionale compreso(in 1),
ad esempia = V2 — 1, avremo che

(2.11) T+ a(y — )

non e razionale ( se lo fosse, poieh,y € Q si avrebbe anche
a € Q) ede compreso iz, y)

Osserviamo che quindi anche tra due reali y esiste un irrazionale, infatti
Si possono trovare’ < iy’ conzx < 2’ <y’ <y

Questo risultato si esprime usualmente dicendo@gedenso inR .

In real@ il risultato provata piu preciso in quanto assicura che il sot-
toinsieme dei numeri razionali che si possono scrivere nella forma usata in
2.10e denso irR.

Nel caso in cub = 10 i numeri che si possono scrivere in tale forma si
chiamanaumeri decimali finiti .

Osservazione. E d'uso, lavorando con i numeri reali, adoperare la
retta euclidea come modello dei numeri reali.

Infatti, assumendo i postulati della geometria euclidea ed il postulato
di continuita di Dedekind, si possono definire sulla retta le operazioni di
addizione e moltiplicazione, una relazione di equivalenza ed una d’ordine,
in modo che siano verificati gli assiomi che identificano i numeri reali.

E inoltre utile costruire una rappresentazione geometrica del prodotto
cartesian® x R = R2,

Cio pw essere ottenuto identificanf3 con un piano.

Consideriamo pertanto un piamoe fissiamo su di esso due retteed
r9, detteassi cartesianj che si intersecano nel punty dettoorigine.

Usualmente adopereremo le letteredy per indicare i punti di; ed
9 rispettivamente; per tale ragione diremo che I'asser e cher, € I'asse
1.

Ognuna delle rette puessere interpretata coriReed e chiaro che pro-
cedendo come in figufasi pw identificare ogni coppia di numeri reali con
un punto del piane e viceversa.

Qualorar, edr, siano tali che ruotande; in senso antiorario, di un
angolo inferiore ad un angolo piatto, fino a sovrapporlaad punti che
rappresentano le uaitsulle due rette stanno dalla stessa parte rispetto al
punto O, la rappresentazione si chiadestrorsg in caso contrario si dice
sinistrorsa.

Qualora le retter; ed r, siano perpendicolari, la rappresentazione si
chiamaortogonale
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FIGURA 2.3. Sistema di riferimento Cartesiano

Qualora si scelgano im edr, segmenti unitari uguali, la rappresenta-
zione si diceanonometrica.

Usualmente adopereremo una rappresentaziesorsa, ortogonale e
monometricache chiamiamaistema cartesiano

Per concludere ricordiamo alcune notazioni:

DEFINIZIONE 2.12. Sianoa, b € R, definiamo
(a,b)={x : zeR,a<z<b}
la,b] ={z : z€eR,a<z<b}
[a,b) ={z : zeR,a<z<b}
(a,b)={x :zeR,a<z<b}

J={z :z€eR,z>a}
a,+o0)={r : z€R, z>a}

—o0,a)={z :zeR,zx<a}

(—0,al={zx : zeR,zx<a}

Definiamo inoltre

Ry ={z:2eR,z2>0}
Ry ={z:2eR,z2>0}
R ={z:2eR,z<0}
R. ={z:2eR,2<0}

DEFINIZIONE 2.13. SiaA C R, diciamo che A aperto se
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Vee AJIr>0 taleche (x—r,z+r)CA

Diciamo che Aé chiuso sed“ e aperto.
Diciamo che Aé compatto sé chiuso e limitato.



CAPITOLO 3

FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

Il concetto di funzione® di fondamentale importanza;

DEFINIZIONE 3.1. Diciamo cheg data una funzione reale di una varia-
bile reale se sono assegnati un sottoinsigihe R ed una corrispondenza
f che ad ogni elemento € D associa uno ed un solo elemente R.

DEFINIZIONE 3.2. ChiamiamoD dominio della funzione e denotiamo
con f(xz) (si legge f di x) il corrispondente di secondo la legge asse-
gnata f; spesso useremo il termine valore fliin = oppure f calcolata
in z per indicare f(x) e chiamiamar argomento di f(x); per indicare la
corrispondenzg’ scriviamo anche: — f(x) oppurez — y = f(x).

Chiamiamo rango df I'insieme

R(f)={yeR:3z € D, y= f(zx)}.

Per indicare una funzione scrivianfo: D — R, specificando prima
della freccia il dominioD di f, ma non curandoci di precisare, dopo la
freccia, il suo rango.

Osservazione. Distinguiamo fin d’ora due notazioni che saranno usa-
te con significati completamente diversi. Userefnper indicare la legge
di corrispondenza di una funzione ¢¢) per indicare il valore dif in z,
(quindi f(x) € un numero reale). O

Spesso, nellassegnare una funzione, daremo soltanto la legge di cor-
rispondenzaf; in tal caso sottointendiamo sempre chee il piu grande
sottoinsieme dR i cui elementi possono essere usati come argomeriti di

Ad ogni funzionee possibile associare un sottoinsieme del prodotto
cartesiand® x R (che indicheremo spesso c#&i) che la caratterizza in
maniera completa e dalla qualeompletamente caratterizzato.

DEerFINIZIONE 3.3. Siaf : D — R, definiamo grafico df
G(f)={(z,y) €eR* : z€ D, y= f(x)}
Mediante la definizione 3.2 possibile associare in maniera univoca un
sottoinsiemes (= G(f)) ad ogni funzionef : D — R.
Non é altrettanto vero che ad ogni sottoinsiefiieC R? & possibile

associare una funziong: D — R. Ci0 accade solo nel caso in oGi
soddisfi una particolare propréet

DEFINIZIONE 3.4. Diciamo cheG ¢ R? soddisfa la propriei (g) se
(9) (@, 01), (2, 92) €G = y1=yo
27
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TEOREMA 3.1. Per ogniG C R?, G soddisfacente la propriat(g),
esistono unicD Cc Redf : D — R talicheG = gphf.

DIMOSTRAZIONE. DefiniamoD = {zx ¢ R: Jy € R, (z,y) € G} e
sia f(z) = y dovey & I'unico elemento dR tale che(z,y) € G.

Dal momento che&~ soddisfa la propriét (g), D ed f verificano le
propriet richieste. O

DEFINIZIONE 3.5. Siaf : D — R, siaA C D, definiamo restrizione
di f ad A la funziongy : A — R tale cheg(z) = f(x) Vz € A.

Indichiamo conf| 4 la restrizione dif ad A.

Sianoinvecé3 D D eg : B — R, diciamo chey & un prolungamento
di faBseg|lp = f.

DEFINIZIONE 3.6. Siaf : D — R, diciamo che
(1) f einiettiva se
V.I'l,xg eD f(xl) = f(fﬂg) = X1 = Iy
In altre parole f € iniettiva se ogni retta parallela all’'asse delie
intersecagph f in un solo punto.
(2) SiaA C R, diciamo chef & surgettiva su A s&(f) = A, cioé se
Vye A JxeD : y=f(x).

Per esprimere ch¢g e surgettiva su A diremo anche clie D — A
e surgettiva. (Si osservi che in questo caso abbiamo specificato dopo la
freccia il rango dif).

Siaf : D — A, diciamo chef e bigettiva se iniettiva e surgettiva.

Osservazione. Ogni funzioneg surgettiva sul suo rango. O

DEFINIZIONE 3.7. Sianof, g : D — R, definiamo
1) f+9g: D — Rcome(f+g)(x)= f(x)+g(x) YxeD
(2) f-g:D — Rcome(f - g)(x) = f(z) - g(x) VaeD
(3) é : Dy —>Rcome§(m) = ﬁVSL‘GDl ={z € D:g(x)#0}

DEFINIZIONE 3.8. Sianof : D — Reg : B — R e supponiamo
cheR(g) C D.

Definiamo funzione compostaglied f la funzione che ad ogni € B
associaf (g(z)) € R.

DEFINIZIONE 3.9. Diciamo chef : D — A e invertibile se esiste
g: A— D tale che

(3.1) floy) =y Vyed
(3.2) g(f(z)) = = Ve € D
Per indicareg usiamo il simbolof ~! cosiccle
f':A—D

e linversa dif.
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TEOREMA 3.2. Siaf : D — A, f e invertibile se e solo s¢ e
bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamg’ invertibile; allora

VyeA  f(f7'w) =y

e ci0 prova chef e surgettiva su A.
Siano poiry, zo € D e siaf(z1) = f(x9), allora

vy = [T (f(@1) = [T (f(22)) = 22
e cio prova l'iniettivita di f.
Supponiamo viceversa clfesia bigettiva e definiamo, per ognie A,
/7' (y) = = dovex & I'unico elemento dD tale chef(z) = y.
In altre parole

Ty =2 &  y=[f(x

Si ha allora
f'f@)=f'y)=2 VzeD
W) =flz)=y VyeA

O

DEFINIZIONE 3.10. Siaf : D — R e supponiamo ch® sia simme-
trico rispetto all’origine (ciez € D = —x € D); diciamo chef e una
funzione pari se

flx)=f(=2z) VzeD;
diciamo chef e una funzione dispari se
flz) =—f(—x) Ve e D.

DEFINIZIONE 3.11. Sia f : D — R, diciamo chef & crescente
(strettamente crescente) se

Ve,ye D,  x<y = [fl@)<fly) (fl@)<[fly).
Diciamo chef e decrescente (strettamente decrescente) se
Ve,ye D, x<y = f(@)=fly) (flz)>f(y)

DEFINIZIONE 3.12. Sia f : D — R, diciamo chef & monobna
(strettamente monoha) sef € crescente oppure decrescente (strettamente
crescente oppure strettamente decrescente).

TEOREMA 3.3. Siaf : D — R, f € monobna (strettamente mo-
notona) se e solo se

Ve,y,z€ D, z<y<z = [fly)—f@]f(z) - fy)]=0(>0).
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DIMOSTRAZIONE. La sufficienza ovvia, proviamo la necesait
Sianoa, b, x1, 10 € D,a <b<x; <29,

[f(a) = FO)LF(0) = fla)Ilf(b) = f(@0)][f (21) — flz2)] = O;
percd f(z1) — f(z2) halo stesso segno dia) — f(b) ed f € monotona in
DN b, 400).

In maniera analoga si prova cliee monotona s N (—oo, b] e quindi
suDinquantoser < b < ¢

[f(a) = fFO)Lf(b) = f(e)] =0
Nel caso in cuif sia strettamente monotona tutte le disuguaglianze sono da
intendersi in senso stretto. O

TEOREMA 3.4. Siaf : D — A surgettiva e strettamente monotona,
allora f e invertibile edf~! : A — D & strettamente monotona.

Pil precisamente s¢ & strettamente crescente (decrescenfe), &
strettamente crescente (decrescente).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ch¢ sia strettamente crescente e ve-
diamo chef € iniettiva.

Sianox,y € D talichef(z) = f(y); se si avesse, per assurdo< v,
si potrebbe dedurre ch&z) < f(y) e cio & in contrasto con l'ipotesi che

f(z) = f(y). Pertantor = y.
Si ha quindi chef € invertibile ef~!(y) = = se e solo sg = f(x) per
ognix € D e per ogniy € A.
Siano oray;,y» € A, y1 < yo € Silanary, o € D in modo che
o= f(z1) € yo= f(ag)
se fosser; > x5 si avrebbef(xy) > f(z2) €y > yo € CiO € assurdo.

Se ne deduce chg < x, e la stretta crescenza fii .
O

DEFINIZIONE 3.13. Siaf : D — R, diciamo chef e superiormente
limitata se esistd/ € R tale che

flx) <M Ve e D
diciamo chef e inferiormente limitata se esiste € R tale che
f(x) >m Ve € D
diciamo chef e limitata see sia superiormente che inferiormente limitata.

Osservazione. f e limitata (superiormente) [inferiormente] se e solo
seR(f) e limitato (superiormente) [inferiormente]. O

DEFINIZIONE 3.14. Siaf : D — R, diciamo cher, € D & un punto
di minimo assoluto pef se

flzo) < f(z)  VzeD
diciamo cher, € D e un punto di massimo assoluto pése
f(xg) > f(x) Ve e D
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TEOREMA3.5. Siaf : D — R, affincle zy € D sia un punto di mini-
mo (massimo) assoluto pg¢re sufficiente ch¢ sia decrescente (crescente)
in (—oo, zo) N D e crescente (decrescente)[in, +o00) N D.

TEOREMA 3.6. Sianof : D — R, g : A — R taliche R(g) C D,
allora

e f strettamente crescente strettamente crescente=-  f(g(-))
strettamente crescente;

e f strettamente crescente strettamente decrescente= f(g(-))
strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente crescente=- f(g(-))
strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente decrescente=  f(g(+))
strettamente crescente.

Inoltre, le stesse asserzioni valgono abolendo ovunque la parola stretta-
mente.






CAPITOLO 4

LE FUNZIONI ELEMENTARI

Per costruire modelli che coinvolgono funzioni occorre avere un cer-
to numero di funzioni, che chiameremo elementari, di cui sono note le
proprieg.

Usando tali funzioni si possono costruire la maggior parte delle funzioni
necessarie per 'impostazione di modelli matematici.

E pertanto molto importante una buona conoscenza e della definizione
delle funzioni elementari e delle loro principali propéet

Naturalmente la classe delle funzioni elementari, sebbene codificata e
delimitata dalla letteratura e dalla tradizione matemagida qualche mo-
do aperta a nuovi ingressi che si rendano di uso frequente in applicazioni
future.

1. Le funzioni Potenze

Cominciamo con il definire cosa si intende per potenza di esponente
naturale;

DEFINIZIONE 4.1. Sian € N, definiamo la funziong, : R — R
mediante la

po(x) = 2
pn, Sl dice potenza di esponeniee di baser.

TEOREMAA4.1. Sian € N, p, & strettamente crescentelty .

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzionejnnanzi tutto ovvio che
p1 € strettamente crescenteln ed inoltre se supponiams, crescente in
R, presiz >y > 0siha

Pr+1(x) = 2pn(2) > 2pn(y) 2 ypa(y) = Pasr(y)
e p,.1 & strettamente crescenteRu O

TEOREMA4.2. Sian € N, n pari, allora

(1) pu(z) = pa(—2) perogniz € R
(2) pn € strettamente decrescentelBu
(3) R(pn) = Ry
DIMOSTRAZIONE.
(1) Poicren e parisihan = 2k, k € Ne
2" = 2% = (@) = (=2))F = (~0)* = (—2)"

33
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(2) Sianoz < y <0, allora—x > —y > 0 e dal teorema 4.2
Pn(2) = pu(=2) > pu(—Yy) = Pn(y)

(3) E evidente che?(p,) C R, in quantoz™ = 22* e 22 > 0, l'inclu-
sione opposta dipende dal fatto ghee una funzione continua e

dal teorema dei valori intermedi. Proveremo tale inclusione a suo
tempo.

O

TEOREMA4.3. Sian € N, n dispari, allora

(1) pu(z) = —pu(—2) per ogniz € R

(2) p. € strettamente crescente Ru

(3) R(p.) =R.
DIMOSTRAZIONE.

(1) Poicten e disparisihas =2k + 1 e

pn(T) = 2 = g2t = _(_x>(_x)2k = —(—2)" = —pu(—2)

(2) Sianoz < y < 0, allora—z > —y > 0 e, per il teorema 4.2,

—pn(1) = pp(=2) > pu(—y) = —puly).
(3) Anche in questo caso rimandiamo la dimostrazione al seguito.

O

Abbiamo visto che, sen € N, n pari, allora p, : R, — R, & stret-
tamente crescente e surgettiva; pertantg, e invertibile ed e lecito
definire

i Ry — Ry come T = (pn) "
Sex € R,, r,(w) si dice radice n-esima dir.

Sian € N, n dispari, abbiamo gia visto chep,, : R — R e strettamente
crescente e surgettiva; pertantg, € invertibile ed e lecito definire

r,:R— R come T = (pp) "

Sez € R, r,(z) si dice radice n-esima diz.

TEOREMA4.4. Sian € N

(1) sen & pari,r, : R, — R, & strettamente crescente;
(2) se ne dispari,r, : R — R e strettamente crescente.

Definiamo ancora le potenze ad esponente negativo.
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FIGURA 4.1. Potenze ad esponente naturale
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FIGURA 4.2. Radici ad esponente naturale
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FIGURA 4.3. Potenze ad esponente negativo

DEFINIZIONE4.2. Sian € N, p_,, : R\ {0} — R & definita come
p-n(x) = 1/pu(z)
inoltre, po : R — R e definita da
po(z) =1 Ve eR

Per studiare le propriatdi crescenza, decrescenza e invertiitp_,,
sar sufficiente fare ricorso al seguente risultato.

TEOREMA4.5. Siaf : D — R tale chef(z) > 0 per ogniz € D;
allora
(1) f & (strettamente) crescente 1/ f & (strettamente) decrescente;
(2) f & (strettamente) decrescenrtel/ f & (strettamente) crescente.

DEFINIZIONE 4.3. Sias € Q, s = m/n, m € Z, n € N, definiamo la
funzionef, : R, — R, mediante la

fs(®) = p(rn(z)) = 10 (P (7))
Sex € R, f,(z) sidice potenza ad esponente frazionario di esponente
s di basez.

Osservazione. Sex € R, la definizione4.3 e indipendente dalla
rappresentazione diin forma frazionaria e dall’'ordine in cui viene fatta la
composizione tra potenza e radice.
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Se invecer € R_ pud accadere che,(p,,(x)) sia definito anche quan-
dop,,(r,(z)) non loé.

Inoltre, sem/n, m’/n’ sono due diverse rappresentazioni frazionarie
dello stesso numero razionafe pud accadere che,(p,,(x)) sia definito
mentrer,, (p,(x)) non loe.

(Si consideri ad esempia = 2 edn = 4; allora sex < 0 si ha che
r4(p2(z)) € definito mentre,(ry(x)) no.

Inoltre sem’ = 1en’ =2 ry(p2(x)) € definito mentre;(p,(z)) no.)

O

Pertanto per valori di € R_ consideriamo la composizione di potenze
e radici ove essa ha senso, ma non definiamo in alcun modo la funzione
potenza ad esponente razionale.

Ribadiamo ancora chede dovuto al fatto che no@agevole, e talvolta
none possibile, definire in modo univoco la potenza ad esponente razionale
inR_.

Cio non significa comunque rinunciare a considerare la composizione di
una potenza di esponentes di una radice di indice:, qualora essa abbia
senso, anche per valori del’'argomento negativi.

Ad esempice chiaro chep,(r3(—2)) risulta perfettamente ed univoca-
mente individuato.

In casi simili tuttavia, pur trattando la funzione composta

Pm(7n ("))

non parleremo di potenza ad esponente razioriake non pretenderemo
di applicare ap,,(r,(-))le propried delle potenze in quanto, come visto,
potrebbero risultare false.

TEOREMA4.6. Sias € Q, s > 0, esiaf, : R, — R,, allora f,
strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE. Infatti ses = ™ > 0 allora si ham,n € N e quindi

2 = Pm(rn()) = T (pm(z))
e la composizione di due funzioni strettamente crescenti. O
E’ inoltre possibile dimostrare che le usuali regole di calcolo delle po-
tenze naturali continuano a valere anche per le potenze ad esponente razio-
nale In altre parole si puprovare che
Ses,r € Q, eser,y € R, allora si ha:
(1) St = ST
(2) (2°) =
(3) (zy)* = a"y*
Si dimostra altreische

TEOREMA4.7. Sex > 1 lafunzioneQ > r — a2 € crescente sQ
In altre parole pers,r € Q, s < r; si ha

¥ <2
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FIGURA 4.4. Potenze ad esponente positivo

DIMOSTRAZIONE. Si ha
2 —axf =22 —=1) >0

in quanto
>0 e 2/ °>1
dal momento che essendo- s > 0 la funzionex — z"~* e crescente ed
x> 1. O
Per poter definire la potenza anche per esponenti @aadicessario ri-
cordare che piccole variazioni dell’esponente razionale corrispondono a
piccole variazioni della potenza;ipprecisamente possiamo affermare che:

TEOREMA 4.8. Siax > 1 e siar € Q, allora per ognie > 0 esiste
n. € Ntale che

r—1/ne

O0<a" —x <€

Sfruttando questa propreeé facile capire come sia naturale definife
per ognix > 1.
Nel caso in cui sia invec8 < z < 1 potremo considerar§ > 1,

calcolare(1)” e definire
ne()
T = = —
x—¢ x

Sex = 1, infine definiamaol® = 1 per ognia.
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DEFINIZIONE 4.4. Siaz > 1 e siaa € R; definiamo
¢ =sup{z":r€Q, r<a}=sup{z":r€Q, r<a}
La precedente definizione afferma implicitamente che i due estremi su-

periori che vi figurano sono reali ed uguali; possiamo infatti verificare che
SianoA={2":r€Q, r<a}eB={z":re€Q, r<a}allora

supA=supB R

DEFINIZIONE 4.5. Sex = 1 definiamol® = 1 per ognia € R. Se
0 < x < 1 definiamoz® = (1/x)~°.

A partire dalla definizione data possiamo verificare che la quarttit
perz > 0 eda € R soddisfa le propriét che siamo abituati ad usare
guando maneggiamo potenze.

sex,y > 0esea,beR,allora
1) z* >0
(2) 29t = gg?
(3) (2°) =2
(4) (zy)* = a"y*
(5) 1/(z*) = =™

DEFINIZIONE 4.6. Siaa € R, definiamo la funziong, : R, — R,
mediante la

T pa(x) =2

potenza di esponente

TEOREMA4.9. Siaa € R, valgono i seguenti fatti:

(1) Sea > 0 allora p, € strettamente crescente
(2) Sea < 0 allora p, € strettamente decrescente
(3) Sea # 0 allora R(p,) = R.s

DIMOSTRAZIONE.
(1) Sia0 < = < y, occorre provare che® < y*, cioé cher® —y* < 0;
si ha
-yt =21 (y/x)*) e (y/z)>1

pertanto(y/x)"” > 1 perognir € Q,0 <r <ae(y/z)* > 1.

(2) E immediata conseguenza di (1)

(3) Il fatto che R(p,) C R, segue dalla definizione di potenza, men-
tre la dimostrazione dell'inclusione opposta si ottiene mediante il
teorema dei valori intermedi.

O

TEOREMA 4.10. Siaa € R, a # 0, allora p, € invertibile suR, e
-1
Po = Pi/a-
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FIGURA 4.5. Potenze ad esponente reale

DIMOSTRAZIONE. Saga sufficiente dimostrare che
pa(Pr/a(y)) =y  VyeRy

Pija(pa(®)) =2 Vo eR,.
Si ha infatti

/a

Pa(pr/a(y)) = (/") =y =y

pl/a<pa(x)) = ($a)1/a = 2" = 1.

2. Lafunzione esponenziale

DEFINIZIONE 4.7. Siaa € R, definiamo la funzionexp, : R — R,
mediante la
x +— exp,(x) = a”

esponenziale di base

TEOREMA4.11. Siaa > 0, valgono i seguenti fatti

(1) Sea > 1 allora exp, € strettamente crescente
(2) Sel < a < 1 allora exp, € strettamente decrescente
(3) Sea # 1 allora R(exp,) = R;.

DIMOSTRAZIONE.
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FIGURA 4.6. Esponenziali di base> 1

(1) Sianoz,y € R, x < y, allora esistone, s € Q tali chex < r <
s < y e perco

a* <a <a®<a¥

dove la prima e la terza disuguaglianza discendono dalla definizio-
ne4.4, mentre la seconda segue dal teorenta

(2) e conseguenza di (1)

(3) Il fatto che R(exp,) C R, & conseguenza della definizione di
potenza; I'inclusione opposta segue ancora dal teorema dei valori
intermedi.

O

3. Lafunzione logaritmo

Definiamo ora la funzione inversa dell’esponenziale.

Siaa € Ry, a # 1, allora la funzione exp, : R — R, € strettamente
monotona e surgettiva, pertanto essa invertibile e si pud considerare
la funzionelog, : R, — R definita da

log, = exp, !

Sex € R, log,(z) si dice logaritmo in base a diz.
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FIGURA 4.7. Esponenzialidibase (0 < a < 1
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FIGURA 4.8. Esponenziali
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FIGURA 4.9. Logaritmi in base maggiore i

TEOREMA4.12. Siaa € R, allora

(1) Sea > 1 allora log, & strettamente crescente
(2) Sel < a < 1 allora log, & strettamente decrescente

TEOREMA4.13. Sianoa,b € Ry, a,b# 1,2,y € Ry, z € R, allora

(1) log,(zy) = log,(x) + log,(y)
(2) log,(2%) = zlog, ()
(3) log, () = log,(b) logy ().

DIMOSTRAZIONE.

(1) Sianou = log,(z) ev = log,(y), alloraz = exp,(u) ey
exp,(v), da cui

ry = exp,(u) exp,(v) = exp,(u + v)

u+v = log,(zy)

(2) Siau = log,(z), alloraz = exp,(u) € 2* = (exp,(u))?
exp,(zu) per cui

zu = log, (%)
(3)
exp,(log, (b) log,(x)) = (exp, (log, (b)))*®*) = exp,(log,(z)) = =
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FIGURA 4.10. Logaritmiin base minore di

log, () = log,(b) log;(x)

4. Le funzioni trigonometriche

Ci apprestiamo, per concludere questa parte, a definire le cosiddette
funzioni circolari. A questo scopo abbiamo bisogno di definire la lunghezza
di un arco di circonferenza.

DEFINIZIONE 4.8. Sial' un arco della circonferenzad’ e sianoA e
B gli estremi dil"; supponiamo chel precedaB (scriveremo in tal caso
A < B) considerando positivo il senso di rotazione antiorario.

Diciamo chee data una poligonald inscritta inI" (si veda fig.4.12
se esistona puntidil’, A, = A, A,, ..., A, = Btaliche 4, < A;;1,
1=1,2,..,n— 1.

Definiamo lunghezza della poligonalg ¢(P), come

K(P) - AiAi—i-l

i=1

DEFINIZIONE 4.9. Sial" un arco di circonferenza di estremi e B e
siaP I'insieme delle poligonali inscritte ih'. Definiamo

¢(T) = sup{{(P) : P € P}



4. LE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE 45

0.8

0.6

0.4 1

0.2
0.4
0.6

-0.81

FIGURA 4.11. Logaritmi

FIGURA 4.12. Una poligonale inscritta

(Si osservi che la definiziorgeben posta in quant&( P) < 8R per ogni
P € P, doveR ¢ il raggio della circonferenza di cdi fa parte).

Usualmente si indica con la lunghezza di una semicirconferenza di
raggiol; si ha con51 cifre decimali esatte:
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1 rad

FIGURA 4.13. Definizione di radiante

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105

DEFINIZIONE 4.10. Diciamo che un angola misural radiante see
I'angolo al centro che sottende un arco di lungheZze una circonferenza
di raggio R. (vedi fig.4)

Osservazione. Ovviamente un angolo giro misuga radianti, men-
tre un angolo piatto misuraradianti. Pu in generale, se € la misura di un
angolo in gradi sessagesimali @ la misura dello stesso angolo in radianti,
si ha

a 180
. x - 7T . - - -
Questa relazione permette di convertire rapidamente la misura di un
angolo da gradi in radianti e viceversa. O

DEFINIZIONE 4.11. Siaz € [0,2r] e consideriamo su di una circon-
ferenza di raggio 1, centrata nell’origine delle coordinate, un atcali
lunghezzar aventi il primo estremo coincidente con il puntb, 0) (vedi
fig. 4).

Definiamocos(x) e sin(z) rispettivamente I'ascissa e I'ordinata del
secondo estremo dell'arco.
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FIGURA 4.14. Definizione d$in e cos

-I2 2I U
57 "
-1

FIGURA 4.15. Grafico della funziongn

DEFINIZIONE 4.12. Definiamocos : R — R esin : R — R nella
seguente maniera: sia € R e siak = E(x/2n), allora 2kr < z <
2(k + 1)m.
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FIGURA 4.16. grafico della funziones

Poniamo
cos(x) = cos(x — 2km) e sin(x) = sin(z — 2kn)
TEOREMA4.14. Valgono i seguenti fatti

(1) R(cos) = [—1,1]
(2) R(sin) = [—1,1]

DIMOSTRAZIONE. E’ owvio dalla definizione ch&?(cos) C [-1,1] e
R(sin) C [—1,1]. Rimandiamo al seguito la dimostrazione dell'inclusione
opposta. O

DEFINIZIONE 4.13. Definiamotan : D — R, D = {x # kr + 7/2,
k € Z}, mediante la

fan(z) = sin(z)

cos(x)

DEFINIZIONE 4.14. SianoD C ReT e Rtalichex e D= x+T €
D; siainoltre f : D — R; f sidice periodica di periodd’ se,
Vz € D, flz)=f(x+T)
Enunciamo a questo punto, senza dimostrarle, alcune fondamentali pro-
prieta delle funzioni introdotte.
Sianoz, y € R, valgono i seguenti fatti:
(1) cos(—x) = cos(x)
(2) sin(—zx) = —sin(z)
(3) sin?(x) + cos?(z) =1
(4) sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
(5) cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
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FIGURA 4.17. grafico della funzionen

(6) sin e cos sono periodiche di periodar
(7) tan e periodica di perioda
Valgono inoltre i seguenti fatti
(1) sin : [-7/2,7/2] — [—1, 1] & strettamente crescente e surgettiva.
(2) cos : [0,7] — [—1, 1] & strettamente decrescente e surgettiva.
(3) tan : (—7/2,7/2) — R & strettamente crescente e surgettiva.
Le verifiche delle propriét enunciate sono basate su considerazioni
geometriche che qui non stiamo ad investigare.

02 04 06 08 1 12 14
X

FIGURA 4.18. Grafico della funzionrcsin
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DEFINIZIONE 4.15. Definiamo

(4.1) arccos : [—1,1] — [0, 7]
(4.2 arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2]
(4.3) arctan : R — (—m/2,7/2)
mediante le

(4.4) arccos = cos '

(4.5) arcsin = sin !

(4.6) arctan = tan~!

=14

FIGURA 4.19. Grafico della funzionrccos

La definizionee ben posta e valgono i seguenti fatti:

TEOREMA4.15. La funzionearccos € strettamente decrescentesd, 1];
la funzionearcsin € strettamente crescente stl, 1]; la funzionearctan
strettamente crescente Bu

Osservazione. Occorre ricordare sempre che la denominaziongin,
arccos edarctan € riservata alle inverse delle funzioni trigopnometriche negli
intervalli indicati nella definiziond.15

Naturalmente, tali intervalli non sono gli unici in cui le funzioni in que-
stione sono invertibili, tuttavia se vogliamo invertire una funzione trigono-
metrica in intervalli diversi da quelli sopra citati dobbiamo tener presente
che le funzioni che otteniamo sono differenti da quelle definite irn
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FIGURA 4.20. Grafico della funziongrctan

In particolaree opportuno ricordare che

4.7) sin(arcsin(x)) =z Vo € [-1,1]

(4.8) cos(arccos(z)) = V€ [-1,1]

(4.9) tan(arctan(z)) = z Ve e R

(4.10)

arcsin(sin(z)) = |t = 2kn+7/2| —7/2 Ve eR, k=F (%::T/Q)

(4.11) arccos(cos(x)) = |x — 2km| VeeR, k=F (x;— W)
7T

(4.12) arctan(tan(z)) =z —kr VzeR, k=FE <x +7T7T/2)
(4.13)

O
Le notazioniarcsin, arccos, arctan hon sono universalmente adottate.
Nel seguito useremo anche le notaziai, acs, atn, rispettivamente.
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FIGURA 4.21. Grafico della funziongrctan(tan)

FIGURA 4.22. grafico della funziongrcsin(sin)
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FIGURA 4.23. Grafico della funziongrccos(cos)






CAPITOLO 5

DEFINIZIONE DI LIMITE E SUE CONSEGUENZE

Il concetto di limitee centrale in tutta I'analisi e da esso dipende I'es-
senza stessa del calcolo infinitesimale.

Si tratta di formalizzare un concetto che consenta di estendere il concet-
to di uguaglianza algebrica.

A questo scop@ necessario premettere alcuni concetti.

Conveniamo di indicare coR* I'insiemeR U {400}, che chiameremo
R esteso.

DEFINIZIONE 5.1. Siaz € R* e > 0, definiamo intorno di centra
e ampiezza l'insieme!(z, d) definito da

(5.1) I(z,0) = (x — d,z+ )
(5.2) I(+00,0) = (0, +00)
(5.3) I(—00,d) = (=00, —9)

Definiamo intorno bucato di centro e ampiezza l'insieme°(x, §).

(5.4) I°(x,0) = I(x,0) \ {z}
(5.5) I°(400,0) = I(+00,9)
(5.6) I°(—00,0) = I(—0,0)

DEFINIZIONE 5.2. Sia A C R, diciamo cher € R* € un punto di
accumulazione per A se

(5.7) VS eR, ANI°(z,0) #@

Indichiamo corD(A) I'insieme dei punti di accumulazione di D(A)
si indica usualmente con il nome di insieme derivateldi

Osserviamo esplicitamente cf& A) pud non essere un sottoinsieme di
R in quanto+oo e —oo possono essere elementiZalA).

DEFINIZIONES.3. Siaf : D — R, xy € D(D) ed? € R*; diciamo
che

(5.8) lim f(x)="/¢
se
(5.9) Ve >0 dd. > 0 tale che

Vo € I°(xg,0.) N D siha f(z) e I({,¢)

55
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Osservazione. Nel caso in cuir, ed/ siano entrambi reali 16.9 puo
essere riscritta nella seguente maniera
(5.10) Vx e D taleche 0< |z —x¢ <d. siha |f(z)—{ <¢
sexy = +oo (—o0) ed? € R la5.9diviene
(5.11) Vze D taleche z>6.(x<—4d.) siha |f(z)—/{<e

Notiamo che, nel cas6 € R, se la5.9 é verificata pee € (0,¢y),
essae automaticamente verificata anche per tuttegh <, pur di definire
de = Oz

Sexp e Rel=+o00 (—o0)la5.9diviene

(5.12)
Vere D taleche 0<|z—uxz9|<d. siha f(z)>e (f(z)<—¢)

sexy = +oo (—oo)el=+oo (—o0)la5.9diviene

(5.13)
Vx e D ; x>0 (r<—=6.) siha f(z)>e (f(z)<—¢)
Notiamo anche qui che, nel caso in ¢u= +0co 0 ¢ = —o0, se la5.9

e verificata pee > ¢,, essa automaticamente verificata pure per tutti gli
e € (0, 0], pur di definired, = 6.
O
Osservazione. Se esisté € R tale che valga la definiziorie 3si dice
che f ammette limite finito pet: — x; in caso contrario si dice chénon
ammette limite finito.
Se esistec R* tale che valga la definizion®g 3 si dice chef ammette
limite perxz — z(; in caso contrario si dice chénon ammette limite.
O

DEFINIZIONE 5.4. Siaf : D — R, siaxy € D(D); diciamo chef &
localmente (superiormente) [inferiormente] limitataip se esistél/ € R
ed esisted > 0 tale che
(5.14)

f@l <M , (fle)<M) . [f(z) = M]QuadVx € I(zo,6) N D

Passiamo ora a dimostrare che una funzione che ammette limitegfinito
localmente limitata.

TEOREMAS.1. Siaf : D — R, siax, € D(D) e supponiamo che
lim f(x)=14¢

T—T0
allora:

(1) sel € R, allora f & localmente limitata im;
(2) sel > 0 (eventualmenté = +oo ) allora esisted > 0 ed esiste
M € Rtale che sex € I°(z,0) N D siha

flz)>M >0
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo la prima affermazione e rimandiamo
per la seconda @? Siac > 0, sex € °(x, ) Si ha

(—e< flx)<l+e

|f(z)] <max{|l+¢e|, |l —¢|,|f(x0)|} Vx € I(xg,d:)ND
O

TEOREMALS.2. Siaf : D — R e siax, € D(D); allora, se f ammette
limite perz — x, tale limiteé unico.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cfii ed ¢, siano
entrambi limiti di f perz — x4 e siano entrambi reali¢,
SihaVe > 0, sex € I°(x0,0./2) N D,

[0 =G| < [f(z) = b|+|f(z) =] <e/2+e/2=¢
Negli altri casi possiamo procedere come indicat@?n O

DEFINIZIONE 5.5. Supponiam¢ : D — R e siazg € D(D;) N R,
Dy ={x €D : x>z}
Diciamo che
lim+f(x) =( , (eR"

.’L'*’ZO

se
Ve >03d6. >0talechesec € Dexg <z < xy+ d. Siha

f(x) e I(t,¢)
Sexo € D(D_)NR,D_={x e D : x < zy}, diciamo che
lim f(z)=¢ , (e€R"

z—ay
seVe > 036, >0talecheser € Dexg—9d. <z < xySiha
flx) € I(L,¢)
TEOREMAS5.3. Siaf : D — R esiazg € D(Dy) ND(D-) NR,
allora se/ € R*, si ha
lim f(z)=( < lim, f(z) = lim f(z)=¢

r—x0 T T—Ty

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con l'osservare che se il limite esiste
Ve > 0 esiste). > 0 tale che sexy — 6. < x < o + . conx # z( ed
z € D siha

f(z) € I(L,¢)
e cio implica per la definizioné.5, la tesi.
Se viceversa esistono i limiti da destra e da sinistra> 0 esistono
61,62 > 0 taliche sery < x < 2y + 6.,z € Dsiha

f(z) €Il e)
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esery— 02 <x <xp,x € Dsiha

flz) € I(L;¢)
Pertanto se si sceglie

6. = min{6}, 62}

gr e

la definizione di limitee verificata. O

A questo punta@ conveniente definire iIR* le operazioni di addizione
e di moltiplicazione che fino a questo momento sono definite solamente in
R.

Osserviamo esplicitamente che non sono applicabili a queste operazioni
le usuali regole che permettono di svolgere calcoli con i numeri reali. Riter-
remo pertanto lecite tutte e sole le uguaglianze che coinvolgono gli elementi
+00 e —oo che elenchiamo qui di seguito.

Definiamo:
r+t00==200+12==E00 Vz e R
zr(+o0) = (+oo)z = +00 Vr e Ry
z(+o0) = (oo)r = Foo Ve e R_
x
I Ve e R
T 0 T €
|§ = +o0 Vo € R\ {0}
+ 00 4 00 = +00, —00 — 00 = —00
(£00)(+00) = o0 | £ 00| = +o0

Ricordiamo inoltre ch@onsono definite le seguenti operazioni;

+00 0

+o0 0
in quanto cd potrebbe dar luogo facilmente ad inconvenienti e ad errate
interpretazioni.

+oo—00 , 0(fo0)

TEOREMA 5.4. Sianof,g : D — R e siaxy, € D(D); supponiamo
che

lim f(x)=4¢, e lim g(x)=4{ly , (1,0 €R"

T—x0 r—x0

Allora

(1) limy—z [ f(2)] = |64]
(2) lim,—y, (f(x) + g(x)) = {1 + ¢, tranne che nel caso in cdi =
+oo ely = Foo
(3) lim, ., f(x)g(x) = {145 tranne chenelcasoincd =0 e /(s =
+
o 1

. . 1 - . _
(4) lim,_.,, T = 7, tranne che nelcasoincui =0
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo nel caso in cuiy € R, /1,/, € R la
seconda e la terza delle asserzioni fatte.
Per ipotesi abbiamo ch& > 0 34!, 6% > 0 tali che
Va € Io(xg,(%) N D si ha
g

f@) -l <

evr € I°(xo, (5%) N D siha
€
l9(e) — o] < 5
Allora
Siad. = min{d} 5,62/, }, sex € 1°(xp,d:) N D siha
[f(@) +g(x) = (L + )| < |f(z) =Gl +[g(z) — ] <e/2+e/2=¢

Con cb la seconda affermaziomeprovata.
Siad® tale che se: € 1°(xg, %) N D siha

lg(z)| < M
sial; # 0 (il caso/; = 0 risulta banale) e sia
0. = min{donr) 022101 0}
allora ser € 1°(xy,d.) N D si ha

(5.15) |f(z)g(x) — lils| = | f(x)g(x) — g(x)ly + g(x)lr — lrls] <
<lg(@)||f(x) = ] + [l1]]g(x) — Lo <
< Me/(2M) + e|l1]/(2]61]) = ¢

Quindi anche la terza provata.
O

Possiamo a questo punto stabilire un utile corollario.

COROLLARIO 5.1. Sianof,g : D — R, zyp € D(D) e supponiamo
che

lim f(z) =1/ : lim g(z) = /(3
con/ty, ly € R* ;(;Z < {y; allora o
36>0 : Vzel’(xy,d) , flx)<gx)
Per completare il quadro di risultati proviamo il seguente
TEOREMAS.5.Siaf : D - R, Dy ={z € D : f(z) # 0},
xo € D(Dy),
g, fe) =0
allora O
_ 1
(5.16) g;lgg;lo 7] = +00
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se esisté > 0 tale che per: € I°(xg,d)ND sihaf(z) > 0(f(z) < 0),

1
(5.17) lim — =+00 (—o0
o=y f(z) (o)
DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, Per ogni > 0 esisted. > 0 tale che se
x € 1°(xg,0.) N D sihalf(z)| <e.

v € 1%(x0,010e) = |f(x)] <1/e

()]

(2) Supponiamo per sempliaithef sia localmente positiva imy; sia
. = min{9, 01/. },

allora, ser € I°(x,6.) N D

1
0< f(z)<1/e e — >c
f(z)

Il caso in cuif sia localmente negativa si riconduce banalmente al caso

sopra descritto.
O

Osservazione. Notiamo esplicitamente che essenziale nella (2)
I'ipotesi chef abbia segno localmente costanterin

Sia infatti f(z) = xsin(1/x) perxz # 0; allora si pw facilmente
verificare che

lirr(l)f(yc):O e lirr(l)l/\f(x)\z—i-oo;

tuttaviaé altrettanto immediato verificare chgf (x) non tende & a—oo né
a+oo, in quanto, se @ accadesse, per valori divicini allo O si dovrebbe
averef(z) < 0 oppuref(z) > 0. O

Sai pure di fondamentale importanza il seguente teorema:

TEOREMAS.6. Sianof,g,h : D — R, siaxy € D(D); supponiamo
che esistay > 0 tale che, ser € 1°(x,0) N D

f(x) < g(x) < h(z)
siano inoltrelim,, ., f(z) = ¢; elim,_,, h(z) = ¢5. Allora

(518) 61,62 ceR = El < €2
(5.19) lh=ly=0 = lim g(z)="¢
(5.20) (=400 = [ly=+40c0 e lim g(x)=+4oc0

T—To

(5.21) lh=—-00 = (=-00 e limg(r)=-©

T—T0
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DIMOSTRAZIONE.La prima affermazione una diretta conseguenza del
corollario5.1.

Per quanto riguarda la seconda affermazione, dalle ipotesi si ha che
Ve > ( esisted. > 0 tale che, se € 1°(xg,d.) N D

(—e< f(x)<l+e e l—e<h(x)<l+e
da cui, per gli stessi valori di si ha
l—e< f(z) <glx)<h(z)<l+e
Lasciamo al lettore la dimostrazione delle restanti affermazioni. O

TEOREMASL.7. Sianof : D — Reg: A — D; sianox, € D(D) e
to € D(A); supponiamo che
lim f(z)=1/( e tlirgl g(t) = xg
—10

@0
Supponiamo inoltre che sia verificata una delle seguenti condizioni:
(1) esisted > 0 tale cheg(t) # xo per ognit € 1°(ty,9);
(2)
fzo) = ¢
Allora

lim f(g(t)) = £

t—to

Osserviamo che se tutte e due le condizioni vengono a mancare, il
teorema precedente pumon essere vero.
Sia ad esempi® = A =R, g(t) =0ed f(x) =0sex #0, f(0) =1;
allora
lim g(t)=0 , lim f(z)=0

t—0 z—0

mentre
lim f(g(t)) = 1
Osserviamo inoltre che ognuna delle seguenti condizioni

(1) zo ¢ D,
(2) g = £
(3) g € iniettiva
(4) g e strettamente monotona
e sufficiente per la (1) del teorerba/

TEOREMAS.8. Siaf : (a,b) — R, f crescente [decrescente]; allora
lim f(z) e lir{}, f(z)

r—a

esistono e sono uguali rispettivamente a

inf{f(z):x € (a,0)}  [sup{f(z): 2 € (a,0)}]

sup{f(x):z € (a,b)} [inf{f(x):z € (a,b)}]
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Osserviamo esplicitamente che nel teorema preceéadsenziale sup-
porre che 'intervallo in cui si considera la funzione sia aperto.
Siainfatti f(z) = x sex € [0,1), f(1) = 2; allora
sup{f(z) 12 €[0,1]} =2# 1= lim f(x)

r—1—
COROLLARIOG.2. Siaf : D — R una funzione monotona, allora per
ognizy € D(D;)ND(D-) sihache
lim f(z) , lim f(x)
$—>1‘0 .1’—>£UO

esistono.

Per stabilire I'esistenza del limite di una funzioag@ossibile avvalersi
del criterio di convergenza di Cauchy.

TEOREMA 5.9. - Criterio di Cauchy - Siaf : D — R e siazg €
D(D); sono condizioni equivalenti:
(1) esistel € R tale chelim, .., f(z) = ¢
(2) per ognic > 0 esisted, > 0 tale che ser,y € I°(xy, d.) si ha

[f(z) = fly)l <e



CAPITOLO 6

LE SUCCESSIONI

Le successioni costituiscono una classe molto particolare di funzioni:
si tratta di funzioni definite su un sottoinsiemeRImolto particolare, I'in-
siemeN dei numeri naturali; questa caratteristica conferisce loro la sempli-
cita chee tipica degli insiemi discreti, mentre impedisce una significativa
rappresentazione grafica e rende il concetto di successione apparentemente
ostico.

Il concetto di successione, inoltre, interpreta un ruolo di notevole im-
portanza nelle applicazioni pratiche e nelle descrizioni algoritmiche.

DEFINIZIONE 6.1. Chiamiamo successione di numeri reali una funzione
definita sull'insieme&N dei numeri naturali, che assume valorik

a:N— R

Seguendo le consuetudini introdotte per la descrizione di una funzione sa-
rebbe naturale usare il simbolgn) per identificare il valore diz calcolato
in n tuttaviaé normale usare, in luogo di esso il simbalp= a(n).

E’ immediato esplicitare per le successioni i concetti di crescenza, de-
crescenza, monotonia, limitatezza, che sono stati introdotti, in generale, per
le funzioni.

Nell'estendere il concetto di limite p@roccorre tenere presente che
D(N) & costituito dal solo elementeco, per cui, per una successione, ha
senso soltanto considerare il concetto di limite per +oc.

Piu precisamente si dice che

(6.1) lim a, =/

n—-+00
seVe > 0 esisten, € N tale che, pen > n., si abbia
a, € I({,¢)

Osserviamo che, dal momento che nessuna amhbigybssibile, scri-
veremo spesso

lima, oppure lima,
n

in luogo dilim,, ., a,.
63
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E’ molto importante, quando si trattano le successioni, il concetto di
successione estratta da un’altra successione.

Tale concett@ strettamente legato, 0 megéaina specializzazione del
concetto di composizione di funzioni eédmolto utile per caratterizzare i
limiti di una successione.

In altre parole si dice successione estratta dalla successjon@a
nuova Successions, ).

Naturalmente non ogni funzione: R — R pu0 essere usata, per due
ragioni:

(1) »n deve dar luogo, composta canad una nuova successione, per
cui deve aversi che il dominio di e N;

(2) R(n) deve essere contenuto nel dominiaud® perco deve aversi
R(n) C N.

Dovra pertanto essere: N — N.

(3) Inoltre, poicke vogliamo collegare il comportamento al limite della
successione,, con quello delle sue estratinecessario cheoco
sia un punto di accumulazione pB(n).

In altre parolen e una particolare successione (particolare in quanto
assume valori solo iiY) e pertant@ d'uso far riferimento alla notazione

ng = n(k)

DEFINIZIONE 6.2. Siaa,, una successione e sia: N — N strettamentg
crescente; diciamo che la successiope- a, ;) € una successione estrafta
daa,.

D

Sempre a proposito di terminologia, ricordiamo anche che si dice che
una successiong convergente se ammette limite reale, mentre si dice che
una successione positivamente (negativamente) divergente se ammette
come limite+oco(—00).

LEMMA 6.1. Sian : N — N, n strettamente crescente; allora
lilgn ng = +00
DIMOSTRAZIONE. Dal momento che e strettamente crescente si ha
Ngt1 > Ny e N1 => Mg + 1
perc, per induzione, si prova facilmente chg > k e la tesi. O
TEOREMAG.1. Siaa,, una successione € sia

lima, =/¢



6. LE SUCCESSIONI 65

allora seb;, & una successione estratta dasi ha
limb, = ¢
i k
DIMOSTRAZIONE. Siaby, = a,,, Sen > n. si haa, € I({,¢), inoltre,
dal momento che;, — +oo, sek > k. si han, > n. ; ne deduciamo che,

sek > k.,
b, = Qp, € ](f,é)

Si pw inoltre dimostrare che
TEOREMA 6.2. Ogni successione convergeitémitata.
DIMOSTRAZIONE. Siaa, una successione e sia
lima, = ¢
n
allora, sen > n. si ha
lan| < lan — €]+ |¢| < e+ |/
Percd se
M = maz{|a|, .., |an_]|, |¢| + €}
si pw affermare che
la,| < M

TEOREMA 6.3. Siaa,, Una successione crescente e sia
A =sup{a, :n € N}
allora

lima, = A

DIMOSTRAZIONE. Distinguiamo due casi.
(1) A =+c0
in tal caso{a,, : n € N} & un insieme non limitato & > 0
esisten. € N tale che

Ap, > €
ma allora, dal momento chg, € crescente, si ha, per> n,
Ap > Qp, > €
2) A eR
in questo caso, per le propréetlell’estremo superiore, si ha
ap, < A Vn eN

e
Ve >0 dn.eN :a, >\—c¢
pertanto, se. > n,, Si ha, essende, crescente

A—e<ay <a, <A
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In maniera analoga si pudimostrare il seguente teorema.
TEOREMA 6.4. Siaa,, una successione decrescente e sia
A =inf{a, : n € N}
allora

lima, = A

Il risultato che segué uno dei pil importanti tra quelli che riguardano
le successioni di numeri reali.

TEOREMA 6.5. - Bolzano-Weierstral3 - Sia,, una successione limitata,
allora esiste) € R ed esiste una successianeestratta daa,, tale che

lim b = A
k

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistonm, M < R tali che
m<a, <M Vn e N

Consideriamo i due intervalli
m+ M m+ M
m M
almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini della successione
a, Sia essday, ;] ovviamente si ai

M—-—m

m<o </ <Me Bi—o= 5

Consideriamo ora gli intervalli
{041, o ‘21‘51] e {041 ‘21‘@ ’ 51}

almeno uno di essi contiene un numero infinito di terminuglisia esso
[aa, B2] OVViamente si a’

M —m

4

Il procedimento descritto si fuiterare e si ottengono codue succes-
sioni o, e (3, soddisfacenti le seguenti propaet

(6.2) m<o <l S <S..<hIhSM

M—m
(6.3) Br — = o

(6.4) {n : a, € |ag, Bx]} hainfiniti elementi

m<oa <a << <M e B2 —ag =
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Possiamo pertanto concludere che le successiprig;, sono, rispetti-
vamente, crescente e decrescente ed inoltre che sono entrambe limitate. Si
ottiene pertanto che

lilgn ap =« e hinﬁk: =0
ove
a=sup{a,:keN}eR e [f=if{f:keN}eR
Per la6.3si ha che

ﬁ—azli?(ﬁk—ak)zli]?%:o
(si ricordi chee facile provare per induzione cbBé > k), e percod si ha
a=0=A
in altre parole chiamiama il valore comune dix e 3.

Sia ora

n; € N taleche o <a, <
ny € N taleche ay<a,, <fBy, na>m

ng € N taleche o <a,, < Bk, np>ngpa

Allora b, = a,, € una successione estratta dalla successipnia cui
esistenza assicurata dalla ?? ed inoltre si ha

ap < by < Gy Vk e N
e pertantdimy b, = A. O
TEOREMA6.6. Siaa,, una successione:
(1) sea,, none limitata superiormente, esidigestratta dau,, tale che
lillcrn b, = +00
(2) sea,, none limitata inferiormente, esistg estratta daa,, tale che

lim by, = —c0
k

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima affermazione. Sia

n € N taleche a, >1
ng € N taleche a,,>2 , na>m

ng € N taleche a, >k , np>ng

Allora b, = a,, ('esistenza di tale estrattaassicurata dall'ipotesi che
a, none limitata superiormente) tendetax O
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Sappiamo bene cosa significa che una successione converge ad un limite
¢ € R* cerchiamo ora di stabilire il significato del fatto clienon converge
ad un limite/ € R*

LEMMA 6.2. Siaa, una successione e siac R*; a,, non converge ad
¢ se e solo se esistg > 0 ed esiste una successioheestratta daa,, tale
cheby, & 1(4,¢y).

TEOREMA 6.7. Siaa, una successione soddisfacente la seguente pro-
prieta:
e esiste/ € R* tale che per ogni successiomng estratta daa,, €
possibile trovare una successiofgestratta dab, con

liin cp =1
Allora si ha

lim a, =¢

TEOREMA 6.8. - Criterio di convergenza di Cauchy - Sig una suc-
cessione; sono fatti equivalenti:

(1) esistef € R tale che
liTrln an, =¥
(2) Per ognic > 0 esisten. € N tale che sei, m > n. si ha
la, —an| <ée
DIMOSTRAZIONE.
e (1) = (2) siac > 0, allora esister. € N tale che pen > n. si ha
la, — ] < e
Allora sen, m > n./, si ha
|y — am| < lan — |+ |am — € <e/2+c/2=¢
e (2) = (1)sen >n.siha
Ap, — € < ap < Qp,. + €

per cui la successiong, € limitata.
Siaa,, una successione estratta«jatale che

lilgn ap, =1
Sek > k. siha
la,, — | <e
ed inoltre sék > k! siha
nE > Ne
Ma allora fissatd: > max{k. /s, k., }, sSen > n.s siha
lan, — €| <lan —an, |+ lan, — 4 <e/2+e/2=c¢
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O
E’ di grande utilit per il seguito provare i due seguenti risultati.

LEMMA 6.3. SiaA C R, A # @, e siano
A=supA ) p=inf A
allora esistono due successianj, b,, € A tali che
li}ln ap = A , liTILn b, =

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che esiste una successione
b, € Atale che

lim b, = p
Occorre distinguere due casi:

(1) © = —oo; in tal caso l'insieme A nor inferiormente limitato e
pertanto per ogni € N esisteh,, € A tale cheb,, < —n.
Cio e sufficiente per concludere che

lirrln b, = —o0
(2) 1 € R; in tal caso si ha che:
u<b VYbeA
YneN db,€A: pu+1/n>0,
Pertanto si ha:
pw+1/n>b, > u
e la tesi.

DEFINIZIONE 6.3. Siaa,, una successione e sia
®(a,) ={¢ e R* : 3Ja,, , lil£11 an, =1}

Definiamo

limsup a, = sup ®(a,)

liminf a, = inf ®(a,)

Riguardo al massimo ed al minimo limite di una successione si possono
provare molti risultati, non semplici, che non riportiamo.

LEMMA 6.4. Siaa,, una successione:
(1) sea, > 0 elim,, “*** = ¢ < 1 allora lim, a,, = 0
(2) sea, > 0elim, {L/&_n =/{ < 1 allora lim,, a,, = 0;
(3) sea, > 0elim, % = /(¢ > 1alloralim, a, = +oc;
(4) sea, <0elim, {/a, = ¢ > 1alloralim, a, = +oc
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima e l'ultima afferma-
zione.
(1) Si ha, fissate > 0in modo chel +¢ < 1

Qp41
ap,

<l+e Vn>n,
pertanto
Upi1 < an(€+¢€)
esen >m > n,.
0<a,<(l+e)" "ap,
e si pw concludere che (¥ vera.
(4) Fissata: in modo che — ¢ > 1 siha

(a)" > (0 —¢) ¥n>n.
e
ap >l —¢e)" Vn>n..

Cio e sufficiente per concludere. O

DEFINIZIONE 6.4. Definiamo pem € NU {0}

ol=1
n! =n(n—1)!

n! verra detton fattoriale.

Osserviamo che, se> 1,

n
n! :H )
i=1

Definiamo inoltre pen € N U {0} nella seguente maniera:
(or=1
(Hit=1
nll = n(n — 2)!!

n!l verra indicato con il nome di semifattoriale
Osserviamo che

n n

@)t =]J2 . e+ =]]J@i+1)

i=1 i=0

(1) = m

coefficiente binomiale di ordine e postok e vera dettan suk.

| coefficienti binomiali godono di notevoli propriet ad esempio pos-
sono essere calcolati usando il ben noto triangolo di Tartaglia e consentono
di stabilire la formula della potenza di un binomio di Newton.

Si pw provare con qualche calcolo che

Definiamo infine
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(6.5) (Z) i (k - 1) B <n ‘ 1)

La precedente uguaglianza consente di costruire il @ego triangolo
di Tartaglia:

E importante osservare che ogni elemento del triangoloioptenere
dalla somma dei due elementi della riga precedente, che occupano la posi-
zione sopra e a sinistra della posizione occupata dall’elemento considerato.
Vale inoltre il seguente risultato clgenoto con il nome di

| binomio di Newton |

Ricordiamo anche la seguente disuguaglianza
LEMMA 6.5. Sea > —1 allora
(6.6) (I+a)">1+na

DIMOSTRAZIONE. Si prova per induzione;

(1) La disuguaglianza banalmente vera per= 1
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(2) Inoltre se supponiam@ + a)™ > 1 + na avremo che
(6.7)
(1+a)"*! = (1+a)"(1+a) > (1+na)(1+a) = 1+(n+1)a+na® > 1+(n+1)a

O
Possiamo ora studiare le propéeadi una successione di notevole im-
portanza.
Sia FE,, la successione definita da

1 n
B — (1 ; _)
n
si ha cheE,, € una successione strettamente crescente ed inoltre
2<E,<3

1\" < /n\ 1
E,=[1+4=2) = —
() =2 ()

E,>1+n(l/n)=2
Per dimostrare ch&,, € crescente osserviamo che si ha

1 n 1 n—1
En: 1+ — 2 1+ :Enfl
n n—1

Infatti si ha

per cui

se e solo se
n+1 ”> n \"(n-1
n —“\n-—-1 n
se e solo se
n2—1\" n—1
>
n? - n
se e solo se

1\" 1
1-=) >1-=
n? n
e l'ultima disuguaglianza si deduce immediatamente dal leuma
Infine, dal momento che si pufacilmente provare per induzione che

(k‘—f—l)!ZQk per k>0
si ha

— n—1
1 1 |
. E LR <1+Y o
(6.8) nS2 T w+mv—+k£%<3
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PertantoF,, € una successione crescente e limitata per cui possiamo
affermare che
lim FE,
n
esiste e reale e pertante lecito definire chiamareil suo limite.
e=1im F,
n
Seuz, € una successione a termini positivj, — x Si pud provare (Si
veda il capitolo successivo sulla contira)iche
limlog, x,, = log,
e pertanto si ha
. 1
limnlog, (1 + —) =log, e
n
Osserviamo anche che
log,e=1 & a=e

per cui sie naturalmente indotti a privilegiare il numera@ome base per i
logaritmi.
Si ha con 51 cifre decimali esatte

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959 .

DEFINIZIONE 6.5. Definiamo logaritmo naturale la funzioneg, .
Piu semplicemente scriveremg, z = In .

Elenchiamo ora alcune successioni che saranno utili nel seguito e cal-
coliamone i relativi limiti:

(1) limn* = +o0 , k>0
(2) limn* =0 , k<0
(3) lima" = 400 , a>1
(4) lima™ =0 , Jal <1
(5) lim {/a =1 , a>0

(6) lim /n = 1
(7 limZ—Z =0

Possiamo verificare le affermazioni precedenti mediante le seguenti ar-
gomentazioni:
(1) si prova mediante la definizione di limite.
(2) si deduce dalla precedente tenendo contor¢he 1/n*.
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(8) siaa =1+ bconb > 0, alloraa™ = (1 +b)" > 1 + nb.
(4) si deduce dalla precedente tenendo contojehe= 1/(1/|a|)".
(5) sea > 1, posto

Yp= Va—1>0
si ha
a=14y,)" >1+ny,
da cui
0<y,<(a—1)/n

seld <a<lsihay/a=1/{/1/a.

(6) posto
Yn=Vn—1>0
si ha
n=(1+y)" > 1+nn-1y,/2 e 0<y, < (2/n)
(7) Sen > 2|a| siha
0<lal/n<1/2

per cui
0<lal"/n™ < (1/2)"
Valgono i seguenti fatti:

Q) lim‘:l—T; =0

(2) limg—i =0
(3) lim % =0, |a| <1

4) lim‘:l—z:%—oo, a>1
(5) lim ™" =0, k>0,a>0,a#1

Infatti se indichiamo com,, ciascuna delle successioni in oggetto si ha
(1) Losal — Lol

|bn | n+1
by n

@ 5 = ()" — p <1
bn,

(3) el = Ja| (735)" — lal

(4) si pw facilmente dedurre dal fatto che

log,n 1 nk
Bl log, (Vink)

Anche se a prima vista@inon appare verosimile, operare con succes-
sioni piuttosto che con funziogimolto pti comodo e facileg pertanto mol-
to utile provare il seguente risultato che permette di ottenere informazioni
sul limite di una funzione utilizzando opportune successioni.

TEOREMAG.9. Siaf : D — R e sianaz, € D(D), ¢ € R*; sono fatti
equivalenti:



6. LE SUCCESSIONI 75

(1) limy_y, f(z) =14
(2) per ognix,, € D\ {zo}, x, — z0, Si ha

lim f(x,)="¢

DIMOSTRAZIONE. Se vale la prima condizione avremo che per ogni
e > 0 esisted, > 0 tale che, s& € I°(x, d.) si ha

f(z) e Il e)

Inoltre esisten. € N tale che pen > n. si abbiazr, € I°(x,d.) e di
conseguenza si ha
flz,) € I(¢,¢)
Da cui la seconda asserzione.
Se viceversa la prima asserzioadalsa, allora esiste, > 0 tale che,
per ognin € N esister,, € D, x,, # xo, conz,, € I°(xy,1/n) e

fan) & 1(€, )
e quindi la seconda falsa
O

Si pw provare che ogni successione convergente ammette una suc-
cessione estratta monotona (e convergente allo stesso limite); pertanto nel
verificare (2)e sufficiente limitarsi alle sole successioni monotone.

Il criterio di convergenza di Cauchy riveste notevole importanza ed
utile sapere che esso@assere provato anche per le funzioni nella seguente
forma.

TEOREMA 6.10. - Criterio di Cauchy - Siaf : D — R e siax, €
D(D); sono condizioni equivalenti:
(1) esistel € R tale chelim,, ., f(z) = ¢
(2) per ognic > 0 esisted. > 0 tale che ser,y € I°(xy, d.) si ha

[f(z) = f(y)] <e

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2) Per ognie > 0 esiste. > 0 tale che se
T € [O(.CE(), 55/2) si ha
[f(2) =] <e/2

per cui ser,y € I1°(xo, . /2) Si ha

[f(2) = F)] < [flx) =€+ |fly) (] <e/2+e/2=¢.

(2) = (1) Se per assurdo (1) non fosse vera esisterebbero due succes-
sioni z,,,y, € D, convergenti ad, tali che f(x,) — (1 e f(y,) — (2
conty, ly € R* | 0y # Ls.

Pertanto la condizione (2) non potrebbe essere soddisfatta. O

Mediante le successioni siamo anche in grado di provare i seguenti ri-
sultati che caratterizzano gli insiemi aperti, chiusi e compatiRia che
sono facilmente estendibili agpgenerali situazioni.

TEOREMAG6.11. SiaA C R, allora
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(1) A e aperto se e solo se per ognie A e per ogni successions,,
tale cher,, — z, si hax,, € A definitivamente;

(2) A échiusoseesoloseperoghie A, z, — xsSihar € A

(3) A euninsieme compatto se e solo se per agnt A esister,, —
x,talecher € A

1. Infinitesimi ed Infiniti

Sef(x) — ¢, ¢ € Rallora f(z) — ¢ — 0 per cui per studiare il com-
portamento di una funzione che ammette limite finit@sarfficiente consi-
derare funzioni che tendondatali funzioni si definiscono infinitesime ed
e importante cercare di ottenere qualche informazionelirspicome una
funzione infinitesima tende(@

Ad esempice evidente che™ diminuisce pil 0 meno velocemente, in
dipendenza da, quando ci si avvicina &. E quindi owvio che sia utile
cercare di individuare anche in funzionipiomplesse tali comportamenti.

Quanto detto per le funzioni infinitesime sigpoi facilmente estendere
anche alle funzioni che tendono all'infinito: che chiameremo infinite.

Pertanto introduciamo la definizione di ordine di infinitesimo e di ordine
di infinito.

DEFINIZIONE 6.6. Siaf : (a,b) — R, diciamo chef € infinitesima in
at se

lim f(z)=0

z—at

In maniera analoga si possono dare le definizioni per~ o=, * — a,
r — +tooexr — —oQ.

DEFINIZIONE 6.7. Siano f,g due funzioni infinitesime in* e suppo-
niamo che
lim M =/
z—at g(1)
e se/ € R\ {0} diciamo chef e g hanno lo stesso ;
e se/ = ( diciamo chef & infinitesima di ordine superiore @

DEFINIZIONE 6.8. Chiamiamo infinitesimo campione di ordine €
R, inat,a”,a+00, —oo rispettivamente la funzione

1 1
> (—z)*

Si dice chef ¢ infinitesima di ordinex € R, se f ha lo stesso ordine
dell'infinitesimo campione di ordine.

(x—a)*, (a—2x)*, |z —al",

Osserviamo esplicitamente chedpaccadere ché non abbia ordine di
infinitesimo reale.
Ad esempio la funzione
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e infinitesima per — +oo di ordine inferiore ad ognir € R, .
Infatti per ognia € R
1

(6.9) lim B2 =0

La definizione di ordine di infinitesimo consente di provare che

TEOREMAG6.12. Sianof e g due funzioni infinitesime ia* di ordine «
e [ rispettivamente; allora

(1) fg haordinea +
(2) sea < 3, f + g ha ordinea
(3) sea = g3, f + g ha ordine maggiore o uguale ad

DEFINIZIONE 6.9. Diciamo chef & infinita ina™ sel/f & infinitesima
ina*.
Diciamo chef & infinita di ordinea sel/f & infinitesima di ordine.

TEOREMA6.13. Sianof e g due funzioni infinite im™ di ordine«a e 3
rispettivamente; allora

(1) fg ha ordinea + g;
(2) sea < 3, f + g ha ordineg;
(3) sea = g3, f + g ha ordine minore o uguale ad

Osserviamo che si potrebbe definfteli ordinea € Rina* se

- f(=)
lim ——— e R\ {0
e (x —a)~ \ {0}
ed osservare chge infinitesima sev > 0 ede infinita sex < 0 .
Con queste convenzioni si pyrovare che s¢ ha ordinea e g ha

ordinef, allora f /g ha ordinex — §3.






CAPITOLO 7

LA CONTINUIT A

La maggior parte delle situazioni semplici che cerchiamo di rappresen-
tare mediante I'uso di una funzione reale di una variabile reale presentano
una caratteristica comune:

piccoli cambiamenti della variabile (argomento della funzione)
causano piccoli cambiamenti dei valori della funzione stessa.

Ad esempio sé'(z) rappresenta la temperatura di una sbarra di metallo in
un punto che dista da una delle sue estrermijtci aspettiamo che due punti
vicini sulla sbarra abbiano temperature non molto dissimili.

Tuttavia non tutti i fenomeni sono facilmente rappresentabili median-
te funzioni continue; se ad esempigt) rappresenta la luminositdi una
stanza nella quale si accende una lampada all'istanéeevidente che in
quell'istante il valore della luminositpd subire una brusca variazione, (se
la luminosit della lampada alta in confronto con la luminosiambiente).

Anche nel linguaggio comune naturale attribuire I'aggettivo continuo
al primo fenomeno ma non al secondo.

In parole povere, una funziorecontinua in un punto se il valore che
essa assume in tale punto dipende dai valori da essa assunti nei punti vici-
ni, o per meglio dire, se piccole variazioni del’argomento danno luogo a
piccole variazioni dei corrispondenti valori della funzione.

In altri termini una funzion& continua se non ammette repentini cam-
biamenti, salti, "discontinudt”.

Vogliamo allora formalizzare cosa si intende per contidituna fun-
zione.

Precisamente poniamo la seguente definizione

DEFINIZIONE 7.1. Siaf : D — R, xy € D, diciamo chef & continua

inzy se
Ve > 036, > 0talecheser —zy| <d6. , x € Dsiha
[f(x) = flzo)| <e

Diciamo chef e continua inD see continua in ogni punto db.

E’ immediato verificare I'analogia, ma non l'ideréjtcon la definizione
di limite, ede immediato provare che:

79
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TEOREMA 7.1. Siaf : D — R e siazg € D N D(D); sono fatti
equivalenti:
(1) f e continua inz,
(2) limy .y f(x) = f(z0).
| teoremi sui limiti consentono di stabilire alcuni semplici risultati che
ci limitiamo ad enunciare.

TEOREMA7.2. Sianof, g : D — R continue inxy € D, siano inoltre
a, B € R; siha
(1) af + Bg € continua incy;
(2) fg e continua inzg;
(3) sef(xp) # 0,1/ f & continua inx,.
TEOREMA7.3.Siaf : D — R, zy € D; sono fatti equivalenti:
(1) f e continua inzy;
(2) Yx,, € D, x,, — w0, Sihaf(x,) — f(xo).
Il precedente teorema consente di caratterizzare la cordtipeitsucces-

sioni: nel confronto con il teoren@9 mediante il quale sono caratterizzati
i limiti si evidenzia il fatto che:

per caratterizzare il limite la successioner,, deve essere scelta in
D\ {zo}, mentre per la continuita =,, assume valori inD.

Osserviamo anche che, come nel teoredra, ci si pw limitare a
considerare soltanto successioni monotone.

TEOREMA7.4.Siaf : D — R continuainz, € D, allorasef(xq) #
0 esistey > 0 tale che sex € D N I(xy,d) si ha f(x)f(zo) > 0.

TEOREMA 7.5. Sianof : D — R continuainzg € D,g: A — D
continua inty € A, xo = g(to); allora f(g(-)) : A — R & continua int.



CAPITOLO 8

| TEOREMI SULLA CONTINUIT A

Dopo questa rapida rassegna di risultati passiamo a studiare le propriet
pit importanti ed interessanti delle funzioni continue in un insieme.

La maggior parte delle propréetche studieremo riguardano le funzioni
continue su di un intervallo chiuso e limitato. E’ facile vedere, mediante
esempi, che se si considerano funzioni continue su insiemi che non soddi-
sfano i requisiti opportuni, tali propri@fpossono non essere soddisfatte.

TEOREMAB8.1. - degli zeri - Siaf : [a,b] — R una funzione continua
e supponiamo chg(a) f(b) < 0.
Allora esister, € (a, b) tale chef(zy) = 0.

DIMOSTRAZIONE.
Definiamo le successioni, e 3, nella seguente maniera:

(8.1) [0, o] = [a, O]
(8.2)

[atn, (an + Bn) /2] se  flom)f((on + Bn)/2) <0
[Oén+1v ﬁn+1] = [(an + 571)/2’ ﬁn} se f(an)f((an + ﬁn)/Q) >0

(o + 50)/2, (an + Bn) /2] se f((on +5a)/2) =0

Se, esiste, f((an + (Gr)/2) = 0 si & trovato lo zero;
in caso contrario, pet,, € 3, Si ha:

(8.3) o, € crescentgd, e decrescente

(8.4) O, B € [a, ], f(an) f(Bn) <0
Pertanto si pa affermare che

(86) Oy / « 6n \1 ﬁ O‘aﬁ € [CL, b]

e dalla8.5siricavac = 5 = c.
81
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Per la continué di f e per8.4si ha

(8.7) 0> lim f(aw)f(Ba) = (f(c)* e f(c)=0
Si ha anche che € (a,b) ed inoltre

(8.8) Ogc—@ngﬂn—angb;na

e

(89) Ogﬁn_CSQ’n_anSb;na

O
Il teorema8.1ammette come immediato corollario il seguente:

TEOREMA 8.2. - dei valori intermedi - Siaf : [¢,b] — R una
funzione continua e sianod € R(f), ¢ < d, allora

[e,d] C R(f).

DIMOSTRAZIONE. Sianoa, 5 € [a,b] taliche f(a) = ¢, f(B) =d e
consideriama; € (¢, d); la funzione

g(r) = f(z) —y

e continua s, 3], g(a) < 0, g(5) > 0 e perco, per il teorema.1, esiste
zo € (a, () tale che

9(xo) = f(zo) —y =0
dacuif(zy) =yey e R(f). O

COROLLARIO 8.1. Siaf : [a,b] — R, sef & continua alloraR(f) &
un intervallo.

Ci proponiamo ora di dimostrare un teorema di esistenza del massimo
per una funzione continua su un insieme compatta(cliuso e limitato).

TEOREMA8.3. - Weierstral® - Sig : D — R una funzione continua,
D compatto; allora esistona, 5 € D tali che

f(a) =min{f(z) : x € D}
f(B) =max{f(z) : = € D}.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio I'esistenza del minimo della
funzionef. Sia
A =inf{f(z) : © € D} =inf R(f);

per il lemma6.3esistey,, € R(f) tale chey,, — .
Siaz, € D tale chey, = f(z,); dal momento ché & compatto esiste
x,, estratta da:,, tale che

Tn, —a€D.

Pertanto
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per la continuid di f ed anchey,, — A da cui

A= fla)
e la tesi. O

E’ possibile generalizzare il teoremda3 senza l'ipotesi di compattezza
dellinsiemeD, ad esempio possiamo provare:

TEOREMAB.4. Siaf : (a,b) — R continua,a, b € R*, e supponiamo
che esistar € (a,b) tale che

lim f(2), lim f(x) > f(z)

z—a™t

allora esisten € (a, b) tale che
f(a) =min{f(z) : = € (a,b)}.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamaz, b € R, essendo la dimostrazione
negli altri casi analoga.
Siano
A=1inf{f(z) : = € (a,b)}
si ha
p=f@)>x , pekR
Se\ = f(x) avremmo che il minime& assunto.
siad > O tale che

z€ (a,a+d)U((b—10,0) = f(z)>p.
Sia
Yo € R(f) Yo — A
poiché i, > A, definitivamente si hg, < e perco esister,, € [a+6,b—0]
tale chef (z,,) = y,.
Ne segue che esisig, — a € [a + §,b—d] e

O
A guesto punto sarebbe ragionevole introdurre il concetto di uniforme
continuit, tuttavia poick si tratta di un concetto fondamentale ma difficile
da comprendere rimandiamo chi fosse interessato a qaawatatenuto negli
approfondimenti.
In parole povere diciamo che una funzianeniformemente continua su
un intervallo[a, b], se, nella definizione di continditapplicata ad un punto
€ [a,b], il valore di¢ si pw trovare in funzione dé, ma non dipende
anche da.
Possiamo cie dire che in un qualunque puntoagi € [a, b] il modo con
cui f(x) si avvicina adf (z,) quandor si avvicina adr, € in questo senso
uniforme.
Abbiamo a suo tempo dimostrato che, se una funzséettamente
monotona, allora essainvertibile; vediamo ora che se ci restringiamo alla
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classe delle funzioni continue, la stretta monotan@nche necessaria per
l'invertibilit a.

TEOREMAB.5. Siaf : [a,b] — R continua, alloraf € invertibile se e
solo sef e strettamente monotona.

DiMOSTRAZIONE. Ci limitiamo a provare la parte 'solo se’, in quanto
la parte 'se’e gia stata provata nel teorema 3.15.
Se per assurdg non fosse monotona, per il teorema 3.14

(8.10) Jz,y,z€(ab] : z <y <z, [fly) - f(@)][f(z) = f(y)] <0

se nella3.10vale 'uguaglianzaf none invertibile; se vale la disegua-
glianza stretta possiamo, per fissare le idee, supporre che

f(2)=fly) <0, fly) = fl2) >0, f(z)> f(z) .
Allora, per il teorema dei valori intermedi, poietf (x) < f(2) < f(y)
Ja € (z,y) « fla) = f(2)

e cio e contro I'invertibilita di f. O
Per concludere con la continaiproviamo i seguenti risultati.
TEOREMA 8.6. Sia f : (a,b) — R, strettamente monotona, siano

7o € (a,b) eyo = f(xo); allora f~! & continua inyj.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, chesia stret-
tamente crescente e proviamo che, per agnk 0 esisted. > 0 tale
che

Yy i ly—yol < 0., siha [f7H(y) — [ (wo)| <e.
Siaeg > 0 tale che(zg — &g, 0 + €0) C (a, b).
Dal momento ch¢g e strettamente crescente si ha, per ¢ < ¢
f(xo—¢) <yo < f(xo+e).
Definiamo
0. = min{yo — f(xo — &), f(xo + &) — yo} > 0;
sely — yo| < 6. siha

Yo+ f(wo—¢€) —yo <Yo—0: <y <yo+ 0 <yo+ flwo+¢)— o

f(xo—¢) <y < flzo+e).
Poiche f~! & strettamente crescente si ha
FH(f(xo =€) < f7H(y) < F7H(f(z0 +2))
cioe
vo—e< fHy) <mo+e
F ) —e < fHy) < fHwo) +¢
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1f 7 ) — f (wo)| < e

O

TEOREMA8.7. Siaf : (a,b) — R continua e invertibile; alloraf !
e continua.

DiMOSTRAZIONE. Dal momento chef € continua ed invertibile su
(a,b), essa& strettamente monotona e siopapplicare il teorema.6. O
Si pw verificare che:

(1) pa, pera € R e continua inR .
(2) pn, pern € N e continua inR
(3) exp,, pera € R, & continua inR
(4) sin € continua inR
(5) cos e continua inR
(6) 7, pern pari € continua ink ;.
(7) r,, pern dispari € continua iR
(8) log,, pera € R, \ {1} & continua inR, .
La verifica di questi fatti pa essere completata usando la definizione di
limite.
possiamo altrasserificare, usando il teorema dei valori intermedi che

TEOREMA8.8. Si ha
(1) R(p,) = R,, pern pari

(2) R(pn) = R, pern dispari

(3) R(exp,) =R, pera e R, , a#1
(pa) =Ry perac R, a#0

(5) R(sin) = [~1,1]
(
(






CAPITOLO 9

LA DERIVABILIT A,

Consideriamo una funziong continua in un puntac,, avremo che,
quandar si discosta di poco da,, f(z) & poco distante df(z).

E in questo caso importante valutare come Vtia) — f (z, )in rapporto
ax — xg cioe il valore del rapporto

0.1 J(x) = f(x0)
T — 2o

Possiamo vedere cl¥el rappresenta il coefficiente angolare della corda
che passa per i puntko, f(zo)) € (x, f(x)).

Sez e vicino al puntar, il denominatore tende @ ma sef € continua
anche il numeratore tendedae quindie significativo considerare il valore
limite di 9.1 perz — .

Si stabilisce quindi la seguente definizione.

DEFINIZIONE9.1. Siaf : (a,b) — R, 29 € (a,b);
f(x) = f(xo)
T — Zo
e definito per ognic € (a,b) \ {x¢} e si chiama rapporto incrementale

relativo alla funzionef nel puntoz,.
Dal momento che € in (a, b) ha senso considerare

g(z) =

lim g(z).

Tr—XT0

Diciamo chef e derivabile inz, se

iy @) = I (@0)

T—x0 T — X

esiste finito.
In tal caso chiamiamo il suo valore derivata fdiin x, e scriviamo
df
"(z 0 —(x
F'(ao) (o)

Diciamo chef e derivabile inz, da destra oppure da sinistra se

flz) = flxo)

lim

3:—>,1'g T — X
oppure

lim f(z) = f(@o)

a:—mr;a xr — .:C(]
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esiste ec finito,
In tal caso chiamiamo tale limitderivata destra derivata sinistrali f
in zy e scriviamof’, (z) 0 f’ (zo), ovvero
drf d_f
o ()
Diciamo chef & derivabilein (a,b) seé derivabile in ogni punto dja, b).
In tal caso possiamo definire una funzione
df
= = b R
/ dx (a,6) —
che si chiama derivata dj.
In maniera del tutto analoga si possono definire le funzidaiivata
destrae derivata sinistra

Osserviamo chg’(z) € il limite perz che tende a, del coefficiente
angolare della corda secante il graficofdiei punti(z, f(x)), (xq, f(x0))
e che pertant@ ragionevole supporre che sia il coefficiente angolare della
retta tangente al grafico i, f(zo)).

La derivata dif, fornisce, vicino ad:,, una stima del variare di(x) —
f (o) rispetto ar — xy.

Poicle
(9.2) lim &) = f(20) _ ()
T—T0 r — 2o
si ha
lim M — f’(w) =0
T—To T — X
da cui
(9.3) lim f(x) = f(wo) — f'(w0) (2 — w0) —0
T—T0 T — Xo
Se ora poniamo
(94) f(iL’) _f<x0_f,(x0)(x_x0) :w(IL‘—l'())
r — 2o
avremo che

(9.5)  fz) = (f(zo+ f'(z0)(x — 20)) = w(x — mo) (2 — o)
con

lim w(x —x9) =0

T—T0

In altre parole, alla quanéitf (z) € possibile sostituire la quardit

(9.6) f(xo) + f'(xo)(x — o)
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commettendo un errore
w(r — x)(z — x0)
che tende @ piu velocemente diz — z)

Poicte I'equazioney = f(xz¢) + f'(z0)(x — x¢) rappresenta una retta
nel piano con la propriatdi approssimarg(x) con un errore infinitesimo
di ordine superiore al primo, per— x,, possiamo definirla retta tangente
al grafico dif nel puntozx,.

Resta coisgiustificato I'uso dif'(x,) per identificare il coefficiente
angolare della retta tangente al graficg'dn z,.

Definiamo pertanto, allo scopo di sviluppare questa idea, la differenzia-
bilita di una funzione.

DEFINIZIONE 9.2. Sia f : (a,b) — R, zy € (a,b); diciamo chef &
differenziabile inz, se esiste: € R tale che
lim f(x) = f(wo) — a(x — x0)
T—T0 T — T

La funzione lineard.(x) = a(z — ) si chiama differenziale df in z, e si
indica condf (x¢)(z).

TEOREMA9.1. Siaf : (a,b) — R, xy € (a,b), allora f & derivabile
in o se e solo s¢ e differenziabile inz.

=0.

Inoltre
df (xo)(h) = hf'(xo)
per ognih € R.
DIMOSTRAZIONE. Sef e derivabile inzy e sufficiente definire
a= f'(z)
e siha
lim f(z) = f(xo) — a(x — x0) —0
T—T0 T — T
Se viceversd e differenziabile inz, si ha che
lim f(x) = f(z0) — a(z — o) —0
T—X0 r — 2o
e
lim M —a=0
T—T0 T — Zo
da cui
f’(iﬂo) =a
e

df (zo)(h) = hf'(x0)

Dalla9.5risulta evidente che sgé derivabile inx, si ha:

f(x) = f(xo) = ['(w0)(x — m0) + (2 — 20)w (2 — 20).
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Pertanto
Jim [£(z) = f(zo)] = Jim [ (o) = o) + (2 = o)z = 20)] = 0

e

lim  f(z) = f(zo).

T—T0

Si e cos provato che

TEOREMA9.2. Siaf : D — R, D C R aperto, e siarg € D; sef e
derivabile inx, allora f € continua inz.

Non & peb vero il viceversa; esempi che illustrino questo fatto non
sono difficili a trovarsi (basta considerafér) = |x|), e di pu & possibile
costruire una funzione continua su un intervallo ed ivi mai derivabile.

In virtu del teorema&.1 d’ora in poi, per le funzioni di una variabile,
useremo indifferentemente i termini derivaldilé differenziabilih; useremo
inoltre, per caratterizzare questa propiena qualungue delle condizioni
enunciate nell®.2, 9.3 9.5

Proviamo ora alcuni risultati sulla derivabdlit

TEOREMA 9.3. Sianof,g : D — R, D C R aperto, e siary € D;
supponiamo chg e g siano derivabili inz , allora:

(1) af + Bg & derivabile inzy Vo, 5 € R e si ha
(af + Bg) (w0) = af'(w0) + Bg (w0);

(2) fg e derivabile inx, e si ha

(f9) (o) = f'(0)g(w0) + f(x0)g' (20)-
(3) Sef(xy) # 0 allora (1/f) & derivabile inxz, e si ha:

1 /x __f'(xO)
(f) (70) = =)
DIMOSTRAZIONE.

(1) e banale conseguenza della definizione di derivata e dei risultati
provati sui limiti.
(2) si pw provare osservando che

f(2)g(z) = f(wo)g(wo) _ f(@)lg(x) = g(xo)] | [f () = f(xo)lg(wo)
r — Xy N r — I r — Xy

e passando al limite.

(3) Dal momento chef e derivabile inzq, f € ivi continua e per il
teorema della permanenza del segia> 0 tale chef(z) # 0 se
|z — xo| < 4.

Possiamo pertanto considerare la funziopg in |z — xo| < 0

e costruire il suo rapporto incrementale

f@) —1/f) PR

= 1
=0 T@) f(@0)
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Passando al limite per — z, si ottiene che
1\’ f'(xo)
J— €x —
(7) =3

TEOREMA 9.4. Siano f : (a,b) — R, g : (¢,d) — (a,b); sia
ty € (¢, d), g derivabile inty; siazy = g(ty) e siaf derivabile inz.
Allorasey = f(g(-)), ¢ € derivabile int, e si ha

¢'(to) = f'(w0)g (to)-
DIMOSTRAZIONE. Per la9.5si ha che

9.7)  f(z) = flzo) + f'(20)(z — w0) + (z — wo)wi (2 — 20)
(9.8) g(t) = g(to) + g'(to)(t — to) + (t — to)wa(t — to).
Siha
(9.9) ¢(t) = f(g(t) = f(g(to)) + f'(g(to))[g(t) — g(to)]+

+ [g(t) — g(to)Jwi(g(t) — g(to)) =

= f(xo) + f'(0)[g'(to) (t — to) + (t — to)wa(t — to)]+
+ [9(t) — g(to)lwi(g(t) — g(to)) =
= f(xo) + f'(20)g (to)(t — to) + (t — to)ws(t — to).

O

E dal momento che
lim u)g(t - to) =0

t—to

si ha la tesi O

TEOREMA9.5. Siaf : (a,b) — R, g € (a,b), yo = f(z0); SUPPO-
niamo f strettamente monotona in (a,b), derivabilean ed f'(z) # 0;
allora f~! & derivabile iny, e si ha

1

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto incrementale

fy) — ()

G(y) = — :
Y—"%Y
avremo che
G(y) = F(f(y))
o PR et R et 1)
f(@) = flzo)  f(x) =y

Ora

lim T — Xg B 1

T—T0 f( ) f(x0> B f,<x0)
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lim [~ (y) = f(yo) = o

Y—Yo
(siricordi chef~! & continua iny, in quanto inversa di una funzione mono-
tona continua).
Inoltre xq non appartiene al campo di definizionefdipertanto possia-

mo applicare il teorema che consente di calcolare il limite di una funzione
composta per concludere che

Iim G =
Y=o ) f'(x0)
e la tesi. O
Calcoliamo ora le derivate di alcune funzioni elementari;

d ,.a a—1

[ ] d—l' = ax
T
° dial’ = a® Ina
d 1
i %logaa: = zlna
e —sinz =cosx
i .
o ~cosr=—sinz
d 2
° %tanle—i-tan T
d . 1
o jparcsine = =
d _ 1
® [ AICCOST = — =3
d 1

o arctanx =
X

1422 -

Ciascuna delle formule vale per queglper cui ha senso e plessere
provata usando la definizione di derivata.

Abbiamo con ab introdotto quello che si chiama derivata prima di una
funzionef; ovviamente applicando successivamentevoite lo stesso pro-
cedimento, otterremo quelle che si chiamano derivata seconda, terza, ..
n-esima dif.

Indichiamo con

d2
[ (o) o - (o)
3
) o i)
£ (o) 0 % (o)

la derivata seconda, terza, .., n-esimg @ x.

Discorsi e notazioni analoghe vanno bene per le derivate successive
destre e sinistre.
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Indichiamo infine cor€™(7), I C R, l'insieme delle funzionif : I —
R derivabili almenao: volte, con derivata n-esima continua.

In particolareC’(7) e I'insieme delle funzioni continue, mentfe° (1)
e l'insieme delle funzioni che ammettono derivate di ogni ordine in ogni
punto di/.

Si pw facilmente verificare che ognuno di questi insi@mino spazio
vettoriale suR.






CAPITOLO 10

| TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY.

Le derivate forniscono un’importante strumento per lo studio delle pro-
prieta e del grafico di una funzione.

L'applicazione di tale strumento si concretizza attraverso alcuni risultati
dimostrati nel corso del '700, dei quali ci occupiamo di seguito.

Cominciamo con il provare il seguente lemma.

LEMMA 10.1. Siaf : [a,b] — R derivabile, siar; € [a, b] tale che

f(z1) = min{f(z) : z € [a,b]}
si ha che
(1) sex; € (a,b) allora f'(x1) =0
(2) Sex; = aallora f (z,) > 0
(3) Sex;, = ballora f (z,) <0

DIMOSTRAZIONE. L'esistenza del punto di minime assicurata dalla
continuitx di f in [a,b].
Proviamo la prima affermazione; sia

oy =t
siha
g(z) <0 se <
g(z) >0 se 1z >u.
Pertanto
0> lim g(z) = f'(z1) = lim g(z) > 0.

Per quanto riguarda la seconda affermazione:;se a si ha che
/ . .
fi(z) = lim, g(x) > 0.

T—Tq

La terza affermazione si dimostra in modo simile. O

E chiaro che un risultato simile si pyrovare per i punti di massimo.

A guesto punto siamo in grado di provare un risultato éhpur nella
sua semplicé, fondamentale per lo sviluppo del calcolo differenziale.

TEOREMA 10.1. - Rolle - Siaf : [a,b] — R continua in[a,b] e
derivabile in(a, b); allora

fla) = f(b) = Je € (a,b) : f'(c) =0.

95
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DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Weierstralammette massimo e
minimo assoluti ina, b]; se entrambi sono assunti negli estremi si ha

max{f(z) : x € [a,b]} = min{f(z) : x € [a,b]}

ed f & costante, dacyi(z) =0 Vx € (a,b).
Se invece il massimo o il minimé assunto in un punto interng dal
lemmal0.1si haf’(c) = 0. O
Ne segue che

TEOREMA 10.2. - Lagrange - Siaf : [a,b] — R continua in[a, b] e
derivabile in(a, b); allora esistec € (a, b) tale che

fb) = fla) = f'(c)(b - a).
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione
g:la,b) — R
definita da
o) = )~ () + L0 =00 - ).
g € continua in [a,b] e derivabile in (a,b) ed inolye:) = g(b) = 0.
Per il teorema di Rolle esistec (a, b) tale che
0=g(0) = o)~ TU =110
f(0) = f(a) = f(c)(b—a).

O

TEOREMA 10.3. - Peano - Siandf, g : [a,b] — R, f, g continue in
[a, b] e derivabili in(a, b); allora esistec € (a,b) tale che

F(B) = f(@) 7)) _
4oy (360 ot o)) =0

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funziong : [a,b] — R definita
da
(10.2)
_ f(0) = fa) flz)) _
h(z) = det (g(b) —gla) g(z)) ~ [f(b) = f(a)]g(z)—[g(b) — g(a)] f(x)
h soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e pertanto si pfiermare che
esistec € (a, b) tale che

: f(0) = f(a) f(c)
(10.3) h'(c) = det (g(b) — y(a) g’(c)) =0
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TEOREMA 10.4. - Cauchy - Siand/, g : [a,b] — R continue in[a, b]
e derivabiliin(a, b); sia inoltre ¢’(x) # 0 per ogniz € (a,b). Allora esiste

c € (a,b) tale che
f(b) = fla) _ f'(e)
g(b) = gla)  g'(c)
DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Peano si ha che esiste (a, b)

tale che
[f(b) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)]f'(c).

Ma ¢'(z) # 0 per ogniz € (a,b) e pertanto anche(b) — g(a) # 0
(se cos non fosse ci sarebbe, per il teorema di Rolle, un pygnto (a, b)
tale chey’(¢) = 0). Possiamo allora dividere pef(c) e perg(b) — g(a) ed
ottenere la tesi. O

| teoremi appena dimostrati forniscono tutta una serie di risultati molto
utili per lo studio del grafico di una funzione.

TEOREMA 10.5. Sia f : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in
(a,b); allora f & costante ifja, b] se e solo s¢’(x) = 0 per ognix € (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Sef & costante ifa, b] € immediato provare chg
e identicamente nulla.

Proviamo viceversa che g&(x) = 0 per ogniz € (a,b) si ha chef e
costante: sia € (a, b) ed applichiamo il teorema di Lagrange all'intervallo
la, z|. Per un opportuno valore di€ (a, z) si ha

f(@) = fla) = f(c)(w—a) =0
e si deduce ché¢(x) = f(a) 0
COROLLARIO 10.1. Sianof, g : [a,b] — R continue infa, b] , deriva-
biliin (a, b) e tali che
flle)=4'(x)  Vae(ab);
allora
dceR : f(z)=g(x)+c Vo € [a,b].

TEOREMA10.6. Siaf : (a,b) — R, derivabile; allora f & crescente
(decrescente) inja, b) se e solo s¢’(x) > 0 (f'(x) < 0) per ogniz €
(a,b).

DIMOSTRAZIONE. E’intanto ovvio che s¢ e crescente allora si ha
f'(x) > 0 per ogniz € (a,b); supponiamo viceversa ch@(z) > 0 per
ognix € (a,b), allora sery, zs € (a,b), x; < x2, Siha

f(xe) — flx1) = fl(e) (2 — 1) , @1 <c< g
e pertanto
f(za) — f(z1) >0
0

Sottolineiamo che i risultati provati funzionano soltanto per funzioni

definite su un intervallo.
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E infatti facile trovare esempi che contraddicano gli enunciati precedenti
se si rinuncia alla condizione di intervallo:
Ad esempio consideriamo le funzioni

1 ,x >0
(10.4) f(z) = {_1 o
oppure
(10.5) g(x)=1/z su R\ {0}

Si pw anche provare che:

TEOREMA 10.7. Sia f : (a,b) — R derivabile e supponiamo che
f'(x) > 0 per ognix € (a,b); allora f & strettamente crescente(im, b).

La funzionef (z) = 23 ci convince inoltre che possono esistere funzioni
strettamente crescenti la cui derivata Bosempre strettamente maggiore di
zero.



CAPITOLO 11

LA REGOLA DI DE 'H OPITAL

Dal teorema di Cauchg possibile ricavare un risultato molto impor-
tante usualmente identificato come regola di Dedpifal, dal nome del
marchese che pubbbain trattato che la contiene, ndgiu probabilmente
dovuta a Johann Bernoulli.

Il suo scopoe fornire uno strumento atto a risolvere, in certi casi, il
problema di trovare il limite di una forma indeterminata.

E’ importante ricordare che I'applicazione di tale regélaubordina-
ta, come sempre, alla verifica di alcune ipotesi, in assenza delle quali si
possono ottenere dei risultati sbagliati.

La regola di De I'Hbpital € un raffinamento del seguente fatto del tutto
elementare.

TEOREMA 11.1. Sianof, g : D — R derivabiliinzy € D, D aperto;
allora, sef(xy) = g(xp) =0eg'(xy) # 0, siha

. flx)  f'(zo)
1 — = .
eoro g(x)  g'(x0)
DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente osservare che
o fl@) o f@) = flwe)  w—we f'(@0)
:clgl:go g(m) - zlggclo T — Xg 9(37) - g(x()) B gl(xo)

O
Il risultato appena enunciato si @p@eneralizzare al caso in cui non sia
possibile considerare

ma soltanto
/
lim f/(x) :
T—T0 g (,I‘)
Naturalmente tutto 6ie fatto allo scopo di determinare il
lim ﬁ)
roro g(2)

nel caso in cui
lim f(z)= lim g(x)=0.

T—XT( T—T0
Non sa& ovviamente restrittivo trattare solo il caso in eui> z .
99
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TEOREMA11.2. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo che
g(2)#0 Yz € (a,0)

lim flz) = a}fg g(xz)=0.

Allora, se o
. f'(2)
gﬁ@@)
() _ . @)

li — )
1’121+ g ZE) r—at g,<l’)

esiste, si ha

DIMOSTRAZIONE. Sia
!
lim f'(x)
omat g'(2)
Sea < x < a+ 9. siha

=/{ e R".

f'(z)
9'(x)

Ora, se prolunghiamg e g per continui& in a ponendo
fla) =g(a) =0,

si pw applicare il teorema di Cauchy nell’intervalla z| conz € (a,b) ed
ottenere che

flz) _ fle) = fla) _ [(e)

g(x)  g(z)—gla)  g'(c)
Percd,sea <z <a+d.Sithas<c<z<a+é.e
fl@) _ 1)

g(z)  g'(c)

el(l,e).

con a<c<cx

el e).

O
Il teoremall.2pud ovviamente essere rienunciato anche considerando
limiti per x — a~ e perz — a.
Restano fuori da questa trattazione i limiti per» +oo e perr — —oo.
Osserviamo che in tali casi pwessere utilizzato il fatto che
1/t
lim _f(a:) = lim 1/ )
——+00 g(ﬂf) t—0+ g(l/t)
A quest'ultimo limite puw essere applicato il teoremid.2non appena
si siano verificate le ipotesi in esso richieste.
Enunciamo, per comodit il risultato che si ottiene seguendo questa via.

COROLLARIO 11.1. Sianof, g : (a,+00) — R derivabili; supponia-
mo

g (x) #0 Yz € (a,+00)
lim f(z)= :cl—lfri-loo g(x)=0.

T—-+00
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Allora, se
lim ! (m)
Z—+00 g’(gj)
esiste, si ha /
lim —f@) = i —f (z)

r——+00 g(l’) T—+00 g/(;E) '
Il caso in cuig — +oo oppureg — —oo € molto pil tecnico e compli-
cato; pertanto ci limitiamo ad enunciare il risultato.

TEOREMA 11.3. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo
g(x) #0  Vx € (a,b)
lim+ g(z) = 400.
!
lim f'(z)
a—at g'(x)
/
lim @ = lim @
v—at g(x)  a—at g'(z)
La regola di De L'Hbpital permette di ricavare un risultato molto utile

per calcolare la derivata di una funzione in punti che presentino qualche
criticita.

Allora, se

esiste, si ha

COROLLARIO11.2.Siaf : D — R, derivabile inD\ {z,} e continua
inzo € D, D aperto, con
lim f(z) =\ : lim f'(z) = p.

T—T T—T(
Allora
(1) sex e Rallora f (z9) = A
(2) Sep € Rallora f/' (zg) = i
(3) Se)\ = +oo allora f noné derivabile da destra im,
(4) Sep = +oo allora f none derivabile da sinistra i,






CAPITOLO 12

LA FORMULA DI TAYLOR

La formula di Taylor nasce dall’esigenza di trovare buone approssima-
zioni, facilmente calcolabili, per le funzioni elementari.

Si tratta essenzialmente dello sviluppo del concetto di approssimazio-
ne lineare che stato introdotto con la definizione di derivata. Infatti se
supponiamo ch¢ sia una funzione derivabile iry; abbiamo visto che

f(@) = f(@o) + f'(wo) (2 — wo) + (x — wo)w(z — 20)
dove
lim w(z —29) =0 =w(0).

T—XT(

Possiamo pertanto affermare che in tale occasione abbiamo trovato un
polinomio di primo grado che approssima la funzigheon un errore che
puo essere espresso nella forma— zp)w(x — ), cONw(z — x9) — 0 se
x — xy, tale errore quindi risulta essere infinitesimo di ordine superiore ad
1 cioe di ordine superiore al grado del polinomio approssimante.

Poniamoci ora il problema di approssimare la funzigneon un po-
linomio di gradon, commettendo un errore che sia infinitesimo di ordine
superiore ad, cioé che possa essere espresso nella forma

(x — x0)"w(z — x0) ove lim w(z —x9) =0.

T—T0

Sia pertanto

un tale polinomio; dowa aversi

n

(12.1) f(z) = Z a;i(z — x0)' + (x — x0)"w(x — x0)

1=0

conw(z — zg) — 0 sex — xy.
Se supponiamg derivabilen volte, affincte la 12.1 sia vera dow
essere

f(ﬂﬂo) = Qo

per cui si ava
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%ﬁixo) =at zn: ai(z — x0)" " + (x — 20)"'w(z — 20).

Passando al limite par — x, si ottiene
f/(xo) = ai
e siava
f(z) = f(zo) + f(w0)(z — w0) + Z a;i(z — x0)" + (x — w0)"w (2 — 20)
1=2
da cui

(12.2) f(x) = f(wo) — f'(w0) (2 — x0) _

(x — x0)?

= ay + Z ai(r — 20) 2+ (. — 20)" 2w(x — 30)
=3

per cui, applicando la regola di De Laital, si ottiene che

f'(@) — (o)

12.3 lim ——————= =
(123) s 2(x — xp) 2
e

f7(@o)
2' = a9.
Cod procedendo si ottiene che
fO (o)
nl "

e pertanto, affinohil nostro scopo sia raggiunto, aarecessario che

" O (g |
P(x)zz Al )(m—%)z.

7!
=0

Riassumendo possiamo dire che

Affinch e si abbia

n

(12.4) fl@) = aiw —z0)' + (v — m0)"w(w — o)

=0
conw(z — xp) — 0 sex — x,. deve essere

f(")(xo)

n!

(12.5) a, =
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Ci resta ora da provare che tale polinomio soddisfa effettivamente le
condizioni richieste.
Cio saa fatto provando il seguente risultato:

TEOREMA 12.1. - Formula di Taylor con il resto di Peano - SiA :
(a,b) — R derivabile n-1 volte ina, b) edn volte inx, € (a,b); allora

n ) (g |
126) 1) =3 T ) 4 o o)l — )
con o

lim w(z—1zp) =0=w(0).

T—T0

DIMOSTRAZIONE. Definiamo

n O (g |
Pa) =" T o

l

e chiamiamo f) - Pa)
) — Xz
w(r —x0) = T@—a)
proviamo che

lim w(z —x0) =0
T—T0

Allo scopo di applicare la regola di De Lapital calcoliamo

(127) tm SO

ez n(x — o)t

— lim 1 ) — — [ (x0) T — )il
—xl—wo n(x — xo)" ! (f( ) 121 (i—l)!( 0) )

e proseguendo calcoliamo

. f'(@) — P"(z)
(12.8) thfclo n(n—1) (@ —zg)"2
— lim L "(x) — ~ /(o) x— 1) 2
= lim = D@ = z0)=2 (f (x) £ (i— 2);( 0) >

fino ad arrivare a
SO0 (@) = P ()

(12.9) lim '
T—T0 n!(z — o)
= lim FU D (@) = fO D (@) — f) (o) ( — w0) _
T—To T T — Xg
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Si pw pertanto dedurre che
(12.10) lim w(x —20) =0

Tr—XT0

O

La formula di Taylor con il resto nella forma di Peano permette di esten-
dere la possibild di approssimare una funzioriecon un polinomio di pri-
mo grado, fino ad ottenere la possikldi approssimarla con un polinomio
di gradon arbitrario.

Ovviamente il fatto pil importantee la valutazione dell’errore commes-
so e, se consideriamo il resto nella forma di Peano, tale valutagidinigpo
qualitativo.

Se vogliamo una valutazione dell’errore di tipo quantitativo ci occor-
re seguire un procedimento diverso dalla definizione di differenziabilit
Un rapido sguardo ai risultati di calcolo differenziale fino ad ora provati ci
convincea ben presto che il risultato da estendergteorema di Lagrange.

Cercheremo in altre parole di valutare la differenza

") (g |
f) - S T

: 1
=0

in funzione di maggioranti dif "*+V(z)| .

TEOREMA 12.2. Formula di Taylor con il resto di Lagrange - SiA :
(a,b) — R derivabilen + 1 volte in (a,b); sianozx,z, € (a,b), allora
esistec tra z( edz, tale che

"0 (g () (@ —
iy = S0 (e SO

)n-i-l
o (n+1)!

DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui= 2; dovremo
in questo caso provare che esistea r, edz, tale che

f/l («TO)

(12.11) £(2) = Flao)+ £ (z0) e —20)+ L (024 L1 o
Sia
(12.12)
f"(x0)

F(x) = f(z) = f(xo) — f'(w0)(x — x0) — 9 (z — 330)2 — R(z — 5170)3

OvviamenteR dipende dal fatto che abbiamo fissate- 3 oltre che da
x e dargy, che comunque sono essi pure fissati,

Se consideriamd’ sull'intervallo di estremiz, ed z, possiamo affer-
mare chee derivabile almeno tre volte e si ha

(12.13)  F'(z) = f'(x) = f'(w0) — f"(x0)(x — w9) — 3R(x — z0)?
(12.14) F"(z) = f"(z) = f"(x0) — 6R(x — x)
(12.15) F"(z) = f"(z) — 6R
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Poicte F'(xz) = F(zo) = 0 per il teorema di Rolle esiste un punidra
xo edx tale che

F'(a) =0
Poicte inoltre F'(z,) = 0, sempre per il teorema di Rolle si ha che esiste
un puntog traz, eda tale che

F//(ﬁ) — 0

Ed ancora per il teorema di Rolle, poiehncora” (xy) = 0 esiste un punto
ctraxy ed( tale che

FIII<C) — 0

Ne ricaviamo infine che
F///(C) — f//l(c) o GR — O

e ne deduciamo che »

o 11O

6







CAPITOLO 13

QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE

Alcuni sviluppi di funzioni elementari ricorrono spesso e quiadiolto
comodo fare una breve raccolta di risultati in merito
Nel seqguito indichiamo cof una funzione infinitesima pear —

1. Lo sviluppo di McLaurin di e®

Sia
flz) =€
Avremo chef € Ct*°(R) e si ha
(13.1) fla)=¢* f0)=1
(13.2) f(z) =¢€" f0)=1
(13.3) f'(z) =€ f(0) =1
(13.4) fra)y=e" U0y =1
(13.5) e
(13.6) fW@) =€ f(0) =
da cui si ricava che il polinomio di McLauriR, di ¢* di gradon &
P(z) = Z T
k=0
ed il resto di Lagrang®,, assume la forma
— e n+1 <
Possiamo pertanto concludere che
(13.7) e’ = Z o + z"w(x)
k=0
(13.8) P o A le| < |z
' ko (n+1) -

109



110 13. QUALCHE SVILUPPO DI TAYLOR NOTEVOLE
2. Lo sviluppo di McLaurin di sinx
Sia
f(z) =sinz

Avremo chef € C**°(R) e si ha

(13.9) f(z) =sinx f)(z) = sinz
(13.10) f'(z) = cosz fO(x) = cosx
(13.11) f/(z) = —sinzx fO(z) = —sinz
(13.12) f"(x) = —cosx fO(z) = —cosz

Pertanto le derivate di si ripetono di in 4 e si ha

(13.13) f(0) = Fi0)=0
(13.14) f'(0) = F200) =1
(13.15) f7(0)=0 F9(0) =0
(13.16) 70y =—1  fU0) =1

da cui si ricava che il polinomio di McLaurif, di sin = di grado2n + 1

n
IQk’-‘rl

Ponialw) = kzzo (2k + 1))

ed il resto di Lagrang®,,,.; assume la forma

f(2n+3) (c)

o) = {57735,

el < =]

Ricordiamo che il termine di gradin + 2 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che

i 2R+l ont3
(13.17) sinx = — " w(x)
—~ (2k +1)!

. R A (O B
(13.18)  sinz = kzzo k1) @2nt3)

el < ||
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3. Lo sviluppo di McLaurin di cosx
Sia
f(x) =cosx

Avremo chef € C*(R) e si ha

(13.19) f(z) =cosx ) (z) = cosx
(13.20) f'(x) = —sinzx fO(z) = —sinz
(13.21) /" (x) = —coszx O (z) = —cosx
(13.22) f"(z) =sinx f (1) = sina

Pertanto le derivate di si ripetono di in 4 e si ha

(13.23) f0y=1 f™0) =1
(13.24) f(0)=0 f0) =0
(13.25) f1o)y=-1  fO90)=-1
(13.26) f"(0) =0 F(0) =0

da cui si ricava che il polinomio di McLauriR, di cos x di grado2n e

n 2k

Po(x) =Y %

k=0

ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma

f(2n+2) (C)

Fon(®) = 59

e < ||

Ricordiamo che il termine di gradin + 1 € nullo.
Possiamo pertanto concludere che

n
IQk

(13.27) cosxT = Z o0 + 22" w(z)
k=0
N2k f(2n+2)<c) ont3
. = " <
(13.28) COS T Z k) + @n 1 o) x le] < ||

k=0
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4. Lo sviluppo di McLaurin di In(1 + )
Sia
f(x) = In(1 + 2)
Avremo chef € C**°((—1,+o0)) e siha

(13.29) f(z) = In(1 + 2)
(13.30) fl@) =< i .
(13.31) ﬂ@»:—ujxy
(13.32) £z = u—fxﬁ
(13.33) SO () = — (13; ;4

Possiamo quindi congetturare che

(n) _ (_1\n+1 (n—1)!
(13.34) f () =(-1) —(1 o)
La 13.36si dimostra per induzione, infatti:
(1) pern=1
|
@) =10

e lal3.36e vera.
(2) se lal3.36¢e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:

d d (n—1)!
(n+1) () — (_qyntl)\® T
(13.38) f (@) = S0 a) = D
vy e (m=Din(1 + )t nt2 n!
(=D(=1) (14 z)2 (=1) (14 z)nt!
Pertanto
(13.36) FM0) = (=1)"*(n —1)!
e quindi
- k+1 at - k+1xk
Pa(e) = Y (=DM (k= 1)t = Y (-1
k=0 =0
ed il resto di Lagrang#,,, assume la forma
| n+1 n+1
Rofa) = (cper W P2 ] <|al

1+t (n+1)!
Possiamo pertanto concludere che

(n+1)(1+ c¢)ntt
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(13.37)
n k
In(l+2z) = —1k+1x—+x"wx
(4a) = 3D ()
(13.38)
(1 - 1k+1xk 1)nt2 "t
pr— _— _— - n <
n(l+2) = DM+ () e ld <l
k=0
5. Lo sviluppo di McLaurindi /1 + x
Sia

f@)=vIta

. Avremo chef € C**°((—1,+o0)) e si ha

(13.39) (@) = VITT = (1+2)"
(13.40) o) = %(1 )12

(13.41) f"(z) = % (_% (14 2)~%2
(13.42) 1) = (%) (%) (14 2)5

o ) (o

Possiamo quindi congetturare che

R L = (R

La 13.44si dimostra per induzione, infatti:

(1) pern=1
Fa) = 51 +x)

e lal3.44e vera.
(2) se lal3.44e vera pen allorae vera anche per + 1 infatti:
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(13.45) f(”“)(g;):% £ () = % (1

2n
2n

2n 2

2n—1

2n—1 1

_(Cy (2n — 3)! (_Zn—l) e

n (271, — ” _ 2n+1
= (—1) A 21’L+1 (1 + m) 2
Pertanto
2n — 3)!!
(13.46) Fm(0) = (_1)n+1%
e quindi
s, o @E=3ar IS, 2B =3,
Pal) = 3 (Mg = 2 ) e
k=0 k=0
ed il resto di Lagrang®,,, assume la forma
. n+2 (2n - 1)” _2n+1
Ry (z) = (1) W(l +c) 2 lc| < |z]
Possiamo pertanto concludere che
(13.47)
& (2k — 3)!! N
Vitr= Z(—nkﬂwsﬁ + 2 w(z)
k=0
(13.48)
& 2k — 3)!! z* (2n — 1! g
V1 — -1 k+1(—_ _1\n+2 1 S <
e kz:;( ) 7w YT e () el <z
6. Lo sviluppo di McLaurin di -
Sia
fla) = —
C1l—x
Avremo chef € C*t>°((—1,1)) e siha
Definiamo

ed osserviamo che




6. LO SVILUPPO DI MCLAURIN DI ﬁ 115

(13.49) Sn(iv):Zxk =l+z+2?+2°+. 2"
k=0
(13.50) zSy(x) =x Z th=x + 2 + 23 42t + o 4
k=0

Sommando le due uguaglianze otteniamo

(13.51) (1—2)S, =1— 2"
1— n+1
(13.52) S, =T
1—2z
e
1 n+1
(13.53) S, = 2

Ne deduciamo che

1 xn—l—l n N xn—l—l
13.54 —_— = =
( ) 1—=x Sn+1—x z::x+1—x
ed osservando che
xn—&-l
(13.55) lim =0
z—01 —2x

di ordinen + 1 € N possiamo concludere ricordandolla 4che

(13.56) P, =) a*
k=0

e il polinomio di McLaurin dif (z) = 1.

Pertanto
(13.57) Lo zn: ¥ 4+ 2w ()

' 1—=z —
e
1 n n+1
(13.58) N kg E
1—=z — 1—=z
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Allo stesso risultato si pupervenire dimostrando per induzione che

(13.59) f(”)(:c):(l_—i)m Sy =1

In questo modo si trova che che

1
(13.60) R, = o o] < [z

7. Come ricavare altri sviluppi

Le precedenti formule possono essere utilizzate per ricavare nuovi svi-
luppi di Taylor mediante semplice sostituzione.
Ad esempio dalld 3.7 possiamo ricavare, sostituengda@on —z?2 che

2 n —1)k1’2k . e .
(13.62) e = (1) +(—1) +1mx2 +2 |c| < |2?|

Da quest'ultima, osservando che
" w(x)

e un infinitesimo di ordine superiore &d e ricordando lal2.4 possiamo
affermare che

n -1 kak
>

k=0

& il polinomio di McLaurin die~** di gradon.

L'affermazioneé giustificata dal fatto ch@";_, Hijm% differisce da
e~* per infinitesimi di ordine superioreZ.

Si capisce quindi che guessere utile disporre di criteri che consen-
tano di affermare che la differenza tra un polinomio ed una funzine
infinitesima di ordine superiore al grado del polinomio.

Possiamo a questo proposito dire che
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Sef e derivabile e se

(13.63) f(z) = P,(z) + R (x)
allora
(13.64) f'(@) = (Pu(x)) + (Ra())/

(R, e derivabile perchre R, = f — P, e quindi € la differenza di due
funzioni derivabili.)
Ora se(R,(z))’ € un infinitesimo di ordine superiore adn — 1 si ha

(13.65) lim (R”(xl))’ —0
rz—0 "
e, per la regola di De I'Hopital
(13.66) fimg Sl _pppy Fal@)

xz—0 ™ z—0 nxn—1







CAPITOLO 14

LA CONVESSITA

Con le definizioni e gli strumenti che abbiamo introdotto fino a questo
punto siamo in grado di distinguere una funzione il cui grafico sia del tipo
illustrato in figural4.1.1da una il cui grafico sia quello illustrato nella
figural4.1.2

14.1.1. 14.1.2.

FIGURA 14.1.

Possiamo infatti osservare che il pringoil grafico di una funzione
crescente mentre il secondo rappresenta una funzione decrescente.

Abbiamo inoltre ga sviluppato strumenti (studio del segno della deri-
vata prima) che ci consentono di stabilire se una funzermescente o
decrescente.

Non siamo tuttavia ancora in grado di distinguere tra i grafici delle tre
seguenti funzioni in quanto, ad un primo esame, possiamo osservare che
tutte e tre sono funzioni crescengituttavia chiaro che si tratta di funzioni
il cui grafico presenta caratteristiche molto diverse, cosneée evidente
gualee la differenza tra una scodella ed un ombrello.

Onde cercare di definire una propaethe ci consenta di distinguere tra
i tre grafici cominciamo ad esaminare ibemplice dei tre cdil secondo.
Chiaramente si tratta di una retta e quindi il suo graicadividuato da due
punti.

Indichiamo corY la funzione e coftz, ¢(x)), (y, £(y)) due punti del suo
grafico. Possiamo individuare il valore @in z semplicemente usando la
proporzionalia tra i triangoli indicati in figura.

119
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14.2.1. 14.2.2. 14.2.3.

FIGURA 14.2.

Hz) =t(y) + (1 - 1)biz)

£(z)

()

FIGURA 14.3.

Avremo infatti che

(14.1) Wi - i(@ _ f(yi = i(:v)
Poiche
Uz) = Uz) _ Uz) = (=) ((z) — Uy) _ Uy) — ()
zZ—X T —z ’ T —y y—x

la 14.1non cambia anche nel caso in eunon sia, come in figura, interno
allintervallo di estremiz edy. Inoltre none restrittivo considerare < y.
Avremo pertanto che il valore diin z e dato da

((y) — (x)

y—x

La 22.1e semplicemente I'equazione di una retta che passa per il punto
(«, £(x) ed ha coefficiente angolafe =",

(14.2) Uz) =L(z) + (2 — )
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E utile osservare che, se poniamo

Zz—XT
t =
y—x
esprimiamo, nel contempo, la proporziorelit
L z—v
1 y—=x

tra le lunghezze dei segmentidi z| e [z, y| ed i valorit ed 1.
Pertanto il rapporto tra i segmeiti y| e [z, y|, sad uguale a — ¢.
Un semplice calcolo mostra infatti che

Z—r Y—xr—z+zxT Yy—=z

Yy— Yy— y—

Inoltre se poniamo

(14.3) p=2"7
y—x

avremo
(14.4) z—x =ty — )
e quindi
(14.5) z=x+t(y—x)r=ty+ (1 —t)x

Pert € (0,1) la 14.5individua un punto: che si trova all'interno del-
l'intervallo di estremiz edy, mentre pet > 1 si hanno punti a destra gi
e pert < 0 si hanno punti a sinistra di.

Similmente possiamo scrivere1&.1come

((x) +t(l(y) — l(x)) = tl(y) + (L = )¢
ed infine possiamo scrivere

()

(14.7) Uty + (1 —t)z) = tl(y) + (1 — t)l(x)

ed osservare che al variaretda 14.7consente di esprimere il fatto che tutti
ivalori ¢(z) = £(ty+ (1 —t)x) si trovano sulla retta di cui abbiamo studiato
il grafico.

Se ora sovrapponiamo i primi due grafici della figira?2 risulta evi-
dente che, se chiamiamfola funzione del primo grafico ede y i punti di
intersezione tra il grafico e la retta, avremo che, all'interno dell'intervallo
[z, y], il grafico di f sta sotto il grafico della retta.

Chiamiamo una tale funziormnvessaed esprimiamo il fatto che ab-
biamo appena individuato semplicemente chiedendo che
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#(z) = th(y) + (1 — )6(z) = £f(3) + (1 — 1)1 (z) ) =4)

#z)

flzy=¢

Iz

FIGURA 14.4.

fly+ A —tx) <tfly) + @ -6)f(x)  vie(0,1)

Poniamo in altre parole la seguente definizione

Siaf : (a,b) — R; f sidice convessa iria, b) se

(14.8) flty+ (1 —t)z) <tf(y)+ (1 -8)f(2)
per ogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)

Inoltre

Diciamo che f e strettamente convessa

(14.9) flty+ (1 =t)z) <tfy)+ (1 -1)f(2)
per ogniz,y € (a,b) e perognit € (0,1)

E utile osservare che [a4.8pud essere scritta in diversi modi tutti utili
per comprendere le propréetlelle funzioni convesse.
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14.10) S+ (1) < 1) + (1 - 0f(2)
(14.11) F2) < 1) + (1 D ()
(1412 1)< o) + (- {01

Dalla definizione di convessitsi ricava sottraendo ad ambo i membri

f(y)

(14.13) f(2) = fly) < (t=1)(f(y) — f(x))
(14.14) Je) = 1) < = () = J(@)
(14.15) f(z) = fy) > fly) — f(z)
z—y Yy—
Fy)
!
f(=)
FIGURA 14.5.

Possiamo pertanto concludere, osservando che abbiamo sempre operato
trasformando una disuguaglianza in una equivalente, che

Sono fatti equivalenti (si veda la figural4.5):
e feconvessaira,b)
e In ogni punto y € (a,b) il rapporto incrementale
f(t) = fy)
t—y
e una funzione crescente

t—
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D’altro canto, sef e convessa si ha:

(14.16) F) <) + (1= D f (@)
1417) S+ - 0) SH )+ (- 0@
(14.18) /() - ) £ (-0 @) — F2)
(14.19) (= = 2)(f(2) ~ f) < (v~ 2)(F(2) ~ F(2))
(14.20) M= 1), 1) I

FIGURA 14.6.

Ora,ser < z <w < ysiha

f(z) = f(x) < flw) = f(2) < f(y) — f(w)

z—x w—Zz Yy —w

(14.21)

Passando al limite per — 2z~ e pery — w" se f & convessa e
derivabile allora

(14.22) f(z) < fl(w)
e quindif’ e crescente.

Viceversa s¢ e derivabile ed’ e crescente allora, usando il teorema di
Lagrange si pa affermare che

(14.23)

e quindif e convessa.
Ne concludiamo che sge derivabile, allora
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flm

FIGURA 14.7.

Sono fatti equivalenti (si vedal4.?):
e feconvessaira,b)
e f’ & una funzione crescente iffja, b)

Osserviamo infine che, gée convessa, allora

(14.24 F0)— 1) 2 g - 2 EL2 T
(14.25) F0) 2 )+ - 2 T
e passando al limite par—s =

(14.26) £(6) > 1)+ F()y — 2)

(14.27)

e pertanto il grafico df sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente,
Se viceversa il grafico df sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangen-
te, allora

(14.28) f) > f2)+ () (y — 2)

e

(14.29) f@) = f(2) + f'(2)(x = 2)
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da cui, tenendo contoche— z > 0,ex — 2 < 0

(14.30) JW =G S iy s L) = /@)
Yy—=z 2=
e
(14.31) ) - 1) 2 (v - 72T
e quindif e convessa.
@)

FIGURA 14.8.

Ne concludiamo che sge derivabile, allora

Sono fatti equivalenti (si veda la figural4.9:
e feconvessaira,b)
e il grafico di f sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente

| risultati che legano segno della derivata e crescenza della funzione
permettono poi di concludere che

Sia f una funzione derivabile due volte in(a, b); sono condizioni
equivalenti:
e feconvessaina,b);
e [’ e crescenteina,b);
e f” &non negativa in(a, b).
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DEFINIZIONE 14.1. Sia f : (a,b) — R, diciamo chef & concava in
(a,b) se—f & convessa ifa, b).

DEFINIZIONE 14.2. Diciamo chef : (a,b) — R ha un punto di flesso
inz, € (a,b) se esisté > 0 tale chef & convessa (concava) {m, — 9, x¢)
e concava (convessa) (g, xo + 9).

Semplici esempi mostrano come sia possibile per una funzione avere un
punto di flesso i) e
e non essere derivabile in(f(z) = V/x)
e avere derivata non nulla in(f(z) = sinx)
e avere derivata nullaif (f(x) = 23).

TEOREMA14.1. Siaf : (a,b) — R e siazy € (a,b), supponiamgf
derivabile in(a, b); allora x, € un punto di flesso se e solo e crescen-
te (decrescente) in un intorno destroagi e decrescente (crescente) in un
intorno sinistro.

E’ pertanto evidente che n@possibile caratterizzare un punto di flesso
facendo uso soltanto della derivata prima nel punto.

Possiamo tuttavia provare nel successivo paragrafo condizioni in grado
di caratterizzare i punti di flesso.






CAPITOLO 15

ESTREMI RELATIVI E ASINTOTI.

Abbiamo ga visto cosa si intende per minimo e massimo assoluto di
una funzione e abbiamoatrovato condizioni necessarie e sufficienti per
I'esistenza di un minimo o un massimo assoluto. (Si veda il lemma 9.1 ed
il teorema 7.10).

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la definizione di massi-
mo e minimo relativo per una funzione e daremo condizioni necessarie e
sufficienti per I'esistenza di un punto di minimo o di massimo relativo.

DEFINIZIONE 15.1. Siaf : D — R diciamo cher, € D € un punto
di minimo (massimo) relativo per la funziorfesed§ > 0 tale che ser €
DN (xg— 6,20+ 0) siha

f(x) = f(wo) (f(x) < f(x0))

Usando la formula di Taylor possiamo ottenere uno strumento utile ad
identificare i punti di massimo e di minimo relativo per una funzione. Tutto
si fonda sul fatto che il polinomio di Taylor approssima una funzione a
meno di infinitesimi di ordine superiore al grado del polinomio stesso.

Infatti, sia P, il polinomio di Taylor di f centrato inz, di gradon,

( ricordiamo che per scrivere il polinomio di Taylor di f deve essere
derivabile almena volte); per il teoremd. 2.1 possiamo allora affermare
che

(15.1) f(x) = Po(x) + (x — @0)"w(x — o)
dove, come al solito, qui e nel seguito supponiamo
lim w(z —x9) =0
T—TQ

e se definiamo

n ) (g )
Piw) = 3 T )

si avia
(15.2) f(@) = f(xo) = Py () + (x — xo)"w(z — 20)
mentre se
pit = 3 I

129
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si avia
(15.3) f(x) — f(zo) — ['(wo)(z — o) = P2(x) + (x — m0)"w(x — x0)

Osserviamo ché! e P? sono, rispettivamente, i polinomi di Taylor di

f(x) = f(z0) € f(7) — f(20) — f'(20) (7 — 0).
Dividendo le15.1,15.215.3per P, P! e P?, rispettivamente, otteniamo

(15.4) J@) g, o)

P(a) Pa) )
(15.5) %@f)(%) =1+ CTF;—(Z()))W(:U — )
f(z) = f(xo) — f'(wo)(z — x0) _ (x — x0)"
(15.7)

Poicte P,,P!,P?, sono polinomi di grada e quindi sono infinitesimi,
perz — x, diordine al pun, tenendo conto che & a sua volta infinitesima,
possiamo dedurre che

(x — x0)"
P,(x)
sono infinitesimi per: — xq.
Il teorema della permanenza del segno permette quindi di affermare che
In un intorno dix,

(1) f halo stesso segno &
(2) f(x) — f(xo) halo stesso segno ¢
(3) f(x) — f(xg) — f'(xo)(x — z0) ha lo stesso segno >
Poicle il segno diP, in un intorno dix, € quello dif(z), la prima
affermazione si riduce semplicemente alla riaffermazione del teorema della
permanenza del segno, tuttavia le altre due forniscono utili informazioni su
crescenza e convessit
Infatti poiche f(z) — f(zo) halo stesso segno @ in un intorno diz,
possiamo dire che, € un punto di minimo relativo se siamo in grado di
stabilire cheP! & positivo in un intorno dir,, viceversa possiamo dire che
zo noné di minimo relativo se il polinomid®! cambia segno in un intorno
di xo-
Ora se supponiamo chyesia derivabile almene volte in (a,b) > zq e
che £ (x,) sia la prima derivata non nulla diin 2, possiamo considerare
il polinomio P! che risulta essere definito da

(x — xo)"
P(x)

(x — xo)"

(15.8) 7(a)

w(x —x0) w(x —z0) w(x —z0)

™ (2
Play = 200

n!
e quindi risulta evidente chB! mantiene segno costante o cambia segno
in un intorno dix, a seconda che sia pari o dispari; nel caso chesia pari
il segno diP! & determinato dal segno @™ (z)
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Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA 15.1. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile almeno
n volte e siazy € (a,b); sia f™(z¢) # 0 la prima derivata che non si
annulla,n > 1; allora x, € punto di minimo relativo pef se e solo se e
pari e f™(z) > 0.

In maniera similef (x) — f(zo) — f'(z0)(x — o) ha lo stesso segno di
P2 in un intorno diz, e quindi si ha che che, & un punto di flesso sB?
cambia segno in un intorno dj, viceversa possiamo dire chg none un
punto di flesso se il polinomi®? e positivo in un intorno di,

Ora se, come prima, supponiamo ¢hsia derivabile almena volte in
(a,b) > zq e chef™ (x,) sia la prima derivata non nulla diin x, possiamo
considerare il polinomid®? che risulta essere definito da

P =L 0y
n:
e quindi risulta evidente ch? mantiene segno costante o cambia segno
in un intorno diz, a seconda che sia pari o dispari; nel caso chesia pari
il segno diP? & determinato dal segno @i (z)
Possiamo allora enunciare il seguente risultato

TEOREMA15.2. Siaf : (a,b) — R una funzione derivabile almeno
volte e siar, € (a,b); sia f™(x,) # 0 la prima derivata che non si annul-
la, n > 2; allora xy € punto di flesso pef se e solo se e dispari. Il segno
di £ (z,) fornisce poi informazioni sul fatto che il grafico disia sopra
(funzione localmente convessa) o sotto (funzione localmente concava) la
retta tangente al suo grafico

DEFINIZIONE 15.2. Sianof, g : (a,+00) — R; diciamo chef e g
sono asintotiche se

lim f(z)—g(z) =0.

Nel caso in cui sia '
g(x) =ax+ [
diciamo chegy € un asintoto perf.
TEOREMA15.3. Siaf : (a,+o0) — R; la retta di equazione
y=ar+[
€ un asintoto per se e solo se

(15.9) a = lim fz) , = lim f(z)—azx

r——400 €T r——400

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare che 165.9 sono sufficienti
affinché la retta sia asintoto.
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Viceversa, se la reta un asintoto, si ha O
(15.10) i T =er=8_ o @y
Tr——+00 €T rx——+o0o

DEFINIZIONE 15.3. Sia f : (a,b) — R, diciamo che la retta di
equazioner = ¢ e un asintoto verticale pef se

lim |f(z)] = 400



CAPITOLO 16

RICERCA NUMERICA DI ZERI E MINIMI.

Una delle applicazioni pitipiche della convessitconsiste nella ricerca
approssimata degli zeri di una funzione.

Il piu semplice dei metodi di ricerca degli zerindubbiamente il meto-
do di bisezione di cui abbiamoadato una dimostrazione &l

Il metodo di bisezione offre indubbi vantaggi di sempbcdi appli-
cazione e necessita di ipotesi ridotte alla sola con@ndélla funzionef;
tuttavia, in presenza di migliori condizioni, si possono trovare metodi che
convergono alla soluzione moltolpvelocemente.

Tali metodi, usualmente utilizzano la conveasiella funzione, e sono
tanto pl importanti quant@ piu grande la difficok di svolgere calcoli.

Chiaramente, con tempi di calcolo sempra gdotti, tali metodi per-
dono parte della loro attrattiva anche se rimangono interessanti per la loro
eleganza ed efficienza.

E’ questo il caso del metodo di Newton (o delle tangenti) e del meto-
do della regula falsi’; essi convergono se le funzioni di cui si ricercano
gli zeri sono convesse e possono essere generalizzati al caso non convesso
purcte le derivate prime e seconde della funzighgiano opportunamente
maggiorabili o minorabili.

TEOREMA 16.1. - Metodo di Newton (o delle tangenti)- Supponiamo
f : (o, 8) — R, convessa e derivabile due volte (i, 3); supponiamo
inoltre chea < a < b < f e sia

fla) <0, f(b)>0.
Allora esiste uno ed un solo puntce (a, b) tale che
fle)=0, fi(z) = f'(c) >0 Vz € [c,b].
Definiamo la successiong, nella seguente maniera:

I():b

b T T )
n

allora:

e 1, € decrescente e inferiormente limitata,
e limx, =c
e se0 < f"(z) < M perogniz € [a,b] e sef’(a) = P > 0siha

2P (M 2
ngn—c<—<—(b—a))

133
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Il precedente metodo pLessere generalizzato al caso in cui la funzione
non sia convessa, ma siano verificate opportune condizioni.

TEOREMA 16.2. -Metodo della regula falsi - Sig : (a, ) — R una
funzione convessa e derivabile due volt&ins) e sianoa, b € (o, 8), a <
b, taliche f(a) <0, f(b) > 0.

Allora esiste uno ed un sole € (a,b), tale chef(c) = 0 e f'(z) >
f'(e) >0 V€ [c,b].

Inoltre, se definiamo una successiangenella seguente maniera:

(16.1) xo, 21 € [¢,b] , x1 < x¢
o o Tp — Tp—1
(16.2) 41 =2, f(xn)f(a:n) T
= Tyt — f(@not)

f(xn) = f(@n-1)
si ha

e 1, € decrescente ed inferiormente limitata,

o lim z, =c¢

e selM, P € R sono tali che

0<f(x) <M, fl(x)>P >0 Vz € |a,]
allora

oveJ),, e la successione di Fibonacci.



CAPITOLO 17

INTEGRAZIONE.

Consideriamo un punto materiateche si muove lungo I'asse di un
sistema di riferimento cartesiano, edottoposto ad una forza di richiamo
costante a tratti verso un puntddella retta, che assumiamo come origine
degli assi coordinati.

Piu precisamente se e lo spostamento d@ del puntoP la forza di
richiamo R sar espressa da:

Rz)=k se i<z<i+l con i=0,1,2,......

[l lavoro svolto per muovere un punto su cui agisce una forza costante, si
calcola moltiplicando l'intensit della forza per lo spostamento che il punto
ha subito, pertanto il lavoro che occorre per spostare il pirdall’origine
e dato da:

i—1
A(CE):Z/Cj—i-ki(l'—i) se 1<zx<i+1l con i=0,1,2,....
7=0

Se supponiamo che la forza di richianRoanzicle costante a tratti sia
proporzionale alla distanzadi P daO, come ad esempio accade nel caso
in cui suP agisca una forza elastica, €ige ipotizziamo che

R(z) = kx conk € Ry

avremo qualche problema intpper il calcolo del lavoro che noa
piu svolto da una forza costante, o costante a tratti. Possiamo allora tenta-
re di calcolare il lavoro approssimando la forza di richiamo con una forza
costante su tratti abbastanza piccoli.

Siano

O=xp<m<..<zp,=2
n punti che conveniamo di indicare come
P ={xg,z1,....,x,}

e possiamo chiamare partizione dell'intervalloz]. Possiamo approssi-
mareA(x) con le quanté

AY(Pz) e A (Px)
135
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definite mediante le

(171) A_(P, (L’) = Z kl’i_l(l’i — .I'Z'_1>

(17.2) AN x) =) ki — xim1)

Per come sono state definite si ha
A (Pz) < A(z) < AT (P, x).
ed inoltre se consideriamo le partizioni
P,={iz/n,i=0,1,2,..,n}

si ha che

(7.3 B0 K ) A () <

i=1

<sup{A~(P,x) : P} <inf{A*(P,x) : P} <

kr? O~ . ka?n(n41)
§A+(Pn,$):FZZ:FT
i=1

Per cui passando al limite per— +oo si ottiene che

2 2
(17.4) k% <sup{AT(P,z) : P} <inf{A~(P,x) : P} < L

2
ede lecito definire
2
(17.5)  A(z) = inf{A™(P,z) : P} =sup{A~(P,z) : P} = ’%

Lo stesso problema si pone non appena cerchiamo di definire I'area
dellinsieme

D={(r,y) eR* : 0<x<1,0<y<a?}
Siano0) = zg < 71 < ... < x,, = 1 e definiamo
P =A{xg,z1,....,x,};

possiamo approssimare, rispettivamente per eccesso e per difetto, I'area di
D mediante le

AP) =D al (wi—wia) , a(P)=) a} (2 —xi1)
=1 i=1
e possiamo definire I'area dP come I'eventuale valore comune di
inf{A(P) : P} esup{a(P) : P} dichiarando ché noné misurabile se
tali valori non risultano coincidenti.
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Considerata la partizion8, = {i/n : i =0,1,2,...,n} si calcola che

1 (n—1)n(2n—1)
(17.6) — ; ngz (i —1)?

<sup{a(P) : P} <1nf{A( ) P} <
Z 1nn—|—1)(2n+1)

— 6
e pern — oo Si ottiene
a7.7) % <sup{a(P) : P} <inf{a(P) : P} < %
ondee lecito definire
1

area(D) = inf(A(P) : P} =sup{a(P) : P} = 3

La definizione di integrale nasce dall’esigenza di formalizzare procedi-
menti del tipo che abbiamo esposto; in sostanza si tratta di definire I'esten-
sione del concetto di somma discreta al caso in cui la somma sia fatta su
insieme continuo di indici.

DEFINIZIONE 17.1. Siaa,b] C R, chiamiamo partizione dia,b] un
insieme
P ={xg,z1,....,x,}
di punti di[a, b] tali che

a=x9g <11 <..<x,="0

O zes O wsm

]

17.1.1. Somme Inferiori 17.1.2. Somme superiori

FIGURA 17.1.
Indichiamo corP(a, b) l'insieme delle partizioni dja, b].
Definiamo
(178) [k = [l’k,karl] s A[k = Tpy1 — Tk
(17.9) I=lab] , Al=b—a
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ovviamente si aw

3
—

n—1
(17.10) I=J5L . ot = [z o
k=0

=0

o

Definiamo inoltre, per ognP € P(a,b),
A(P) = max{Al;,k =0..n— 1}

DEFINIZIONE 17.2. SiaP € P(a,b) e siaf : [a,b] — R unafunzione
limitata che supporremo sempre;

m< f(x) <M  Vz € la,b)
poniamo
P ={zg,z1,..,2,}
e definiamo
my = inf{f(x) : © € [vg, Tx41]}
My = sup{f(z) : € [xg, Tx11]}-
Definiamo inoltre

n—1
k=0
n—1

(17.12) U(f,P) =S MAI,
k=0
n—1

(17.13) R(f,P,S) =" flen)AL
k=0

ove siindichi corS = {cy, .., ¢, }
Lk41-

L(f, P)edU(f, P) sidicono, rispettivamente, somme inferiori e somme
superiori di f rispetto alla partizioneP”, mentreR( f, P,S) si dice somma
di Cauchy-Riemann.

c

na scelta di punti tale che, < ¢, <

Vale la pena di osservare che le somme di Cauchy-Riemann dipendono
dalla scelta dei puntt oltre che dai punti;,.

DEFINIZIONE 17.3. SianoP, ) € P(a,b); diciamo cheP & una parti-
zione pu fine diQ, e scriviamoP < @, seP D Q.

Diciamo inoltre cheP,, € P(a,b) & una successione ordinata di parti-
zioni se

P, P,
(17.14) { <

lim A(P,) =0

E evidente dalle figure che valgono i seguenti fatti la cui dimostrazione
pud essere scritta formalizzand@aihee suggerito da esse.
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O wap-i¢9
O w»
H wem

FIGURA 17.2. Confronto tra somme superiori e somme inferiori

LEMMA 17.1. SianoP, ) € P(a,b), Q < P, Allora

(17.15) m(b—a) < L(f, P) < L(f,Q) <
< R(f,Q,8) <
<U(f,Q) <U(f,P) < M(b—a)
Inoltre, comunque si scelga®, S € P(a,b), si ha
L(f,R) <U(f,S).

DEFINIZIONE 17.4. Definiamo

(17.16) / f@)dz = nf{U(f,P) : PePla,b)}

b
(17.17) / f(x)dz = sup{L(f,P) : P € Pla,b)}

Le precedenti quangtsi dicono, rispettivamente, integrale superiore e
integrale inferiore dif in [a, b]
E immediato verificare che
b b
m(b—a) < / fz)dr < / f(x)de < M(b—a).

DEFINIZIONE 17.5. Diciamo chef & integrabile in[a, b] se

/ab f(x)dx = /a_b f(z)dz .

In tal caso chiamiamo il valore comune ottenuto integralg dia a eb
e lo denotiamo con il simbolo

/ab f(x)dx .
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/ba f(z)dz = —/ab f(z)dx

ed osserviamo che

Definiamo

/a " f@)de = 0.

DEFINIZIONE 17.6. Diciamo chef soddisfa la condizione di integra-
bilita in [a,b] seVe > 0 esiste una partizioné”. € P(a,b) tale che

(1718) O§U<f7pa)_L(f7P£)<E

Dal momento che la quandity/(f, P) — L(f, P) decresce al raffinarsi
della partizione, restando non negativa, la precedente condizd@wliva-
lente alla seguente

Ve > 0 esisteP. € P(a,b) tale che
0<U(f,P)— L(f.P) <e.
VP € P(a,b), P < P

DEFINIZIONE 17.7. Diciamo chef & integrabile secondo Cauchy-Riemann
in [a, b] se esistd € R per cui esiste una partizionB. € P(a,b) tale che
Ve > 0 si ha che

(17.19) |R(f,P,S)—1I| <e
per ogniP € P(a,b), P < P. e per ogni scelta di punty

TEOREMA 17.1. Sono fatti equivalenti:
(1) f e integrabile sya, b]
(2) f soddisfa la condizione di integrabgitin [a, b]

DIMOSTRAZIONE. Sef € integrabile allora

_/abf(x)dx = /abf(x)dx = /a_b f(z)dz

Ma per definizione

b 7
(17.20) / f(z)dx = s%p L(f,P) , / fz)dx = i%fU(f, P)

e quindi possiamo trovare due partizidnie Q. tali che

DN

b b
(17.21) /f@m— smmws/fmm

€

(17.22) /bf(x)dx <U(f,P) < /bf(:c)d:c +
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Se ne deduce che

(17.23) U(f.P) - L(f,Q.) < e
SeR. = Q. P., si ottiene che

(17.24) U(f, Re) = L(f, Re) < U(f, Po) = L(f, Qe) < €

e quindi vale la condizione di integrabdit
Se viceversa si ha

(17.25) U(f,P.)—L(f,P.)<e
allora
(17.26) U(f,P.) < L(f,P.) + ¢
e pertanto
b b
(17.27) / f(z)dx g/ f(z)dx + €

e, passando al limite per— 0 si ottiene

(17.28) / )dz < / @

poiche e ovvio che
(17.29) / /_b f(z)dx
/ f(a)dz

si puw concludere che

(17.30) / f(z

e l'integrabilita di f € dimostrata.
O

TEOREMA 17.2. Sef & integrabile sUa, b] allora f & integrabile second
Cauchy-Riemann ed il valore dell'integradelo stesso.

DIMOSTRAZIONE. Poicle
(17.31) L(f,P) < R(f,P,S) < U(f, P)
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ed anche
b
(17.32) L(4.P) < [ fa)ds <U(P)
si ha
b
(17.33) R(f.P.S) - / f(x)dz| < U(f,P) - L(f. P)

Quandof e integrabilelU(f, P) — L(f, P) puo essere reso piccolo quanto
si vuole, pur di raffinare la partizione e quindi per la precedente disugua-
glianzae possibile verificare la definizione di integrale secondo Cauchy-
Riemann. O

Nel teoremal7.2 puo essere dimostrata anche 'implicazione opposta
per culi

TEOREMA17.3. f € integrabile sua, b] se e solo s¢ & integrabile secondo
Cauchy-Riemann ed il valore dell'integragelo stesso.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che vale la definiziod&.7 avremo che
seP e abbastanza fine allora

(17.34) I—e<R(f,P,S)<I+¢
per ogni scelta di punt.
Poicte si ha
n—1 n—1
(17.35) U(f.p) = > MiAL < (f(er) + )AL, =
k=0 k=0

n—1 n—1
(17.36) L(f.p) = > mAL > Y (f(di) — )AL =
k=0 k=0

=R(f,P,Ss) —e(b—a)<I—c(b—a)—c¢
Ne viene allora che
(17.37) I—c(b—a)—e<L(f,P)<U(f,P)<I+elb—a)+e¢
e quindi vale la condizione di integrabdite

/ab f(x)de =1
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TEOREMA17.4. Sefe una funzione integrabile e sig, una successio-
ne ordinata di partizioni di, allora

—
(17.38) / f(x)dx =lim U(f, P,) =lim L(f, P,) = lim R(f,P,,5)
DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢ e integrabile, possiamo trovare
una partizioneP. tale che
U(f,P.)—L(f,P.)<e
SeP. e costituita daV punti, dalla figural7.3

«=F, x=F

O otrm)-Lrpy)

O s -usr)
(M —m) AP

FIGURA 17.3. Confronto traU(f,P,) — L(f,P,) e
U(f, P) — L(f, P)
si vede che
(17.39) U(f, P.) — L(f. P.) S U(f,P.) — L(f. ) + N(M — m)AP,
infatti € evidente chaon si puo affermare semplicementeche
U(f. P,) — L(f, P) <U(f, P) — L(f, F%)

a causa del fatto messo in evidenza dalla zona tratteggiata in figLika
Tuttavia I'area di tale zona guessere maggiorata con

(M —m)AP,

e tale evenienza ha luogo abigh tanti casi quanti sono i punti\) di P..
Pertanto, fissando opportunamenRte sceglienda abbastanza grande,
si ottiene chd/(f, P,) — L(f, P,) diventa piccola quanto si vuole e quindi

U(f,P,) — L(f,P,) — 0
Ora, se ricordiamo che
(17.40) n— L(f, P,) e nw— U(f, P,)

sono successioni crescenti per il fatto che la successione di partizieni
ordinata, chef € integrabile e che

(17.41) L(f,P,) < R(f,P,,S) <U(f, P,)
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possiamo concludere che
(17.42) imU(f,P,) , UmL(f,P,) , limR(f, P,S)

esistono e quindi poiéhsi ha

L(f.P) < / f(x)dz < U(f. P,)

b
(17.43) 1 U(f, P,) = lim L(f, P,) = lim R(f. P,. S) = / f(x)dz
(]

TEOREMA 17.5. Sef,g : [a,b] — R sono integrabili sua, ], e se
a,f € R; allora af + Bg e fg sono integrabili sya, b] e

/ab[af()+ﬁg /f d:n+ﬁ/

TEOREMA 17.6. Sef & integrabile in[a, b]; e sec € (a,b), allora f &
integrabile in[a, c| ed in[c, b] e

/f /fdx+/f

TEOREMA 17.7.Sef,g : [a,b] — R sono integrabili in[a,b] e se
f(z) > g(x) Vx € [a,b]; allora

/f dx>/abg(x)dac.

DIMOSTRAZIONE. Saa sufficiente provare che, géz) > 0,

/b f(z)dz >0,

ma quest@ ovvia conseguenza del fatto che= inf{ f(z) : « € [a, ]}

=
0. O

TEOREMA 17.8. Sef : [a,b] — R e se definiamo

fr(x) = max{f(x),0} , f-(x)=min{f(z),0}.

Allora f, ed f_ sono integrabili sya, b] se e solo s¢ e integrabile sua, b]

e siha , , )
| ses = [ pwie + [ s

DIMOSTRAZIONE. SiaP € P(a,b), allora
in quanto

sup{ f+(z)—f+(y) : 2,y € [wi—1, m]} <sup{f(2)—f(y) : 2,y € [wi_1, 23]}
Inoltre sihaf = f. + f_. O



17. INTEGRAZIONE. 145

COROLLARIO 17.1. Sef : [a,b] — R & integrabile in[a, b], allora
anche| f| & integrabile in[a, b].

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare ché¢| = f, — f_ O
Osserviamo chgf| puo essere integrabile senza chsia tale; ad esem-
pio
-1 , xeQ
fz) =
1 , € R\Q

TEOREMA 17.9. Sef € integrabile , allora

[ sl < |[ 1]

DIMOSTRAZIONE. Siha—|f(z)| < f(z) < |f(x)| e la tesi segue dai
risultati precedenti. O

<

TEOREMA17.10.Sef & integrabile ina, b], non negativa, e Sey, 5] C

la, b]; allora
/f dx</ fla

TEOREMA 17.11.Sianof, g : [a,b] — R, e siaf limitata ed integra-
bile in [a, b]; S

f(x) =g(x) Vo ela, ]\ N , N ={ys, ...y}
allora anchey & integrabile in[a, b] e si ha

/ab flz)dx = /ab g(z)dz.

DIMOSTRAZIONE.E sufficiente provare che la funzione

1 ,x=c
hc<x):{o , X Fc

conc € [a, b], & integrabile ina, b] e
b
/ he(x)dz = 0.
SiaP € P(a,b); siha

L(he,P) =0 , U(he, P) < 2A(P).

Pertanto
inf{U(h., P) : P € P(a,b)} =0.
La tesi segue tenendo conto del fatto che

) + Z hy, (x — g(yn))-
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Ci proponiamo ora di dare alcune condizioni sufficienti per I'integrabi-
lita.

TEOREMA 17.12. Se f € monotona slu, b], allora f & integrabile in
a, b].

DIMOSTRAZIONE. Il teorema segue da quanto illustrato nella figura

FIGURA 17.4. Integrabilid delle funzioni monotone

Supponiamo ad esempio clfiesia crescente ifu, b]; si ha
m; = f(xifl) , M;= f(fl?z)

per cui

n

U(f.P) = L(f. P) =Y [f(x:) — flaioy)](wi — zioy)

=1

e, sceltaP. € P(a,b) in modo cheA(P.) < ¢, siha

U(f,P.)—L(f,P.) <e Z [f(z:) = fzim1)] = e[f(b) — f(a)].
O

TEOREMA17.13.Sef : [a,b] — R & continua, alloraf & integrabile
in [a, b].

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione di questo teorema si fonda sul
concetto di uniforme continut

Poiche non si tratta di un concetto semplice, tanto che agli albori del
calcolo esso era ignorate, conveniente illustrare la dimostrazione per le
funzioni lipschitziane, cié per le funzioni per cui si puaffermare che

[f(z) = f(y) < Lz = y]
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In tal caso si ha

(17.44)
U(f, P.) = L(f, Po) = > (My —mp) AL = > " (f(ax) = f(ye)) AL <
k=0 k=0
n—1
> Llze — el AL
k=0

conzy, yx € I;, € se scegliama P < + otteniamo che

n—1

U(f,P.) = L(f,P.) <Y Al =¢(b—a)
k=0
O

Possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 17.14. Sef & limitata in[a, b] e continua infa, b] \ N, N =
{y1, ..., yx}; allora f & integrabile in[a, b].

TEOREMA 17.15. Sef € continua e non negativa e se

/ab f(z)dz =0

allora f(z) = 0 per ogniz € [a, 0]

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esista [a, b] tale
che f(a) > 0 ; allora esistéc, d| C [a,b] in modo chef(z) > m > 0in
e, d].

Pertanto

b d
/ f(z)dz > / f(z)dx > m(d—c) > 0.
a C D
Gli sviluppi del calcolo integrale e le sue applicazioni dipendono dal
legame strettissimo tra il concetto di integrale e quello di derivataeche
espresso dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalle prajiriet
cui gode la funzione integrale — f; f(t)dt.
Definiamo pertanto

(17.45) F(zx) = /x f(z)dx

e dedichiamo un po’ di attenzione allo studio della cont@@tdella
derivabili@a di I

TEOREMA 17.16. Sia f integrabile in|a, b] e consideriamo, per ogni
x € [a,b], la funzione definita da

Flz) :/z F)dt

Allora F' & lipschitziana ina, b|.
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DIMOSTRAZIONE. Sianoz,y € [a,b] e sia|f(z)] < M Vx € [a,b]; S
ha

(17.46) |F(x) = F(y)| =

' f(t)dt' <

Y
|ﬂww4SAﬂy—ﬂ.
(]

TEOREMA 17.17. Sia f integrabile in[a, b]; consideriamo la funzione

definita da
= /I f(t)dt.
Sef e continua inzy € (a,b), aIIora(}? e derivabile inx, e
F'(x0) = f(20).
DIMOSTRAZIONE. Perognk > 0 esiste). > 0 tale che sét — x| < 4.

si half() — f(xo)| <e.
Percd se|h| < . siha

F(x0+h2L—F($O) )| < L

zo+h

|f(t) = f(xo)|dt| < e
O

TEOREMA 17.18. della media - Siagf continua, allora esiste € [a, b]

tale che
/f G

DIMOSTRAZIONE. Possiamo applicare il teorema di Lagrange alla Fun-
zioneF'(z) sula, b| O
Il precedente teorema pwessere generalizzato nella seguente forma

TEOREMA 17 19. - della media - Siand’, g continue,g non negativa;
allora esister € [a, b] tale che

[ i = 50 [ owa

DIMOSTRAZIONE. |l teoremae banale sg¢ € identicamente nulla. In
caso contrario si ha

/ab g(x)dx >0
e, posto
m =min{f(z): x € [a,b]} , M =max{f(z):z € [a,b]}
si ha , , \
m [ owie < [ @@ < o [ glas
e

[} f@)gla)ds _
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Pertanto la tesi segue dal fatto ché continua ina, b] ed assume tutti
i valori compresi tra il suo miniman ed il suo massima/. O

| precedenti risultati indicano la necessdi introdurre un nuovo con-
cetto: quello di funzione la cui derivataassegnata.

DEFINIZIONE 17.8. Diciamo cheF’ & una primitiva dif in (a,b) se F’
e ivi derivabile e risulta

F'(z) = f(x) Vaz € (a,b).

Definiamo integrale indefinito df e lo indichiamo con il simbolo

/ f(@)dz

I'insieme delle primitive dif.

TEOREMA 17.20. Supponiamo ché’ e GG siano due primitive dif in
(a,b), allora esistek € R tale che

F(z)=G(z)+k Vze€ (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch€F — G)'(z) = 0 in (a,b) si
pud applicare il corollario del teorema di Lagrange che assicura che se una
funzione ha derivata nulla allomcostante. O

COROLLARIO 17.2. Sia F' una primitiva dif in (a, b) e siaf continua
in (a,b); allora esistek € R tale che

F(:L'):/m Foydt + k.

Il precedente corollario permette di determinare I'integrale indefinito di
una funzione. Ricordiamo tuttavia che la sua vadidtlimitata a funzioni
definite su un intervallo.

Anche il calcolo dell'integrale df in [a, b] beneficia di questo risultato
vale infatti il seguente teorema.

TEOREMA 17.21. Sia f integrabile in[a, b], sia F' una primitiva dif in
(a,b) e siala, ] C (a,b); allora

B
| st = F®) - Fla).
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DIMOSTRAZIONE. SiaP € P(a,b), P = {xg, .., x,}, Si ha

B
(17.47) / f(@)dz — [F(8) — F(a)]

B
= / f(z)dz — R(f, P,Z)

e si pw concludere scegliendo una partizione sufficientemente fined

Il teorema precedente consente di usare le primitive di una funzione per
calcolare il valore di un integrale definitk. pertanto importante conoscere
le primitive di alcune funzioni elementari. Rimandando all’appendice per
una informazione pi completa, ci limitiamo qui ad osservare che la tabella
di derivate data nel paragrafo 8, letta da destra verso sinistra, fornisce le
primitive delle principali funzioni elementari.

Le funzioni che sono primitive di qualche altra funzione godono di una
certa regolard chee precisata nel seguente enunciato.

TEOREMA 17.22. Se f ha una primitiva in(a, b), per ognic € (a,b)
none possibile che

lim f(z) # lm f(x).

z—ct T—C

DIMOSTRAZIONE. Sia F' una primitiva dif in (a,b); se i limiti in
oggetto esistessero, si avrebbe, per le pragpdetla derivabilia,

F'(c) = lim f(z) = lim f(z).
O

Per il calcolo degli integrali definig molto utile servirsi delle seguenti
regole di integrazione.

TEOREMA 17.23. - integrazione per parti - Siang, g di classeC! e sia
[, B] C (a,b); allora

6]
/ f(a = [(B)9(B) — Fa)gla) - / f(2)g (x)de

DIMOSTRAZIONE. Si ha

(f9)(z) = f'(z)g(x) + f(2)g'(x);

pertanto

[ @ ar= [ o [ s

ed osservando chgy & una primitiva di( fg)’ in (a, b) si deduce la tesi.O
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TEOREMA 17.24. - integrazione per sostituzione - $ec C°, g € C';
sia[a, ] C (¢, d), allora
9(8)

B
| tetng@is = [ pwys
a g(a)
DIMOSTRAZIONE. SiaF una primitiva dif in (a,b), alloraF(g(-)) €
una primitiva dif(g(-))g'(:) in (c,d) e si ha

B8
/ F(9(2))d(@)dz = F(g(B)) — Flg(a)) = / f(2)da

Sef € una funzione, indichiamo

f(@) [ = f(b) = f(a)
In tal modo risultano semplificati molti enunciati che coinvolgono gli
integrali definiti.
Ad esempio si padire che, sé’ € una primitiva della funzione continua
f, allora

/ f(@)dz = F()|°

Ci siamo occupati fino ad ora del problema di integrare una funzione
limitata su di un intervallo limitato che, in genegeanche supposto chiuso.

Nella praticaé spesso necessario integrare funzioni non limitate o su
intervalli non limitati, a questo scop® necessario definire una estensione
del concetto di integrale, che permetta di considerare anche questi casi.

La definizione nore strettamente collegata col procedimento di inte-
grazione definita dato precedentemente, anche se da esso dipende in ma-
niera essenziale, e, per questa ragione, viene denominato procedimento di
integrazione impropria.

DEFINIZIONE 17.9. Sia f integrabile in [z,b], per ogniz € (a,bl.
Diciamo chef ammette integrale improprio (finito) ifx, b] se esiste (finito)

lim / " Fr

z—at

In tal caso definiamo il suo valore

/ab f(z)dz

Definizioni analoghe permettono di considerare facilmente I'integrale
improprio su di un intervallda, b] di una funzionef limitata e integrabile
in ogni intervallo[z, y] C [a,b] \ N, doveN € un insieme finito di punti

DEFINIZIONE 17.10. Sia f integrabile in[a, z|, per ogniz > a. Dicia-
mo chef ammette integrale improprio (finito) ifa, +00) se esiste (finito)

lim / o

r—-+00
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In tal caso definiamo il suo valore

/a m F()dz

Definizioni analoghe permettono di considerare I'integrale improprio di
una funzione limitata e integrabile su ogni intervalloy|, in (—oo, a] 0
(—00, +00).

In entrambe le due precedenti definizioni diciamo ¢ghemmette inte-
grale improprio convergente o divergente, a seconda che il suo valore sia
finito o infinito rispettivamente.

Per semplici, nel seguito faremo riferimento solo ai casi contempla-
ti nelle definizionil7.9 17.1Q tuttavia i risultati che proveremo possono
essere facilmente rienunciati e ridimostrati negli altri casi.

Possiamo considerare qualche esempio per illustrare i concetti introdotti

Sia

1
folz) = s
allora:
! 1
a dr = 0 1
/Of(x)m T se 0 <a<
1
/ fa($)d$ = 400 se > 1
0
+o0 1
/1 folz)dz =——7 se a>1
+00
/ fa(x)dr = +00 se 0 <a<l
1

| risultati esposti si possono ricavare applicando semplicemente le defi-
nizioni e le regole elementari di integrazione. Partendo da questi semplici
punti fermi possiamo ricavare dei criteri che consentono di stabilire se una
funzionee integrabile in senso improprio.

A guesto scopo dobbiamo considerare una conseguenza del criterio di
convergenza di convergenza di Cauchy.

TEOREMA 17.25. Sia f integrabile in[x, b], per ogniz € (a, b]; allora
f ammette integrale improprio convergente(in b] se e solo se per ogni
e > ( esisted. > 0 tale che se si considerand, z” € (a,a + ¢.) allora

/m F(t)dt

<e€
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TEOREMA 17.26. Sia f integrabile in[a, z|, per ogniz > q; allora f
ammette integrale improprio convergentelin+oc) se e solo se per ogni
e > 0 esisted. > 0 tale che se’, 2" > ¢, allora

/x f(t)dt

| due precedenti teoremi seguono immediatamente dal criterio di con-
vergenza di Cauchy.

<e¢€

TEOREMA 17.27. Siano f, g integrabili in ogni[z,y] C I; valgono i
seguenti fatti:

(1) se|f| ammette integrale improprio convergentel/inallora anche
f ammette integrale improprio convergentelin

(2) se|f| < g egammette integrale improprio convergentdirallora
anche| f| (e quindif) ammette integrale improprio convergente in
1.

DIMOSTRAZIONE. Si ha

[ el <| [ s <| [ gt
O

Non € tuttavia vero che s¢ ammette integrale improprio convergente
anche| f| ammette integrale improprio convergente. Per esempio si consi-
deri

< <

S T
fla) ==
sull'intervallo [0, +00), (Si veda teorema?7.31).
Diamo ora un risultato che sadi grande utilia per stabilire I'integra-
bilita in senso improprio di una funzione.

TEOREMA 17.28. Sia f integrabile in [z,b], per ogniz € (a,b], €
supponiamo ché¢ sia infinita perz — «™ di ordine ;.
(1) Se esistex € R, con < a < 1 allora f ammette integral
improprio convergente ifa, b].
(2) sep > 1allora f ammette integrale improprio divergente(im b|.

(92

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempfdx) — +oo perx — a*
e proviamo (1). Si ha

lim /()

T o R
M e — gy~ CERe
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e pertanto esistonb, 6 > 0 tali che

0< f(z) < K

SG@—an Vo € (a,a+9)

e la tesi segue dal teorem&.27e dalle17.48 non appena si sia tenuto
conto del fatto che

b b a+d
lim / 0t = [ f@®dt+ lim F(t)dt.
T a+6

z—at z—at [,

Proviamo ora (2); se € (a,a+4), conk,d > 0 opportunamente scelti,
si ha
k

r—

fx) =

e come prima segue la tesi. O

TEOREMA 17.29. Sia f integrabile in[a, |, per ogniz > a; supponia-
mo chef ammetta integrale improprio convergente/in+oo) e che

lim f(z) ="/

r—-+00
Allora ¢ = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ad esempio che gia- 0; allora, se
x>0, f(x) > £/2. Pertanto

T 4 T
(17.48) zgrfw/a f(t)dt:/a f(t)dt+mgr+noo/6 F(t)dt >
1)
2/ F(t)de + Tim (x —8)0/2 = oo

0
Osserviamo chg pud ammettere integrale improprio convergente in
la, +00) senza che esista il limite diperz — +oo, se ad esempio

(17.49)  f(z) =

1 < x<i+1/2
[

0 i+1/2<z<i+1

si ha
oo 1 11—-1/2"
f®dt=1lm Y = =lim-—"'" =1
G Yy

Si pw analogamente provare che
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TEOREMA 17.30. Sia f integrabile in[a, z|, per ogniz > a, € supponiamo
che f sia infinitesima di ording? perx — +oc.
(1) Se esister € R tale cheg > o > 1, allora f ammette integral
improprio convergente ifu, +00).
(2) Seg < 1 allora |f| ammette integrale improprio divergente
[a, +00).

(4%

in

Osserviamo, a proposito dei teoremil7.28§?7? che qualorag € R, in (1)
e sufficiente prenderen = (.

TEOREMA 17.31.Sianof,g, f € C° g € C', e siaF una primiti-
va di f; allora le seguenti condizioni sono sufficienti per la convergenza
dell'integrale improprio dif g in [a, +00):
(1) F limitata in [a, +00) € g monotona & perx — +oc;
(2) F convergente per — +oo € g monotona e limitata.

Segue da
/ f(t)g(t)dtIF(w)g(sc)—F(a)g(a)—/ F(t)g'(t)dt.






CAPITOLO 18

QUALCHE STUDIO DI FUNZIONE INTEGRALE

Lo studio di una funzione che sia data mediante un integrale ricorre in
molti casi: ad esempio quando si studiano le soluzioni di equazioni diffe-
renziali in cui compaiono funzioni che non ammettono primitive elementari
o che ammettono primitive elementari non facilmente calcolabili.

Per funzione integrale si intende una funzione definita da

(18.1) F(z) = / ")t

| risultati che occorre tener ben presenti quando si studia una funzione
integrale sono i seguenti:

(1) I risultati che sono sulfficienti a garantire I'integrakildi una fun-
zione: sono quelli contenuti nei teoreftte si possono brevemen-
te riassumere dicendo che:

e integrabile su ogni intervallo su cuié continua

e integrabile su ogni intervallo su cuie monotona

e integrabile su ogni intervallo su cuié limitata e
continua a meno di un numero finito di punti

e f e integrabile su ogni intervallo su cui differisce da
una funzione integrabile a meno di un insieme finito d
punti

o f
o f
o f

(2) Il risultato che assicura che gee limitata alloraF' € continua.
(3) il teorema fondamentale del calcolo che assicura cheeseonti-
nua inx allora F’ e derivabile inz e

F'(x) = f(x)
(4) la definizione di integrale improprio per cui:
e Se/f € integrabile in senso improprio it

lim F(x) = /Cf(t)dt

r—ct

e Sef e integrabile in senso impropriodeco
+oo

lim F(z) = f(t)dt

Tr—-+00 0

157
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Vale inoltre la pena di ricordare che se

B(z)

(18.2) G(z) = f(t)dt
allora
(18.3) G(x) = F(5(x))
e quindi, se le funzioni in gioco sono derivabili
(18.4) G'(z) = F'(B())5'(x) = f(B(2))5'(x)

Inoltre se
(18.5) G(z) = /B(az) f(t)dt

a(x)

allora sec e scelto nel campo di integrabdidi f, si ha
(18.6) B(a) B() B() (@)
Gla) /a | = /a s / ()t = / F(#)dt— / F(t)dt

e quindi
(18.7)
G'(x) = F'(B(x))0'(x) — Fl(a(x))o'(x) = [(B(2))5'(z) = fla(x))e/(x)

1. Esempio

Si consideri la funzione
et

xr) = dt
f<>,A<ﬂ—é@—UVHJ

Cominciamo a determinare il dominio di

La funzione integranda risulta definita e continua (e quindi integrabile)
pert € (—2,0) U (0,1) U (1, +o0).

Inoltre

2
et

lim

S YTt —1)vit 2
di ordine 3 in quanto l'integranda infinita a causa del fattore/t + 2
presente nel denominatore;

2
. el
lim = —

Pt YT et — )it 2

di ordine% a causa del fattore a denominataré — e (si ricordi chel — e
e infinitesimo in zero di ording); analogamente

t2
. (&
lim =400

ro YT —el(t —)vis2
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di ordine%
Infine

2
et

lim —
t=1- /1 —et(t — 1)Vt + 2
di ordinel a causa del fattore— 1 a denominatore.
Ne segue che la funzione integranélantegrabile (eventualmente in
senso improprio) in—2,1) U (1, 400).
Poicle gli estremi di integrazione sorficedx dovra essere € [—2,1).
Dal momento che
e lafunzione integrandacontinua pet € (—2,0)U(0, 1)U(1, +00)
e f e definitain[—2,1))
il teorema fondamentale del calcolo assicura che

f'(x) =

Per ogniz € (—2,0) U (0,1)
Per quanto riguarda i punti= —2 e x = 0 si & gia visto che

:+oo

e

SM—c(r—vrt2

lim f'(z) = —o0

t——2

lim f'(z) = —c0

t—0—
li "(z) =
Jim f(z) =400
cui f none derivabile perr = —1 edz = 0.
Per tracciare il grafico df dobbiamo tenere conto che
e f'(x) > 0perze(0,1)
e lim, - f(z) = +o0,
e f none derivabile in—2 ed in0
e in —2 ed in0 il grafico ha tangente verticale

Pertanto il grafico df risulta:

FIGURA 18.1. Grafico dif(x)
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Consideriamo ora

2
|| et

gl)= | VT et — )it 2

Dal momento che

dt

g9(x) = f(lz])
il grafico di g sa@ uguale a quello df per gliz € [0,1) ed il simmetrico
rispetto all’asse per gliz € (—1,0].

FIGURA 18.2. Grafico di(z)

Se infine consideriamo

2 2
442 6t

dt
3 \3/1—€t(t—1)\/t—|—2
per quanto visto ai punti precedentf, € integrabile if—2,1) U (1, +0))
L'intervallo di integrazione dow essere contenuto nell’insieme in @i
possibile calcolare l'integrale; da¥icice risultare che

(2%, 2% 4+ 2] € [-2,1) U (1, 4+00)

e quindi la funzioneh risulta definita per:® > 1 ovvero perr > 1.
Poicte I'integrandae continua pet > 1 e gli estremi di integrazione
sono derivabili, si ha, per € (1, +00)

h(z) =

I (z) 2xe@*+2)? 32"’
r) = — ,
V1—er®2(22 — 1)V22 +4 V1 — e (23 — 1)Va3 + 2
2. Esempio

Consideriamo la funzione

[ 3+ cos(t)
fla) = [ gy

La funzione integranda@ definita e continua (e quindi integrabile) in
(—o0, 1)U (1,4) U (4, +00).
Inoltre

3 + cos(t)

(- 4P 1

lim
t—1

1
‘ = 400 di ordine 3
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mentre
3 + cos(?)

(t—4)vVt> —1

Pertanto I'integranda risulta integrabile (anche in senso improprio) in
(—00,4) U (4, +00).

Dovra allora essere

<4 >4
4—x<4 PP 4—z>4
ovvero(0 < x < 4.
Essendo gli estremi di integrazione due funzioni continue e derivabili,
f risulta continua in tutto il suo dominio (pereliintegrandae integrabile)
e derivabile per: # 1 e4 — x # 1 essendo l'integranda continua pgeg 1
(pert = 1 I'integrandae infinita).
Pertanto I'insieme di continuté (0,4) e l'insieme di derivabiliax &
(0,1)U(1,3)U(3,4).
Dal teorema fondamentale del calcolo integrale e dalla formula di deri-
vazione delle funzioni composte si ha,sse (0,1) U (1,3) U (3,4)

Jm = +00 di ordine 1

) = — 3+cos(d—x)  3+cos(z)
(—2)/(4—z)P -1 (z—4)Vad -1
3. Esempio
Si considerino le funzioni
1
_ 4 _
h(z) =2 +8x+k e gz = e

Si ha, per ognk € R,

h:R—R, continua ,xgrfooh(a:) = 400

per cuih none limitata superiormente (e quindi non ammette massimo glo-
bale), mentre, per il teorema di Weierstrass generalizzato, ammette minimo
assoluto, per ogrit € R.

Seg risulta continua allora ha primitive iR ed inoltre, (essendo infinita
dove nore continuag ammette primitive se e solo $¢z) = z* +8z+k #
0 per ogniz € R.

Poiche come visto nel punto precederiteha minimo assoluto, e tale
valore& assunto nel punte = —+/2 (ove si annullah/(z) = 42 + 8) e si
hah(—+v/2) = k — 63/2, si conclude chg ha primitive inR se e solo se

E—6Y2>0  ovwero k>6v2

Similmenteg ha primitive in[—1, +0c0) se e solo se risulta continua in
tale intervallo ovvero se e solo 8ér) = '+ 8z + k # 0 per ogniz > —1.
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Essendd: crescente per > —+/2, e quindi petrr > —1, g ha primitive
in[—1,+0c0) seesolosé(—1) =k — 7> 0ovvero

k>T7
Postok = 0 sihag(x) = @ chee definita e continua if--o0o, —2)U

(—2,0) U (0, +00).
Utilizzando la decomposizione in fratti semplici si ha

1 a b cx+d (a+b+ )z + (2¢ — 2b+ d)x* + (4b + 2d)x + 8a
x4+8x:§+$+2+x2—2x+4: x* 4+ 8z
da cui
a+b+c=0
2c—2b+d=0
4b+2d =0
8a =1
che risolto fornisce = £, b = — -, ¢ = —15, d = -5; pertanto

1 1 /3 1 20 — 2
8z 24 (5_ r+2 x2—2x+4)
Una primitiva dig € quindi
L o ‘ Y
24 (x4 2) (a2 — 22+ 4) 24 |23 +8
Tutte le primitive dig in (—oo, —2) U (—2,0) U (0, +00) Sono pertanto

In

1 23
ﬂlnm—l—cl ,Se ZE<—2

2 4 s —2<x<0

1 —
510 g

1 x

24lnx3+8—|—63 ,s€ x>0

3

Si consideri ora il problema

y'(z) = g(w)
y(0) =0
y'(0)=0

Il problema ha soluzioni ifR se e solo s@ ha primitive inR, poiche ¢/
e la primitiva dig che soddisfa/(0) = 0 e di conseguenzaeé la primitiva
di J; g(t)dt che soddisfa(0) = 0 cioé

y(z) = /O (/Osg(t)dt) ds

Pertanto il problema dato ha una ed una sola soluziong pe6+/2.
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INTRODUZIONE Al MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti pi interessanti del calcolo differenziagecosti-
tuito dalle equazioni differenziali: si tratta di equazioni in cui I'incogréta
una funzioney(z) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che deve essere
verificata, per ognic, una relazione tra la funzione stessa e la sua derivata
primay’(x).

L'esempio pu semplice e naturale di un problema di questo gerere
dato dal modello che descrive la caduta di un grave.

Py=hy

o

/_l——.—“_\\

FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravit

Se consideriamo un punto di massaposto ad un’altezza dalla su-
perficie terrestre e trascuriamo gli effetti della resistenza dell’aria, avremo
che sul punto agisce solo la forza di gravit = myg.

L'esperienza mostra che il punto materidtesi muove verso il basso;
per descrivere il suo moto possiamo considerare un sistema di riferimento
che coincide con la retta che il punto percorre cadendo.

Assumiamo l'origine in corrispondenza del suolo e consideriamo posi-
tive le altezze misurate dal suolo.

La veloci& con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta
scelta come asse di riferimergo

v(t) = z(t)
e la sua acceleraziore
a(t) = i(t)
Come ga detto, sul punto agisce la sola forza gravitaziorale myg.
163
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z

Py =hy

0]

//)—’0‘_\\\

FIGURA 19.2. Il sistema di riferimento

Per le leggi di Newton si aarallora
ma(t) = —mg
e quindi
(19.1) I(t) =g

La 19.1 e un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa
impone una relazione che coinvolge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pa ricavare integrando due volte tt&t, = 0, es
xassumiamo che il moto inizi all'istantg = 0.

Si ottiene
e
1
(19.3) z(t) = _§9t2 + it + ¢

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci
dei valori percy e ¢;. Questo si pa fare \utilizzando informazioni sulla
velocita e sulla posizione iniziale del punté.subito visto infatti dalla.9.2

e dallal9.3rispettivamente che

(194) Vo = IE(O) = C1 ho = .T(O) = Cp

Possiamo osservare che per determinare il moto abbiared@ogno
di conoscere posizione e velaxiiniziale del puntoP e cid corrisponde
anche all'intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puntsi
muove sull’asse seguendo la legge

1
(19.5) z(t) = _ith + vgt + ho
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Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di
conservazione dell’energia.
L'energia potenziale del puntB, soggetto al solo campo gravitazionale
e, in ogni istante,
U(t) = mgx(t)
mentre la sua energia cinetiea

1,
— t
5ma( )
e la sua energia totale

E(t) = %ma’sz(t) + mgx(t)
si mantiene costante durante il moto
(19.6) %miﬂ(t) + mgx(t) = mk
Se conosciamo le condizioni inizialj ed hy siamo anche in grado di
calcolare
k= %mvg + mghyg

La 19.6e una equazione differenziale, ahan grado di descrivere la po-
sizionez(t) del puntoP in ogni istante, tuttavia ricavare: da tale relazione

e piu difficile.
Possiamo riscrivere 1A9.6come
1
(19.7) Ex'Q(t) =k — gz(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantita k — gx(t) deve mantenersi positiva e quindic(t) < §

Abbiamo cos ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazio-
ne senza risolverla, abbiamo ottenutoecimna limitazione a priori per la
soluzione dell’equazione.

Osserviamo anche che

x(t) = § e una soluzione costante dell'equazion&d.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad en-
trambi i membri

(19.8) x(t) = £/ 2k — 2g2(t)
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e dividere per il secondo membro

(19.9) O

2k — 2gx(t)
Ora, se moltiplichiamo pey

r(t

(19.10) L

2k — 2gx(t)
ed integriamo tra, = 0 et, otteniamo

t .

(19.11) 98) g — g1

0 \/2k —2gx(s)

dove tuttavia il primo integrale non pwessere calcolato in quanto la fun-
zione integranda dipende dalla funzione incognita.
Possiamo integrare per sostituzione ponendo
u=x(s) : du = x(s)ds

osservando che per= 0 es = ¢t avremoz(s) = z(0) = hy ez(s) = x(t),
da cui si ricava cheg = ++/2k — 2gxo, avremo

(19.12) W _gdu +gt
A questo punto possiamo calcolare I'integrale a sinistra ed ottenere che
(19.13) V2k — 2gx(t) — \/2k — 29z = gt
(19.14) V2k — 2gx(t) = gt + vy
(19.15) 2k — 2gz(t) = (£gt + vy)*
(19.16) x(t) = S - % (£gt + vo)”

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in pre-
cedenza; il segne- di +g¢t si puw determinare dalla9.8 poiche il moto
avviene con continugt il segno dowa essere lo stesso dj.

La scelta del segno e la valididell’'equazione si mantengono fino a
quando la derivata di(t), cioé la veloci non si annulla; questa eventualit
non si verifica mai se, < 0 mentre ha luogo pef = ”?0 nel caso in cui
v > 0.

In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano

e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che
rappresenta la veloéitnellal9.8
Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:

(1) se supponiamo che il moto abbia velagitositive
(19.17) T(t) = ++/2k — 2gx(t)
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(2) se supponiamo che il moto abbia velaaitegative

(19.18) (t) = —/2k — 2gz(t)
(3) se supponiamo che il moto abbia velaaitulla entrambe le prece-
denti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del mo-
dello e soluzione dell’equazione differenziale: infatti

E evidente che pert > ¢, la 19.17non pud pill rappresentare il moto
del punto materiale P in quanto il moto avviene con velocia negativa,
il che non e consentito dallal9.17

L'unica soluzione prevista dalla19.17¢ quella costante che tuttavia in
contrasto con 'evidenza del fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazionel9.18 per
trovare la descrizione del seguito del movimento.







CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI
SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa

trovare una funziong, che sia derivabile e per cui si abbia

y'(z) = f(z)g(y(z))
con f, g assegnate.
Piu precisamente possiamo dire che

Sel,J C R sono intervalli apertie nonvuotiedf : I — R ,g: J —
R sono due funzioni, diciamo che risolviamo I'equazione differenziale
a variabili separabili

(20.1) y'(z) = f(x)g(y(z))
se troviamo un intervallo I’ C I ed una funzioney : I’ — J tale che la
20.1sia soddisfatta per ognix € I’

Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfi-

no anche un dato iniziale, si parla di problema di Cauchy.
Precisamente se

I,J C Rsonointervalliapertixzg e I,yo€ J, f: I — Reg: J — R
sono funzioni; chiamiamo problema di Cauchy a variabili separabili il
problema ditrovare I’ C I edy : I’ — R, derivabile, tali che

(20.2) y(x) = f(x)gly(x)) , Veel
| y(zo) = yo

Vale il seguente teorema di esistenza ed uaidélla soluzione del pro-

blema di Cauchy a variabili separabili, per dimostrare il quale procedia-
mo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di fatto, consente di

risolvere I'equazione.

La dimostrazione, in questo caso, moltogputile dell’enunciato, ma
anche le condizioni di esistenza ed uricitella soluzione sono di fonda-
mentale importanza.

169
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto chle | e
siano intervalli aperti e chg(y) # 0 Vy € J.

Quest'ultima condizione& certamente soddisfatta g& continua e se
9(yo) # 0 a meno di considerare un’intervallbpii piccolo.

TEOREMAZ20.1. Sianol, J C R, intervalli aperti, sianary € I,y € J
esianof : I — R, g : J — R due funzioni continue, supponiamo inoltre
cheg(y) # 0, per ogniy € J.

Allora esiste unintervalld’ C I e una ed una sola soluzioge I’ —

J del problema di Cauchg0.2

DIMOSTRAZIONE.

y € soluzione del problema assegnato se e solo se

(20.3) {gz(/@//((?)) = /(z)

y(wo) = Yo

e cio si verifica se e solo se

T y’(t) B T
(209) /xo g(y(t))dt B /zo Fle)de
se e solo se
y(z) x
(20.5) / % = / f(t)dt

se e solo se, dettel’ e G due primitive di f ed 1/g su |l e J
rispettivamente,

(20.6) G(y(x)) = Gyo) = F(x) — F(o)

R(G — G(y)) e R(F — F(z0)) sono intervalli per la continuita delle
medesime, entrambi contengond e R(G) contiene( al suo interno in
virt u del fatto che G e strettamente monotona in quantog = G’ ha
segno costante inoltre= e invertibile.

Cio assicura che esiste un intervalld’, aperto e contenenter, in cui
'uguaglianza vale ed in tale intervallo si pw scrivere che

(20.7) y(z) = G H(F(z) + Glyo) — F(w0))-

O
E importante anche ricordare due risultati di esistenza e di anit
cui dimostrazione no® opportuna a questo punto, che possiamo tuttavia
utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza e 'ugiciella soluzione

di un problema di Cauchy.
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Siano/,J C R, intervalli aperti, siano xq € I, 3, € J e sianof : [ —
R, g : J — R due funzioni continue.

Allora esiste un intervallo I’ C [ e una soluzioney : I' — J del
problema di Cauchy 20.2

Se inoltre ¢ € C!,cioé se ammette derivata prima continua, allora I3
soluzioneé anche unica.

Lunicit a € anche assicurata dalla lipschitziang di ¢ cioe dalla
condizione

(20.8) lg(z) — g(y)| < L]z — y|

Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, $

puo dimostrare che una funzione che abbia derivata prima limitatae
lipschitziana: infatti se |¢'(c)| < L siha

(20.9) l9(x) — g(y)| = |g'(c)||lx — y| < Llz —y|

Ricordiamo anche che sg < C!, il teorema di WeierstraB3 assicura che

|¢'| (chee continua) ammette massimo su ogni intorno chiuso e limitat
di i)

|

D

D

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a va-

riabili separabili anche senza precisi riferimenti ai dati iniziali segue
essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza

ndo
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Siano f e g continue sugli intervalli aperti / e J e supponiamo che

9(y) #0suJ;
Consideriamo I'equazione a variabili separabili
(20.10) y'(z) = f(z)g(y(z))

Dal momento cheg(y) # 0 in J, avremo che la20.10¢é soddisfatta in/’
se e solo se /()
y\xr
= f(z)
9(y(z))
e, detteF eG due primitive in I e J di f ed1/g rispettivamente, I'ultima
uguaglianzaée equivalente a

(20.11) G(y(z)) = F(z)+c¢

conc € R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due
primitive differiscono per costante).
Ora, se fissiamar, interno ad I e chiamiamoy(z,) = yo € J, posto

c=G(yo) — F(xo)
avremo che la20.11diventa
(20.12) G(y(z)) — G(yo) = F(z) — F(x)

ed e verificata almeno in un intervallo I’ C 1.

Infatti R(G — G(yo)) e R(F — F(x0)) sono intervalli per la continuita
delle medesime, entrambi contengon@e R(G) contiene0 al suo interno
in virt u del fatto che G e strettamente monotona in quantog = G’ ha
segno costante inoltre= e invertibile.

Pertanto possiamo ricavare

y(z) = G (F(z) + )

perx e I'.

Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare dinsieme di tutte
le soluzioni dell’equazione differenziale a variabili separabili considerata.
Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’equazione considerata, che
soddisfino di pil la condizioney(zy) = yo, o € I, yo € J, € sufficiente
considerare: = G(yo) — F(zo) ed osservare che tale sceltacdionsente
di determinare’ C I tale cheF'(I’) + ¢ C G(J). In tal caso si risolve un
problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non
va trascurato di considerare quanto accadeseannulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre dividergymequindi
in questo caso non si pprocedere @i dall'inizio.

E ragionevole limitarci al caso in cyj € uno zero isolato dj, cioé se
esiste un intorno dj, in cui g non si annulla altre volte.
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In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(z) = yo
e una soluzione dell’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino
l'unicitae anche la sola soluzione possibile.
Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare I'esistenza di
altre soluzioni; a questo scopo si procede studiando I'equaziongeer
e, giunti al punto di considerare

y(@) T
(20.13) / %:/ f(t)dt

prima di procedere, occorre studiare I'esistenza in senso improprio dell’in-
tegrale a sinistra.
Le informazioni che abbiamo sull'integrazione impropria ci consentono
allora di capire che:
e seg e infinitesima iny, di ordinea > 1. la primitivaG di 1/¢g non
pud essere prolungata per contirduih i, e pertanto la soluzione
costantee I'unica possibile.
e Se invecey e infinitesima iny, di ordinea < § < 1,3 € R
. Allora G puo essere prolungata per contirguit y, e, Si pw
procedere oltre.
Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale
cheé spesso utile per trovare limitazioni a priori per soluzioni di equazioni
differenziali che non st in grado di risolvere.

LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I — R funzioni continue,
I intervallo, e siana: > 0, z, € I; allora se

/x: f(t)y(t)dt‘ +c

y(r) <

per ogniz € I siha
0 < y(z) < cells, FO]
per ogniz € 1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamar > z, ; dividendo ambo i membri
per il secondo e moltiplicando poi pgfx) si ottiene (si ricordi chg > 0,

c > 0)
y(@)f(z)
c+ [, F(yt)d

- < f(x)
da cui

= |In (c+ ) f(t)y(t)dt)} < f(2).

dx .
Integrando ora tra, edx si ha

In (c+/x:f(t)y(t)dt> “ine < / F(t)dt
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onde )
c+ / F)y(t)dt < celio IO

y(@) <c+ [ FOyt)dt < cele IO

o
Sex < z si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cam-
biamento di segno. O

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : I — R, continue,/ intervallo, e sia
xo € I; allora se

y(r) <

/ f(t)y(t)dt‘ Vo el

siha
y(x) =0 Ve el

DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) < / f(t)y(t)dt‘ +c Ve>0
o
e pertanto
0 < y(x) < cellz /O] Ve >0
per cui, al limite pex: — 07, si hay(z) = 0. O

Se nel lemma di Gronwall si suppone

[ f(t)y(t)dt\ +e(a)

y(z) <

conc, si prova che
0 < y(z) < cx)ele 7O
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ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

1. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.1) y'(x) = y*(x)

Osserviamo innanzi tutto chgx) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.2) v _y

ed integrando tra, edx

Y@
(21.3) / dt =x—x
o Y2(1) ’
postos = y(t), avremods = y/(t)dt e
y@) g
(21.4) / S
y(wo)=yo °

Poicte s% e infinita in s = 0 di ordine 2, non & integrabile ins =
0 (intendiamo con @ che none integrabile in intervalli che contengano
0). Pertantoy edy, dovranno avere sempre lo stesso segno: soluzioni che
partono con valoriy, positivi (negativi), rimangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

1 1
(21.5) —— 4+ — =z —x
Yy Yo
1 1
(21.6) —=—+4x—r=Cc—2x
Y Yo
dove si sia definito
c=—+xg
Yo

Osserviamo inoltre che al variareadj edy, ¢ pud assumere tutti i valori
reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7) y(x) = . i -

ed il loro graficoe indicato in figura21.1.

—.

L

FIGURA 21.1.

2. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.8) y'(z) = Vylz)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) = 0 é
soluzione dell’equazione.

Sey(z) # 0 possiamo separare le variabili

/
(21.9) vl _
y(x)
ed integrando tra, edx
T /
(21.10) / YO o2y
20 VY(1)
postos = y(t), avremods = y/(t)dt e
y@) g
(21.11) / — =x— I
y(x0)=Yyo \/g

Poiche \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafp Pertanto
y edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

(21.12) 2y —2\/yo = = — x
(21.13) Ji= %(m o+ 2070 = %(x +o)

dove si sia definito

c=2y/Y0 — %o
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Osserviamo inoltre che [al.13impone che deve essere

1 =
§(x+c) >0 cioe x> —c

Osserviamo che al variare dj edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) = i(:v + ¢)?

ed il loro graficoe indicato in figure?1.2

per T > —c

FIGURA 21.2.

3. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.15) y'(z) = v\/y(v)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) =0 é
soluzione dell’equazione.
Sey(z) # 0 possiamo separare le variabili

(21.16) vie) _,
ed integrando tra, edx

(21.17) / \%%dt = /x tdt

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

y(z) 2
(21.18) / ds o
y(zo)=yo \/_ 2

Vo)
N5
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Poiche \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafp Pertanto
y edyy potranno assumere anche il valoreAvremo

x? al
IQ 132 132
dove si sia definito ,
¢= Vo — 3
Osserviamo che 1a1.19impone che deve essere
x? - sempre se > 0
—+c>0 cioe
4 |z| > —2¢ sec <0

Osserviamo che al variare @ edy, c pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.21) y(z) = (%2 + 0)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura&21.3

FIGURA 21.3.

4. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.22) y'(z) = —zv/y(z)
Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) = 0 &

soluzione dell’'equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.23) vl _ .,
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ed integrando tra, edx

(21.24) / ' jl%dt = / Ctat

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

v(@) ds x? a2
(21.25) / — —_Z 40
y(zo)=yo \/5 2 2

Poicte \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafip Pertanto
y edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

2z
(21.26) 2/ — 24/yo = -5 + 50
$2 .CL'Q $2
(2127) \/gz—z—|—(1/y0+30):_z+c
dove si sia definito
2
C=+Yo+ %

Osserviamo che Ia1.27impone che deve essere

x? . mai sec < 0
—~—4¢>0 ciog
4 lz] < —2¢ sec<0

Osserviamo che al variare dj edy, ¢ pud assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.28) y(z) = (—%2 + c)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.4

FIGURA 21.4.
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5. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.29) y'(z) = V1—y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve esdefe)| < 1 e chey(z) = +1
e soluzione dell’equazione.
Sey(x) # +1 possiamo separare le variabili

/
(21.30) A I
1—y?*(x)
ed integrando tra, edx
T /
(21.31) YO e
o 1- y2 (t)
postos = y(t), avremods = v/ (t)dt e
y(z) ds
(21.32) / ——— = — I
y(zo)=yo V 1 —s?

Poichke ﬁ e infinita ins = +1 di ordine1/2, & integrabile ins =
+1 (intendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengasd).
Pertantay edy, potranno assumere anche il valaré. Avremo

(21.33) arcsiny(z) — arcsinyy = x — xg

(21.34) arcsiny(x) = x — xg + arcsinyg = x + ¢

dove si sia definito
c = arcsinyy — o

Osserviamo che Ia1.34impone che deve essere

T+l <5
X C -
-2
Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’'equazione saranno pertanto date da
(21.35) y(x) =sin(z + ¢)

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figur&21.5
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08
il
04
02

02
04
08
-08

FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

) = o=@t _
(21.36) ylw)=e L
y(zo) = Yo

Possiamo scrivere
y'(x) = f(x)g(y(x)

se definiamof (z) = 1 eg(y) = e V' — 1;

Sihaf € C°(R) eg € C'(R), e quindi si ava una ed una sola soluzione
per ognizy € R edy, € R.

L'equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate po-
nendoy(z) = c e sostituendo; avremo

= —1

per cui la sola soluzione costaréig(z) = ¢ = 0.

Nel caso in cuiy, = 0 la soluzione costante anche I'unica soluzione
del problema di Cauchy .

Se fissiamor, = 0 edy, = 1. possiamo supporrg(xz) # 0 in un
intorno di0 e separando le variabili ed integrando@rad x si ottiene

y(r)
(21.37) —e 1 =L
T y’(t) B T
ovvero

y(z) ds
/1 e 1 "

Studiamo ora la funzione integrale a primo memhbfg) = |’
Poicle I'integrandae definita e continua per# 0 e

ds
T

e S —

di ordine4, I'integraleé divergente per if; ne segue che, essendo il primo
estremo di integrazione positivo, la funzioaelefinita per; > 0.
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Inoltre
, 1
lim — =—1
s—+oo 75 — 1
da cui l'integralee divergente anche pgr— +oc.
Si ha infineh(1) = 0 e i/(y) =]fracle ¥ — 1 essendo l'integranda
continua per; > 0, e tale derivata risulta sempre negativa.
Possiamo anche osservare che
W'(y) = e
SERCEASIE
per ogniy > 0, per cui la funzione risult@rconvessa; inoltre, poiéh
lim 7/(y) = —1
il grafico della funzione tendara diventare parallelo alla bisettrice del
secondo e quarto quadrante)
Il grafico della funzione: e indicato nella figura;

>0

by \\ x=h(y) ¥y
1 1
X r \\
X
21.6.1. Grafico 1 21.6.2. Grafico2 21.6.3. Grafico3
FIGURA 21.6.
Poiche deve aversi

h(y(z)) ==

il grafico della soluzione del problema di Cauchyzsguello dell'inversa di
h, come riportato nella figural.G6.

Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al
variare dei dati inizializy, yo € R. possiamo osservare che I'equazione data
e un’equazione differenziale autonoma, e quindj(@e € soluzione, anche
y(x + a) € soluzione per ogni € R.

Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono
ancora soluzioni, pey > 0.

Per quanto riguarda le soluzioni pgr< 0, ripetendo i calcoli fatti, ad
esempio cony, =0 ey, = —1, siha

y(x) ds
/_1 et —1 o
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figéira

(Si noti che, sg/(x) & soluzione dell’equazione differenziale, talpure
—y(—=), ovvero i grafici delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origi-
ne).

7. Esempio

Si consideri il problema di Cauchy

y'(x) = 62%\/y(x)
y(xo) =1
Si tratta di un problema a variabili separabili c6fx) = 622 definita e
continua su tutt®, eg(y) = ,/y definita e di class€'" pery > 0; pertanto
essendq@, = 1, per il teorema di esistenza ed unigiesiste una ed una sola

soluzione del problema dato, per ognic R.
Separando le variabili, pef(x) > 0, si ottiene

y'(v)

y(z)
ed integrando tra edz
/ y(t) dt:/ 6t* dt
o V() 0
ovvero

2/ y(z) — 24/y(0) = 227 dacui  y(z)=1+2"
Elevando al quadrato i due membri, dopo aver osservata ¢he’ > 0
e ciex > —1, si ottiene
y(x)=(1+2%?  ,  a>-1
(si noti che la soluzioneé prolungabile, in modo unico, caf{xz) = 0 per
x < —1).
Il grafico delle soluziong riportato in figura&21.7

= 622

y

FIGURA 21.7.






CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzéatiosti-
tuito dalle equazioni lineari. La pisemplice equazione lineareassere
scritta nella forma

(22.1) y(@) = a(@)y(x) + bla)

Sea,b € C°(I), 'equazione?2.1lammette una ed una soluzione definita
Su tutto/; questae forse una delle piimportanti caratteristiche di questo
tipo di equazioni e si puifacilmente verificare, in questo caso, direttamente.
Siaxg € I, edyy € R, e siaA una primitiva dia in I. Lesistenza
di A é assicurata dalla continaitia; ad esempio possiamo porigz) =
[, a(t)dt.
La22.1é vera se e solo se

ey () — e A Pa(a)y(z) = ba)e @
e ci0 € equivalente a
d
o (e_A(””)y(x)) = b(x)e_A(’”).

Integrando trary edz, si ottiene

e @y (x) = yo +/ b(t)e M at

x0

ed infine

(22.2) y(z) = e 4@ (yo + / b(t)e A@ dt>
o
Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni
dell’equazione2.1si ottengono, al variare diy, € R, dalla22.2
Osserviamo anche che 22.2 stessa pd essere riscritta nella seguente
maniera:

y(z) = yoelwo MO 4 o)z, et / b(t)e™ Jro 98 gt
zo
in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il caB@pnerale.
La 22.2costituisce, al variare djy, I'integrale generale dell’equazione
22.1
| passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine
superiore oppure sistemi di equazioni del primo ordine.

185
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Un’equazione lineare di ordinesi pw scrivere nella forma
(22.3) y ™ (z) = Z a;yV(x) + b(x)
=1

dovea;, b € C° mentre un sistema lineare di ordinesi scrive nella forma
(22.4) Y'(z) = A(x)Y (x) + B(x)

dove A(z) = {a;j(x)} e B(z) = {b;(x)} sono una matrice ed un vettore
i cui elementi sono funzioni continue su un intervallp(scriviamo A €
C*(I), B € C*(I) quando intendiamo pertanto affermare ehec C*(I),
b; € C*(I) peri,j =1,...,n).

Il sistema p essere riscritto usando le componentldiA, B, nella
seguente maniera

(22.5)
yi () ain(x) ai2(x) ... aw(x)\ [yi(x) bi(x)
va(@) | [ an(@) axn(z) ... awn(z) | | y2(z) ba()
2 Al R 2
yr () 1 () apa(z) ... apn(2) Yn(2) by ()
ed anche, in forma picompatta
(22.6) vile) = D _ay(@)y;(x) + bilw)  i=1,.0m

QualoraB = 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma
(22.7) Y'(z) = A(2)Y (2)

Quandor. = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale
lineare del primo ordine che, postb= (a;;) = a € B = by = b, Si scrive
nella forma

y'(z) = a(x)y(z) + b(z)

L'insieme7 di tutte le soluzioni d22.4si chiama integrale generale del

sistema..

Quando si associa al sistema o all’equazione differenziale un opportuno
insieme di condizioni iniziali parliamo di problema di Cauchy

(22.8) {Y’(m) — A(@)Y(z)+Blz) , Vzel
' Y(z9) = Yo

(22.9)
Y™ (2) = a,(2)y™V(2) + ... + a1 (2)y(z) + b(z) Ve el
y(@o) = yo, ¥'(w0) = Y1, -,y (20) = Yna

sono problemi di Cauchy.



22. SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 187

Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per I'equa-
zione di ordinen; sia infatti

(22100 ¥ (@) = au(@)y" V(@) + ...+ ar(@)y(z) + b(x)
una equazione differenziale lineare di ordine poniamo
(22.11) yi(x) =y V() , i=1,...,n.
(Per chiarire le idee osserviamo che siaayi(z) = y(z) , ... ,yn(z) =
y"(x)).
Possiamo riscrivere I'equazione nella seguente forma
(y1(x) = ya(2)
ya(x) = ys(x)
(22.12)

Y2) = an@n) + - + a1 (@) (@) + b(2)
ed anche come
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)

non appena si sia definito

0 1 0 e 0 0

0 0 1 e 0 0

A= Bly=1
aj(xz) as(z) asz(x) ... a,(x) b(x)

Vale il seguente teorema di cei importante in questo contesto solo
I'enunciato.

TEOREMA 22.1. Siano A [ — M™, B : [ — R™ continue e siano
zo € 1,Yy € R™,
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x) Vo el

(22.13) {Y(xo> .

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche
per le equazioni differenziali lineari di ordine

TEOREMA 22.2. Sianoa;,b € C°(I),i = 1,...,n e sianox, € I, y; €
R, i =0,...,n — 1. Allora esiste una ed una sola soluzionpe I — R
del problema di Cauchy

y (@) = 30, ai(a)y" V(@) + b(z)
(22.14) {’y(i)(l’o) =y , i=0,..,n—1
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Proviamo ora che l'insieme delle soluzioni di un sistema differenziale
lineare, ci@ l'integrale generale di un sistema differenziale omogeneo del
primo ordinee uno spazio vettoriale avente dimensione uguale al numero
di equazioni del sistema stesso.

TEOREMA 22.3. SiaA € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale
lineare del primo ordine

Yi(x) = A(2)Y (z);

sia S il suo integrale generale. Allor& & uno spazio vettoriale di dimen-
sionen.

DIMOSTRAZIONE. E’'immediato verificare ch8 € uno spazio vettoria-
le in quanto si vede subito che ge z sono soluzioni del sistema assegnato
tali risultano anchevy + 5z ovea, 5 sono scalari.

Per provare che dir§ = n e sufficiente osservare che, per il teorema di
esistenza ed unicitdella soluzione I'applicazione lineare

r-&§ —R"

definita da
F(Y) = Y(SB()) , xo €1

e un isomorfismo. O

In base al teorema precedegtpossibile affermare che ogni soluzione
di un sistema differenziale lineare omogenea diquazioni inn incogni-
te pw essere espressa mediante un combinazione linearesdiuzioni
linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano essé&7, ..., Y, e sia(y;); la componentg-esima dellai-esima
soluzione.

Possiamo allora costruire la matrice

(Wi)r (21 - (Wah
(22.15) o (yf)z (y?)z (.%:)2
W)n W2)n - Wn)n
che indicheremo spesso come

considerando glY; come vettori colonna, e che si chiama matrice fonda-
mentale del sistema assegnato.

E possibile verificare che €& & una matrice fondamentale del sistema
omogene@2.7allora si ha

(22.16) G'(z) = A(x)G(x)
Il sistema22.16& un sistema differenziale lineare af equazioni inn?
incognite.

Ogni soluzione del nostro sistema go#allora essere scritta nella forma
Y(z) = G(z)C , CeR"
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ovvero, considerando le componenti,

n

yi(z) = Z (y;)ic;.

j=1
Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordi-
nario del primo ordine non omogeneatrutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA22.4. SianoA € C°(I) B € C°(I) e consideriamo il sistema
differenziale lineare non omogeneo del primo ordine

Y'(z) = A(z)Y(x) + B(z)

Sia 7T l'integrale generale del sistema assegnato e Sidintegrale
generale del sistema omogeneo ad esso associato

Yi(z) = A(x)Y(x)
sia ancoraz € C"(I) tale che
Z'(x) = A(z)Z(z) + B(x)
Allora
T=7+S
e 7 e uno spazio lineare affine di dimensiane

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente chg D 7 + S; siavicevers& € 7, e
facile verificare ché — 7 soddisfa il sistema omogeneo associato e pertanto
Y—-ZeSdacuy € Z+S. O

DEFINIZIONE 22.1. SianoYy, Y, ....., Y,, n soluzioni del sistema diffe-
renziale lineare omogeneo

Y'(z) = A(2)Y (2)

Chiamiamo determinante wronskiano, aigemplicemente wronskia-
no, associato alle: soluzioni assegnate il determinante della matrice

In altri termini

(22.17) W(z) = det : : . :
Proviamo ora una interessante progxidel wronskiano.

TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed
unicita per il sistema differenziale lineare omogeneo

Y'(z) = A(2)Y ()

e sianoY},Ys,....Y,, n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:
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(1) Y3, ..., Y, sono linearmente indipendenti;
(2) W(z) # 0 perogniz € I
(3) esister, € I tale chelV(xg) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognifissato in/ I'applicazione
lineare
r,.s—nR"
definita dal',(Y") = Y (z). Per il teorema di esistenza ed urédit, & un
isomorfismo.
e (1)=(2)
SeYi, ..., Y, sono linearmente indipendentid allora
L.(Y1),....,[o(Yy)
sono linearmente indipendentiRi* e perco
0 #det (I',(Y1), ..., [2(Yy)) = det (Yi(x), ..., Ya(z)) = W(z)
per ognix € [
°(2)=()
E ovvio.
e (3)=(1)
W(zo) # 0 implica cheY;(xzy),...,Y,(x¢) sono linearmente
indipendenti inR™ e perco

Vi =15, (Yi(20)), - Yo = T (Ya(20))
sono linearmente indipendentih
O
Per il teorema precedengeessenziale chig, ..., Y,, siano soluzioni del
sistema; se dinon fosse, sarebbe vero solo ¢hg=- (3) = (1)
Che le altre implicazioni siano falgefacilmente visto se si considera il
wronskiano associato alle funzioti » : R — R? definite da

Yi(e) = (2%, 22) ,  Ya(z) =(22,2)
oppure
@ 22) x>0 ~J(@*22) <0
Yl(x)_{o r<0 Yl(x)_{o T>0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordine

TEOREMA 22.6. Sianoa;,b € C°(I) ,i = 1,...,n, € consideriamo
I'equazione differenziale lineare di ordine

y"(2) =Y ai(x)y (@)
=1
Sia S il suo integrale generale, allora&s & uno spazio vettoriale di
dimensionen.
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Sia
y " (z) = ay V() + b)
=1

la corrispondente equazione differenziale lineare di ordineon omoge-
nea, e sial il suo integrale generale.
7 e uno spazio lineare affine di dimensioned inoltre

T=24+S8
dovez e una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’e-
guazione differenziale lineare omogenea di ording pud esprimere co-
me combinazione lineare disoluzioniy, ..., y, del’equazione stessa che
siano linearmente indipendenti.

L'insiemeyq, ..., y, Si chiama sistema fondamentale di soluzioni per I'e-
quazione data; in altre parole ogni soluzigneuo essere espressa mediante
la

n

y() =Y cuil)

=1
dovec; € R

DEFINIZIONE 22.2. Sianoy, ..., y, n soluzioni dell’equazione differen-
ziale lineare di ordinez, omogenea

n

y"(@) =) ai(2)y" (@)

i=1
Chiamiamo wronskiano associato alle soluzigni..., y,, il determinan-
te

?/}(ﬁ) y3(x) y7(m)
(22.18) W(a) = det y (:L’ yg(:x) ] y Faz)
y" V@) V@) L V(@)

TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed
unicita e sianoy,, ..., y, n soluzioni dell’equazione differenziale omogenea
di ordinen

y ™ (z) =Y ai(x)y"V(x)
=1
Sono fatti equivalenti:
(1) v, ..., ¥, SONO linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ogniz € I;
(3) esister, € I tale chelV (zy) # 0.
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Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, qualora
1, ---, Yo NON Siano soluzioni dell'equazione, le uniche implicazioni ancora
vere sond2) = (3) = (1)

| risultati precedenti assicurano la possikiliti trovare I'integrale gene-
rale di un sistema non omogeneo non appena siano noti l'integrale generale
del sistema omogeneo ad esso associato ed una soluzione del sistema non
omogeneog pertanto molto importante avere a disposizione uno strumen-
to che consenta, noto I'integrale generale del sistema omogeneo, di trovare
una soluzione del sistema non omogeneo.

Sia G una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(2)Y ()
ez, € I. Una soluzione del sistema non omogeneo
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)
e data da

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema hon omogeneo della forma
Z(z) = G(x)\(z)
dove) : I — R™ e derivabile, dow aversi
Z'(x) = A(z)Z(z) + B(x)

e pertanto, poidhsi pw verificare che la regola di derivazione del prodotto
pud essere estesa anche al prodotto righe per colonne, si ha

Z'(x) = G'(x)\(z) + G(x)N (2)
deve essere
G (2)\(z) + G(x)N (z) = A(x)G(x)\(x) + B(x)
Ma G € una matrice fondamentale e quindi,
G(x)N(x) = B(x) e N(z)=G '(2)B(x).

Se ne deduce che se

Z e soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essen@¢z)\ () = B(z), per il teorema di
Cramer si ha
Wi(x)
W (x)

N(x) =



22. SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 193

essendo
(22.19)
(3/1)1 (3/2)1 . (%’—1)1 by (?Ji+1)1 oo (Ynh
W, — det (yf)z (y?)Q : (yz':l)z b:z (yi+:1)2 : (y1.1)2
(yl)n (yQ)n e (yz‘—l)n bn, (yi+1)n ce (yn)n

e una soluzione del sistema non omoge@elata da
Y(z) =) N(2)Yi(x).
=1

Come conseguenza &2 una matrice fondamentale del sistema lineare
omogeneo
Vi(z) = A(2)Y (2)
I'integrale generale del sistema lineare non omogeneo
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)
e dato da

Y@ﬁﬂ%@(0+/wG*@B@ﬁ),CeR"

0
Dove zy, € I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai dati

Y(r) = G(x) <G‘1(x0)Y0 + /x G_l(t)B(t)dt)

0

Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione del-
le costanti arbitrarie e guovviamente essere applicato anche alle equazioni
differenziali di ordinen non appena le si sia trasformate in un sistema. Tut-
tavia per le equazioré pii conveniente procedere direttamente; illustriamo
qui di sequito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b,c € C°(I) e consideriamo I'equazione lineare del secondo
ordine

y'(x) = a(@)y'(z) + b(x)y(z) + c(z).

Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
differenziale omogenea associata; avremo allora a disposizione l'integrale
generale dell’equazione omogenea nella forma

y(x) = () + caya(x)
Cerchiamo soluzioni per 'equazione non omogenea nella forma
2(2) = M(@)yi () + Ao (7)ya()
Avremo
2= Nyn + Aoy + My + Aoy

e posto
Nyt + Aoy =0
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si ha
2= Ny + Aoyh + Ay + Ay
Sostituendo si ottiene
Y1+ Aoy + Myl + Aayy = Mayy + Xoayh + Mbyr + Aabys + ¢
e, tenuto conto chg, ey, sono soluzioni del’'omogenea,
Niyr+ Aqyh = c.
Ne viene che\] e X\, devono soddisfare il seguente sistema

AY1 + Apy2 = 0

22.20
(22.20) {M%+%%=c

da cui si possono ricavaré e \, e per integraziong; e \s.

Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre
I'ordine di una equazione differenziale lineare, qualora sia nota una solu-
zione dell'equazione stessa.

Cioccuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equa-
zione del secondo ordine, essendo 'estensione del metodo del tutto ovvia
per equazioni lineari di ordine superiore.

Consideriamo pertant@, b € C°(I) e I'equazione differenziale di ordi-
ne 2

y' (@) = a(x)y (x) + b(x)y(z).

Supponiamo nota una soluzionedell’equazione, tale che(z) # 0
Vo e l.

Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella forma) = u(x)z(x)

Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

u'z+ 202 +ud = au'z + au + buz
e, tenuto conto che e soluzione,
Wz+2u7 —au'z=0
Postov =« si ha
V24 (22 —az) =0
e quindi, poick = # 0,
Z/
V' +0(2= —a)=0.
<
Se ne deduce che deve essere

(= 2 (t) T
v(z) = e Jzo 250 Uz, D

o(z) = (2%))2 I it

e quindi

Pertanto una soluzione sar
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T 1 .
_ - fzo a(s)ds
o) = || ol

da cui si pw ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente.d8e infatti

c12(z) + co2(x) /ﬁt

]fo a(s)dsdt -0
b (02

per ognivz si ha, perr = z
c1z2(xg) =0 e ¢, =0
Ne viene anche che
v .,
(@) [ e =0
e c, = 0 in quanto il secondo fattore non @mai annullarsi, se # x.
Possiamo pertanto scrivere l'integrale generale dell’equazione data co-

me P <01 e /x: meﬁo “(S)dsdt) ‘

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali
lineari a coefficienti costanti della forma

Y'(x) = AY (x) + B(z)
Y'(z) = AY (x)

n

y" () =Y ay" V() + b(x)

k=1

k=1

In pratica l'integrale generale di un’equazione differenziale lineare di
ordinen

n

y() =) ey V(@)

k=1
si pw determinare come segue
(1) siconsidera il polinomio caratteristico associato all’equazione data

P = X" = X!
k=1

che si ottiene sostituendo formalmente la quardigebrica\* ad
(k)
y* (x)
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(2) sitrovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell'equa-
zione (a coefficienti reali)

P(A) =0

Consideriamo ogni soluziong, .., A, con la sua molteplicét1, .., y,
(3) in corrispondenza ad ogni valoke avente molteplicé .,
e se )\ e reale si considerano le funzioni

(2221) U1 (,LU) = e)un yQ(l’) = xekw e y#(l’) — I"u_1€>\$

e se)\ = «a + 13 e complesso, allora anche il suo complesso
coniugatol = «a — /& autovalore in quanto i coefficienti
dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

(22.22)
uy(r) = e sin fr ug(z) = xe®sinfr - uy(z) = 2" e sin P
(22.23)
vi(z) = e cos Br ve(x) = 2™ cosBr -+ wu(x) = 2" e cos B

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.
(4) Sitrovano cob
e in corrispondenza di ogni soluzione realgy soluzioni del
sistema linearmente indipendenti
e in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua
coniugata?2u soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(5) siano

Y1,Y2,Y3, - - -, Yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprian quanto la somma del
numero delle soluzioni, contate con la loro moltepéicé proprio
n per il teorema fondamentale dell’algebra.

La soluzione dell’equazione sapertanto

y(z) = Z ciyi(x)

In pratica 'integrale generale del sisteiria= AY si puw determinare
come segue

(1) si trovano gli autovalori della matricé, A4, .., A\, e la loro molte-

plicita iy, ..,
(2) in corrispondenza ad ogni valokedi A, avente molteplicd v,
e se) e reale si considerano le funzioni
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e se ) e complesso, allora anche il suo complesso coniugato
autovalore in quanto i coefficienti del sistema sono reali, e si
considerano le funzioni

(22.25)
uy(r) = e sin fr ug(z) = xe®sinfr - u,(z) = 2" e sin
(22.26)

vi(z) = e cos Br  ve(x) =z cos Br -+ wu(x) = 2" e cos B

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.
(3) Sitrovano cok
e in corrispondenza di ogni autovalore realeu soluzioni del
sistema linearmente indipendenti
e in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo co-
niugato,2. soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(4) siano
Y1, 92,435 - -+, Un

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprioin quanto la somma
del numero delle soluzioni, contate con la loro molteigit pro-
prion per il teorema fondamentale dell'algebra e possiamo cercare
soluzioni

Y =(Y;)

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combi-
nazioni lineari delle funzioniy; cioe

Yj(z) = Zci,jyi(w)

(5) Le costanti introdotte; ; sono in numero di? e quindi superio-
re al numero di costanti necessario e sufficiente per descrivere
I'integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo di
ordinen; onde determinare solocostanti si procede quindi sosti-
tuendo nel sistema ed usando le uguaglianze trovate per ridurre il
numero di costanti libere ad

Abbiamo con ab gli strumenti per risolvere ogni equazione differenzia-
le ed ogni sistema differenziale lineare omogeneo, a coefficienti costanti;
per risolvere i corrispondenti problemi non omogeneasaifficiente tro-
vare una soluzione particolare dei problemi non omogenei stessipuBi
essere fatto, in generale, usando il metodo di variazione delle costanti di La-
grange, ma, nel caso dei coefficienti costanti, possiamo, se inoltre il termine
notoe di forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particolare
di forma similmente semplice.

Piu precisamente possiamo affermare che:
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(1) Se consideriamo I'equazione differenziale non omog&2eae se

b(x) = q(x)e™

dove) € C eq e un polinomio di grade a coefficienti complessi,
si pw trovare un polinomio di grado al pii m tale che, se: € la
molteplicita di A come radice del polinomio caratteristi€d,

y(x) = 2r(x)e™

sia soluzione dell'equazior®.3
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeitiede se

B(z) = Q(z)e™

dove( e un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi, di grado minore o ugualeradsi puw trovare un
vettore colonna? i cui elementi sono polinomi a coefficienti com-
plessi di grado al pi m + p, dovey & la molteplicia di A come
radice del polinomio caratteristicB della matriceA, tale che

risolve il sistema&2.4
Si pw inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,
(1) Se
b(x) = e**[qi(x) cos(Bx) + gz(x) sin(Sz)]

doveq; e ¢ sono polinomi a coefficienti reali di grado massimo
e« + i3 e radice del polinomio caratteristidd di molteplicita .,
si possono trovare due polinomi, -, di grado al pii m tali che

y(x) = 2e*[ry (z) cos(Bz) + ra(x) sin ()]

sia soluzione della2.3
(2) Se

B(x) = e**[Q1(z) cos(Bz) + Q2(z) sin(Sz)]

dove@); e (), sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al pim e o &+ ¢ (3 € radice del polino-
mio caratteristico della matrice A con moltepliit, si possono
trovareR; ed R, , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al pim + p, tali che

Y (z) = e®[Ry(x) cos(Bx) + Ra(x) sin(fz)]

sia soluzione del sistent®.4
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1. Loscillatore armonico

Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teo-
ria delle equazioni differenziali lineagi costituto dall’oscillatore armonico.
Si consideri 'equazione del secondo ordine

(22.27) 27 (1) + 2ha' (t) + wx(t) = K sin(at)
doveh, K,a > 0.
Essa po descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,

(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzio-
nale alla distanza ed ad forza di attrito proporzionale alla velpcit
sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampidzza di
frequenzan.

(2) lintensita di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da
una forza elettromotrice sinusoidale.

Le soluzioni dell'equazione sono date da:

(1) Seh > w
z(t) = ¢l 4 Coel~h=0t 4 z(t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

20
18
16

14
12

T2 3

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

FIGURA 22.2. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh = w

z(t) = cre™™ + cate ™™ + 2 (t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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40

30

20

10

K] 2 A U i R P 3

FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte entrambe positive

FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico com-
plesse e coniugate con parte reale negativa

(3) Seh < w
z(t) = e " (cy sin(0t) + ¢y cos(6t)) + ()
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

U 2 P TE [ 1o

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
coincidenti negative

dove
z(t) = asin(at) + beos(at) = Asin(at — ¢)
ed inoltre sie posto
0 — |h2 _w2|1/2

ok W2 — o2
4h?a? + (w? — a?)?
o 2ha

4h?a? + (w? — a?)?
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K
A=
VAah?a? + (w? — a?)?
a
¢ = arccos (Z)
Nel caso in cuh = 0 'equazione diventa
2" (t) + w?z(t) = K sin(at)
conk,a > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato

da una forza esterna sinusoidale.
Le soluzioni in questo caso sono

(1) Sea #w

x(t) = ¢ sin(wt) + ¢ cos(wt) + ———
(2) Sea =w

K
x(t) = ¢y sin(wt) + 3 cos(wt) — 2—15 cos(wt)
w

FIGURA 22.6. Grafico di4 in funzione dic edw

K
(22.28) A = (4h2a? + (W2 — a2)2)12

K/uw?
(4(h/w)?(a/w)? + (1 — (a/w)?)2)1/2

con
K/w* =5






CAPITOLO 23

FUNZIONI DI DUE VARIABILI

I modelli matematici spesso devono tenere conto di molti parametri e
per questa ragione nansufficiente considerare funzioni di una sola varia-
bile reale; spesso anzi il numero di parametri in gieanolto alto e quindi
bisogna ricorrere all’'uso di funzioni di molte variabili reali.

Dal punto di vista concettuale norecgrande differenza tra lo studio di
una funzione di, 3 o 100 variabili reali, ma la differenza tra lo studio di
una funzione di variabile reale ed una funzioneivariabili realie grande
e va considerata attentamente.

Sviluppiamo pertanto lo studio di una funzionediariabili reali per in-
trodurre gli strumenti necessari al trattamento delle funzioniwipriabili
reali a valori reali.

DEFINIZIONE 23.1. Diciamo chee data una funzione di due variabili
reali se sono assegnati un sottoinsiemec R? ed una corrispondenz#
che ad ogni element® = (z,y) € D associa uno ed un solo elemento
z € R.

Diciamo cheD é il dominio della funzione e denotiamo con

il corrispondente diP = (z,y) secondo la legge assegnata scriviamo
anche

P=(z,y) = z=f(x,y) = f(P)
Chiamiamo rango df I'insieme

R(f)={z€R:3(z,y) € D, 2= f(z,y)}
Chiamiamo grafico df I'insieme

G(f)={(z.y.2) eER*: (2,9) €D, z = f(a,y)}

Osservazione. |l grafico di una funzione d2 variabili € pertanto un
sottoinsieme dR? che descrive qualcosa ceémmediato identificare come
una superficie nello spazio. O

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso rea-
le e parimenti simile la definizione di iniettiva, surgettivia, bigettivig.

Per avere un’idea del comportamento della funzione sarebbe comodo
poter disporre del suo grafico, che nel caso di funzioridariabili si rap-
presenta in uno spaziodadimensioniR?; dobbiamo per tenere presente
che:

203
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23.1.1. Grafico 1 23.1.2. Grafico2

30
20
10
05 05

23.1.3. Grafico3
FIGURA 23.1. Grafici di funzioni di due variabili

(1) Noné possibile rappresentare il grafico di funzioni che dipendano
da3 o piu variabili

(2) La rappresentazione iR? di una funzione di due variabili passa
attraverso tecniche di prospettiva.

(3) La propriet che risulta di maggiore interesse per tracciare il grafi-
co qualitativo di una funzione divariabilee la crescenza o la de-
crescenza, che per le funzionix piu variabili non pw piu essere
considerata dal momento che il domif3 (o R™) non ammette
un ordine completo.

Non saa pertanto semplice disegnare il grafico qualitativo di una fun-
zione di2 variabili e per farci un’idea del suo andamento dovremo ricorrere
a rappresentazioni nel piano.

Un modo efficace di rappresentare una superéaigsegnare nel piano
(x,y) le curve di livello della funzione.
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DEFINIZIONE 23.2. Sef : R? — R chiamiamo curve od insiemi di
livello di f di altezzac gli insiemi

L= {(z,y) €R*: f(z,y) = c}

Le curve di livello di f consentono, in pratica, di rappresentare una
mappa della superficie in esame. Esse definiscono i puntiin cui la superficie
assume quota costante uguale & se le quote sono scelte ad intervalli
regolari, permettono di individuare le zone in cui la superfici@u ripida
(le curve di livello sono pi ravvicinate).

Le superfici prese in considerazione nella figigal hanno le curve di
livello mostrate nella figura3.2

pu |
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2 2.43 T g
N 229 | J/ ,/
- // | — 53 /,/ o
////7— “—x\\ E /// /
] -~
/ / 1-“\\\\ \ Y::'Ej . ///
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i ,-" / . 1 /
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\\mﬂﬂ— 4 i 0.4
—a] /// 02
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\f:ﬁﬁ—“/ - U 02040608 1 12141618 2 22242628 3
= i
23.2.1. Grafico 1 23.2.2. Grafico2
3 =
258 T
267 —_— T T
2 ‘.1_ ,«‘/ -
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1.8
) 153 //
1.4 o
1.2 e
14 -
0.83 -
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0.47
0.2

0 02040608 1 12141618 2 22242528 3
i
23.2.3. Grafico3

FIGURA 23.2. Curve dilivello delle superfici in figuz3.1
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Per farci un’idea del grafico possiamo anche considerare I'andamen-
to delle funzioni diz che si ottengono considerando fissati i valoriygi
chiamiamo questi grafici sezioni lungo I'assesi veda figure23.3 e delle
funzioni diy che si ottengono considerando fissati i valortgdchiamiamo
guesti grafici sezioni lungo I'assg si veda figur&3.4

18

121
10

= m
\\
' 2]

; T

(il

[gul
=

a

L5

X

23.3.1. Grafico 1 23.3.2. Grafico2

23.3.3. Grafico3

FIGURA 23.3. Sezioni, pey fissato, dei grafici di figura3.1

Come per le funzioni di una variabiteimportante studiare la continait
e la derivabilit di una funzione d2 o piu variabili. Ovviamente per poter
considerare la continuite necessario conoscere la definizione di limite e
ancora prima la definizione di intorno e la struttura dello sp&#idn cui
stiamo lavorando.

1. La struttura di R2.

Indichiamo conR? lo spazio vettoriale costituito dalla coppie ordinate
di numeri reali; in altre parole

PeR? & P=(z,y) z,y€R
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L I = A =

P

23.4.1. Grafico 1 23.4.2. Grafico2

02040608 1 1.7 15 Fekg=g 27 9

23.4.3. Grafico3

FIGURA 23.4. Sezioni, per fissato, dei grafici di figura3.1

In R? si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare

mediante le
Py + Py = (z1 + 22,51 + 1)
e, sex € R,
aP = (ax, ay)
L'insieme dei vettori
er=(1,0) , e=(01)

costituisce una base &?; si avia pertanto che, sB ¢ R?,

P =xey +yex = x(1,0) +y(0,1) = (z,y)

DEFINIZIONE 23.3. Si definisce norma iit? una funzione che siindica
con
|- : R* =R
che verifica le seguenti proprigt
e |P||>0 VP € R?
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e |P|=0< P=0
o ||aP| = |al||P] Va € R, VP € R?
o [P+QI=<IPI+]QI  VPQEeR?
Si definisce prodotto scalare i®* una funzione
() :R*xR*—R
tale che

(P,P)>0 VP e R?

(P, Q) <Q P) VP,QeR?

(P, P) = & P=0

(aP+4Q, R> = a(P,R)+3(Q,R) VP,Q,ReR? Va,3€R.
Un esempio notevole di normalR? &

1Pl = /a7 2
La norma diP indica la distanza diP dall'origine O = (0,0); se P =
($ay)>P0 = (x())y()) € R2

|| v

1P = Bl
indica la distanza tra i puntP e P,.
Un esempio notevole di prodotto scalareRn & definito da

(Pr, Py) = w129 + Y192
Sep > 0 chiamiamo intorno del punt®, = (¢, yo), I'insieme
S(Po,p) ={P € R*: |P — R < p}

S(Fy, p) € la sfera di centrd?, e raggiop.

Definiamo inoltre intorno dic il complementare di ogni sfera centrata
nell’'origine.

S(c0,p) = {P €R*: ||P|| > p}
Diciamo che due vettor® Q € R? sono ortogonali séP, Q) = 0 .
Diciamo che sono paralleli se esiskec R tale cheP = \Q .

Altri esempi di norme irlR? sono i seguenti
1Pl = (o™ + )" k=1

[Ploc = max{]zl, [y|}
Norme euclidea e prodotto scalare sono legati dalla seguente
Disuguaglianza di Schwarz
PerP, () € R*siha

[(P.Q) < [IP]1Q

La disuguaglianza di Schwarz pessere dedotta osservando che, per
ognit € R

0< [laP +tQ|* = (P +1Q, P + Q) = £*|Q|* + 2(P, Q) + || P|]”
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Cio implica infatti che

(P,QY* —IPIPQI* <0

Dalla dalla disuguaglianza di Schwarz possiamo anche ricavare la disu-

guaglianza triangolare; infatti
1P+ QI = P>+ [|QI* + 2(P, Q) < [IPII* + lQ[I* + 2 P[] Qll.

Osserviamo infine che

(P, Q) = PR

se e solo se esiste= R tale cheP + tQ) = 0, ovveroP e () sono paralleli.
Da quanto detto si pudedurre che

I1P]l = sup{{P, Q) : |Q] <1} = max{|(P, Q)| : Q|| <1}

2. Limiti e continuit a per le funzioni di 2 variabili.

DEFINIZIONE 23.4. Siaf : A — R, A C R? e sial% un punto tale che
ogni intorno diF, abbia intersezione non vuota ceh(chiamiamd, punto
di accumulazione ped); diciamo che

lim f(P)=14¢

P—Py

seVe > ( esisted(e) > 0 tale che perP € S(Fy,0(¢))NA, P # P, siha
flz) € I(L;¢)

E possibile verificare che

(1) ogni funzione che ammette limite finitolocalmente limitata;

(2) il limite di una funzione, se esiste,unico;

(3) vale il teorema della permanenza del segno;

(4) il limite di una sommae uguale alla somma dei limiti, se questi
esistono finiti;

(5) il limite del prodotto di due funzioré uguale al prodotto dei limiti,
se questi esistono finiti;

(6) il limite del reciproco di una funzione uguale al reciproco del
limite della funzione stessa, se némullo

(7) valgono i risultati sul confronto dei limiti, in analogia a quanta gi
visto per le funzioni di una variabile

(8) il limite di una funzione po essere caratterizzato per successioni

(9) il limite di una funzione composta si calcola seguendo quanto fatto

per le funzioni di una variabile

DEFINIZIONE 23.5. Diciamo chef e una funzione continua ifi; se
Ve > (0 esisted(e) > O tale che ser € A, | P — Fy|| < d(e) siha

IF(P) = f(R)ll <e
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Nel caso in cuiPy € A, sia un punto di accumulazione pet la
condizione sopra espressaequivalente alla

lim f(P) = f(F)

P—Py

Ovviamentef si dice continua inA see continua in ogni punto di A

Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

(1) la somma di funzioni continue continua;

(2) il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione a
valori scalari, entrambe continue continuo;

(3) il reciproco di una funzione continua continuo dove ha senso
definirlo;

(4) il prodotto scalare di due funzioni a valori vettoriali continge,
continuo;

(5) vale la caratterizzazione della contirugier successioni

(6) la composta di funzioni continuguna funzione continua.

La conoscenza della continaidelle funzioni elementari e le regole
precedentemente enunciate permettono di stabilire in modo semplice la
continui@ in un gran numero di casi: ad esempio, péi¢h,y) — 22 e
(z,y) — y? sono continue possiamo anche affermare che

(z,y) = 2 +y°

e continua, se poi ricordiamo che I'esponenzileontinua avremo anche
che

(z,y) — =tV

e continua.
Come per le funzioni continue di una variabile si possono provare im-
portanti teoremi, tra i quali ricordiamo i seguenti risultati.

TEOREMA 23.1. - di Weierstrald - Sef & una funzione continua su un |n-
siemeA che sia chiuso (contiene i limiti di ogni successione convergente di
suoi punti) e limitato € contenuto in una sfera ) allorAammette massimo
e minimo assoluto sd
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TEOREMA 23.2. - degli zeri - Sef & una funzione continua su un insieme
A connesso (ci®, in parole semplici, fatto di un solo pezzo) e se esistono
due puntiP,, P_ € Ataliche

f(P) >0, f(P) <0
allora esiste un punt@, € A tale che
f(Py) =0

Un semplice ragionamento assicura, utilizzando il teorema degli zeri,
che se una curva di livello di
Le={(z,y) €U : f(r,y) =c} ={(x,y) eR* : z € [,y =p(x)}
divide il piano in due parti connesse allofér,y) > 0 in una delle due
partief(x,y) < 0 nell'altra.

flz,y) < flzo,yo)

Lf'[’*“fh!-‘n)

FIGURA 23.5. Curve dilivello e segno di

Se infatti in una parte connessa ci fossero due pntiP_ tali che
f(Py) >0, f(P) <0
esisterebbe in quella parig tale che
f(Py) =0
ma in quella parte si gusolo averef(P) > 0 oppuref(P) < 0.
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3. Derivabilita e differenziabilita per funzioni di 2 variabili.

Come per le funzioni di variabilee necessario considerare il proble-
ma della approssimazione mediante funzioni linearie digproblema della
differenziazione.

E molto naturale porre la seguente definizione

DEFINIZIONE 23.6. Diciamo chef é derivabile parzialmente se le funzioni

o) = f(z,y)  y) = flz,y)
sono derivabili.
Chiamiamo¢'(xz) = f.(z,y) derivata parziale rispetto ad: e ¢'(y) =
fy(x,y) derivata parziale rispetto ag; definiamo inoltre gradiente df e
scriviamoV f(z, y) il vettore (punto diR?) definito da

Vi(x,y) = (folz,y), fy(z,y))

Di fatto in tal modo si opera derivando rispettoa¢b ady) cony (0 x)
fissati.

Va osservato che, pur essendo molto naturale, 'uso delle derivate par-
ziali non consente, da solo, di ricavare informazioni utili sulla funzione in
esame.

Si pensi ad esempio che la funzione

1 sexy=20

il cui grafico, si veda la figur&? e costituito dal piana = 0 privato degli
assiz edy e dalle due rette parallele agli assedy poste a quota = 1,
noneé continua in0, 0) pur avendo derivate parziali nulle i, 0).

Occorre quindi definire cosa si intende per differenziabile e per questo
serve parlare di applicazioni lineari.

DEFINIZIONE 23.7. Si chiama applicazione lineare iR? una funzione
f :R? — R tale che

f(aP+BQ) = af(P)+4f(Q) VP,Q eR*, Va,f R

L'insieme delle applicazioni lineari si? si chiama anche spazio duale
di R
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FIGURA 23.6. Il grafico di una funzione derivabile
parzialmente, non continua.

Ogni applicazione lineare inIR? si pud identificare con un punto P* di
R? mediante la seguente uguaglianza

f(P) = (P F)
In altre parole le applicazioni lineari su R? sono tutte e sole le funzioni
che si possono scrivere nella forma

f(P)=(P,P*) con P*cR?

E anche utile ricordare che per funzioni lineari possiamo provare che

Sef & una applicazione lineare siR? allora

[F(P)] = [{P, P < [|PI[[[P7]

Diciamo chef € C'(A) sef ammette derivate parziali continueih
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DEFINIZIONE 23.8. Diciamo infine chef é differenziabile inF, se esists
(o, B) € R? tale che

e (f(Po) + a(z — m) + By — o))
PPy |P — Pl

1%

=0

Pertanto una funzione differenziabile se
f(P) = f(P) +a(z —x0) + B(y — vo)) + [|1P — Pol|w(P — F)
dovew € una funzione infinitesima pét — £,
f(P) = (f(Fy) + oz — 20) + By — wo))
1P — Bl
Questa propriét si esprime dicendo ch& P) si pud approssimare con
una funzione lineare affine
H(P) = f(Po) + oz — x0) + By — w))]
a meno di un infinitesimo
1P = Byllw(P — F)
di ordine superiore al primo rispetto alla distariza— F||.
La funzione ¢(p) si definisce piano tangente al grafico df nel punto
0

Sef e differenziabile in?, allora f € anche derivabile parzialmente e si
puo verificare che risulta

W(P—Po):

a=f.(R)  B=f,(F)

pertanto
Il piano tangente al grafico di una funzionef in F, € dato da

t(P) = f(Fo) + fulPo)(x — x0) + f,(Fo)(y — %0))

DEFINIZIONE 23.9. SeQ € R?, diciamo chef & derivabile inP, rispetto
al vettore() o che f ammette derivata i#, lungo la direzion&) se

lim f(P +tQ) — f(P)

t—0t+ t
esiste finito. In tal caso denotiamo il valore di tale limite ¢80P, Q) e lo
chiamiamo derivata direzionalediin F, lungo la direzione).
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FIGURA 23.7. Definizione di derivata direzionale

Si pw vedere chef e derivabile rispetto alla prima variabile se e solo
sef'(Py,e,) edf'(Py, —e;) esistono finiti e

f'(Po,e1) = —f'(Py, —e1)

Analogamentef e derivabile rispetto alla seconda variabile se e solo se
f' (P, es) ed f'( Py, —es) esistono finiti e

f'(Po,e2) = —f'(Py, —e2)

Si dimostra che

TEOREMA 23.3. Se f e differenziabile inP,; allora f e derivabile inF,
lungo ogni direzioné) e si ha

(P, Q) = (Vf(R),Q)

E utile estendere alle funzioni di (pivariabili la regola di derivazio-
ne delle funzioni composte; ci limitiamo qui a considerare solo due casi
particolari.
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Siano

f:R* =R , g:R—R?

R >t g(t) = (a(t),y(t) = flg(t)) = f(z(t),y(t)) € R?
Se f e g sono differenziabili (non solo derivabili!) allora

%f(g(t)) = Jo(2(t),y()2(t) + f,(x(1), y(1))y(t)

Se viceversa consideriamo

f:R—R , g:R* >R
R? 3 (2,y) — g(z,y) — f(9(z,y)) €R

e sef e g sono anche qui differenziabili aviemo che

% = f'(9(x,9))g:(z, y)
g—i = f'(g(z,y))gy(z,y)

Abbiamo ga visto che

sef e differenziabile in P, € R? e seQ € una direzione inRR?, allora

f'(Po, Q) = (V[f(R),Q) = IVf(Po) Q] cos o

dove o e I'angolo formato dai vettori Vf(F) e @ nel piano da ess]
individuato.

Ne possiamo dedurre che

la derivata direzionale e

massima quandacos « = 1 e cice quandoa = 0e@ = Vf(F),
nulla quando cos a = 0 e cice quandoa = eQ L Vf(F),
minima quando cosa = —1 e cice quandoa = 7 e Q =
—Vi(Ry).
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Consideriamo ora una curva di livello di

Le={(z,y) €R® : f(z,y) =c}
e supponiamo che sia rappresentabile, almeno localmente, mediante il gra-
fico di una funzioney = ¢(z) In termini un po’ pil precisi supponiamo
che
Le={(z,y) €U : f(z,y) =c} ={(x,y) €R* : w € [,y = p(x)}
0 piu semplicemente
flz,y) =c = [f(z,0(x)) =c < y= ()

Da f(z, ¢(x)) = ¢, derivando e tenendo presenti le regole di derivazio-
ne delle funzioni composte, otteniamo che:

fo(w, 0(2)) + £y, p(x))@!(x) = 0
da cui
<Vf(27, 90(33))’ (L Qpl(z)» =0

e possiamo ricavare che
Vi, o)) L (1,¢'(2))

FIGURA 23.8. Curve dilivello e gradiente

D’altro canto la retta tangenteal grafico dip nel puntoPy = (o, yo)
e data da

Y — o = ¢'(x0)(x — x0)
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e si pw scrivere nella forma
((z = 20,y — o), (¢'(w0), —1)) = 0
dalla quale risulta evidente che
(¢'(x9),-1) L P VPer
Se ora teniamo conto che, evidentemente,
((¢(20), —1), (1, ¢'(x0))) = 0
e quindi
(¢'(w0), =1) L (1,¢(20))
possiamo ricavare che
(23.1) Vi(z,o(x) L P VPer

Poicte 7 € la retta tangente iff, al grafico della funzione che rappre-
senta vicino al puntd@, (localmente in/) la curva di livello L., esprime-
remo la23.1dicendo che

il gradiente di f, cioe il vettore V f(z,y), € ortogonale alle curve d
livellodi f (L. = {(x,y) € R? : f(x,y) =c})

4. Derivate del secondo ordine: forma quadratica Hessiana.

Possiamo anche considerare le derivate seconde rispettdwalvolte,
ady due volte, adr e ady , ady e adz; chiamiamo queste derivate

fwx(PO) fy,y(PO) fx,y(PO) fy,w(PO)

Si pw dimostrare che, nel caso in cfi, (), o f,.(Fo) sia continua
allora georema di Scharw?

f:t,y(PO) = fy,x(PO)

Cio si esprime dicendo che le derivate seconde miste sono uguali.
Chiamiamo matrice Hessiana la matrice i cui elementi sono le derivate

seconde df. Ciog
_ (fealPo) fuy(P)
Hf(F) = (fyx(Pz) fyy(P;)))

Nel caso in cui le derivate miste siano uguali, la matrice Hesstana
simmetrica.

Ad ogni matrice simmetrica, e quindi anche alla matrice Hessiana, pos-
siamo associare un polinomio di secondo grada@ wariabili (e.g. h, k)
omogeneo che chiamiamo forma quadratica associata.

La forma quadratica HessiagapostoR = (Z)
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o= =00 () ) (1) -
RTHf(P)R = fou(Po)h? + 20y (Po)hk + fyy(Po)K?

Diciamo che la forma quadratica@ e semidefinita positiva se
Q(ha k) = fzz(PO)hQ + 2f;ry(P0)hk + fyy(PO)k2 2 O

per ogni (h, k) € R
Diciamo che( e definita positiva se

Q(h, k) = fru(Po)h* + 2f0y(Po)hk + £, (Po)k* > 0
per ogni (h, k) € R*\ {(0,0}.

Ovviamente per identificare una forma quadratica semidefinita o defini-
ta negativae sufficiente cambiare il segno delle disuguaglianze.

Semplici considerazioni sul segno di un trinomio di secondo grado per-
mettono di ottenere condizioni per studiare il carattere di una forma quadra-
tica.

La forma quadratica () e definita positiva se

fxx(PO) fa:y(PO)
det (fyx(Po) fyy(Po>) -0

e f.(F) > 0, oppure f,,(Fy) >0

Osservazione. Se

f:c:v(PO) fmy(PO) — — 2
dot (80 ) — (R (R ~ (P > 0

allora
fmc(PO)fyy(PO) 2 (fxy(PO))2 >0
e quindif,,(Fp) ed f,,(Fy) hanno lo stesso segno O

La forma quadratica () e semidefinita positiva se

f:(::r(PO) fxy(PO)
det (fyz(Po) fyy(Po)) =0

e fz=(F) > 0, 0 equivalentementef,, (F,) > 0
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Si pw inoltre dimostrare che

Se\;, Ay sono gli autovalori della matrice

fm(PO) fry(P0>
det (fyac(PO) fyy(PO)) = 0

allora, per la simmetria della matrice, essi sono reali ed inoltre

e Se)\, Ay sono entrambi positivi (negativi) la forma quadratica
Q) e definita positiva (negativa)

e se A\, A\, sono entrambi positivi (negativi) o nulli la forma
quadratica ) € semidefinita positiva (negativa)

e se \;, A\, hanno segni discordi la forma quadratica@ € non
definita

Osservazione. Se
fzx(PO) fxy(PO))
det (fyx(Po) fu(Po)) = !

la forma quadratica puassumere sia valori positivi che negativi e quindi
none definita. O

5. Massimi e minimi per le funzioni di 2 variabili.

DEFINIZIONE 23.10. Diciamo cheF, e un punto di minimo (massimo)
relativo per f se esiste una sfets( 7, p), p > 0, tale che

f(P) > f(R) (f(P) < f(Ry))
perogniP € S(Py, p)
Utilizzando tecniche che sfruttano i risultati noti per le funzioni di una

variabile possiamo provare le seguenti condizioni necessarie per I'esistenza
di un punto di minimo o massimo relativo.

TEOREMA 23.4. Se P, € un punto di minimo (massimo) relativo pgér
interno al suo dominio ed e differenziabile in7,. Allora
o Vf(z)=0;
se inoltref ammette derivate seconde continuei
e H f(x) & semidefinita positiva (negativa).
Osservazione. SeV f(x) = 0 e se Hf(x) nore definito, alloraP, non
e né punto di massimo relativogrpunto di minimo relativo pef; un punto
siffatto viene solitamente indicato con il nome di ‘punto sella’. O
TEOREMA23.5. Sef € C*(A); e seP, & interno al suo dominio e se

[ Vf<P0) - 0
e Hf(F) e definita positiva (negativa)
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allora F, & punto di minimo (massimo) relativo pgér

Anche per le funzioni di due variabili si pudefinire e studiare la con-
vessit:

Siaf: A — R, esiad c R? convesso, cié supponiamo ched contenga
ogni segmento di retta i cui estremi siano contenuti iry;
diciamo che f € convessa se

FOz+ (1= Ny) SAM(z)+ (1= Nf(y) Yr,yeA, VYAe(0,1)
Inoltre f sidice strettamente convessa se vale la disuguaglianza strefta.

Osservazione. si pw dimostrare che s¢ e convessa allora i suoi
insiemi di livello L. sono a loro volta convessi un insieme convesso O
Inoltre possiamo anche dimostrare che

TEOREMA 23.6. Siaf : A — R convessad aperto; allora
e f e continua inAd
o f'(P,Q)esistevP € A,VQ € R%

Come per le funzioni di una variabile la conveast pwo caratterizzare
utilizzando le derivate come si vede dall’enunciato del teorema seguente.

TEOREMA 23.7.Siaf : A — R, A C R? convesso, aperto; supponiamo
inoltre f € C?(A), allora sono condizioni equivalenti:

e f € convessa
[ ]

fy) = f(Po) +(Vf(Ro), P — Fy) VP, FyeA
e H f(P) e semidefinita positiva.

Inoltre

Ciascuna delle seguenti condiziorg sufficiente per la successiva:
e H f(P) e definita positivavP € A;
° f(P) >f(P0)+<Vf(P0),P—P0>VP7PUGA,P#P(),
e [ & strettamente convessa.

Si pw inoltre vedere che sg¢ e strettamente convessa e ff&) — +oo
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per P — oo; allora esiste uno ed un solo punflp € R™ tale che
f(Py) = min{f(P) : PcR?*

6. Massimi e minimi vincolati.

Le condizioni fin qui trovate per caratterizzare i punti di massimo e di
minimo relativo sono utilizzabili soltanto nel caso in cui si cerchino massimi
e minimi di f all'interno di un determinato insieme; nel caso in cui si vo-
gliano cercare massimi e minimi su insiemi che contengano anche punti non
interni, questi ultimi andranno considerati a parte esattamente come a par-
te debbono essere considerati gli estremi di un intervallo se si considerano
funzioni di una variabile.

Questo scopo si puraggiungere considerando le restrizioni fdiai
punti non interni; tali restrizioni sono funzioni che dipendono da una sola
variabile e si po cercare di trattarle con i risultati noti per tal caso.

Ovviamente lo scop@ individuare eventuali massimi 0 minimi per
mezzo di condizioni necessarie e, se gerti della loro esistenza, tra essi
scegliere massimi e minimi assoluti.

A questo scopa utile considerare il problema di trovare massimi e
minimi di una funzionef (z, y) sull’ insieme dei punti del piano che soddi-
sfano I'equaziong(z,y) =0

In questo modo, infatti¢ possibile identificare in molti casi I'insieme
dei punti di frontiera (e quindi non interni) di un insieme.

Piu precisamente ci riferiremo a questo problema come al problema di

Cercare massimi e minimi relativi di f vincolatia g = 0

6.1. funzioni definite implicitamente. Per studiare il problema ne-
cessario conoscere qualche cosa inquill'insieme

G ={(z,y) eR* : g(z,y) =0}
Piu precisamenté necessario rendersi conto digoud essere rappre-
sentato localmente mediante il grafico di una funzigne
Per chiarire il concetto consideriamo un semplice esempio.
Sia
g(z,y) =2 +y* -1
ovviamentey € C! ed inoltre

V(z,y) = (2z,2y) # (0,0)
per ognuno dei punti tali che

g(z,y) =0



6. MASSIMI E MINIMI VINCOLATI. 223

E ben noto che 'equazione
g(z.y) =2 +y* —1=0

identifica una circonferenza di raggio unitario centratéird).

Per illustrare la possibikt di rappresentare la circonferenza localmente
in un puntoP, mediante una funziong possiamo considerare i seguenti
casi

e se, = (0,1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante

la funzione
y=vi-a
e sely, = (0,—1) possiamo rappresentare la circonferenza mediante
la funzione
y=—vV1—a?
e se P, = (1,0) possiamo rappresentare la circonferenza mediante
la funzione
r=VI_
esel, = (\/%,%) possiamo rappresentare la circonferenza sia
mediante la funzione

y=v1-—2a?
sia mediante la funzione

x=+/1—19>?

eseh, = (—J%, \/%) possiamo rappresentare la circonferenza sia
mediante la funzione

y=v1-—ua2
sia mediante la funzione

M

In generale nom, tuttavia, possibile trovare esplicitamente la funzione
©, come abbiamo fatto nell’esempio appena visto, tuttayiar taluni scopi
sufficiente sapere che questa funzione esiste.

A questo proposito si pudimostrare che

TEOREMA 23.8. - delle funzioni implicite di U. Dini - Seg &
sufficientemente regolare € C*, Vg(z,y) # (0,0)) l'insieme

{(z,y) e R?, : g(x,y) = 0}
puo essere rappresentato localmente, &iie un intorno di ogni suo punto
come grafico di una funzione

N

y = p(z)
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6.2. il principio dei moltiplicatori di Lagrange. Si pw trovare una
condizione necessaria affirclin puntoP, sia di minimo o di massimo per
f vincolato ag = 0; possiamo enunciare tale condizione come segue

TEOREMA 23.9. - dei moltiplicatori di Lagrange- S¢, g € C', Vf () #
(0,0) e Py = (w0, yo) € un punto di minimo o di massimo pgwincolato a
g(z,y) =0, allora

V() || Vg(F)
0 equivalentemente esistec R tale che

Vf(F) = AVg(F)

V f(Fo)
f(-]'?,y:] = f(mﬂ:yﬂj Vg(Pn]

Po=a5790)

f(I:-yj — f(Iﬂnyﬂ
9(z,y) =0

f(z,y) > f(zo0,y0)

FIGURA 23.9. Principio dei moltiplicatori di Lagrange

Se infatti Vf(P,) e Vg(Fy) non fossero paralleli, tenendo conto del
fatto cheV f(F,) & ortogonale alla curva definita ddx,y) = f(xo,yo)
mentreVg(F,) € ortogonale alla curva definita déx,y) = 0 avremmo
una situazione simile a quella illustrata nella figaQ

Dalla figura si vede che ci sarebbero punti soddisfacenti 'equazione
g(z,y) = 0tali che f(x,y) > f(zo,yo) €d anche punti tali chg(z,y) <
f(x(]a yO)

Cio escluderebbe chg, sia un punto di minimo o di massimo di
vincolato ag = 0
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Possiamo dimostrare con maggior precisione il risultato come segue.
Sianof,g: A — R, Py = (z0,40) € A C R?, Aaperto,f,g € C}(A), e
supponiamo che(xg, yo) = 0. Supponiamo inoltre ch¥ g(zg, yo) # 0, il
che significa, a meno di cambiare il nome delle variabili, che Giqupporre
gy(z0,y0) # 0; allora si pw dimostrare che esiste una funziopelefinita
in un intorno diz, che assume valori in un intorno g e per la quale si ha

g(@,p(x)) =0
Pertanto la funziong(z, ¢(x)) ammette inz, un punto di minimo re-
lativo se e solo sé& = (xg, o) € un punto di minimo pey vincolato a
g = 0.
Di conseguenza, sB) = (zo,yo) € un minimo relativo pey vincolato
ag=0siha

L e pl@)) = £, ) + fy o) zn) = 0

ed anche

9o (20, Y0) + gy (0, 0) ¢ (x0) = 0
e la coppia1, ¢'(x)) € soluzione non banale del sistema algebrico lineare
omogeneo la cui matrice dei coefficieattdata da

V f(z0,%0)
Vg(wo, yo)
Ne segue che esistomg 5 € R non entrambi nulli, tali che

aV f(xo, yo) + BVg(xo,y0) = 0

e, dal momento ch® g(z, yo) # 0, ne viene che deve essere# 0.

Possiamo pertanto affermare, a meno di dividerenpehe esiste\ tale
che

V f(zo,90) + AVg(x0,40) =0
Viceversa, posto
h(z) = f(z, (z))

seh/(xg) = 0eh”(xg) > 0, (z0,Y0) € un punto di minimo relativo pef
vincolato ag = 0.

Concludiamo osservando un semplice fatto, spesso utile quando si trat-
tano problemi di programmazione lineare.

TEOREMA 23.10.Siaf : A — R, A C R? convesso, chiuso e limita-
to, f convessa e continua; allora il massimo flin A € assunto anche in
punti che sono sulla frontiera di A

DIMOSTRAZIONE. Sia
f(P)=max{f(Q) : Q€ A}

allora, seP e interno ad4, detti), R € A gli estremi del segmento ottenuto
intersecandod con una qualunque retta passante pesi ha

P=XQ+(1-MNR
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fF(P) < AF(Q) + (1 = M) f(R) < max{f(Q), f(R)}

Osservazione. Nel caso in cuii sia poliedrale, cie se
A={PeR?: g(P)<0, g lineare, i =1,..,m }
il massimo si po cercare solo tra i vertici della frontiera.



CAPITOLO 24

INTEGRAZIONE PER LE FUNZIONI DI DUE
VARIABILI

1. Definizione di integrale doppio.

Se f & una funzione dg variabili positiva e seR = [a,b] x [c,d] &
un rettangolo contenuto nel suo dominio, possiamo considerare il problema
di calcolare il volumel” delimitato dal piandz,y) dal grafico dif e dal
cilindro generato dd& con generatrici parallele all'ass€(si veda la figura
24.1).

Il volume pw essere definito

e considerando una partizione Hi

¢ definendo in corrispondenza le somme superiori e le somme infe-
riori di f relative alla partizione scelta,

¢ dichiarando una funzione integrabile se, al variare delle partizio-
ni, 'estremo inferiore delle somme superiori e I'estremo superiore
delle somme inferiori coincidono,

e in tal caso chiamiamo il loro valore comune

[[ stwvydody

L'esistenza dell'integral@ assicurata, similmente a quanto accade per
le funzioni di una variabile, dalla continaidella funzione integranda, e si
puo anche dimostrare cliesufficiente ch¢g sia continua suk a meno di un
insieme si are@. Possiamo in altre parole dimostrare il seguente risultato.

Se f e una funzione di due variabili limitata su un insieme chiuso e
limitato D ed e continua a meno di un sottoinsieme di misurd, allora
f € integrabile suD

(Pur non entrando nei particolari della definizione di area, possiamo ri-
cordare che possibile calcolare I'area di insiemi piani significativi usando
la teoria dell'integrazione per le funzioni di una variabile)

Quando una funzione integrabile possiamo approssimare il suo inte-
grale suRR anche usando le somme di Riemann; tali somme possono an-
che essere usate per dare la definizione di integraleilgi calcolano come
segue:

227
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24.1.1. 24.1.2.

24.1.3.

FIGURA 24.1.

¢ Sisuddivide il rettangol in rettangoli pu piccoli R;, ad esempio
ottenuti suddividendo i lati di in parti uguali di ampiezzé, eé,,
rispettivamente (figura4.3;

e si sceglie in maniera arbitraria un puntg;,n;) in ognuno dei
rettangoliR; e si calcola la quot#(¢;, n;) (figura24.2.7)

e sisostituisce al volume delimitato $t} dalla funzionef il volume
del parallelepipedo di bade; ed altezzaf (¢;, n;) (figura24.2.9

e si calcola la somma di tutti i contributi costtenuti da ciascuno
dei rettangoli della partizione.

Le somme di Riemann sono d¢atefinite da

(24.1) R(f) = Z F(&5,1)040,
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24.2.1. 24.2.2.

FIGURA 24.2.

FIGURA 24.3. Singolo elemento di volume

e, quando la partizione abbastanza fine, @suddivideR in rettangoliR;
abbastanza piccolR ( f) approssima il valore df [ f(x,y)dzdy
R

2. Formule di riduzione per gli integrali doppi.

Purtroppo non disponiamo, per il calcolo di un integrale doppio, di uno
strumento tanto potente quanto il teorema fondamentale del calcolo integra-
le; questo risultato si puinfatti estendere anche al calcolo delle funzioni di
piu variabili, ma si colloca in un contestotypgenerale: quello delle forme
differenziali e del teorema di Stokes.

Occorre quindi cercare altre vie per il calcolo degli integrali doppi.
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Se definiamo

S(a) ={(z,y,2) eR*:a <z <b,0< 2z < f(z,9)}

S(x) rappresenta una sezione del volumesi veda figur&4.4

3
-

FIGURA 24.4. S(x)

ed il calcolo integrale per le funzioni di una variabile consente di calco-
lare la sua ared(xz) mediante la

b
mmz/fmw@

Possiamo considerare il voluniecome la somma (infinita) dei volumi
elementariA(z) (che sono nulli) per: € [a,b]; naturalmente la somma
infinita si calcola integrandd () sula, b] e quindi

uﬁ?mwM@=AX[7@w@>m

In maniera del tutto simile possiamo calcolare

uﬁ?mmmwzlwlﬂmww>@

Il calcolo di un integrale doppio guquindi essere ridotto al calcolo di
due integrali semplici (formule di riduzione).
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Il vincolo fin qui posto sul dominio di integrazioneR € un rettangolo)
non pw tuttavia essere mantenuto e quiediecessario definire

[[ st vydoy

per una classe di sottoinsiemi del piano un po génerale.
E naturale considerare per questo scopo la classdodaini normali

Diciamo che un insiemeD e un dominio normale rispetto all’'asser se
D={(z,y) eR*:a <z <balx) <y<px)}

dove [a, b] € un intervallo reale ea e 3 sono funzioni continue su[a, b].
(Si veda la figura24.5).

FIGURA 24.5. Dominio normale rispetto all'asse

Diciamo che un insiemeFE e un dominio normale rispetto all'assey se
E={(z,y) eR*: c<y<d(z) <z <d(z)}

dove [c, d] € un intervallo reale e+ e § sono funzioni continue suc, d.
(Si veda la figura24.6).
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FIGURA 24.6. Dominio normale rispetto all'asse

Per definire, ad esempio,

// f(z,y)dzdy
D
possiamo

e definire una funzione

r _ f(x,y) se ($,y> €D
f(‘”’y)_{o se (z,y)¢D

e considerare un rettangol® > D

e definire
é [ #w.)dady - 4 [ . y)dady

Nel compiere questa procedura, possiamo osservare cheemiptd
dimostrare che il grafico di una funzione continua ha area nulla e @téch
definizione dif pud generare discontinditsolo nei punti dei grafici di e
di 3, sef & continua a meno di insiemi di area nulla tale risulta antlee
pertanto

Una funzione f continua a meno di un insieme di area nullae
integrabile su un dominio normale D.

A completamento occorre poi osservare che
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J[ #@vdoty = [ [ Fayydady
=3Ab(ldﬂxwﬁ@)dx=léb(Liffwﬂmw>dx

ed in maniera del tutto simile

//ﬂawmwz//ﬂawmw

E R
_ [ bf(x,y)dy dr = d M)f(:v,y)dy dx
/c (/a c v(x)

Infine osserviamo che quanto abbiamo vistapplicabile ad insiemi che
siano unione finita di domini normali. Questo ci permette di considerare la
maggior parte degli insiemi che si incontrano nella pratica del calcolo.

3. Cambiamento di variabili negli integrali doppi

3.1. Cambiamento di variabili lineari. Consideriamo ora ora il pro-
blema di calcolare I'area di un parallelogrammoche abbia come lati i
vettori(a,b) e (c, d).

Semplici considerazioni di geometria permettono di stabilire che

a b
Area (A) = ad — be = det (c d)

ed inoltre, se teniamo conto del fatto che il volume del cilindro di altezza

1 (figura24.7) che ha per base il parallelogramraauguale adArea (A),
possiamo anche affermare che

Area (A) = / / Ldady — / / det (‘CL 2) dudy
A B

B={(u,v):0<u<1,0<v<1}=10,1] x [0,1]

dove
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FIGURA 24.7. \olume ed area

ed osservare che il quadraid = [0, 1] x [0, 1] si trasforma nel parallelo-
grammaA mediante le corrispondenze

(24.2) x = au + bv ciod ) _ (a b\ (u
Yy = cu + dv Y c d)\v
Se supponiamo che
det (Z Z) # 0

la corrispondenza biunivoca e pa essere invertita; sia

(24.3) {“ = ar+ 1y ciod (“) . (0‘ ﬁ) ("”)
v ="z + 0y v v o) \y

la corrispondenza inversa.

Con riferimento alla definizione di integrale possiamo anche osservare
che una partizione del quadrabin quadrati pir piccoli B; corrisponde ad
una suddivisione del parallelogramman parallelogrammi4;, simili, pit
piccoli (si veda la figur&4.9).

Pertanto s¢ € una funzione definita sd, per calcolare

[[ st vydody
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possiamo calcolare le somme di Riemann usando la partiziodAdrdpa-
rallelogrammi, che risulta pinaturale di una partizione in rettangoli; Le
somme di Riemann in questo caso risultano essere

R(f) = 3 ey uiren (47) = 3 foyas) det (1) Area (55)

Ma esiste un unico punt@.;, v;) € B tale che
(xj,y;) = (au; + bvj, cuj + dv;)
per cui

R(f) = Z flau; 4+ bv;, cu; + dv;) det (Z 2) Area (B))

J

FIGURA 24.8. Cambiamento di variabili lineare

Tali somme al raffinarsi della partizione si approssimano a

//f(au + bu, cu + dv) det (i Z) dudv
B

e quindi possiamo concludere che

fz,y)dzdy = f(au =+ bv, cu + dv) det a b dudv
Jf s ®

3.2. Coordinate Polari nel piano. Possiamo usare in luogo @#.2
anche altre trasformazioni; ad esempio possiamo usare la trasformazione in
coordinate polari che definita da:

= 0
(24.4) {x peos p>0, 0€l0,2n]
y = psinf

La 24 .4trasforma
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e le rettep = R in circonferenze centrate nell’origine di raggio

e le retted = « in semirette passanti per I'origine inclinate di un
angoloa rispetto al semiasse positivo dell'asse

e i settori di corona circolare nel piaria, y)

A={(z,y) :r<Va2+ 2 < R,a < tany/z < B} =
{(z,y) :r<p< Ra<6<p}
in rettangoli
B={(p,0): p<R,a<0<p}=r,R] X |of]
nel piano(p, ). (Si veda la figur&4.9).

FIGURA 24.9. Cambiamento di variabili in coordinate polari

Purtroppo, la trasformazione definita dalié.4 noné biunivoca e in-
vertibile ed inoltre se

B = [R—6,,R] x |a, ]

By = [R, R+ 6,] x [a, ]

'immagine A; di B; ed A, di B, hanno aree diverse ancheBee B,
hanno aree uguali.

Piu precisamente si vede che se I'areaidie piu piccola di quella di
A, poiche A, € piu vicino all’origine di A,.

Possiamo calcolare che:

Area (B) = (R —1)(f — «)

Area (A) = L(R —1)(3 — ) = 1 (R -+ r)Area (B)



3. CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEGLI INTEGRALI DOPPI 237

Pertanto non possiamo procedere, come nel cagd @iin quanto il
fattore di conversione per ottenekeea (A) daArea (B) none costante.
Possiamo tuttavia affermare che

(24.5) Area (A) = // ldxdy
A

e la24.5si pw ottenere come somma di settori circolan giccoli A;
delimitati da circonferenze di raggjoe p + 9, € aventi ampiezzéy.
Se

Bj=[p,p+6,] x [0,0 + o]
I'area di ciascuno dei settodi; e data da

1 1
Area (Aj) = 5(2p +0,)0,00 = 5(2p + 0,)Area (B;)
ed inoltre se), & piccolo e trascurabile avremo che
Area (4;) = %ZpArea (B;)
Poiche
Area (A) = Z Area (A;) = ZpArea (B;)
J j

Possiamo affermare che

Area (A) = / / pdpdf

Se poif e una funzione definita sd, possiamo affermare che

K/ flx,y)dxdy = l/ f(pcos@, psin)pdpdb
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INTEGRAZIONE DI FUNZIONI DI TRE VARIABILI

1. Definizione di integrale triplo.

Le formule di riduzione che abbiamo usato per il calcolo di un integra-
le doppio consentono di ricondurre il problema al calcolo di due integrali
semplici.

In modo del tutto simile possiamo trovare il modo di calcolare un inte-
grale triplo, ci@ I'integrale di una funziong di tre variabili(x, y, z) su un
dominioV contenuto irR3

/ / / Fo,y, 2)dzdyd>

Il concetto di area che naturalmente collegato al concetto di integra-
le semplice e quello di volume che caratteristico dell'integrale doppio
si estende al concetto di ipervolume a quattro dimensioni per gli integrali
tripli.

Inoltre, come nel caso di due variabili in cui abbiamo osservato che

Area (A) = // ldzdy = Volume (Cjy)
A

seC', e il cilindro di baseA e di altezzal, possiamo dire che

Volume (V') = / / ldzdydz = IperVolume (Cy/)
%

doveC, e il cilindro di baseV e di altezzal.

2. Formule di riduzione per gli integrali tripli.

Per gli integrali tripli sono possibili diverse scomposizioni che danno
origine a diverse formule di riduzione che riteniamo utile illustrare mediante
qualche esempio.

Ci occuperemo allo scopo di calcolare

/V//f(l’a%z)dxdydz
dove

(25.1) V={(r,y,2) eER*:a? +y* <2 <2~ /a2 +y?}
239
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La parte diR?® definita dalla25.1¢& quella indicata nella figuras.1.2
25.1.1

25.1.1. 25.1.2.

FIGURA 25.1.

Possiamo integrare sid "sommando”, ci@ integrando rispetto a, i
valori ottenuti mediante il calcolo dell’integrale doppio sulle sezionvdi
definite da

S(z) ={(z,y) : (z,y,2) €V}
Avremo pertanto che

/V//f(m,z)dxdydz:/: S[!f(x,y,z)dzdy dz

e gli integrali indicati si calcolano comeasappiamo.
Possiamo anche calcolare l'integrale triplo considerando la proiezione
D del solidoV" e calcolando

// (/Fu,y) Jlesy, 2z, dy) = // (é;:mf(x’% e dy) -

3. Cambiamento di variabili per gli integrali tripli.

Anche per gli integrali triple utile considerare qualche cambiamento di
variabile allo scopo di semplificare i calcoli nel caso di solidi con particolari
simmetrie.
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-1 .08 08 04 02

25.2.1. 25.2.2.

FIGURA 25.2.

| cambiamenti di variabile pi comuni sono quello lineare, quello in
coordinate cilindriche e quello in coordinate sferiche, che ora illustriamo
brevemente.

3.1. Cambio di variabili lineare. Si tratta del cambiamento di varia-
bili definito dalle

Tr = G1T+618+Clt
Yy = air + bas + cot
z = asr + bss + cst

SeA C R3 e seB e il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili lineari si ha

/// f(z,y, 2)dxdydz =

0
///f(alr—i—bls—f—clt,agr-l—bgs—l—cQt,agr—i—bgs—f—c;»,t) M drdsdt
a(r, s, t)
B
dove
by ¢
oz, y, 2 dr b1 a
‘ﬁ = det (05} b2 Cy

as b35 C3
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3.2. Coordinate cilindriche. Sitratta del cambiamento di variabili de-
finito dalle

x = pcosb
y:psjne pZO 0<6<2m ,2€R
z2=2z

SeA C R3 e seB e il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili in coordinate cilindriche si ha

/A// f(x,y, z)dedydz = /B// f(pcos@, psinb, z)pdpdfdz

3.3. Coordinate sferiche.Si tratta del cambiamento di variabili defi-
nito dalle

x = pcosfcosp
y = psinf cos o p>0 0<60<2r —7m/2<p<m/2

zZ = psinp

SeA C R3 e seB é il trasformato diA mediante il cambiamento di
variabili in coordinate sferiche si ha

/A//f(“faya 2)dadydz =

/// f(pcosfcosp, psinb cos g, psin @) p cos pdpdfdy
B
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INTEGRALI MULTIPLI IMPROPRI

Come nel caso degli integrali semplici, possiamo considerare il proble-
ma di calcolare l'integrale di una funzione di due @ piariabili che non
siano limitate o su domini di integrazione non limitati.

Qui illustriamo I'argomento con qualche esempio @hsignificativo
anche per il seguito e che fornisce un utile strumento per affrontare, se
necessario anche gli altri casi.

Consideriamo pertanto una funziorfiedefinita suR? limitata ed inte-
grabile su ogni insieme limitato e chiusoRlt (ad esempio continua) e sia
D c R? un sottoinsieme non limitato di?.

In tali condizioni nore lecito definire

[[ st vydsiy

in senso proprio, tuttavia possiamo procedere come segue:
Innanzi tutto assicuriamoci di poter lavorare con una funzione sempre
positiva; sef > 0 nullae da fare ma se cbeoné basta definire

fi(z,y) = max{f(z,y),0} e f_(z,y)=min{f(z,y),0}
osservare che
f=f+f

e calcolare

[ sty = [[ oy + [[ 1-)dady
dove ’ h h

Dy ={(z,y) €D : f(x,y) 20}, D_={(z,y) € D : f(z,y) <0}

e chiedere che entrambi gli integrali a secondo membro esistano e non diano
luogo ad una forma indeterminata.

Supponiamo quindi chg > 0 e consideriamo una successione di insie-
mi D,, soddisfacente le seguenti condizioni:

e D, e chiuso e limitato

. Dn+1 D Dn

e per ogni insieme limitato e chiugg contenuto inD si pw trovare
un Dy tale cheD;, D K

243
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E evidente che le condizioni sopra elencate esprimono il concetto che
la successione di dominb,, riempie, invade, I'insiemé ed infatti una
successione che soddisfa tali condizioni si chiama successione di domini
invadentiD.

DEFINIZIONE 26.1. Sef > 0 e seD,, € una successione di domini invadenti
D allora definiamo

|t sty =1 [ ey

Si puo dimostrare che, qualora il limite esista,e indipendente dalla
successione di domini invadenti usata.

1. Qualche esempio

Consideriamo il problema di calcolare

// 6—(w2+y2)/2dxdy
RQ

D, = {(z,y) € R? : 2” +y* <n’}
alloraD,, & una successione di domini invadektie quindi

// e_(m2+y2)/2dxdy = lim // e_("”2+y2)/2dxdy =
R2 n n

27 n
= lim/ (/ pe’(pQ)/de)dO =
o Jo 0

n

— 9 lim 1—e~ (/2 = 9y

Definiamo

= lim 27T/ pe*(pz)/zdp — 9 lim —e—(?)/2
n 0 n

0

Il risultato appena ricavato ha una conseguenza interessante, infatti, poi-
che il valore dell'integrale non dipende dalla successione di domini inva-
denti usata, possiamo rifare il calcolo anche usando la successione definita
da

Qn = [—n,n] x [-n,n]

ed otterremo lo stesso risultato.

Avremo



1. QUALCHE ESEMPIO

21 = // e~ @2 drdy = lim // e~ @2 qpdy =
R2 " n

n

= llm (/n 67(12)/267(y2)/2dm)dy =

n —n —n —n

e possiamo affermare che

—+o0
/ e~ )/2q — V2

e che

L Ry,
6 =
V2T J s

= lim(/ e_(y2)/2dy)(/ e~ )2 z) = lim(/ e~ 21?2 = (

245
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CAPITOLO 27

LA SOMMA DI INFINITI TERMINI: LE SERIE.

Il problema di sommare un numero non finito di quantiumeriches
stato per lungo tempo considerato privo di senso gngaustificabile facil-
mente, anche dal punto di vista intuitivo, non appena si consideri il seguente
esempio.

Sial = [0, 1] e consideriamo una successione di intervalli cefinita:
poniamo

L =1[0,1/2]
I, =1[1/2,1/4]
I3 = [1/4, 1/8}
I, =1[1/8,3/4]
E’ owvio che
Ul =1[0,1]
ed inoltre la lunghezza del segmerijce data da
((I;) = 1/2"
Pertanto
X1
1=¢([0,1]) = Zz—k
k=1

Possiamo cercare di puntualizzare il concetto di somma infinita median-
te la seguente definizione

DEFINIZIONE 27.1. Siaa;, una successione di numeri reali e definiamo

Sn = Z Qg
k=1
Selim S,, esiste finito, diciamo che

+oo
k=1

In tal caso si dice ch@zj a, € una serie convergente che ha per
sommas.

Selim §,, = +o0 (—o0) diciamo cheZZ;"i aj, € una serie positivamente
(negativamente) divergente.

Selim 5,, non esiste diciamo che la serie nermeterminata.
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Consideriamo ora qualche esempio importante di serie
Siaz € R possiamo considerarg = x™ e avremo

Snzz akzz =14+ 22+22+... +a"
k=0 k=0
Se osserviamo che

S, =x+ a2+ 2>+t 4+ ..+ 2!

Si ottiene
(1-2)S, =1—a""
e, perr # 1,
1— :L.nJrl

Sn =

1—2x
Di qui si vede che
e selz| <1limS, = -
e sex>11limS, =+
e sex < —1 lim S,, non esiste.
Pertanto

+oo 1

Y ab=——  se [z|<1
11—z

k=0

mentre per i restanti valori di la seriee divergente o indeterminata.

S~ 2* si chiama serie geometrica di ragioner.

Possiamo ottenere facilmente altri esempi di serie convergenti. usando
la formula di Taylor.
consideriamo lo sviluppo di McLaurin della funzion&

x? a3 "

e —1—x—§—§—...—m:}%n+1(m)
dove il restoR?,,,; si puw esprimere nella forma di Lagrange mediante la
] |I|n+1

R, < —_
| +1(CL’)| >~ € (TL+ 1)‘
Pertanto, se definiamo
n k
xr

k=0
si ha .
o)™t

" — Sp| < |Rppa(2)| < e m+ 1)
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e tenendo conto che
) |m|n+1 )
lim = 0 per ognir € R

(n+1)!

si ha

+oo il?k
e’ =1limS, = Z o
k=0

In maniera del tutto analoga si prova che

+00 i p2k+1
k=0 ’
+o0o . ka
cos(x) = Z(—l) (zk)'V:c eR
k=0 )

In(l+2x) = f(—n’f—lx—;vx €[-1/2,1]

k=1







CAPITOLO 28

ELEMENTI DI PROBABILIT A E STATISTICA.

Il calcolo delle probabilé nasce agli inizi del '700 per rispondere alle
istanze prodotte dal gioco d’azzardo.

Il suo scopo era inizialmente introdurre una stima numerica dei rischi
ad esso connessi e successivamente lo stesso metodo fu esteso per studiare
i fenomeni caratterizzati da elementi di incertezza.

Vediamo innanzi tutto di stabilire quali sono gli elementi necessari per
parlare di probabild

Occorre innanzi tutto considerare una famiglia di eventi che
costituiscono lo spazio su cui definiremo la probabili.
Possiamo ad esempio associare all'idea di evento quella di sottoinsieme
di un insieme dato che chiameremo evento certo.

1. Spazi di probabilita

Consideriamo, ad esempio, iljpsemplice tra i giochi d’azzardo, e éo
il lancio di una moneta, possiamo dire che gli eventi possibili sono
e L'uscita di Testa{T'}
e L'uscita di Croce{C}
mentre I'insiemé/ = {T, C} costituisce I'evento certo.

In questo case naturale definire la probabditdegli eventi che entrano
in gioco:

(28.1) P(T) = %
(28.2) P(C) = %
(28.3) PU) =P(T)+P(C) =1
(28.4) P(&) = 0

giustificando la definizione con il fatto che su due possibili uscite una sola

e favorevole nel caso si considéfio C', mentre entrambe vanno bene nel

caso si consideri 'unione di' e C. E ovvio che con @ supponiamo ch@&

e C si presentino con ugual frequenza,&ithe la moneta sia non truccata.
Un secondo esempio di spazio di probahiki pw costruire conside-

rando il caso del lancio di due dadi.
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Se le facce sono numerate, come al solitol d& possiamo identificare
I'esito del lancio con la coppia di numei, j) (punteggio) che si leggono
sulla faccia superiore del primo e del secondo dado.

5 a(f,ﬁ} 52,5;' ((3,5} ((415) ((515; ﬁg}
d 419 (29 (35 (45 (59 (65
4_; (14) (24) (34) [(44) (54) (64]
4 0 29 (33 (43 (59 (63
2 (120 1220 (320 (42 (52.3) (62)
dan 2o @0 @n B @6
AR R MR RAVAS SR

FIGURA 28.1. Lo spazi@d/ degli eventi nel caso del lancio
di due dadi

In tal modo possiamo identificare ciascuna dali@ossibili uscite (even-
ti) con il punto del piano cartesiano di coordindiej); indicheremo tale
evento con il simboldd; ;, (si veda la figur&8.1).

Poicte nel caso di dadi non truccati ogni eveptequiprobabile possia-
mo affermare che la probabditdi 4; ; € data da

1
P(Aiy) = 5

Ovviamente possiamo considerare anche altri eventi, ad esempio pos-
siamo cercare di stimare la probalglithe si presenti I'eventd, , oppure
I'evento A5 ¢; possiamo indicare il nuovo evento come

B=A,UA56={A14, 456}
ede ragionevole stimare che, poi&ehccettiam@ eventi su36 possibili,

2 1 1
B = — = — —_—
P(B) 36 36 + 36

Se vogliamo stimare la probabdithe si presenti uno qualunque degli
eventiA, ;, cioe se vogliamo stimare la probabdithe si presenti I'evento

U={A; :i,j=1.6}
poiche accettiam@6 posiibilita su36 possiamo dire che
PU)=1
e chel/ e I'evento certo.
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FIGURA 28.2. Istogramma relativo al lancio di due dadi,
(supposti distinti)

In generale possiamo parlare di spazio di probabilia finito se e
assegnata una famiglia di eventi
soddisfacente le seguenti condizioni

e JgecF
OAl,Agef:>A1UA2€f

ed e assegnata una funzione
P:F—-R
che associa ad ogniA € F un valore reale P(A), che chiamiamo
probabilit a che I'evento accada, soddisfacente le seguenti propret
e P(A)>0
o self = J A€ F,sihaP(U) =1
e seA;, A, € F sonotalicheAd, N A, = o allora

P(AUA) =P(A) +P(Ay)

Osserviamo che, dal momento che la famiglia dei possibili ewenti
finita, avremo che
U=\JAer
AeF
U rappresenta I'evento certo ed anche I'ambiente in cui si individuano gli
eventi.
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Per assegnare uno spazio di probabilé, quindi, € necessario assegnare
un insiemel/ una famiglia F di sottoinsiemi di ¢/ ed una funzione P
definita suF a valori in R.

Ci riferiremo quindi ad uno spazio di probabilit a come ad un terna
U,F,P)

Nel caso dell'esempio precedente la famigtia costituita da ciascuno
degli eventi(z, j) che abbiamo rappresentato nel piano con i punti e
dalle unioni finite di essi.

Ad esempio

B={A13,A41} = A13UAsy
e I'evento che accade se almeno una tra le ustitee A, ; accade.

Poiche le uscite del lancio dei dadi sono ritenute equiprobabili possia-
mo affermare ché (4, ;) = % per ogni possibile uscita; ; e quindi, ad
esempio,

1 1 2
B)=P(A A =P(A A =— 4 — = —
P(B) =P(A13U As1) = P(A13) + P(Asy) 26 T 36 = 36
Ovviamente
LJAef_ﬁw—:
AeF

Come abbiamo @i osservato, ci riferiamo ad uno spazio di probabi-
lita come ad una tern@/, 7P) in cui U € lo spazio di probabilit, 7 & la
famiglia di tutti gli eventi eP e la misura di probabilit definita su/.

Si possono provare i seguenti risultati:

e 0 <P(A) <1perognid e F
e P(0) =
° SeAl,AQ € fAl C A2 allora

P(A;1) C P(As)

ed inoltre
P(Ay C Ay) =P(A2) — P(A)
o P(A°) =1—"P(A) perognid € F
.P(Au ) P(A)+P(B) —P(ANDB)

SeB=JY, A;esed;UA; = zallora

:E:Pm

e P(A)=P(ANB)+P(AN B°)

e seA,NA; = &, edesisté, tale ched C A, allora

(28.5) P(A) = P(AN A1) + P(AN Ay) + ... P(AN Ay)
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DEFINIZIONE 28.1. SeA, B € F definiamo probabilé di A condizio-
nata aB e la denotiamo cofP(A|B) il valore

P(ANB)

PAIB) = =55

La probabilita di A condizionata aB, P(A|B), definisce la probabila
di accadimento did nel caso sia accadutB
Naturalmente si ha

P(ANB) =P(A|B)P(B)
Nel caso in cui
P(A|B) = P(A)

diciamo cheA e B sono eventi indipendenti, (la probakiliti accadimento
di A none cambiata dal fatto chB & accaduto).
In tal caso si ha

P(ANB) =P(A)P(B)

Si pw dimostrare che

SeA;NA; =@, ed esistg tale cheA C A;, allora
P(A) =P(A1)P(A|A)) + P(A2)P(A|As) + ... P(AN)P(A|An)

e ne segue il seguente teorema di Bayes

TEOREMA 28.1. - di Bayes - Sed, A,, ..., Ay € F sono eventi tali che
AinA;=aelJY, A alora
P(Ar)P(A|Ax)

PUB) = 3 P iala)

Per capire perahil teorema sia vero, consideriamo il caso in ui 2;
allora

e AfUA; D A

L A1 N Ag =J
e P(B)=P(BN (A1 UA))=P(BNA;)P(BN Ap)
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P(Ai|B) = —P(ézg)B)
P(BlA) = 505

da cui
P(A1|B)YP(B) = P(B N Ar) = P(B|A1)P(A)
Ne segue che

_P(BNA) P(BNA)P(A)
PUB) = =B = BBAAP(A) + P(B N A)P(A)

2. Qualche applicazione della regola di Bayes.

2.1. Si consideri una popolazione in caidiffusa una malattia e si
supponga di voler sottoporre I'intera popolazione ad un test con lo scopo di
determinare per ciascuna persona sdfetta o no dalla malattia.

Una situazione di questo genere si presenterebbe se si considerasse |'op-
portunita di procedere ad uno screening di massa per rivelare, ad esempio,
la diffusione dell’AIDS.

In tal caso sarebbe ragionevole supporre che:

¢ Nella popolazioné persona su000 e affetta dalla malattiarfcidenza
della malattia).

e |l test usato per rivelare la malatt@positivo (e quindi indica la
presenza della malattia) @5 casi per ognil00 persone malate
esaminate §ensitivita del tes).

e |l test usato per rivelare la malattia positivo (e quindi indica
la presenza della malattia) ihcaso per ognil00 persone sane
esaminate §pecificita del test).

Indichiamo con

e A l'evento "infetto”

e A’ l'evento "sano”

e T, 'evento "test positivo”
e T, I'evento "test negativo”

Indichiamo inoltre con

e a l'incidenza della malattia (nel caso prima citato= 1/1000 =
0.001)

e p la sensitivit del test (nel caso prima citgto= 95/100 = 0.95)

e ¢ la specificit del test (nel caso prima citago= 1/100 = 0.01)

Possiamo facilmente calcolare che
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P(A) =a PA)=1-a
P(TH|A) =p P(T,|A) =1—p
P(T,|A) =q P(T,|A) =1—gq

da cui
P(T,) =P(T,NA)+P(T,NA)=
= P(T,|A)P(A) + P(T,|A)YP(A") = pa + q(1 — a)

Pertanto, applicando il teorema di Bayes

P(T,|4)P(A) _ pa
(LIAYP(A) + P(TIAVP(A) ~ pa+q(l—a)

Se utilizziamo i valori di incidenza sensitigie specifici prima intro-
dotti, possiamo ricavare che:

P(A‘Tp) = D

pa

pa+q(l—a)

e questo significa che la probakiliche una persona in cui il test ha dato
esito positivo sia effettivamente infetéoinferiore alo%.

Se ne deduce la poca convenienza ad effettuare uno screening di massa.

Vale la pena osservare che neppure testgoecisi consentono di rag-
giungere risultati pi significativi.

Infatti se supponiamo di migliorare il test in modo da avere la certez-
za di individuare la malattia nelle persone infette,ec&® supponiamo la
sensitivilp = 100/100 = 1, mantenenda = 0.001 e ¢ = 0.01, otteniamo

pa
pa+q(l —a)
In realth aumentando la sensitila specificih necessariamente dimi-
nuisce; se supponiamo che

P(A|T,) = = 0.0874

P(A|T,) = = 0.091

a = 0.001 : p=1 , q = 0.002
la situazione peggiora e si ha addirittura
pa
(AIT,) pa+q(l—a)

Solo migliorando la specifi@tsenza peggiorare la sensitvi ottiene
gualcosa di meglio; infatti se

a = 0.001 , p =0.95 , g =1/300 = 0.0034
si ha
pa

TR

=0.22
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Un miglioramento decisivo nell’affidabifitdei risultati si ottiene invece
nel caso in cui I'incidenza della malattia sia alta; infatti per

a=0.01 , p=0.95 , qg=0.01
si ha .
P(A|T,) = m —0.5
e addirittura .
PA|T,) = m = 0.9

nel caso in cui l'incidenza salga ad= .1.

2.2. Un secondo interessante esempio si ha considerando la seguente
situazione.

Si supponga che un capo di governo debba prendere una decisione di
politica economica e disponga di tre consiglieri che indentifichiamo con

A B C

Si supponga di avere una stima della loro affidabitiiescritta come
segue:

e la probabili&i che il consiglierel abbia un’opinione correttal /6,
e la probabili che il consiglieres abbia un’opinione correttal /3,
e la probabiliti che il consiglier€’ abbia un’opinione correttal /2.

Indichiamo con

A, I'evento "il consigliereA ha espresso un’opinione corretta”,

B, I'evento "il consigliereB ha espresso un’opinione corretta”,

C, I'evento "il consigliereC' ha espresso un’opinione corretta”.

Esprimiamo I'affidabilit dei consiglieri assegnando agli evehtiB, e
C, opportuni valori di probabila

PA)=1/6 P(B,)=1/3 P(C)=1/2

Il capo di governo chiede ai suoi consiglieri una previsione sulle conse-
guenze che la sua decisione agul tasso di disoccupazione, a distanza di
un anno.

Al quesito i tre consiglieri rispondono secondo i valori descritti nella
tabella che segue, dove nella colonhasono riportate le probabititche
la disoccupazione diminuisca, nella colonsi@he rimanga stabile e nella
colonnal che il tasso di disoccupazione aumenti.

|/ bls]t|
A [ 1/10] 1/10] 8/10

B | 6/10| 2/10| 2/10
C | 2/10| 6/10| 2/10

TABELLA 28.1. Previsioni dei consiglieri sul tasso di disoccupazione.
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Trascorso un anno si rileva che il tasso di disoccupazéoaementato;
alla luce di questo fatto le percentuali di affidalailiei tre consiglieri vanno
riviste e cd pw essere fatto ridefinendo la probakildi A,, B, e C, alla
luce del fatto che I'eventé si e verificato.

Dovremo, in altre parole valutare

i - PGP

ma

P(I)=PUINA)+PINB,)+P(INC,)=
= P(I|1A4,)P(A,) + P(I|B.)P(B,) + P(I|C,)P(C,)

Ora, la probabili che avvengd ammesso che un consigliere abbia
ragione si legge nell’'ultima colonna della tabella, per cui

P(I|A,) =8/10
P(I|B,) =2/10
P(I|C,) =2/10
per cui
81 21 21 3
PI)= —=4 —c 4 —— = —
(1) 106+ 1O3jL 102 10
Ne viene che le nuove percentuali di affidabiliono

P(A,T) = P(Hf;()];(m) = 106 = g
R
RPN

3. Qualche richiamo di calcolo combinatorio.

Per studiare un po’ di probab#itdiscretae utile conoscere qualche
elemento di calcolo combinatorio.

Il calcolo combinatorio si occupa di stabilire | numero delle possibili
uscite di semplici esperimenti; si fonda essenzialmente sul principio se-

guente:
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Se un esperimento han; possibili esiti, un secondo esperimento ha,
possibili esiti, un terzo esperimento ha; possibili esiti, allora il numero
dei possibili esiti della sequenza dei tre esperimené

ninang

Le pit comuni conseguenze di questo principio portano a un certo nu-
mero di definizioni che descriviamo brevemente.

3.1. Disposizioni din elementi ak a k. Parliamo didisposizioni (o
anche, sé& = n, di permutazioni) di n elementi a a k quando conside-
riamo i gruppi dik elementi scelti tra gl dati.

Riteniamo due gruppi distinti se differiscono per un elemento o per
I'ordine con cui gli elementi sono scelti.

Indichiamo con
nDk
il numero delle disposizioni din elementi ak a k.

Poicte per il primo elemento di ciascun gruppo abbiamscelte, per
il secondo ne abbiam@ — 1) per il terzo ne abbiam@: — 2) e cos via,
possiamo calcolare che

WDir=nn—1)n-2)(n-3)..(n—(k—-1)) = (n’_ﬂk)!

Il numero delle disposizioni di n elementi ad n ad n, cioe delle
permutazioni, risulta
Pn ) Dn =n!

Qualora glin elementi da cui si sceglie presentino sottogruppi di ele-
menti uguali, sianow;, ns, ns,...n, le permutazioni risultano in numero
di

n!

ni'ngng! -+ ny!

3.2. Combinazioni din elementi ak a k. Parliamo dicombinazioni
di n elementi ak a k quando quando consideriamo gruppikdelementi
scelti tra glin dati senza distinguerli in base all’ordine degli elementi.
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Indichiamo con
an:
il numero delle combinazioni din elementi ak a k.

Poiche un gruppo dk elementi ammetté! diversi modi possiamo cal-
colare che

o _nDe _nn=Dn=2)n=3)..(n=(k=-1) _ nl
nUk k! k! k!(n—k)!

I numero,,C;, si chiama coefficiente binomiale e si indica con

n n!
nCOr = (k;) " El(n— k)

Ricordiamo che i coefficienti binomiali possono essere ricavati dal trian-
golo di Tartaglia e che trovano una importante applicazione nella formula
del binomio di Newton.

(a+Db)" = zn: (Z) ak b

0

3.3. Campioni ordinati. E anche utile ricordare qualche formula per
stimare il numero di possibili campioni estratti da una popolazione.

Per aiutarci assimiliamo la popolazione ad un un’urna piena di palli-
ne e I'estrazione degli elementi del campione all’estrazione delle palline
dall'urna.

Possiamo operare un campionamento con ripetizione estraendo una pal-
lina, osservandola e rimettendola nell’'urna dopo aver annotato I'informa-
zione relativa.

In tal caso, se operianmioestrazioni, avremo

k wvolte
k

non=n
possibili uscite in quanto per ogni elemento estratto avremo sempos-
sibili scelte.

Possiamo anche operare un campionamento senza ripetizione, estraen-
do, osservando e on rimettendo la pallina nell’'urna; in tal caso per la prima
estrazione avremo possibili&, per la seconda — 1, per la terzan — 3 e
cod via. Pertanto in questo caso avremo

possibili uscite.
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4. Le variabili aleatorie
Seé assegnato uno spazio di probahi(t/, 7, P) diciamo che € una
variabile aleatoria definita S@/, 7, P) seé data una funzione
& U—R

Nel caso del lancio di due dadi la ter(id, 7, P) € definita da

e U{ & I'insieme delle36 coppie di valori(i, j)

e F e la famiglia di tutti i sottoinsiemi dif

e P édefinitadaP(A; ;) = 5 edinoltre sed € F e un sottoinsieme
costituito dak elementi possiamo definif@(A) = k4

. 56) (6,6)
; 5,5]
4_3 & 4]
. 5,3)
)’ 5,2)
% 5,1)
L i, 4 a8 7

FIGURA 28.3. Eventi che forniscono lo stesso valore fier
(congiunti da un segmento)

Possiamo costruire un esempio di variabile aleatoria sullo spazio di pro-
babilita associato al lancio di due dadi assegnando ad ogni Wscitac U/
il valore ottenuto sommando i punteggi; in altre parole

§(Aij) =i+

Possiamo osservare che i punti (eventi) che nella figGrasono con-
giunti da un segmento di retta forniscono lo stesso valore per la variabile
aleatoria¢ e possiamo riassumere i valori assunti dalla variabile aleatoria
nella seguente tabella, dove all'incrocio della rigaesima e della colonna
j—esima possiamo leggere il valare- j assunto dg.
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|1 23 4 5 &6
12 34 5 6 7
2345 6 7 8
31456 7 8 9
45 6 7 8 9 10
5/6 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

TABELLA 28.2. |valori assunti dalla Variabile aleatotia

Possiamo ora definire alcuni elementi caratteristici di una variabile alea-
toria:

DEFINIZIONE 28.2. Sef € una variabile aleatoria discreta definita su
uno spazio di probabilé (U, F, P) e se

U=1{A), Ay, ..., A}

la mediay di ¢ & definita da

b= E(A)P(A)

la varianzac? di ¢ € definita da

o? = Var(§) = Z (£(A) — ) P(A)

i

lo scarto quadratico mediali £ € definito da

o =Vo?
e la moda)M di¢ e definita da
M = ¢(A:)

doveA; e tale che
P(A;) = maxP(A;)

J
¢ la medianam di £ € definita da

P <m)=P(E=m)
¢ il momento di ordinek 1, di £ e definito da

=Y (6(A) — ) P(A)

i
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¢ il momento di ordinek, rispetto all’origine ;. di £ € definito da

g, = Z(f(Ai))kP<Ai)

i

DEFINIZIONE 28.3. Chiamiamo funzione di distribuzione di probatailit
della variabile aleatorias la funzione

po:U—=R
definita da

pli) = P(€ = A)

Sey e la funzione distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria
& avremo che

P(n Zs@
P <n)= ng

i<n

DEFINIZIONE 28.4. Se¢ € una variabile aleatoria discreta la cui den-
sita di probabilita & ¢, definiamosperanza matematica di

= D 6(A)e() = Y E(AIP(E = A) =

DEFINIZIONE 28.5. Se¢ e una variabile aleatoria discreta la cui den-
sita di probabilia € o e seg : R — R e una funzione, definiamo una
nuova variabile aleatoria che indichiamo cgi{¢) mediante la funzione
distribuzione di probabila

Definiamo inoltre

Osserviamo che si ha
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DEFINIZIONE 28.6. Se¢ e una variabile aleatoria discreta la cui den-
sita di probabilita € ¢, definiamofunzione generatrice dei momenti dj
la

Me(t) = Be®) = 3 (i) =

4.1. Un esempio.Consideriamo il solito esempio dei dadi e la solita
variabile¢ che associa ad ogni uscitalifla somma dei punteggi, possiamo
vedere che

p(2)=PE=2)= % =P(£ =12) = p(12)
p(3) =P =3)= % =P({=11) = p(11)
p(4) =P =4) = % = P(€ = 10) = (100
p(5) =P =5) = % =P({=9) = ¢(9)
£(6) = PlE = 6) = o= = P(E=8) = o(8)
P =PlE=T) = 5

0.16

0.14;

0,124

0.1

0.08:

III.EIE%

0.04

0.02]

05 2 4 B 5 10 12

FIGURA 28.4. Distribuzione di probabibit della variabile
aleatoria che restituisce il punteggio ottenuto lanciando due
dadi.

Possiamo rappresentare questa distribuzioni di probalilgdiante il
grafico in figura28.4(scatter plot) oppure mediante il grafico in fig@@&5
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Quest'ultimo grafico si chiama istogrammaéduello che pi frequen-
temente viene adottato per rappresentare la funzione di distribuzione di una
variabile aleatoria discreta.

0.167

0.147

EI.12'5

0.1

0.087

0.0
0.041

0.024

0 2 4 B 5 10 12

FIGURA 28.5. Istogramma relativo alla variabile aleatoria
che restituisce il punteggio ottenuto lanciando due dadi.

Osservando il grafico possiamo osservare che il valore che compare con
maggior frequenza il 7, che pertant@ la moda della variabile.

Possiamo calcolare la probaliliP(¢ < 7) sommando le aree dei ret-
tangoli mostrati in figura( si osservi che la base dei rettarighlngal) ed
otteniamo chéP(£ < 7) = 2.

In modo simile possiamo calcolaf¢ > 7) = Z e possiamo conclu-
dere che la mediana della variabile aleatgream = 7

Un semplice calcolo mostra che la varianzg éic? = 2>

Abbiamo ga notato che i rettangoli che costituiscono I'istogramma han-
no base lunga; cio permette di definire la funzione di distribuzione&di
come

PE=mn) pern—05<z<n+05n=2734..12
0 altrove

(28.6) () —{

Con tale definizione si vede chee definita su tutt@® ed inoltre si vede che

/ e =Y pl) =1

[e.e]

essendo la somma estesa a tutti i valoche variabile discreta pud assu-
mere.
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5. Variabili aleatorie continue

Talvolta tuttavia nore possibile considerare uno spazio di probabilit
discreto, finito o numerabile.

Cio accade ad esempio quando si considera il problema di scegliere un
numero a caso compreso fred 1.

Infatti la probabilita di estrarre, ad esempio, il valare non si puw cal-
colare considerando il rapporto tra casi favorevoli, uno solo, e casi possibili,
infiniti non numerabili.

Anche la definizione di media e varianza presentano qualche problema
in quanto occorre definire come si intende procedere per calcolare la somma
di un numero infinito, non numerabile, di addendi.

Per chiarire la questione possiamo osservare che difficile definire
la probabilita che la variabile aleatori@il cui valore e il numero scelto a
caso in[0, 1] assuma il valore, & invece naturale definire la probaldlithe
€€ lx,z+hl.

In tal caso infatti possiamo identificare i casi favorevoli con un segmento
di lunghezza. e la totalit dei casi con l'intero intervall@®, 1] che risulta
ovviamente di lunghezza

Pertanto

P@§§§x+m2%

Ricordando il significato di somma dell'integrale, possiamo definire
la funzione distribuzione di probabgitdella variabile aleatorig come la
funzione continua tale che

E+h
(28.7) Plx<&é<z+h)=h= / o(t)dt
3

per ogniz € [0, 1] e per ognih abbastanza piccolo.
Ne deduciamo che

1 x+h
(28.8) E/ p(t)dt =1
e, passando al limite pér— 0, poiche abbiamo suppostp continua,
p(r) =1

Da quanto abbiamo detto appare ragionevole che, nel caso di una varia-
bile aleatoria continug, noneé significativo definire

(28.9) P& =)
mentreé naturale definire
(28.10) Plon<é<a)= [ el

o

dovey e la funzione di distribuzione di probabditi£.
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Pertanto supporremo nota una variabile aleatoria continua$ see nota
la sua funzione di distribuzione di probabilita ¢.
Una funzioney : R — R, continua, & la funzione di distribuzione di
probabilit a di una variabile aleatoria se
®
p(t) =20
perognit € R

In tal caso si ha

La funzione

T

Fa) =Pl <a)= [l

si chiama distribuzione cumulativa di probaldiliella variabile aleatoria
di densit di probabilig ¢.

Osserviamo che ad ogni variabile aleatoria discreta (finita) Gigsso-
ciare una variabile aleatoria continua la cui dengitina funzione costante
a tratti, nulla al di fuori di un insieme limitato ( nel caso in cui la variabile
sia discreta e finita).

Per chiarire il concetto consideriamo la variabile aleatgrighe for-

nisce il punteggio ottenuto nel lancio di due dadi; in tal caso la funzione

distribuzione di probabilé » pud essere definita come segue

(0 r<15

k/36 k+5<e<k+15 k=15
o(x) = ¢ 6/36 6.5 <x<T75

(12-k)/36 k+5<z<k+15 k=T.11

L0 x> 12.5

Come nel caso delle variabili aleatorie discrete possiamo definire
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DEFINIZIONE 28.7. Se¢ e una variabile aleatoria continua che ha
densit di probabilita o,
e la mediay di ¢ e definita da

+o00
j=E(€) = / rp(x)dz

o0

e la varianzac? di ¢ & definita da

+oo

o? = Var(€) = E((€ — p)?) = / (2 — pp(x)de

—00

¢ |o scarto quadratico mediali £ € definito da

o =Vo?

e la moda) di¢ e definita da

M = sup p(x)

zeR
¢ la medianam di £ € definita da

Pesm= [ o= [ 7 p@)de = P(e > m)

—00 m

¢ il momento di ordinek 1, di ¢ & definito da

“+o00

o= E((€ — p)) = / (z — w)Fp(x)dz

—00

¢ il momento di ordinek, rispetto all'origine 1. di £ € definito da

+o0

e = E(E") =/ o (x)de

—00

DEFINIZIONE 28.8. Se¢ e una variabile aleatoria continua e sg :
R — R & una funzione possiamo definire la variabile aleatof{d) asse-
gnandone la funzione distribuzione di probalildefinita da

W(t) = ft)e(t)

In tal modo

Plao < f(€) < 1) = / " et

“+oo

E(f(£) = ft)e(t)dt
DEFINIZIONE 28.9. Se¢ e una variabile aleatoria continua la cui den-
sita di probabilita & , definiamofunzione generatrice dei momenti di

la
“+o0

Me(t) = E(e) = / e op(x)dx

—00
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5.1. Le variabili aleatorie discrete infinite. Un caso che si colloca a
mef tra quello delle variabili aleatorie discrete finite ed il caso dell variabili
aleatorie continue il caso delle variabili aleatorie discrete che assumono
una quanta infinita numerabile di valori.

Il caso delle variabili aleatorie infinite ci suggerisce come comportarci
in questo caso.

Se lo spazid/ degli eventie numerabile, allora potremo scrivere che

U — {Az 5 7 S N}
e saa sufficiente definire la probabaitdi ciascun evento
P(Ai) =Di

con la condizione

+oo
Z pi=1
=1

Media, varianza, funzione di distribuzione possono essere definiti mediante
le

DEFINIZIONE 28.10.Sef & una variabile aleatoria discreta numerabile
definiamo
e la mediay di £ come

+o0

(28.11) p=EE) =Y ip

=1
e la varianzac? di £ come

—+00

(28.12) o =Var(§) = B((( —p)*) =) (i — p)’°pi

=1
¢ |0 scarto quadratico medio deviazione standard di
o= Vo?

¢ il momentok-esimo . di £ come

“+oo

=Y (i—m*p

=1

¢ il momentok-esimo rispetto all’origine 1. di £ come

+o0
1y, = Z i*p;
=1
¢ la funzione di distribuzionep di £ come
(28.13) p(n) =P = A)
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e siha

(28.14) P <n)= Zpg A) neN

Naturalmente possiamo estendere la definizioneati R definen-
dola costante sugli intervalli del tipid, &£+ 1] e ponendola uguale
a0 primadil.

Inoltre

DEFINIZIONE 28.11. Se¢ e una variabile aleatoria discreta infinita la
cui densi& di probabilita € p,e sef : R — R € una funzione possiamo
definire la variabile aleatoriaf (£) assegnandone la funzione distribuzione
di probabilita definita da

(k) = f(k)e(k) = f(k)px

Quindi

= Zf(i)w(@)

Definiamo anche definianfanzione generatrice dei momenti dila

+oo

Me(t) = B(e") =) eo(k) =

k=1

6. Distribuzioni di probabilit a doppie

Siano(U,, F1,P,y) e (Us, F2, Po) due spazi di probabilit consideraria-
mo la variabile aleatoria che indichiamo c¢fin) definita sullo spazio
U, x U, mediante la

F(r,y) =P <x,n<y) = / (/ f(t,s)d )

F' e la distribuzione cumulativa di probabditella variabil€¢, n) ed f
e la sua funzione distribuzione di probalzilit
Se f e continua possiamo affermare che

O*F

Naturalmente devono essere verificate le seguenti condizioni:

flx,y) >0

+00 +o0
/ ( f(t, s)ds) dt =1
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Inoltre se

Fia) = P(¢ <) = / ( joo f(t,s)ds) dt

—0o0 [e.o]

R =Po<y = [ :O ( | f<t,s>ds) a= [ ( _:O f<t,s>dt) s

Fy ed F, sono le distribuzioni cumulative delle variabili aleatogies 7,
rispettivamente le cui funzioni di distribuzione sono date da
—+00

p(t) = (L, s)ds

—0o0

+o0o

(s) = f(t,s)dt

—0o0

Nel caso in cui le variabili aleatorteer siano indipendenti, allorg, n)
ha una distribuzione di probabdit

f(t,s) = @(t)ib(s)

dovey e sono le funzioni di distribuzione die n, rispettivamente.
E utile ricordare che la probabgitdella variabile aleatorig condizio-
nata alla variabile aleatoriasi pud definire mediante la

s [ ([ L)

per cuiZ{) & la sua funzione di distribuzione di probatilit

7. Qualche proprieta di valor medio e varianza

Abbiamo ga definito cosa intendiamo per

media o valor medio

varianza

momento

momento rispetto all’'origine
speranza matematica

funzione generatrice dei momenti

di una variabile aleatoria sia nel caso discreto finito sia nel caso continuo
sia nel caso discreto infinito.
Tra le propriea del valor medio ricordiamo che

o E(af + fOn) = aE(§) + BE(n)
e sef en sono variabili aleatorie indipendenti

E(&n) = E(§)E(n)
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In altre parole la speranza matemate&ana applicazione lineare; La
verifica di tale fatto nore banale e si puad esempio ottenere provando il
risultato nel caso discreto finito ed utilizzando un passaggio al limite per gli
altri casi.

Si puw provare che anche la varianza gode di proprittinearia, infatti

e Var(af) = o? Var(§)
e se¢ en sono variabili aleatorie indipendenti

Var(§ £ 1) = Var(§) + Var(n)

E anche utile ricordare che

0? = B((€ = n)?) = B(&* = 2u& + ) =
= E(&%) = 2uE(9) + 1* =
= B(E3) — 24 1 1P = E(€?) — 12 = E(€%) — (B(€))?

Vediamo ora come la funzione generatrice dei momenti si riveli molto
comoda per il calcolo dei momenti di una variabile aleatoria.
Cominciamo con l'osservare che

(t—p)* = i (l:) £t

=0
moltiplicando perp(t) ed integrando,otteniamo

k
N\ o
(28.15) = (Z.)u’ pt

=0
e se ne ricava che per trovare i momenti rispetto al valor megdi® suffi-

ciente conoscere i momenti rispetto all’origing
Casi particolari dell28.15sono

fig = 0 = iy — pi”

fis = iy — 3pop + 2p°

(ricordiamo cheuy = uy =1 e py = ) = p).
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D’altro canto i momenti di una variabile aleatoria si possono trovare a
partire dalla funzione generatrice dei momenti ehdefinita da:

“+00

M) = B = [ epls)ds

Infatti si puw verificare che la funzioné/, e sviluppabile in serie di
McLaurin ed il suo svilupp@ dato da

+o00 tk
Me(t) = M;‘@
i=0 ’

e quindi

/ dk
My = ﬁMﬁ(t)

8. La disuguaglianza di Tchebichev e la legge dei grandi numeri

In questa sezione ci occupiamo di due risultati fondamentali: la disugua-
glianza di Tchebichev e la legge dei grandi numeri, cominciando a parlare
della prima.

Sia¢ una variabile aleatoria con mediae varianzas?, allora si ava
che

—+00

0% = / (t = p)*p(t)dt =

oo

= / (t = w)*p(t)dt + / (t = w)p(t)dt >
{t [t-pl<e)

{t: t—pl<e}
z/ @—m%@ﬁz/ Pop(t)dt =
{t: [t—pl>e} {t : t—pl>e}

=PI —p| > ¢)

se ne ricava pertanto che

0.2

(28.16) Plg—ul =2 < =

2

La 28.16€ nota come disuguaglianza di Tchebichev e ne possiamo trarre
una interessante conseguenza:gper ko otteniamo che

1
(28.17) P(¢ — ul 2 ko) < 5
Pertanto
1
(28.18) P(le = ul < ko) =1 =P(lg = ul = ko) 21— 5

Se ora consideriamo la seguente tabella
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12

o

OO WN >
(0]
(o]

TABELLA 28.3. Valori approssimati di —

Si vede pertanto che ge& una variabile aleatoria di mediee di varian-
zao?, allora la probabili che il valore assunto dasia vicino alla media
per meno dR volte la varianza del75% e sale all’8% se ci accontentiamo
di un errore inferiore & volte la varianza.

Va osservato che, nonostante fornisca risultati soddisfacenti, la disugua-
glianza di Tchebichev no& molto precisa.

8.1. Lalegge dei grandi numeri. Un’altra delle conseguenze della di-
suguaglianza di Tchebichev prende il nome di "Legge dei grandi numeri” e
Si ricava come segue.

Siano¢,, &, . .., &, variabili aleatorie tutte con medjae varianzar?, e
consideriamo la variabile aleatoria

S+ &t +
n

Avremo che
B(S,) = (B(&) + B(&) + + B(&) = n
ed inoltre

2

Var(S,) = %(Var(gl) + Var(&) + -+ + Var(6,)) = %

Pertanto

2

(28.19) P(ISn — 1 > ) < 2 =0
ne

pern — 400

La 28.19e nota con il nome diegge dei grandi numeried esprime
un concetto in base al quale la media delle uscite di una variabile aleatoria
differisce dalla media della variabile aleatoria di una quantifinitesima.
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Va tuttavia sottolineato che la legge dei grandi numeri fornisce informa-
zioni di carattere qualitativo e quindi non@essere usata per stime di tipo
guantitativo.

9. Normalizzazione di una variabile aleatoria.

Sia¢ una variabile aleatoria di mediae di varianzar? con distribuzio-
ne di probabili& ¢.
Sia cie

() = / Tt - we()dt = o?

e consideriamo la variabile aleatoria
S
5 N o

Per le proprieit di media e varianza possiamo affermareg&heuna va-
riabile normalizzata (o standardizzata), intendendo corloes* ha media
0 e varianzal.

Allo scopo di determinare la funzione di distribuzione&diconside-
riamo la variabile aleatorig la cui funzione di distribuzion& definita
da

oy (1 +ot))
Possiamo allora verificare che

/+OO op(pn+ot)dt :/H>o o(s)ds =1

oo —00

/:O tow (1 + ot) dt :/:O (S — M) p(s)ds =
zé (/_:O sp(s)ds — u/_:o w(S)d8> =0

+oo too /o m 2
/ trop (u+ ot) dt :/ ( @(s)ds =

o0 —0o0
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1
:/ O'(p(S);dSIP(/L-FO’CLSﬁS/L-FO‘b):
w
§—p
o

Ne deduciamo chg e = 5%‘ hanno la stessa distribuzione di proba-
bilita e quindi sono la stessa variabile aleatoria.
In altre parole la funzione

=P(a <

<b))

oo (u+ot))
e la distribuzione di probabibtdi

(o}






CAPITOLO 29

QUALCHE DISTRIBUZIONE DI PROBABILIT A

Le funzioni di distribuzione di probabiitsono fondamentali per descri-
vere il comportamento delle variabili aleatorie che ci interessano.

Ogni variabile aleatoria ha una sua distribuzione e per definirne la pro-
prietae utile fare riferimento ad alcune distribuzioni note che sono in grado
di descrivere la maggior parte delle variabili aleatorie con cui normalmente
si lavora.

1. Ladistribuzione uniforme

La pit semplice funzione di distribuzione di probalzilé quella di una
variabile aleatoria che restituisce un valore scelto in un interyallg con
il criterio di equiprobabili&.

Abbiamo ga visto che in tal caso

h

Ple<¢<a+h)=—

e che la sua distribuzione di dergsit

¢®:{EEtEMM

altrove

La funzione generatrice dei momenti si calcola mediante la

Btb _ etzz

1 b
Mg(t):—b_a/ edr = )

Se ne ricava subito che

b+a

M=

2 (b— a)2
12

Descriviamo ora tre importanti distribuzioni di probalditthe sono,
come vedremo, tra loro legate:

e La distribuzione binomiale di Bernoulli
e La distribuzione di Poisson
e La distribuzione normale di Gauss

279
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Si tratta di una distribuzione discreta finita (Bernoulli), una distribuzio-
ne discreta numerabile (Poisson) ed una distribuzione continua (Gauss) che
possono essere derivate a partire dal concetto elementare di prova bernoul-
liana.

2. Ladistribuzione binomiale di Bernoulli

DEFINIZIONE 29.1. Chiamiamo prova bernoulliana un esperimento che
ha due soli possibili esiti:

e Successo, cui associamo il valdreon probabilig p
e Insuccesso, cui associamo il valdreon probabilit g

essendo ovviamente+ ¢ = 1.

Chiamiamo variabile aleatoria bernoulliana la variabile aleatorga
che restituisce il numero di successi che si sono verificatigve ripetute
(lanci) dell’esperimento.

Possiamo calcolare la probaldlithe la variabile aleatorigassuma il
valorek mediante la

ok)=PE=k) = (Z>pkqn—k - (Z)pk(l _

Possiamo giustificare la formula precedente se descriviamo la succes-
sione din prove ripetute con una stringa di elementi che assumono il valore
1 oppured a seconda che la corrispondente prova abbia avuto 0 no successo.

[0[1]1]o]o[1]o]o]1]o]o[1[0[1]0]0]0]1]0]1]

affinche ci sianok successi la stringa da¥rcontenere esattamenie
volte il valorel (edn — k volte il valore0) e quindi, poicle in ogni elemen-
to 1 si presenta con probabdip e 0 con probabili& ¢, una stringa cork
successi awr una probabild di comparire uguale a

pkqn—k

d’altro canto, poick siamo unicamente interessati a contare il numero di
successi, e non l'orine con cui si verificano, dovremo tener conto che si
verificano, ad esempi@,successi in tanti modi diversi

o[1]o]o|o]1]o]o]o|o]o]o]o0]0]0]0]0]0]0]0]

10[o]a[1]o]o]o[o]o]o[o]o[o[o]o]o[o]o]0]0]
il cui numeroe dato dalle combinazioni di oggetti ak ak e cice
n
(:)
(Infatti ciascuna stringa piuessere individuata dalla sequenzaideumeri,
compresi tral edn, che indicano la posizione dei successi nella stringa.)
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Possiamo calcolare la media della variabile bernoulligoaservando
che la media in ciascuna proea

1-p+0-q=p
e sun esperimenti, essendo la media lineare, avremo
p=FE) =np
La varianza della variabile bernoulliagan ciascuna prova
(1=p)*-p+0-(0-9q)q=¢*p+p’q=pa(p+q) = pg
e sun esperimenti essendo la varianza lineare avremo
o = B((§ — p)?) = npq

o = /npq
Per calcolare la funzione generatrice dei momenti possiamo procedere
come segue

M(t) = E(e") = Zn: et* (Z)pkqn_k _

: — kZi; (Z) (pe)" ¢ = (pe' + q)"

Un esempio notevole di prove bernoulliane si costruisce considerando
il lancio di una moneta ripetuto pervolte; in tal cas@p = g = %

3. Ladistribuzione di Poisson

Si consideri il caso din prove ripetute bernoulliane in cui la probatailit
di successo della singola prova sia

Un esempio di tale situazione di si(uealizzare considerando un pa-
gliaio con un numera — 1 di pagliuzze dal quale si voglia estrafr@ago;
la probabilitx di estrarre I'ago sarovviamenteln e la prova sax ripetutam
volte.

Sia¢ la variabile aleatoria che restituisce il numero di successi ottenuti
nellem prove fatte. Avremo che

(k) =P =k) = (7;) (%)'“ (1 _ %)’”’“ _
im0 (012 (1)
A2 (20 ()

Se ora consideriamo di far tendere +oco mantenendo

m_

n
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(oppure chiedendo semplicemente ¢he- )), otteniamo che

oW =g (-1 (- 2) o (-2 (1_%>m<1_%>_k

e, pem — +oo

1
p(k) = E)\ke_A
La funzione distribuzione di probabitdi Poissore quindi data da

1 k_—X\
o(k) = H)\ e
Per calcolare media, varianza ed i momenti della distribuzione di Pois-

sone utile calcolare la funzione generatrice dei momenti.

M _ — tk Ak X _ — O‘et)k “XA A A=)
5(15)—26 Ik —Z ¢ =ee

k=0 k=0
e le sue derivate

d

EMg(t) — AN\t

d2

@Mg(t) = M\t A )\t

e calcolarle int = 0.

da cui
=y = A
o=y — = A=A =)
4. La distribuzione gaussiana

Sia¢, = k una variabile aleatoria bernoulliana relativa @agrove
ripetute, allora

|
n- k _k
TS

]

Sia ha
E(ﬁn) = K =np
Var(&,) = 0® = npq
Consideriamo la variabile normalizzata (di medie varianzal)

" o
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& assume i valori

T —
k—pu n!
P L —P n:k:—knfk
(6=522) = Plen =) = gt
Possiamo ricavare inoltre che
k=p+oxy =np+ oxy
n—k=n-—np—ox,=nqg— oxg

doveo — ,/npq e si vede che, per — +oco tantok quanton — k£ tendono
a-+oo, inoltre

—k
ng ng
1 1
Tpp1 — Tp = Az = — =
v/ 1pq

{k:ap€la’ 2]}
_ n! E n—k
=2 I
{k:ap€la’ 2"}

Poiche, pern grande, tant@ quanton — k£ sono grandi, possiamo usare
la formula di Stirling per approssimare il fattoriale e quindi

n! k n—k n'e "2 kgnk
T AT AL raqa =
kl(n —k)! kke=k\/2mk(n — k)n—ke=(n=kK)\ /27(n — k)

1 nk nrk n & nk

T Vo k- k) k- T

Ly ()

Ma, sempre pen grande,

3

\/k(nn— K \/(np oz (ng —ozr) \/n;;q - \/:L_pq
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D’altro canto
n () (725) = ()~ (25 -
G omn (14/T) -
— (ng — o) In <1 _ \/%xk) tw (%) _
— —(np + o) (\/nszk _ %nipxi) -
— (ng — o) (-&xk _ %ﬁxk) tw (L> _
e ] = v

2[2 q p]_k[q\/W p\/ﬁl

- n —+ —
k pnp 2 qnq 2np ng

2+ 1:52 + !

_ - wl —

BogTk NG

dove, come al solito, si indica canuna funzione infinitesima.
Ne concludiamo pertanto che

_ 1 /np\k [ ng \"7" n
- ‘Z E(?) (n—k:) k(n—k)N

1,2
@2

= A”””’ﬁr/

E pertanto naturale considerare la funzione distribuzione di prokabilit
definita da

xRl ,x’)

1 _ip
sO(t):me 2

La ¢ si chiama funzione di distribuzione di probaliliGaussiana di
media0 e varianzal. ( Siricordi chee ottenuta come limite di distribuzioni
normalizzate).

Utilizzando il teorema di integrazione per sostituzione (peithnte-
gralee improprio deve essere calcolato come limite di integrali propri ed
a questi si applica il teorema di integrazione per sostituzione) possiamo
ricavare che la funzione
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1 _=w?
e 202

p(t) =

o\ 2T

e una funzione di distribuzione di probahiljtche chiameremo ancora
Gaussiana, di medjae di varianzar?.

Possiamo calcolare la funzione generatrice dei momenti della funzione
di distribuzione gaussiana, infatti

1 oo (=)’
M(t) = / e 3t da

o\ 2w

e, operando il cambio di variabifi-* = u, da cuiz = ou + p,

1 +o00 . . w2
Me(t) = et e s odu =
oV21 J -
1 +oo w? 1 oo 1 2
-0 etu etaue— 5 du = etu 62(2tcru—u )du _
o\ 2T o0 V2 o0
1 Too 2,2 2,2 2
_ 6t,u 65(0 t*—c?t*+2tocu—u )du _
V2T S
1 1,242 Foo 1 2
— 6tu+§a t 675(750711) du =
\ 2T —oo
1 12,2 12,2
— et,u+50 t /27'(' — etu+§a t
V2T

5. Due distribuzioni discrete

5.1. Ladistribuzione multinomiale. Consideriamo un esperimento che
possa averé possibili esiti, che indichiamo con

con probabilia

D1, P2y +eeen » Dk ) p1+p2+ ... + e =

e supponiamo di replicarlo pervolte; consideriamo la variabile aleatoria
¢ che restituisce la—pla di valori

1,192,y ... , Mg, , ny +no + ...... +n=n

doven; € il numero di volte in cui sé verificato I'eventa4,.
La funzione distribuzione di probabitdi ¢ € data da
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n!

5.2. La distribuzione ipergeometrica. Consideriamo un’urna conte-
nenteb palline nere ew palline bianche e supponiamo di estrarre per
volte una pallina rimettendola. dopo ogni estrazione, nell’'urna.

Consideriamo la variabile aleatogache restituisce il numero di volte
in cui si e estratta una pallina nera; allora la deqsit probabilia di ¢ si
puo calcolare mediante la

n b \"/ w \""
o =re=0=(3) (r2) (2) -
n\ bFwn*k
- (k‘> b+ w
non appena si ricordi la distribuzione binomiale e si tenga presente che
b w
P=vrw 0 TThrw
Qualora I'esperimento si ripeta senza rimettere la pallina estratta nel-
I'urna, (campionamento senza ripetizione), sbpedere che la denaitdi

probabilita della nuova variabile aleatogahe conta il numero delle palline
nere estratté

b w

(1) (25

(")

p(k) =P(E=Fk) =

Si calcola anche che

nb

b+ w

o nbw(b+w—n)
S T b+ wrbtw—1)

/"L:

6. Le distribuzioni legate ai test statistici.

6.1. Ladistribuzione y2. Si tratta della distribuzione di probabditi
una variabile aleatorig? che restituisce la somma divariabili aleatorie
& indipendenti, aventi distribuzione gaussiano con mé&devarianzal
(distribuzioni normali standardizzate).

=8+ +.. +&
La funzione di distribuzione della variabile aleatoxiaé data da
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1 tl//2—let/2 t>0

o(t) = {Wr(u/z)

0 altrimenti

v rappresenta i gradi di libext media, varianza e generatrice dei mo-
menti sono date da

MA(t) = (1—2t)""

6.2. Ladistribuzione T di Student. E la distribuzione di una variabile
aleatoridl’ che restituisce il rapporto

3
Vnfv

dove¢ e una variabile aleatoria con demsiti probabili gaussiana normale
(media0 e varianzal) edn € una variabile aleatoria con distribuziogea
v gradi di liber&,

La funzione di distribuzione della variabile aleatdfia data da

@(t)=%<l+§)

v rappresenta i gradi di libext media e varianza sono date da

T —

p=20
1%

0'2:

v—2

6.3. La distribuzione F di Fisher. E la distribuzione di una variabile
aleatorial’ che restituisce il rapporto

F— 51/1/1
N2
dove¢ ed&, sono variabili aleatorie con distribuzioné a v, e v, gradi di

liberta, rispettivamente.
La funzione di distribuzione della variabile aleatofia data da

T(1/2)T(v2/2) 1

v1t+vg
@(t) _ F( 2 ) VV1/2V§2/2t1/2/2—1(1/2 + I/lt)_(V1+V2)/2 t>0
0 altrimenti

media e varianza sono date da
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Vo

ILL:I/Q_Q

0_2 _ 2V22(V1 + Vo — 2)
Vl(l/g — 4)(1/2 — 2)2

7. Ladistribuzione ~.

La distribuzioney e definita, pery, 5 > 0 da

toele=t/B >0
o(t) = . .
0 altrimenti

media, varianza e generatrice dei momenti sono date da

p
o 3
My(t) = (1= 5)

S~
I

«
«

8. Ladistribuzione (.

La distribuziones e definita da

G V) | P B { Poth) ja-1(] — 4)8-1 <t <1

o(t) = B(a,0) T(a)T'(B)
0 altrimenti 0 altrimenti

media e varianza sono date da

o«
M_a+ﬁ
2 af

(a+B)(a+B+1)

Si vede anche la sua moda&%.

9. Variabili casuali con distribuzione assegnata.

Qualora sia necessario utilizzare dati generati casualmente con funzione
distribuzione di probabilé fissata, possiamo procedere come segue.
Sia¢ la distribuzione che si vuole considerare e sia

Flz) = /_ "ot
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la funzione di distribuzione cumulativa; allora si ha

Pla<é<b)= / o(t)dt = F(b) — F(a)

e quindi
P(F o) <E<Fb)=b—a

Pla<FE)<b=b—oa
Pertantal'(£) ha una distribuzione uniforme e quindi poich

¢ =F(F()

possiamo generare valori distribuiti con deasiti probabili& ¢, consi-
derando valori generati con demsitiniforme ed applicando a tali valori
F1L

Tale procedimento noe tuttavia applicabile, ad esempio, per deter-
minare valori distribuiti con densitgaussiana in quanto n@npossibile
determinare esplicitamenfé! nel caso in cui

1 v 2
F(I):\/—2_7T/ €_t /th

In tal caso, che peraltre di rilevante importanza possiamo osservare
che se en sono variabili aleatorie indipendenti con distribuzione gaussiana
normale, allorg¢, ) € una variabile aleatoria la cui funzione distribuzione
di probabilitie

Ry
2T

Pertanto

1 2 2 ]. 2
= — 7(t +s )/2 [ J— 7(/) )/2
P((&m) € A) = o // e dids = // pe=2dpdo
A B

dove B ed A sono I'uno il trasformato dell’altro rispetto al cambio di varia-
bili in coordinate polari.

Ne viene che possiamo identificare due nuove varigiili©) la cui
densit di probabilib & data da

1 e 1 —(p?
goe W = () (e PI) = f(B)g(p)
dove
1
F0) =5
9(p) = pe” P2

Quindi per quanto visto in precedenza, per generare valori casiak di
di R possiamo utilizzare valori uniformemente distribditdr e applicare
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a tali valori le funzioniF—* e G~1, rispettivamente, dove

t t
F(t) = / f(s)ds = 2mt , G(t) = / g(s)ds =1 — ot/
0 0
Si ha allora
Fis)= 2 . GMs)=+/2m(l -3
27
e le variabili

=V on(2) 1= TR ()

doves et sono distribuite uniformemente, risultano distribuite con dansit
gaussiana di mediae di varianzal.

10. | test statistici

Consideriamo il seguente esempio.

Supponiamo di voler determinare se una morgetiaiccata lanciandola
un numeraV di volte ed osservando il risultato dei lanci.

Possiamo definire truccata una moneta in cui la probakdiiuscita di
T, che chiameremg e diversa dalla probabdidi uscita diC' chee g =
(1 — p). Saa quindi truccata una moneta per la qualg 0.5.

Osserviamo comungue che allo scopo di ottenere benefici da una scom-
messa potremmo anche essere interessati a conosgere 86 o equiva-
lentemente sg < 0.5.

| dati di cui vogliamo individuare qualche caratteristica, la popolazione
(il nome deriva dalle origini dello studio statistico), sono costituiti da tutti i
possibili lanci della moneta in questione.

| dati di cui disponiamo sono costituiti dalle uscite deyjlianci osser-
vati, campione.

Del campione siamo in grado di conoscere la distribuzione di prokzabilit
chee una distribuzione discreta binomiale la cui meglja= Np e la cui
varianzaé o = /Npxq.

Calcoliamo la probabilé che la variabile aleatorigche restituisce il
numero di teste uscite neghi lanci sia compresa traedm.

Avremo che

P01§€§7m==§i(i>p%N*

k=n
e quindi, se ad esempi® = 100, n = 45,40, 30, m = 55, 60, 70,
P45 < € < 55) ~0.73
P(40 < £ < 60) ~ 0.96
P(30 < ¢ < 70) ~ 0.99

Possiamo quindi affermare che
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¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiosé a inferiore a45,
si e verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilid di verificarsi dell 00 — 73 = 27%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiosé a inferiore a40,
sie verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilid di verificarsi dell00 — 96 = 4%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiore a inferiore a30,
sie verificato un evento che, supponendo la moneta non truccata,
ha la probabilia di verificarsi dell00 — 99 = 1%

e potremmo in base a queste considerazioni concludere che

¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiofe & inferiore a
45, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativita del73%

¢ nel caso il numero di teste uscite sia sia superigieé a inferiore
a 40, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativita del96%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiof® & inferiore a
30, siamo fiduciosi che la moneta sia truccata con un livello di
significativia del99%

Abbiamo in altre parole usato la variabgehe restituisce il numero di

teste uscite per stimare la verideciell'affermazione:
La moneta no® truccata

Chiamiamo la variabilé stimatore e I'affermazione "La moneta nén
truccata” Ipotesi

Osserviamo che accettare che la moneta sia truccatayigettare I'i-
potesiH, che "La moneta no® truccata” con un livello di significativat
del 99% non vuol dire essere certi che la monet&ruccata con iD9% di
possibilia in quanto nore tra I'altro affatto chiaro rispetto a quale spazio
tale probabila sia calcolata.

Potremmo anche calcolare la probahilghe il numero di teste uscito
sia compreso tra edm utilizzando il fatto che la distribuzione binomiale
si puw approssimare con la distribuzione normale.

In tal caso dobbiamo normalizzare i dati osservando che

P(ngggm)zp(n_Np<€_Np<m_Np):

vVNpg = /Npg = +/Npgq
m — Np n— Np
~o("mr) - (")
Npq Npq

1 v 2
G(Z’) = E/ €_t /2dt

e la funzione distribuzione cumulativa normale standardizzata (gaussiana).

dove
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Otterremo i seguenti risultati che differiscono di poco dai precedenti

P(45 < £ < 55) ~ 0.68
P(40 < € < 60) ~ 0.95
P(30 < € < 70) ~ 0.99

e potremmo trarre conclusioni simili alle precedenti.
Qualora fossimo interessati a verificare l'ipotéia fronte dell’ipotesi
H, che la probabila di successp sia inferiore &.5, potremmo calcolare

P(¢ < 55) ~ 0.86
P(¢ < 60) ~ 0.93
P(¢ < 70) ~ 0.99

e concludere

e nel caso il numero di teste uscite sia superio¥s asiamo fidu-
ciosi che la moneta sia truccata cpn> .05 con un livello di
significativita del86%

e nel caso il numero di teste uscite sia sia superioge, asiamo fi-
duciosi che la moneta sia truccata gon> .05 con un livello di
significativia del98%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiof@ asiamo fidu-
ciosi che la moneta sia truccata cpn> .05 con un livello di
significativita del99%

Questo esempio mostra come sia possibile trarre conclusioni sulle carat-
teristiche di una popolazione (I'esito di tutti i possibili lanci di una moneta)
esaminandone soltanto un campione (I'esito di un numero finito di lanci
della moneta) e stimando le caratteristiche mediante la somma degli esiti (

nel caso dil’, successa) in caso contrario).
Per poter procedere occorre precisare meglio i concetti di popolazione,

campione e stimatore.

10.1. Popolazioni.Diciamo chee assegnata una popolazionessas-
segnato un insient# ed una variabile aleatorgadefinita su/.

Chiamiamo popolazione l'insiemgi/).

Se ad esempio siamo interessati a stimare il diametfbderette di
acciaio contenute in un cuscinetto, possiamo indicare ciascuna sferetta con
un indice e considerare la popolazione i cui elementi sono

{517 S92, 83, 54, S5, S6, S7, S8, 89}
In questo castf e costituito dalle sferette

U= {817 $2, 83, S4, S5, 56, S7, S8, 59}



10. | TEST STATISTICI 293

e possiamo considerare la variabile aleatgr@ne associa ad ogni sferetta
il suo diametrct (k) = dj, in modo che

g(“) = {d17 d27 d37 d47 d57 d67 d77 d87 dg}

La variabile¢ descrive la popolazione che stiamo esaminando.

Se fossimo interessati a studiare il diametro delle sferette che costitui-
scono la produzione mensile di una macchina, sarebbe molto scomodo elen-
carle tutte e quindi potremmo descrivere la popolazione assegnando per la
variabile¢ una funzione di distribuzione, ad esempio gaussiana di medio
e varianzar?.

Nel caso del lancio della moneta la popolazi@neostituita da tutti i
lanci.

10.2. Campioni. Data una popolazione definita dalla variabile aleato-
ria £ sullo spazia/ diciamo chee assegnato un campione di taglisse
sono assegnatevariabili aleatorieX, Xs, ...., X,, sullo spazid/{ Indichia-
mo conX lan-pla delle variabili aleatori&;, X5, ...., X,, che costituiscono
il campione.

Ad esempio possiamo considerare

e X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
sferetta scelta ity

e X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
seconda sferetta sceltalinh

e X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una
k-esima sferetta scelta i

Nel caso del lancio di una moneta il campianéato dalleV variabili
aleatorie che restituiscono gli esiti deglilanci effettuati.

10.3. Stimatore. Diciamo chee assegnato uno stimatore, o riassunto
campionario, s& assegnata una funziope= ¢(X;, X, ...., X,,) dellen
variabili aleatorieX;, Xs, ...., X, che costituiscono il campione.

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle sfe-
rette considerando la media dei diametri dellsferette di cui abbiamo
esaminato il diametro per costruire il campione.

In tal caso

1 1
X =¢(X1, Xo,..... X)) = E(Xl +Xo+....+X,) = E(dl +dy+....+dy)

Nel caso del lancio di una moneta lo stimatéreostituito dalla somma
dei risultati di ciascun lancio, per cuié il numero di successi ottenuti su
lanci.

Uno stimatore € a sua volta una variabile aleatoria.
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Uno stimatore spesso usa@ostituito dalla media dei campioni, come
visto nell’esempio delle sferette); indicheremo tale stimatore con

1
X= (X4 Xo o+ Xy)

11. Risultati sulle distribuzioni campionarie

Si consideri una popolazione individuata da un a variabile aleat@ta
un insieme/

un campioneX = (X, Xo, ...., X,,) di taglian estratto dalla popolazio-
ne individuata dg edi/

Si possono provare alcuni fatti:

11.1. Seu = E(¢) € la media della popolazione €4d € la media
campionaria

- 1

allora

X

~ 11.2. Se¢ e distribuita normalmente con medlia varianza* allora
X é distribuito normalmente con medice varianzar?/n.

11.3. Se¢ e distribuita con media e varianzar? (anche non normal-
mente) allora

X —p
ovn

e asintoticamentey(> 30) distribuito normalmente con mediee varianza
a?/n.

11.4. Se¢ e distribuita normalmente con mediae se

(X=X + (X —X)2+ .+ (X, — X))+

S:

e la varianza campionaria, allora la variabile aleatoria

X —p
Svn—1

ha una distribuzione di probabéitdi Student com — 1 gradi di libert.
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11.5. Se¢, & sono due popolazioni normalmente distribuite con va-
rianzaoc?, o2 e seX;, X, sono due campioni di tagliau edn rispettiva-
mente estratti dalle due popolazioni, allora la variabile aleatoria

(mSt/((m —1)o¥)
nS3/((n — 1)o3)
ha una distribuzione di probabditdi Fisher com — 1, m — 1 gradi di
liberta.

11.6. Supponiamo di disporre di un certo numero di dati in base ai
quali la probabilia di accadimento di un eventd, e x;, e supponiamo
di voler verificare se la distribuzione di probatiliti tali eventi ha una
funzione densi di probabilit¢ in base alla quale la probabdiattesa degli
eventiA, e&;.

Possiamo considerare che la variabile aleatoréescrive la popola-
zione degli eventi possibili di cui i valori; costituiscono un campione e
possiamo considerare come stimatore la variabile aleatoria definita da

= (G —a)” | (& I2)2+7 R z)?
a1 T2 Tp
a proposito della quale possiamo affermare che ha una distribuzione di
probabilita 2
e n — 1 gradi di liberg, nel caso in cui della distribuziorgesiano
noti i parametri
e n — 1 — m gradi di liberfy, nel caso in cui della distribuziorge
si debbano ricavare i parametri per mezzorddati dei riassunti
campionari.

Per avere informazioni su una variabile aleat@riaecessario conosce-
rene la distribuzione di probab#it

Possiamo, per analogia con quanto visto in precedenti casi, congetturare
che la variabile aleatoria in esame abbia una particolare distribuzione di
probabilia, tuttavia avremo successivamente la neceshitverificare se
tale congettur@ ragionevole.

In altri casi pw accadere di aver bisogno di verificare la ragionevolez-
za di una ipotesii, mediante affermazioni del tipo "sH, € vera allora
la variabile aleatorig ha una distribuzione di probabditdi un certo tipo
(Gaussianay?, T, F)”

In ogni caso, stabilita la funzione di distribuzione di probadithe si
vuole sottoporre a test, si procede come segue:

e siindividua la precisione con cui si vuole procedere: se ad esem-
pio si fissae = .05 significa che si vuole essere certidalt
e siindividuanoa, (3 in modo che

Pla<&<B)=.95

e Si estrae un valore pére se tale valore cade jn, 5] si accetta
I'ipotesi, in caso contrario si rifiuta.
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11.7. Il Test x2. supponiamo di disporre di una serie di dati e di vo-
ler verificare se essi sono distribuiti in accordo con una certa ipotesi che
chiamiamoH;.

Come esempio possiamo adottare il famoso esperimento di Mendel:

Mendel incrocio tra di loro due tipi di piselli ciascuno dei quali aveva
due caratteri

¢ |la forma (Rotondo o angoloso, R oppure a)
e il colore (Giallo o verde, G oppure V)
Egli supponeva che

e Rotondo e Giallo fossero caratteri dominanti (distinti dall’ini-

ziale Maiuscola)

e angoloso e verde fossero caratteri recessivi (iniziale minuscola)
egli supponeva cie che dall'incrocio di due piante si ottenesse una tef
za pianta con i caratteri scelti tra i dominanti delle due che I'avevano
generata.

Mendel ottenneb56 piselli che classific secondo i caratteri appena
descritti nella seguente tabella

| Caratteri | Frequenza osservata
Rotondo Giallo 315
Rotondo verde 108
angoloso Giall 101
angoloso verde 32

TABELLA 29.1. Risultati dell’'esperimento di Mendel.

| tipi di piselli possibili sono pertantad ed i possibili incroci sona6 e
possono essere elencati nella tab&lal dove accanto alle caratteristiche
delle pianteA e B incrociate sono riportate le caratteristiche dell'incrocio.

|A|+|B[—~]C|
RG|+ | RG| — | RG
RG|+| Rv|— |RG
RG|+ | aG | — | RG
RG|+| av| — | RG
Rv|+ | RG|— | RG
Rv|+ | Rv|—|Rv
Rv|+|aG| — | RG
Rv|+| av|— | Rv
aG |+ | RG| — | RG
aG|+ | Rv|— | RG
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aG|+ | aG | — | aG
aG|+| av | — | aG
av| + | RG| — | RG
av|+ | Rv|— | Rv
av|+ | aG | — | aG
av|+ | av | — | av

TABELLA 29.2. Possibili incroci.
Dalla tabella si evince che

un pisello Rotondo e Giallo si presentadicasi sul6
un pisello Rotondo e verde si presentaicasi sul6

un pisello angoloso e Giallo si presentainasi sul6
un pisello angoloso e verde si presenta taso su 6

per cui possiamo dire che

9
P(RG) = 1556 = 32175

P(Rv) = 1%556 = 104.75

3
1

e possiamo affiancare alle frequenze osservate nella taiellée fre-
qguenze previste per ciascun caso:

Caratteri Frequenza osservatdrequenza previstaDifferenza
fo fp fo — fp
Rotondo Giallo 315 312.75 2.25
Rotondo verde 108 104.25 3.75
angoloso Giallg 101 104.25 -3.25
angoloso verde 32 34.75 -2.75

TABELLA 29.3. Risultati dell’'esperimento di Mendel e
frequenze previste.

Possiamo ora chiederci se i dati sperimentali confermano I'ipotesi che
abbiamo fatto sui caratteri delle due piante:

Rotondo dominante e angoloso recessivo,

Giallo dominante e verde recessivo.

Si pw vedere che lecito supporre che la variabile aleatoria

fo - f
gk = pa
Vi
segue una distribuzione gaussiana con me&aarianzal.

Pertanto la somma dei quadrati dellevariabili aleatorie indicate in
tabella29.3segue una distribuziong® con3 = 4 — 1 gradi di libert.

k=1,234
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Calcoliamo quindi
,  (315—312.75)* (108 —104.25)% (101 —104.25)> (32 —34.75)%

_ ~ 0.4
X 31275 10425 10425 | 3475 047

e consideriamo la tavola che fornisce i valoridicon3 gradi di liber.
Possiamo osservare che la tavola fornisce l'indicazione che

P(x? < .352) = .05
P(x* < .584) = .10

per cui
P(x* < .352) < P(x* < A7) < P(x* < .584)

e pertanto possiamo concludere che se gli eventi fossero casuali avrem-
mo trovato un evento che accade con probabitiaggiore deb% ma mi-
nore del10%, per cui possiamo affermare che lipotesi fattabpessere
accettata al livello de&90% ma deve essere rifiutata al livello del%

Un secondo esempio di applicazione del t¢’ssi trova considerando il
seguente problema:

Si supponga di lanciare un dado a forma di tetraedro per100 volte e di
ottenere le seguenti uscite:

(1]2]3]4]
23] 26] 24| 27|

TABELLA 29.4
Ci si pone il problema di stabilire se il dadoé non truccato.

La frequenza attesa per ciascuno dei punt&‘rsg@i2 = 25 e possiamo
quindi calcolare

, (23252 (26-25)2 (24—25) (27— 25)?
_ ~ 4
X 55 95 7 95 T o5

dalla tabella dei valori di? con4 — 1 = 3 gradi di liber si ottiene che
P(x? < .352) = .05
P(x? < .584) = .10

per cui
P(x* < .352) < P(x* < .4) < P(x* < .584)
per cui, come prima, se il dado fosse truccato, avremmo sperimentato
un evento la cui probabiftdi accadimenté compresa tra 8% ed il 10%,
per cui possiamo affermare che I'ipotesi fattamssere accettata al livello
del90% ma deve essere rifiutata al livello d&l%



CAPITOLO 30

IL TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

Il teorema del limite central@ un risultato di grande importanza in
guanto sancisce il fatto che la sovrapposizione di un gran numero di va-
riabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce ad una variabile
con distribuzione normale (gaussiana).

Piu precisamente possiamo dire che

Siano

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di probebilit
con medig: e varianzar?.

Siano
m, N2, ..... y Nin
le corrispondenti variabili normalizzate
&
Nk =
o

e consideriamo la variabile aleatotjalefinita da

:771+772+...+77n
NLD

(Poicke E(n;) = 0 avremo cheE((,) = nE(m +n2+ ... +m,) =0 e
inoltre, poicke Var(n;) = 1 avremo ché&/ar(n; +n2+ ... +1,) = n e quindi
Var((,) = 1)

Siha

Cn

Gt bt

C’ﬂ \/EU

e si pw dimostrare che

1 A
lim Pla<( <f)=—— —/2q
niToo (O{ - C - ﬁ) \/%\/a € t

0 equivalentemente che

Iim Pla<& +&+ ...+, <b) =
oo ( _51 52 5 ) \/ﬁ anp

299
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1. Un esempio di applicazione

Dal teorema del limite centrale risulta che moltissime variabili aleatorie
possono essere approssimate mediante una variabile che abbia distribuzio-
ne, gaussiana.

Se ad esempio consideriamo la variabile aleatorene restituisce il
numero di successi in una serie/diprove bernoulliane con probabdidi
success@ e probabilia diinsuccessg = 1 — p, possiamo calcolare la pro-
babilita di ottenere un numero di successi comprese &dm utilizzando
la distribuzione di Bernoulli mediante la seguente formula

P(n<&<m)= Em: (]Ij)pkq”"“

k=n

E subito evidente che, se — n & grande no® facile portare a termine
il calcolo; per ovviare a questo inconveniente possiamo allora utilizzare il
teorema del limite centrale e sostituire alla distribuzione di Bernoulli una
distribuzione Gaussiana.

Procederemo considerangcome la somma dV variabili Bernoullia-
neg;

§=L+&E+HE+ .+

che assumono ciascuna valdigcon probabilia g ed 1 con probabilia p.
La media di ciascuna dellg sa@a ;. = p e la loro varianza sarc =

/Pq, pertanto

Pn<Em)=Pn<&+&+&+ ...+ <m) =

m—Np
1 rq - N - N
- \/ﬁre_wg/gdx:G(m p)_G n p)
Var foc VNV VN

dove

1 v 2
G(z) = E/ e 2 dx

e la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata i cui
valori si trovano tabulati.

Se ad esempio supponiamo di effettuafe= 100 lanci di una moneta
non truccata per cyi = ¢ = 1/2, possiamo valutare la probabélithe si
abbiano un numero di Teste compresortra 45 e m = 55 mediante la

55 — 50 45 — 50
P == g ) )

G(1) — G(~1) ~ 0.68

Abbiamo visto che, se la moneta rotruccata, su00 lanci possia-
mo aspettarci un numero di successi compresdiras5 con probabilia
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del 68% e quindi potremo dire che la probakdlithe i successi non siano
compresi tral5 e 55 € del32%.

Per verificare se la monegatruccata con un livello di significativitdel
32% potremmo allora effetture una serie di lanci e rifiutare I'ipotesi della
moneta non truccata se otteniamo un numero di successi maggigredi
minore di45.

Qualora volessimo una maggiore precisione , ad esempiéodedo-
vremmo avere

m— Np Gn—Np B

(F=—=) —Gl==) = 40
VN /pq VN /pq
e quindi dovrebbe risultare
- N - N
Gy 51907 e G =—"Py—5-2=3
VN /pq VN /pq
da cui N N
M= P _ sq e m—NP _ kg
VN /g VN /pq

Se ne ricava che
m =50+ 5% (.53) ~ 52 n=>50—5x%(.53) ~ 48






CAPITOLO 31

REGRESSIONE LINEARE: LA RETTA DEI MINIMI
QUADRATI

Siano assegnate coppie di dati (punti di R?)
(T1,91), (T2, 9Y2), -+ (Tny Yn)
e si consideri il problema di determinare I'equazione di una retta
y=ar+b
in corrispondenza della quale risulti minima la quantita

n

e(a,b) = Z(yl — ax; — b)?

i=1

¢(a, b) & una funzione convessa della variabilib) che tende a-oo per
(a,b) — oo e pertanto ammette uno ed un solo punto di minimo assoluto
che si po trovare annulland®e.

Per risolvere il problema dovremo pertanto risolvere il sistema definito

dalle equazioni
g_(; = Z?:l _2(?/1 — ar; — b)ﬂfz =0
% => 2y —ax; —b) =0
Ne viene che
S iy —ay o xr—by ;=0
Sy ad i —by 1=0

ovvero

(31.1)

{2?:1 Y = a Z?:l %2 +b 2?:1 i

Z?:l Yi=a Z:’L:l z; +nb

Dalla seconda dell@1.1si puo vedere che

nb = zn:yi — azn:xi
i=1 i=1

303
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ed anche
b— i1 Vi azzzﬁz — §— a7
n n
dove
7= Zi:l i ’ g= Zi:l Yi
n n

indicano la media dei valont; edy;, rispettivamente.
Dalla prima delle31.1si pw invece ottenere che

zn:xiyi:azn:x?—l—bzn:xi:
i=1 i=1 '
Yi Z?: Z;
_aZm —1—2@( =17 _q nl )

e
2
> - B Zh (3 >)
nnl’"—nl"n':annl’z— nl"
DT = DTy v DL DIE
i=1 i=1  i=1 i=1 i=1
ed infine

n Z?:l TilYi — Z?:l Li Z?:l Yi
2
n Z?:l x@z - (Z?:1 ;)

a =

Inoltre

= nZl 127~ (Zi=1 ;)

1 2
T ) (o, ) "Z Zyz <Z> 2.0

i=1 i

n n n 2 n
—nzﬂfzzfﬂzyz + (Z $z> Zyz
i=1 =1 i=1

=1
e se ne conclude che

b— n Z?:l x? Z?:l Yi—n Z?:l Ly Z:-L:l T;iYi
= 2
n Z?:l xzz - (E?:l ;)
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Ora, tenendo conto che

n

> (@i =)y —§) =
=1
= inyz‘ - nyi - inﬂ‘i‘ Zfﬂ =
i=1 i—1 i=1 i=1

= inyi — NITY — NITY + nxy =
i=1

- Zn: TiYi — NTY = Zn: TilYi — Liz1 i iz Yi
i=1 i=1

n

e che

n

n n n
E (xi—j)2:§ x?—QE i‘xﬁ—g =
i=1 i=1 i=1 i=1

n

n
= E x? —2nx +naz’ = g ri — ni?
i=1

=1

si ricava che

>ici(zi —2)(yi — ) _
> i (@ — @)
_ 1n D i1 Tili — D1 Ti Dy Yi _
n > iy ¥ — na?

_n D i1 Tili = D1 Ti Dy Yi
no.2 NOETAY
ny i —nt (=5

Pertanto possiamo esprimere b mediante le seguenti formule

=a

> (@i = 2)(yi ~ )
31.2 S
(31.2) Z(x —7)?
(= ar ~|Z—7b

La prima delle due uguaglianze premette di concludere:@i@varian-
te rispetto alla traslazione degli assi: €i@sanda: — xy edy — 1, in luogo
di z edy il valore dia non cambia.

La stessa trasformazione cambia invece il valore dome si vede dalla
seconda uguaglianza da cui si vede anche che la retta di regressione passa
per il punto di coordinatéz, ) chee il baricentro dei dati.
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Possiamo anche osservare che a meno di operare una traslazione dei dati
riportando I'origine degli assi nel baricentf®, y), possiamo supporre che

4 n
Z TiYi
a = =1
1. "
o >
=1
(b=0
Ora, siano

e 52 lavarianza dei dati;

e 52 la varianza dei datj,

2 _ Z?:l(yi - @)2

Y n

S

e s, la covarianza dei dafir;, v;)

_ 2@ = )i —9)

Spy —
Y n

Possiamo scrivere la retta di regressione nella forma

— s:l}y —
y—y=— (-1
SJJ
e se invertiamo il ruolo di e diy I'equazione diventa

Szy _
= S—g(y — )
)
Possiamo misurare la correlazione tra i dati utilizzando il coefficiente

definito da

T —x

(31.4) r= 2

525y

mediante il quale le equazioni delle due rette prima introdotte diventano

Chiaramente le due rette coincidono soltanto nel caso in cui
=1 cioe  r==+I
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e il fatto che questo acca@andice della correlazione dei dati éidel fatto
che i dati si trovano su una retta.

E ragionevole quindi stimare la maggiore o minore correlazione tra i dati
confrontando-? con1: pili 72 & vicino adl e pili i dati sono da considerarsi
linearmente correlati.

Possiamo inoltre misurare la dispersione dei dati attorno alla retta di
regressione mediante la

n Y
Sij — \/Zizl (yl yz)

n

dove
y; =ax; +b

Pertanto

o (yi — ax; — b)? -
S;w :Zzzl(y @ ) = Z(yf + a’z? + b — 2axy; — 2by; + 2abx;) =
’ n

=1
— En:yf + aQix? +nb* — Zaixiyi — 2b2n:yi + QQbixi) —
P —1 —1 P —
e per la definizione di e b
—§5ﬁ+f é(ﬁé%%—bﬁé%) + nb*—
i=1 i=1 i=1
- Qai:ziyi — szn:y,- + 2ab é (Zn:yZ — nb)] =
i=1 i=1 i=1
= Xn:yf + azn:xiyz- —~ abzn:xi +nb’—
i=1 i=1 i=1
— ZCLZ”:xiyi — 2b§n:yi + Qbiyi —mb? =
i=1 i=1 i=1
= iyf — aixy — abixi —nb? =
i=1 i=1 i=1
= iyf —aixiyi —b <aixi+nb> =
i=1 i=1 i=1
e ancora per la definizione die b

= ny - azﬂﬂiyi - bzyi
i=1 i=1 i=1
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Quindi

=30 rw b
=1 =1 =1
Si pw d’altro canto verificare che

n n

dovi—a) wyi—bY yi=Y (i—9’ —ay (z.—2)(y—7)
i—1 i—1 i—1 i—1 i—1
infatti

> wi—9)P—ad (z—7)(y—7) =

i=1 i=1
— iyf — 2y Y Yi —|—n§2 — aiﬂﬁiyi +ai$i%+
i=1 i=1 =1 1=1

—i—aijy,-—aifgj—
i=1 i=1

= y? =2 +ng’ —a Y xy; + anZy + anZy — anZy =
i=1 i=1

- Zzﬁ —ng* — aixiyi +aniy =
=1 =1

=Y yi—a) iy +ny(y—ar) =
=1 =1
= ny - az$iyi + nyb =
=1 =1
= ZZ/ZQ - azlﬂi?/z‘ +bzyi
=1 i=1 =1
Le precedenti considerazioni permettono quindi di affermare che
S;,x = ny - GZ%% - bzyi =
=1 =1 =1

=Y -9t e (@i - D) —9) =

2
ns, — aNSyy 5
= —————— =5, — Sy
n Y
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e dal momento che = s’:—y

x

Ne viene quindi che

e
2 =1 Z:L:l(yi - 95)2
> i (yi =)
D’altro canto
D wi—0*=> wi—vi+y -9 =
=1 =1
= Wi— )+ W -9 +2) (- v —9)
=1 =1 i=1
Poicte valgono le equazioni normdliL.1che definiscona e b
S wi—v) W —9) = (i — az —b)(az; +b—g) =
1=1 i=1
=(b-9) Z(yz —az; — b) +azl‘z‘(yi —ar; —b)
=1 =1
=(b—1y) (Z:yZ - aZazi —nb) +a szyz - afo —bei =0
=1 =1 =1 =1 =1
avremo

_ Do (Wi — y7)? _ i Wi —9)? = 3 (v — y)? _
> e (Y — 9)? > i (Ui — 9)?
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Possiamo anche calcolare, daédla4 che

n Z?:l TilYi — Z?:l Li Z?:l Yi

r = prng

\/(n Y= (0, xl)2) (” Do ¥ — (i %)2)

y—ry

\/(P - )7 - )
_ DD DT D Sy )
J(n S = (S ) (o5 o - (5 )

n !,/
Zi:1 x;y;

OIS STy




CAPITOLO 32

ANALISI DEI COMPONENTI PRINCIPALI.

Quando si esaminano i dati statistici relativi ad un elevato numero di ca-
ratteristiche di una popolaziogeopportuno considerare i dati in un sistema
di riferimento che ne metta in evidenza le caratteristiche salienti.

Supponiamo ad esempio di campionare una funzjose un intervallo
a, b]; dividiamo cic l'intervallo in2n — 1 parti uguali ed indichiamo con

a = tl,tg, ....,tgn =b

i punti mediante i quali tale suddivisioeoperata.
Consideriamo pon coppie di dati ottenute come segue

Pr=(f(t), f(t2)), Pa=(f(ts), f(ta)) s oo s P = (f(t2n-1), f (t2n))

E ragionevole che, se la funziokeontinua, ci siano piccole differenze
tra ascissa e ordinata di ognuno dei pudtie pertanto essi tenderanno a
disporsi lungo la bisettrice primi-terzo quadrapte- x.

Quindi potremo ottenere una rappresentazionespnificativa dei dati
se useremo come assi coordinati le bisettyicE x edy = —uz, cioe se
opereremo una rotazione 41i° degli assi.

Ricordiamo che s& = (z,y) sono le coordinate originali, si opera una
rotazione degli assi applicando una trasformazione lineare la cui matrice di
rappresentazione

Pertanto

V2 V2 V2 V2

AP = <7f(t1) + Tf(b)a —Tf(tz) + Tzf(b))

ed e evidente che delle due coordina&teilevante solo la prima, mentre la
seconda piccola.

Ne viene che si possono ricostruire i valori originali con sufficiente
precisione anche se le le seconde coordinate dei punti trasformati sono
trascurate.

Per illustrare il metodo occorre premettere qualche considerazione sulle
forme quadratiche,

311
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1. Forme quadratiche ed autovalori.
Sia A una matricen x n e consideriamo la funzione
f(u) = (Au, u) ,ue R”

f si chiama forma quadratica & e si puw vedere ché sempre possi-
bile supporre che la matricé che la individua sia simmetrica.
Infatti, ad esempio pet = 2, se

. a dl
= (4, )
edu = (‘;) avremo che

f(u) = (Aju,u) = az? + dizy + doyx + cy® = ax® + (dy + do)xy + ey’ =
= ax® + 2bzy + cy® = (Au, u)

a b
A=
b ¢
D’altro canto, sed e una matrice simmetrica possiamo verificare che

(Au,v) = (u, Av)

perb = (d, + d3)/2, da cui

ed inoltre
flu+h)=(A(u+h),(u+h)) = (Au,u) + 2{Au, h) — (Ah, h)
per cui
flu+h) — f(u) = 2(Au, h) + (Ah, h) = 2{Au,u) + ||h|lw(h)

conw funzione infinitesima pe — 0 (si ricordi che|(Ah, k)| < ||AR]|||A]|
edAh — 0 seh — 0).

Dalla definizione di differenziale si ottiene allora che differenziabile
e che

Vf(u) =2Au
Come caso particolare, se= I (la matrice identica) si ha
g(u) = (u,u) = ul* , Vg(u) = 2u
Consideriamo ora il problema di trovare

max u) = max (Au,u
g(u)71=of<) ||u||2—1:o< )

Per il teorema di Weierstra3, dal momento ¢hecontinua e chéu||? —
1 = 0 definisce la superficie della sfera di centro I'origine e raggichee
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chiusa e limitata, possiamo affermare che il massimo esiste:; Sipunto
in cui tale massimeé assunto

Aui,up) max (Au,u
T e

[l [|* =1

D’altro canto, il teorema dei moltiplicatori di Lagrange consente di
affermare che esistg tale che

Vf(u1) = MVg(ur)
per cui deve essere
Aup = Muy
Dal momento che la precedente equazierseddisfatta

e )\; € un autovalore di
e u; € un autovettore dit corrispondente all’autovalorg

Possiamo inoltre osservare che

| ﬁgai( 0<Au,u> = (Auy,uy) = (Mug,uy) = )\1Hu1||2 =\

u —1=

per cui)\; € il valore massimo assunto ddu, v) sulla sferd|u||? = 1
Consideriamo ora lo spazio vettoridle generato da,

Vi={\u; : A eR}
e lo spazio/;* ortogonale &/,
Vi={veR" : (v,u;) =0}

V- € uno spazio vettorial@: — 1)-dimensionale e la matricé definisce
una forma quadraticg suV,* in quanto
per ogniv € V- si ha

(Av,uy) = (v, Aug) = (v, \jug) =0

eAv e Vit
Se ora ripetiamo il procedimento pégr su V- possiamo provare un
nuovo autovalore, ed un nuovo autovettorg con le stesse caratteristiche
di A €uy.
Chiaramente si puiterare fino a trovare:
e n autovalori\(, Ao, ...., \,, decrescenti in valore
e n autovettordu,, us, ..., u,, UNO per ogni autovettore, che risultano
ortogonali tra loro.

Gli autovettoriuy, us, ...., u, formano quindi una base ortonormale con
la caratteristica che lungo il primo asse si trova il punto di massimo della
forma quadraticdAu, u) sulla sfera unitaria ifR?, lungo il secondo asse si
trova il massimo della forma quadrati¢du, v) sulla sfera unitaria iv;- e
cod via fino all'n—esimo asse.
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2. L'applicazione all'analisi delle componenti principali.

Torniamo ora ai nostri dat, = (u},u2,....,u}) € R" e cerchiamo di
individuare una combinazione lineare delle componenti

Qr = (Jqu,lC + agui + ...l + apuy
in modo che la varianza d); sia massima ( massima significatividella
variabile).
Definiamo

v; = Var(u},)
Cij = Cov(ui:, ui)

la varianza delle singole componenti e la covarianza delle componenti a due
a due e sid la matrice di covarianzadei dati definita mediante la

vl ci2 csz -0 cp

Co1 V2 Ca3 vt Cop
R =

Cpnl Cp2 Cp3 - Up,

Possiamo allora verificare che
Var(Qy) = (Ra, a)
dove

Var(Qy) € quindi una forma quadratica cui possiamo applicare il meto-
do visto nella precedente sezione e mediante tale metodo possiamo indivi-
duare in ordine decrescente di significatiMé componenti dei dati.

2.1. Un esempio.Per illustrare gli effetti del metodo consideriamo i
punti del grafico diin(t) nellintervallo [0, 27]; suddividiamo l'intervallo
in 199 parti uguali, in modo da individua®0 punti in [0, 27| e calcoliamo
i valori assunti dain(t) in tali punti.

Le seguenti istruzioni di Matlab producono come risultato un vettore
che contiene 200 punti in [0, 27|, ed i vettoriz edy che contengono i valori
assunti dain(6¢) nei punti pari e dispari rispettivamente

clear all;

step=2*pi/199;

t=0:step:2*pi;

xx=0:2*step: 2*pi;

yy=step:2*step: 2*pi,

X=sin(6*xx);

y=sin(6*yy);

Possiamo esaminare nel piano la distribuzione dei punti di coordinate
(x(k),y(k)) conk = 1,..,100 mediante le seguenti istruzioni

figure(1)

plot(x,y,'+);



2. LAPPLICAZIONE ALL'ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPALI. 315

axis([-2 2 -2 2));
che producono la seguente figlaa 1
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FIGUrRA 32.1.
Le istruzioni
R=cov(x,y);
[V,D]=eig(R)

calcolano la matrice di covarianZae le matriciV’ e D , doveV e la
matrice le cui colonne sono gli autovettorifdie D € una matrice diagonale
con gli autovalori sulla diagonale principale; in altre parble la matrice
tale che
VR=RD ciogtaleche V'RV =D

La matriceV pertantoe la matrice di passaggio dal sistema di coordinate
originale a quello individuato dagli autovalori €.

Poiche ciinteressa tener conto della componente relativa al massimo au-
tovalore, di assicuriamo anche che l'autovalone giande sia in posizione
(1, 1) mediante le istruzioni

if D(1,1)>D(2,2)

w=V(;,1);

V(:,1)=V(,2);

V(:,2)=wv,

end

La matriceV/, quindi, pw essere usata per effettuare un cambio di base
che metta in evidenza le componenti principali.

Le seguenti istruzioni

r=[x(),y()I*V;
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tri=tr(:,1);
tr2=tr(:,2);
figure(2)
plot(trl,tr2,’r+")
axis([-2 2 -2 2]);
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FIGURA 32.2.

Calcolano i trasformatir1, ¢r2 dei punti(x, ) e li mostrano rispetto ad
una coppia di assi ortogonali coincidenti con gli autovettokdsi veda la
figura32.2.

Le successive istruzioni:

rtr=[tr1(;),tr2(:)]*inv(V);

rtrl=rtr(:,1);

rtr2=rtr(:,2);

figure(3)

plot(rtrl,rtr2,’g+’)

axis([-2 2 -2 2));

mostrano come applicando la trasformazione inversa i dati possano es-
sere recuperati (si veda la figusa.4.1).

Ora, possiamo osservare che la variazione della seconda componente
dei dati trasformate trascurabile rispetto alla prima, per cui, se la trascu-
riamo e applichiamo la trasformazione inversa ai dati privati di tale com-
ponente, otteniamo nuovi punti che differiscono di poco da quelli originali;
possiamo operare usando le seguenti istruzioni:

nu=zeros(size(tr2));

ntr=[nu(:),tr2(:)]*inv(V);
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ntrl=ntr(;,1);

ntr2=ntr(:,2);

figure(4)

plot(ntrl,ntr2,’rx’,rtrl,rtr2,’g+")

axis([-2 2 -2 2));

che forniscono anche una immagine dei nuovi punti come indicato in
figura32.4.1ed un confronto con i punti original2.4.2

32.4.1. 32.4.2.

FIGURA 32.4.

E interessante ora osservare come dai punti originali e da quelli privati
della componente meno significativa si possa ricostruire la funziafé)
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Le seguenti istruzioni
z=zeros(1,200);
zt=zeros(1,200);

for k=0:99
zt(2*k+1)=x(k+1);
end

for k=1:100
zt(2*k)=y(k);

end

for k=0:99
z(2*k+1)=ntr2(k+1);
end

for k=1:100
z(2*Kk)=ntr1(k);
end

figure(5)

plot(t,z)
figure(6)
plot(t,zt)

producono i due grafici riportati in figur@2.5 il primo dei quali ripor-
ta la funzionesin(t) ricostruita congiungendo con segmenti di ret@@
punti originali, mentre la seconda riporta il graficosti(6¢) ricostruito a
partire dai punti ottenuti applicando la trasformazione inversa ai punti prima
trasformati e poi privati della seconda componente.

32.5.1. 32.5.2.

FIGURA 32.5.

Come si veded evidente che la componente trascurata non ha peggio-
rato di molto il grafico, mentre la quarditdi dati necessari a ricostruire
l'immagine sie dimezzata.

Questo indica come @uessere sviluppato un procedimento che consen-
ta di immagazzinare dati (i punti del grafico della funzione) utilizzando al
meglio le informazioni che contengono.



CAPITOLO 33

Appendice

1. LE FORMULE DI WALLIS E DI STIRLING-DE MOIVRE.

Intendiamo qui provare due formule che sono di grande aitdd inte-

resse.

La prima, nota come formula del prodotto di Wallis, consente di indivi-

duare una successione di razionali che ha per limita seconda, dovuta a
Stirling e De Moivre, consente di valutare, con notevole precisione, n!.

cominciamo con l'osservare che la definizione di fattoriale consente si

affermare che

Si ha

(2n)!l = 2"n! : (2n— D! =

Possiamo provare il seguente teorema

TEOREMA 33.1. -Wallis - Posto

((2n)!1)?

= (2n — D220 + 1)

si ha .

limw, = -

11m w 9

Infatti sia
/2
Sn :/ (sinz)"dx
0

si ha

So=7/2 , s1=1
319
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ed anche

/2
Sn :/ (Sin :p)”—l(sin Ji)dm = —(Sin x)”_l COS:p|g/2+
0
w/2
+ / (n —1)(sinz)" *(cos x)’dx =
0

/2
=(n— 1)/0 ((sinz)" % — (sinx)")dz = (n — 1)(Sp_2 — 5,)

onde
n—1
Sp = Sp—2 , N =2
n
Pertanto
2n—1 2n—12n—3
Son = Sopn—2 = Son—4 =
2 on " op ap -2
2n—12n-3 1 (2n— D7
= e =So0 = ——————
on 2n—2"72707  (2n)l 2
Analogamente
_2n 2n—-2 2 (2n)!
S oy 12n— 1773 2n+ 1)
Ora, poicle
/2 T
0<s, = / (sinz)"dr < —,
0 2
mentre
w/2 w/2
Spil = / (sinz)"dx < / (sinz)"dx = s,,
0 0
si ha che

lims, =s €R.
Ma, come si verifica facilmente

o Sop+1 T
" Son 5
€ pertanto
limw,, = sm_T
52 2

Se ora osserviamo che si ha
(2"n!)%(2"n!)?
((2n)N2(2n + 1)

Wy =

da cui
(n!)222n (2n+1)

e VT YT

possiamo concludere che
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Si ha
(33.1) lim % =

Come conseguenza della precedente formula possiamo provare la For-
mula di Stirling chee di grande utilid per approssimare i valori del fatto-
riale.

Formula di Stirling-De Moivre

Si ha
. n"e "/ 2mn
lm—mm—— =1
n!
da cui
n! =n"e "V2mnb,, con lim 6, =1.

La verifica della formula di Stirling procede come di seguito illustrato.
consideriamo la funzioné/x sull'intervallo [n,n + 1]; la figura33.1
mostra come sia vera la disuguaglianza

2 1 Tty 1
2n+1 n+1/2 n T n

Ne segue che

1<(n+1/2)In(1+1/n)

1 n+1/2
e < (1 + —) .
n

Tenendo conto chia € una funzione concava, si ottiene,

ed

1
1+(1n2—|—ln3—|—...+ln(n—1))+§lnn2

3/2 n—1/2 n
2/ lnxdx—l—/ lnmlx—i—/ Inxdr =
1 3/2 n—1/2

:/ Inzder =nlnn—n+1=
1
=In(n"e™)+1

da cui
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33.0.1. " Lag 33.1.2. " dr =

1
n+1/2

+1/2

33.1.3. Areg A) = Area(B) 33.1.4. AreqC) > Area(d) =
Area(B) > Area(D)

FiIGURA 33.1. Grafici di funzioni di due variabili

n"e "\/n 1

n! -

Pertantou,, € limitata e possiamo di piprovare che crescente, verifi-
cando chey,;/u, > 1. Si ha infatti

Unpr  (n4+1)"e™ /n4+1  nl 1 ( 1)n+1/2 -1

0<u,=

Uy (n+1)! nte~n\/n e
Possiamo a questo punto affermare che

14 =
n

U, — u € R

e ne consegue che

U2

- .
Uon

Ma
ui  n*e*'n (2n)! ~ (@2n)lyn 1
92n

Ug  (n!)? (2n)%re—2n4/2n — (nh)22

7
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Da cui, per 1a33.1
2 1 1
w = lim % — lim = —

Uz, V2 V27

n"e "\/n . 1
n! V2T

Possiamo anche osservare che,

e si conclude che

Vn e N

< .398943

1 1
367879 < — —_—
=7 o =

=u <u, <limu, =
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