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CAPITOLO 19

INTRODUZIONE Al MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti pi interessanti del calcolo differenziaecostituito dalle equazioni differenziali:
si tratta di equazioni in cui I'incognita una funzione(x) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che
deve essere verificata, per ogniuna relazione tra la funzione stessa e la sua derivata pfima

L'esempio pu semplice e naturale di un problema di questo geaetato dal modello che descrive Ia
caduta di un grave.

Se consideriamo un punto di massagosto ad un’altezza dalla superficie terrestre e trascuriamo g

effetti della resistenza dell’aria, avremo che sul punto agisce solo la forza diegFavitmg.
L'esperienza mostra che il punto materidbfesi muove verso il basso; per descrivere il suo mo
possiamo considerare un sistema di riferimento che coincide con la retta che il punto percorre cade
Assumiamo l'origine in corrispondenza del suolo e consideriamo positive le altezze misurate dal ¢
La velocit con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta scelta come asse di riferimen

o(t) = i(t)

e la sua acceleraziome
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FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravit

Come ga detto, sul punto agisce la sola forza gravitaziodale mg.
Per le leggi di Newton si aarallora

ma(t) = —mg
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La 19.1e un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa impone una relazione che
volge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pa ricavare integrando due volte tt& t, = 0, es xassumiamo che il moto inizi
all'istantet, = 0.

Si ottiene

(19.2)

e

(19.3) x(t) = —%th + it + ¢

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci dei valayieper Questo si
puo fare utilizzando informazioni sulla veloaie sulla posizione iniziale del puntg. subito visto infatti
dalla19.2e dallal9.3rispettivamente che

(194) Vo = ZE(O) = C ho = l‘(O) = Cp
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Possiamo osservare che per determinare il moto abbiangbismgno di conoscere posizione
velocita iniziale del puntaP e cio corrisponde anche all’'intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puht muove sull’asse: seguendo la
legge

1
(19.5) x(t) —§gt2 + vot + hg

Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di conservazione dell’energi
L'energia potenziale del puntB, soggetto al solo campo gravitazionalgn ogni istante,

U(t) = mgx(t)

mentre la sua energia cinetiea

e la sua energia totale
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si mantiene costante durante il moto
1

(19.6) §m5c2(t) + mgz(t) = mk

Se conosciamo le condizioni iniziali ed hy siamo anche in grado di calcolare

1
k= émvg + mghg

La 19.6e una equazione differenziale, cheén grado di descrivere la posizionét) del puntoP in
ogni istante, tuttavia ricavare: da tale relazione piu difficile.

Possiamo riscrivere |1&9.6come
1
(19.7) 5&'02(15) =k — gx(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantita k — gx(t) deve mantenersi positiva e quindic(t) <
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Abbiamo cos ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazione senza risolverla, abbi
ottenuto ci@ una limitazione a priori per la soluzione dell’equazione.
Osserviamo anche che

x(t) = § e una soluzione costante dell'equazion&d.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad entrambi i membri
(19.8) z(t) = £/ 2k — 2gx(t)
e dividere per il secondo membro

(19.9) () +1
2k — 2gx(t)

Ora, se moltiplichiamo pey

gi(t)

(19.10) N
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ed integriamo tra, = 0 e, otteniamo

(19.11)

t .
/ 93(s) ds = +gt
0 \/2k —2gx(s)
dove tuttavia il primo integrale non puessere calcolato in quanto la funzione integranda dipende d

funzione incognita(t).
Possiamo integrare per sostituzione ponendo

u = x(s) : du = i(s)ds

osservando che per = 0 e s = t avremoxz(s) = z(0) = hy e z(s) = z(t), da cui si ricava che
vy = ++/2k — 2914, aVremo

(219.12) = tgt

w0 V2k—2gu
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A guesto punto possiamo calcolare l'integrale a sinistra ed ottenere che

(19.13) V2k — 2gx(t) — \/2k — 29z = Fgt

(19.14) vV 2k — 2gx(t) = £gt + vo

(19.15) 2k — 2ga(t) = (+gt + vo)”

(19.16) z(t) = S - (gt + vo)?

29

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in precedenza; il segtiot+gt Si
puo determinare dalla9.& poiche il moto avviene con continditil segno dowa essere lo stessodj.

La scelta del segno e la valididell’equazione si mantengono fino a quando la derivatdlj cioe
la veloci& non si annulla; questa eventualiton si verifica mai se, < 0 mentre ha luogo peg = 2 nel
caso in cuivy > 0.

In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano
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e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che rappresenta |savediiat
19.8

Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:
(1) se supponiamo che il moto abbia velagitositive
(19.17) z(t) = +/2k — 2gx(t)

(2) se supponiamo che il moto abbia velaaitegative

(19.18) &(t) = —\/2k — 2gz(t)

(3) se supponiamo che il moto abbia velaaitulla entrambe le precedenti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del modello e soluzione dell’equ
differenziale: infatti

E evidente che pett > ¢, la 19.17non pud pili rappresentare il moto del punto materiale P in quanto
il moto avviene con velocia negativa, il che none consentito dallal9.17
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L'unica soluzione prevista dalla19.17e quella costante che tuttavia in contrasto con I'evidenza de
fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazion&9.18per trovare la descrizione del seguit
del movimento.
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CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa trovare una funziohe sia
derivabile e per cui si abbia

con f, g assegnate.
Piu precisamente possiamo dire che

Sel,J C R sono intervalli apertie nonvuotiedf : I — R, g : J — R sono due funzioni, diciam¢
che risolviamo I'equazione differenziale a variabili separabili

(20.1) y'(z) = f(2)g(y(z))
se troviamo un intervallo I’ C I ed una funzioney : I’ — J tale che la20.1sia soddisfatta per ogni
xel
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Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfino anche un dato inizie
parla di problema di Cauchy.
Precisamente se

I,J C R sono intervalli aperti xqg € I,yo € J, f : I — Reg: J — R sono funzioni; chiamiamg
problema di Cauchy a variabili separabili il problema di trovare I’ C I edy : I’ — R, derivabile,
tali che

(20.2) {y'(w) — f(@)g(y(z) , Vaoer

y(xo) =%

Vale il seguente teorema di esistenza ed uaiditlla soluzione del problema di Cauchy a variab
separabili, per dimostrare il quale procediamo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di
consente di risolvere I'equazione.

La dimostrazione, in questo caso, moltogputile dell’enunciato, ma anche le condizioni di esisten
ed unicit della soluzione sono di fondamentale importanza.
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto chediano intervalli aperti e che

g(y) #0Vy € J.
Quest’ultima condizione certamente soddisfattagé continua e se(y,) # 0 a meno di considerare

un’intervallo J pii piccolo.

TEOREMA 20.1. Siano/,J C R, intervalli aperti, sianoxy € I, yo € J e sianof : I — R,
g : J — R due funzioni continue, supponiamo inoltre ¢fi@) +# 0, per ogniy € J.

Allora esiste un intervalld’ C I e una ed una sola soluzione: I’ — J del problema di Cauchy
20.2

DIMOSTRAZIONE.
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y € soluzione del problema assegnato se e solo se
y'(z) _
(20.3) 9(y(x)) f(z)
y(2o) = Yo

e cio si verifica se e solo se

x y’(t) N z
(20.4) | sy = [ s

se e solo se

y(@) g z
(20.5) /yo @ :/xo f(t)dt

se e solo se, detté e G due primitive di f ed1/g sul e J rispettivamente,
(20.6) G(y(z)) — G(y) = F(x) — F(xo)

R(G—G(yo)) e R(F — F(z0)) sono intervalli per la continuita delle medesime, entrambi contengor
0 e R(G) contiene0 al suo interno in virtu del fatto che G € strettamente monotona in quantgy = G’
ha segno costante inoltre= e invertibile.

Cio0 assicura che esiste un intervalld’, aperto e contenenter, in cui 'uguaglianza vale ed in tale
intervallo si puo scrivere che

(20.7) y(z) = G (F(z) + G(yo) — F(=0))-
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O

E importante anche ricordare due risultati di esistenza e di anécitui dimostrazione namopportuna
a questo punto, che possiamo tuttavia utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza ealdelieit
soluzione di un problema di Cauchy.
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Siano/, J C R, intervalli aperti, siano =y € I, yo € J e sianof : I — R, g : J — R due funzion
continue.

Allora esiste un intervallo I’ C I e una soluzioney : I’ — J del problema di Cauchy20.2.

Se inoltre g € C!,cioé se ammette derivata prima continua, allora la soluzioneé anche unica.
L'unicit a € anche assicurata dalla lipschitziani di ¢ cioe dalla condizione

(20.8) l9(z) — g(y)| < Llz —y|

Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, si pti dimostrare che una funziong
che abbia derivata prima limitata € lipschitziana: infatti se |¢'(c)| < L si ha

(20.9) l9(2) — 9(W)| = 19'(0)l|lz — y| < Llz —y|
Ricordiamo anche che sg € C', il teorema di Weierstral assicura cheg’| ( cheé continua) ammette
massimo su ogni intorno chiuso e limitato dix,

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a variabili separabili anche senz
cisi riferimenti ai dati iniziali seguendo essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza
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Siano f e g continue sugli intervalli aperti I e J e supponiamo chey(y) # 0 su J;
Consideriamo I'equazione a variabili separabili
(20.10) y' () = f(z)g(y(x))
Dal momento cheg(y) # 0in J, avremo che 1a20.10e soddisfatta in/’ se e solo se
y'(z)
= f €T
sy T
e, detteF' e G due primitive in I e J di f ed1/g rispettivamente, I'ultima uguaglianza e equivalente
a
(20.11) G(y(z)) = F(z)+c

con ¢ € R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due primitive differiscono per
costante).
Ora, se fissiamar, interno ad I e chiamiamoy(xg) = yo € J, posto

c=G(yo) — F(xo)

avremo che la20.11diventa
(20.12) G(y(z)) — G(yo) = F(z) — F(z0)

ed e verificata almeno in un intervallo I’ C I.
Infatti R(G — G(yo)) € R(F — F(xz¢)) sono intervalli per la continuita delle medesime, entrambi
contengono0 e R(G) contiene0 al suo interno in virtu del fatto che G e strettamente monotona i
quanto g = G’ ha segno costante inoltr&= e invertibile.

Pertanto possiamo ricavare

perz € I'.
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Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare, dinsieme di tutte le soluzioni dell’equazione
differenziale a variabili separabili considerata. Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’'equaz
considerata, che soddisfino dida condizioney(z,) = yo, o € 1, yo € J, € sufficiente considerare=
G(yo) — F'(zo) ed osservare che tale sceltadionsente di determinaré C [ tale cheF'(I')+c¢ C G(J).

In tal caso si risolve un problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non va trascurato di consid
guanto accade sgsi annulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre divideregperquindi in questo caso non si u
procedere @i dall'inizio.

E ragionevole limitarci al caso in cuj, € uno zero isolato dj, cioé se esiste un intorno i in cui g
non si annulla altre volte.

In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(z) = vo

e una soluzione dell'’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino duniaitche la sola
soluzione possibile.
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Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare I'esistenza di altre soluzioni; a questo
si procede studiando I'equazione pef y, e, giunti al punto di considerare

y(x) T
(20.13) / %:/ ft)dt

prima di procedere, occorre studiare I'esistenza in senso improprio dell'integrale a sinistra.
Le informazioni che abbiamo sull’integrazione impropria ci consentono allora di capire che:

e seg e infinitesima iny, di ordine« > 1. la primitiva G di 1/¢g non pw essere prolungata pe
continui@ iny, e pertanto la soluzione costa@&unica possibile.

e Se invecg € infinitesima iny, di ordinea < 5 < 1, 5 € R . Allora G puo essere prolungata pe
continuit iny, e, si pw procedere oltre.

Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale shesso utile per trovare
limitazioni a priori per soluzioni di equazioni differenziali che noresh grado di risolvere.
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LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I — R, funzioni continue/ intervallo, e siana: > 0,
xo € I; allora se

s <[ jf(t)y(t)dt‘ e

per ognix € I si ha
0 < y(z) < celbe FO]
per ognix € 1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiama: > x, ; dividendo ambo i membri per il secondo e moltiplicand
poi per f(x) si ottiene (si ricordi chg > 0, ¢ > 0)

y(x)f(z)
c+ [, fOy()

i [ (e [ rowto)| < s

= = f(x)
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Integrando ora tra, edx si ha
ln<c—|—/f dt) lnc</f
c—l—/ fyt)dt < celeo IO

<c+/ f(t) dt<cefwof(t
Sex < x4 si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cambiamento di segno.

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : [ — Rr continue,/ intervallo, e siar, € I; allora se

dt‘ Ve el

y(x) =0 Ve el
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DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) < /m f(t)y(t)dt‘ +c Ve>0

e pertanto
0 < y(z) < celdz O] Ve >0
per cui, al limite pex: — 07T, sihay(z) =0.

Se nel lemma di Gronwall si suppone

o < |[ f(t)y(t)dt' + (a)

conc, si prova che
0<y(z) < c(g;)e|ffo F(t)dt|
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CAPITOLO 21

ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

Consideriamo I'equazione

(21.1) y'(z) = ()
Osserviamo innanzi tutto chgx) = 0 & soluzione dell’equazione.

Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.2)
ed integrando tra, edx

(21.3)
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postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

y(z)
(21.4) / d—j =x— I
. s

(0)=yo

Poicte - & infinita ins = 0 di ordine2, noné integrabile ins = 0 (intendiamo con @& che non
e integrabile in intervalli che contengand. Pertantoy ed y, dovranno avere sempre lo stesso seg
soluzioni che partono con valayj positivi (negativi), imangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

(21.5)

(21.6)

dove si sia definito

Osserviamo inoltre che al variaredj edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7)

ed il loro graficoe indicato in figure?1.1

FIGURA 21.1.
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2. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.8) y'(z) = Vy(2)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.9)

ed integrando tra, edx

(21.10)
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postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

© ) y(z)
1.11 / — =1 —x
y(xo)=yo \/g

Poiche % e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

(21.12) 2y — 2y =7 — 10

1 1
dove si sia definito
c=2v/Yo — %o

Osserviamo inoltre che [al.13impone che deve essere

1 . .
§(x+c) >0 cioé > —c

Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) = i(a: + c)?

ed il loro graficoe indicato in figure21.2

FIGURA 21.2.
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3. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.15) y'(z) = z/y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.16)

ed integrando tra, edx

(21.17)
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postos = y(t), avremods = /' (t)dt e

y(z) 2 2
(21.18) / d_T_ %
y(zo)=yo \/g 2 2

Poiche % e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valOreAvremo

2
(21.19) 27 — 2% = % _

2 2
)

(21.20) N % + (Vi — )

dove si sia definito

2
)

C:\/y_o—?

Osserviamo che |a1.19impone che deve essere
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4

Osserviamo che al variare @j edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

2
x s sempre se >0
Z 4+¢>0  cioé P

|z| > —2¢ sec< 0

2

(21.21) y(z) = (x— + c>2

4
sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.3

Consideriamo I'equazione

(21.22) y'(z) = —zv/y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre > 0 e chey(z) = 0 & soluzione dell’equazione.
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2 e

FIGURA 21.3.

Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.23)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

ed integrando tra, edx

(21.24)

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

y(z)
(21.25) / ﬁ =
y

(w0)=vo \/g

Poichke % e infinitains = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (intendiamo con @ cheé integrabile
in intervalli che contengan@). Pertantay edy, potranno assumere anche il valOreAvremo

22 2
(21.26) 29 — 24/t = = 70

2

W o 7
(21.27) \/ﬂz—z-l-(\/%-i-?):—z—i-c
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dove si sia definito

22
c:\/y_o—l—EO

Osserviamo che 1a1.27impone che deve essere

4

P .
T . mail sec < 0
——+c>0 cloe {

|z] < —2¢ sec<0

Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dellequazione saranno pertanto date da

(21.28) y(z) = (—%2 + 0)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.4
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FIGURA 21.4.

5. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.29) y'(r) = V1 —-y*(2)

Osserviamo innanzi tutto che deve esgefe)| < 1 e chey(z) = +1 & soluzione dell’equazione.
Sey(z) # +1 possiamo separare le variabili
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(21.30)

ed integrando tra, edz

(21.31)

postos = y(t), avremods = y/'(t)

(21.32) /

Poiche \/_ e infinita ins = +1 di ordine1/2, & integrabile ins = +1 (intendiamo con & che
e integrabile in intervalli che contengadel). Pertantoy edy, potranno assumere anche il valaré.
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Avremo

(21.33)
(21.34)

arcsin y(z) — arcsinyp = * — xg
arcsiny(zr) = x — xp + arcsinyy = x + ¢
dove si sia definito
c = arcsinyy — o
Osserviamo che Ia1.34impone che deve essere

|z +¢| < T
-2
Osserviamo che al variare di edy, c pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.35) y(x) = sin(z + ¢)

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.5
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FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

N\ — o—@)* _
(21.36) yiw)=e !
y(lﬂo) = Yo
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Possiamo scrivere

se definiamof (z) = leg(y) = e ¥ —1;
Sihaf € C°(R) eg € C'(R), e quindi si ava una ed una sola soluzione per ogpic R edy, € R.
L'equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate pojeinde c e sostituendo;
avremo

0=e< —1

per cui la sola soluzione costaréig(z) = ¢ = 0.

Nel caso in cuiy, = 0 la soluzione costante anche I'unica soluzione del problema di Cauchy .

Se fissiama, = 0 edy, = 1. possiamo supporrgx) # 0 in un intorno di0 e separando le variabili
ed integrando tra edx si ottiene

(21.37)

(21.38)
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y(z) ds
/1 e 1 ¢

Studiamo ora la funzione integrale a primo memhfg) = |’ e_ﬁji—l.
Poicle I'integrandae definita e continua per# 0 e

1
lim

- -
s—0 et — 1

di ordine 4, l'integrale & divergente per i); ne segue che, essendo il primo estremo di integrazic
positivo, la funzioned definita pery > 0.
Inoltre

1
lim ———=-1
s—+oo 75 — 1

da cui l'integralee divergente anche pgr— +oc.

Sihainfineh(1) = 0 el/(y) =] fracle ¥ — 1 essendo l'integranda continua per 0, e tale derivata
risulta sempre negativa.
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Possiamo anche osservare che

4yPe v’
/
W) = =g > ©

per ogniy > 0, per cui la funzione risult@rconvessa; inoltre, poiéh

. / _
b
il grafico della funzione tendara diventare parallelo alla bisettrice del secondo e quarto quadrante)
Il grafico della funzione: € indicato nella figura;
Poiche deve aversi
h(y(z)) = =
il grafico della soluzione del problema di Cauchyasquello dell'inversa dh, come riportato nella figura
21.66.
Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al variare dei dati iniziglic
R. possiamo osservare che I'equazione datm’equazione differenziale autonoma, e quindiyge) e

soluzione, anchg(z + a) € soluzione per ogni € R.
Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono ancora soluzigni; per
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figbira
(Si noti che, se(x) & soluzione dell’equazione differenziale, t&lgure—y(—z), ovvero i grafici
delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origine).

Si consideri il problema di Cauchy

{y’(w) = 622,/y(@)

y(zo) =1

Si tratta di un problema a variabili separabili cpfx) = 622 definita e continua su tutt®, e g(y) =
/Y definita e di class€" pery > 0; pertanto essendg = 1, per il teorema di esistenza ed urégiesiste
una ed una sola soluzione del problema dato, per.agsiR.

Separando le variabili, pef(z) > 0, si ottiene

y' ()
y(z

= 622
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ed integrando tra edz

/O x y;jz)dtz /0 "6t dt

ovvero

2/ y(z) — 24/y(0) = 22° da cui y(x) =1+2°

Elevando al quadrato i due membrl, dopo aver osservata ehe® > 0 e cicez > —1, si ottiene
y(x) = (1 + 2%)? : z>—1
(si noti che la soluzioné prolungabile, in modo unico, cafiz) = 0 perz < —1).

Il grafico delle soluziong riportato in figura21.7




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

FIGURA 21.7.
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CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzéadiostituito dalle equazioni lineari. La
piu semplice equazione lineare@assere scritta nella forma

(22.1) Y (z) = a(@)y(z) + b(x)

Sea,b € C°(I), 'equazione22.1 ammette una ed una soluzione definita su tuttgquestae forse
una delle pil importanti caratteristiche di questo tipo di equazioni e si facilmente verificare, in questo
caso, direttamente.

Siax € I, edyy € R, e siaA una primitiva dia in 1. L'esistenza diA & assicurata dalla continaitli
a; ad esempio possiamo porigr) = f; a(t)dt.

La22.1¢é vera se e solo se

e 4@y (z) — e Pa(z)y(z) =

e ci0 € equivalente a
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Integrando trac, edz, si ottiene

AOy(o) =30+ [ WO Ot
)

ed infine
(22.2) y(z) = e 4® <y0+ / b(t)e=4® dt>

Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni dell’equézibsieottengono,
al variare diy, € R, dalla22.2.
Osserviamo anche chel&.2stessa po essere riscritta nella seguente maniera:

x
y(z) = yoe J3 a(t)dt e J3 a(t)dt / b(t)e™ I, a(s)ds dt
o
in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il cas@phnerale.
La 22.2costituisce, al variare diy, I'integrale generale dell’equazioize. 1.
| passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine superiore oppure sist
equazioni del primo ordine.
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Un’equazione lineare di ordinesi puw scrivere nella forma

(22.3) y™(z) = z": ay Y (z) + b(z)
il

doveaq;, b € C° mentre un sistema lineare di ordinesi scrive nella forma
(22.4) Y'(z) = A(2)Y (z) + B(z)

dove A(x) = {a;;(z)} e B(xz) = {b;(x)} sono una matrice ed un vettore i cui elementi sono funzia
continue su un intervalld; (scriviamoA € C*(I), B € C*(I) quando intendiamo pertanto affermare c
a5 € Ck(l), b; € Ck([) peri,j =1,.., n)

Il sistema po essere riscritto usando le componentrdiA, B, nella seguente maniera

vy () an(z) ap(r) ... aw(z)\ [1(2) bi ()

(22.5) y2(2) i a21:(x) a22:($) CLQn:(37) 3/25) " 52(:)

i@)/)  \am(@) an@) ... an@)/) \m@)/)  \ba@)
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ed anche, in forma picompatta
(22.6) vi(@) = ay(@)y;(z) + bi(z) , i=1,..n
=1

QualoraB = 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma
(22.7) Y'(z) = A(2)Y (2)
Quandor = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale lineare del primo ordine
postoA = (a1,) = a € B = b; = b, si scrive nella forma
y'(z) = a(z)y(z) + b(z)
Linsieme7 di tutte le soluzioni d22.4si chiama integrale generale del sistema .

Quando si associa al sistema o all'’equazione differenziale un opportuno insieme di condizioni i
parliamo di problema di Cauchy

(22.8)

Y'(z) =A(x)Y(x)+ B(x) , Vxel
Y (x0) = Yo
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Y™ (z) = an(z)y" () + ... + ar(z)y
(e2.9) {Z/(ﬂﬁo) =0, ¥'(%0) = Y1, ..,y " D (zo)

sono problemi di Cauchy.
Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per 'equazione di ardreeinfatti

(22.10) Yy (2) = an(x)y™ V(2) + ... + ar(@)y(z) + b(z)

una equazione differenziale lineare di ordine poniamo

(22.11) yi(x) =y V(@) , i=1,...,n.

(Per chiarire le idee osserviamo che sigayi(z) = y(x) , ... ,yn(2) = y™ Y (z)).
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Possiamo riscrivere I'equazione nella seguente forma

(y1(2) = y2(x)
ys(r) = ys(x)
(22.12)

(Yo (T)

ed anche come
non appena si sia definito

Az) =

al&x) aQim) ag&x) antx)

Vale il seguente teorema di cetiimportante in questo contesto solo I'enunciato.
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TEOREMA22.1. Siano Al — M™", B : I — R" continue e siana, € I, Y, € R".
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

(22.13) {Y'( )=A(@)Y(x)+B(z) , Vzel

Y(l’o) = YE)

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche per le equazioni diffe
lineari di ordinen.

TEOREMA 22.2. Sianoa;,b € C°(I),i = 1,...,nesianoxy € I, y; € R, ¢ =0,....,n — 1. Allora
esiste una ed una sola soluziope I — R del problema di Cauchy

y (@) = X0, ai(@)y (@) + b(@)
(22.14) {y(i)(xo) =y , i = O, ey — 1

Proviamo ora che l'insieme delle soluzioni di un sistema differenziale lineake|'citegrale generale
di un sistema differenziale omogeneo del primo ordineno spazio vettoriale avente dimensione ugue
al numero di equazioni del sistema stesso.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA 22.3. SiaA € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare del primo ordine

Y'(z) = A(z)Y (z);
siaS il suo integrale generale. Allor& € uno spazio vettoriale di dimensione

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare ch& € uno spazio vettoriale in quanto si vede subito ¢
sey € z sono soluzioni del sistema assegnato tali risultano anghe 3z ove «, 3 sono scalari.

Per provare che din§ = n e sufficiente osservare che, per il teorema di esistenza edaudslita
soluzione l'applicazione lineare

r-s —R"
definita da
['(Y) =Y () xg €1

e un isomorfismo. O

In base al teorema precedemeossibile affermare che ogni soluzione di un sistema differenzi
lineare omogeneo di equazioni inn incognite pw essere espressa mediante un combinazione linea
n soluzioni linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano ess#’, ..., Y, e sia(y;); la componentg-esima della-esima soluzione.
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Possiamo allora costruire la matrice

(22.15)

che indicheremo spesso come

considerando glY; come vettori colonna, e che si chiama matrice fondamentale del sistema assegn:
E possibile verificare che €& € una matrice fondamentale del sistema omoge@ieoallora si ha

(22.16) G'(z) = A(z)G(z)

Il sistema22.16e un sistema differenziale linearerdi equazioni inn? incognite.
Ogni soluzione del nostro sistema o#dlora essere scritta nella forma

Y(z)= G(z)C , CeR"
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ovvero, considerando le componenti,

n
yi(z) = Z (y5)ic)-
j=1
Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordinario del primo ordine
omogenee strutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA 22.4. Siano A € C%(I) B € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare no
omogeneo del primo ordine
Y(z) = A(z)Y(z) + B(z)
Sia7 lintegrale generale del sistema assegnato eSidntegrale generale del sistema omogeneo a
esso associato

sia ancoraz € C°(I) tale che

Allora
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e 7 e uno spazio lineare affine di dimensiaone

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente cheZ > Z + S; sia vicevers&” ¢ 7, e facile verificare ché” — 7
soddisfa il sistema omogeneo associato e pertentoZ € Sdacuiy € Z + S. O

DEFINIZIONE 22.1. SianoY7, Y, ....., Y, n soluzioni del sistema differenziale lineare omogeneo
Y'(z) = A(2)Y (2)

Chiamiamo determinante wronskiano, aigemplicemente wronskiano, associato allsoluzioni
assegnate il determinante della matrice

In altri termini

(22.17)

((@)n Wa(@)n

Proviamo ora una interessante progxidéel wronskiano.
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TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed @npst il sistema differen-
ziale lineare omogeneo

Y'(x) = A(z)Y ()
e sianoY,,Y5,....Y,, n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:

(1) Y, ..., Y, sono linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ognixz € [
(3) esister, € I tale chelV (z) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognifissato in/ I'applicazione lineare
r,:.s —R"

definita dal",.(Y') = Y (x). Per il teorema di esistenza ed urédit, € un isomorfismo.

e (1)=(2)
SeYi, ..., Y, sono linearmente indipendenti &) allora
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sono linearmente indipendentiRi* e perco
0 # det (DoY), ..., Ta(Ya)) = det (Yi(), ..., Yu(z)) = W(x)
per ogniz € [
e (2)=> @)
E owvio.
° (3)=(1)
W (xy) # 0 implica cheY;(zy), ..., Y,.(zo) sono linearmente indipendentiRi* e percd

Yi = 5 (Yi(20)), -, Yo = T, (Ya(2o))
sono linearmente indipendenti

]
Per il teorema precedengeessenziale ch¥, ..., Y,, siano soluzioni del sistema; sebanon fosse,
sarebbe vero solo che) = (3) = (1)
Che le altre implicazioni siano falge facilmente visto se si considera il wronskiano associato a
funzioniY; , : R — R? definite da

Yi(z) = (2, 22)
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oppure

z <0 x>0

Yi(z) = {(x2,2x) x>0 | Yi(z) = {(372,230) 2 <0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordine

TEOREMA 22.6. Sianoa;, b € C°(I) ,i = 1, ..., n, e consideriamo I'equazione differenziale lineare c
ordinen

y ™ (z) =) ai(x)y" "V (x)
=1
Sias il suo integrale generale, allor& € uno spazio vettoriale di dimensione
Sia

y™(z Zaly(l Y(z) + b(x)

la corrispondente equazione differenziale Imeare di ordineon omogenea, e sia il suo integrale
generale.
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7 e uno spazio lineare affine di dimensianed inoltre
T=2+S8

dovez e una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’equazione differenziale |
omogenea di ordine si pud esprimere come combinazione lineare doluzioniy, ..., y, dell’equazione

stessa che siano linearmente indipendenti.

dovec; € R
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DEFINIZIONE 22.2. Sianoy;, ..., ¥, n Soluzioni dell’'equazione differenziale lineare di ordimeomo-
genea

y ™ (x) =) ai(x)y" "V (x)
=1
Chiamiamo wronskiano associato alle soluzigni..., ,, il determinante

yi(z) @) a(e)

(22.18) W (z) = det e yéf“”) o)

| i " et
y' @) @) o T ()
TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed @neisianoy, ..., y, n
soluzioni dell’'equazione differenziale omogenea di ordine
n

y(@) =) ai(2)y" (@)

=1l

Sono fatti equivalenti:
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(1) 1, ..., vy, sono linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ogniz € I;
(3) esister, € I tale chelW (z) # 0.

Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, gyalorg, non siano soluzioni
dell'equazione, le uniche implicazioni ancora vere s@jo= (3) = (1)

| risultati precedenti assicurano la possilildi trovare I'integrale generale di un sistema non omog
neo non appena siano noti I'integrale generale del sistema omogeneo ad esso associato ed una s
del sistema non omogenedpertanto molto importante avere a disposizione uno strumento che cons
noto l'integrale generale del sistema omogeneo, di trovare una soluzione del sistema non omogene
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Sia G una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(z)Y (2)
exo € I. Una soluzione del sistema non omogeneo
Y'(z) = A()Y (z) + B(z)
e data da

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema non omogeneo della forma
Z(z) = G(z)A(x)
dove) : I — R" e derivabile, dov& aversi
Z'(x) = A(z)Z(x) + B(x)

e pertanto, poioh si pw verificare che la regola di derivazione del prodott® @ssere estesa anche &
prodotto righe per colonne, si ha

Z'(z) = G'(z2)\(z) + G(z)N (x)
deve essere

G'(2)\(x) + G(x)N (x) = A(2)G(2)\(z) + B(x)
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Ma G e una matrice fondamentale e quindi,
G(x)N(z) = B(x) e N(z) =G '(z)B(x).
Se ne deduce che se

ANz) = / m G~ (t)B(t)dt

Z e soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essen@@r)\' (z) = B(x), per il teorema di Cramer si ha

essendo
(%’—1)1 by (yi+1)1

(22.19) (yi—:1)2 b:2 (yi—i:-l)2

(yi—.l)n b.n (yi-i.-l)n
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e una soluzione del sistema non omogeaeata da

Y(x) = Z Xi(2)Yi().

Come conseguenza 6ke una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(z)Y (z)
l'integrale generale del sistema lineare non omogeneo
Y'(z) = A(2)Y (z) + B(z)
e dato da
Y(z) = G(x) (C+ /m G_l(t)B(t)dt) , CeR"
zo

Dovex, € I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai Héti;) = Y,

G_I(IE())YE)—I—/I G—l(t)B(t)dt)

zo
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Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione delle costanti arbitrage ¢
ovviamente essere applicato anche alle equazioni differenziali di oudio@ appena le si sia trasformate
in un sistema. Tuttavia per le equazianipi conveniente procedere direttamente; illustriamo qui
seguito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b, ¢ € C°(I) e consideriamo I'equazione lineare del secondo ordine

/" /
y'(z) = a(x)y'(x) + b(z)y(z) + c(z).
Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale omogenea as
ta; avremo allora a disposizione I'integrale generale dell’equazione omogenea nella forma
y(z) = i (z) + caya(w)
Cerchiamo soluzioni per I'equazione non omogenea nella forma

z2(x) = M@y () + Ao (2)ya(2)
Avremo

2= Nuy1 + Mys + Myp + Aays

e posto
ANy1+ Aoy =0
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si ha
2" = Nyh + Ay + Myl + Aoyl
Sostituendo si ottiene
A1+ Aoys + Myt + Aoy = Aayy + Asays + Abyr + Aobys + ¢
e, tenuto conto chg, ey, sono soluzioni del’'omogenea,
Ay + Mgy = c.
Ne viene che\] e \, devono soddisfare il seguente sistema

Ay + Agyp = ¢

da cui si possono ricavaré e \, e per integraziong; e \.

O®Close @Quit

Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre I'ordine di una equa:

differenziale lineare, qualora sia nota una soluzione dell’equazione stessa.

Ci occuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equazione del secondo

essendo I'estensione del metodo del tutto ovvia per equazioni lineari di ordine superiore.
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Consideriamo pertanta b € C°(/) e 'equazione differenziale di ordine 2

y'(z) = a(z)y'(z) + b(@)y(@).
Supponiamo nota una soluzionelell’'equazione, tale che(x) # 0V € 1.

Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella form@a) = u(x)z(x)
Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

w'z +2u'2 +u = av'z + au’ + buz
e, tenuto conto che e soluzione,
wz+2u'7 —au'z=0
Postov = u’ si ha
vVz4+v(22 —az) =0
e quindi, poicl z # 0,

/

v’ +U(2Z— —a) =0.
VA
Se ne deduce che deve essere

(= 2/ (1) T
0(z) = e Joo 25t Wz, A
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e quindi

Pertanto una soluzione sar

da cui si pw ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente.dge infatti

c12(z) + c22(x) /w :

- fgoa(s)ds _
G 5€ dt =0

per ognivz si ha, perr = x

c1z2(xg) =0 e ¢ =0
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Ne viene anche che

X 1 ¢
cgz(a:)/ —— el sy —
w (2(1))?

e c; = 0 in quanto il secondo fattore non @unai annullarsi, se # .
Possiamo pertanto scrivere l'integrale generale dell’equazione data come

) = 2(a) (er+a | EE s ).

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti
forma
Y'(z) = AY (z) + B(x)
Y'(z) = AY (x)

y™(2) =Y ay® (@) + b(x)
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n

v (z) =) ay® ()
k=1
In pratica l'integrale generale di un’equazione differenziale lineare di ordine

y(n) (z) = Z aky(k—l) (z)
k=1

si puw determinare come segue
(1) siconsidera il polinomio caratteristico associato all'equazione data

P(A) = X" =) apX!
k=1

che si ottiene sostituendo formalmente la quardigebrica\* ady® (z)
(2) sitrovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell’equazione (a coefficienti reali)

P(A) =0

Consideriamo ogni soluziong, .., A, con la sua molteplicit 1, .., u,
(3) in corrispondenza ad ogni valoke avente molteplicd i,
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e se) e reale si considerano le funzioni

(2221) yl(x) = ekx yQ(x) — xeAz ... yﬂ(aj) _ :L.,u—lekz

e se)\ = a+ 15 € complesso, allora anche il suo complesso coniugatay — »5e autovalore
in quanto i coefficienti dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

(22.22) uy(r) = e sin B ug(z) = xe*sinfr - u,(z) = 2" e sin B
(22.23) v1(7) = e cos Br  va(x) =z cosfr -+ vu(x) = T cos B
Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(4) Sitrovano cob
e in corrispondenza di ogni soluzione realg: soluzioni del sistema linearmente indipende
e in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua coni@gasaluzioni del siste-
ma linearmente indipendenti
(5) siano
Y1,Y2,Y3, - - -, Yn
le soluzioni trovate nei punti precedenti.
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Avremo che le soluzioni sono proprio in quanto la somma del numero delle soluzion
contate con la loro molteplicit & proprion per il teorema fondamentale dell’algebra.
La soluzione dell’equazione sapertanto

y(@) = cyi(x)
=1
In pratica l'integrale generale del sistefia= AY si pud determinare come segue
(1) sitrovano gli autovalori della matricé, A, .., A, e la loro molteplicié x4, .., zt,;

(2) in corrispondenza ad ogni valokedi A, avente molteplicé /.,
e se ) e reale si considerano le funzioni

(2224) Y1 (x) = €>\:c y2($) — xeAx .. y#(m) _ x,u—lekw

e se ) e complesso, allora anche il suo complesso coniugatotovalore in quanto i coeffi-
cienti del sistema sono reali, e si considerano le funzioni

22.25) u(z) = e*®sin fr  uy(x) = ze*®sinfBxr -+ wu,(zr) = 2 1e*sin Bz
( "

(22.26) v1(7) = e cos Br  va(w) =z cosfr -+ wu(x) = T e cos B
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Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(3) Sitrovano cos
e in corrispondenza di ogni autovalore realeu soluzioni del sistema linearmente indipe
denti
e in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo conidyaso)uzioni del sistema
linearmente indipendenti
(4) siano

Y1,Y2,Y3, - - -, Yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprio in quanto la somma del numero delle soluzion
contate con la loro moltepliGt e proprion per il teorema fondamentale dell’algebra e possia
cercare soluzioni

Y = (Y))

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combinazioni lineari delle fynzi
cioe
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n
il = el
=1
(5) Le costanti introdotte; ; sono in numero di? e quindi superiore al numero di costantheces-
sario e sufficiente per descrivere l'integrale generale del sistema differenziale lineare omog
di ordinen; onde determinare sotocostanti si procede quindi sostituendo nel sistema ed usa
le uguaglianze trovate per ridurre il numero di costanti libere ad

Abbiamo con ab gli strumenti per risolvere ogni equazione differenziale ed ogni sistema differe
le lineare omogeneo, a coefficienti costanti; per risolvere i corrispondenti problemi non omogane
sufficiente trovare una soluzione particolare dei problemi non omogenei steespuCessere fatto, in
generale, usando il metodo di variazione delle costanti di Lagrange, ma, nel caso dei coefficienti co

possiamo, se inoltre il termine nodéadi forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particol
di forma similmente semplice.

Piu precisamente possiamo affermare che:
(1) Se consideriamo I'equazione differenziale non omogereae se

b(z) = g(x)e
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dove\ € C eq e un polinomio di graden a coefficienti complessi, si @urovare un polinomio
r di grado al pu m tale che, sg: e la molteplici& di A come radice del polinomio caratteristicc
I
y(x) = z'r(z)e?”
sia soluzione dell'equaziori.3
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeéitede se

B(z) = Q(z)e

dove Q € un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti complessi, di gr
minore o uguale adh, Si pw trovare un vettore colonn@ i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi di grado al pim + , dovey € la molteplicia di A come radice del polinomio
caratteristicaP della matriceA, tale che

Y (z) = R(z)eM

risolve il sistema?2.4
Si pw inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,
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(1) Se
b(x) = e**[q1(z) cos(fz) + go(x) sin(Bx)]
doveq; e g, sono polinomi a coefficienti reali di grado massima «+i/3 e radice del polinomio

caratteristicoP di molteplicita i, si possono trovare due polinomi, r, di grado al pii m tal
che

y(x) = e [r(x) cos(Bx) + ro(x) sin(fx)]
sia soluzione dell@2.3
(2) Se
B(x) = e**[Q1(z) cos(Bz) + Qz(x) sin(Bx)]
dove@); e Q, sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di gradaial
m e« + i [ e radice del polinomio caratteristico della matrice A con molte@ligjtsi possono

trovareR, ed R, , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di gradoual
m + u, tali che

Y (z) = e [Ry(x) cos(fBx) + Re(z) sin(fx)]
sia soluzione del sistent.4
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Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teoria delle equazioni differe
lineari e costituto dall’oscillatore armonico.
Si consideri 'equazione del secondo ordine

(22.27) 27 (t) + 2h2’ (t) + w?z(t) = K sin(at)
doveh, K, « > 0.
Essa po descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,

(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzionale alla distanza ed ad fo
attrito proporzionale alla velogit sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampiEze ali
frequenzan.

(2) I'intensita di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da una forza elettromot
sinusoidale.

Le soluzioni dell’equazione sono date da:
(1) Seh > w

z(t) = c1eTMt 4 et 4 4(t)
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| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

il
18
16
14

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh =w
z(t) = cre™™ + cate™™ + 2(t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
(3) Seh < w

x(t) = e (cy sin(0t) + ¢y cos(6t)) + (t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte entrambe positive

Z(t) = asin(at) + beos(at) = Asin(at — ¢)
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FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico complesse e coniugate con parte
reale negativa

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali coincidenti negative

ed inoltre sie posto

f = |h2 . w2|1/2
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. W2 — a2
T 4h202 4 (w? — a?)?
2ho
—K
4h2a? + (w? — a?)?
K
A—
VAR202 £ (W — a?)?2

¢ = arccos (%)

a

b:

Nel caso in cuh = 0 'equazione diventa
27 (t) + wz(t) = K sin(at)

conk,a > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato da una forza esterna s
dale.
Le soluzioni in questo caso sono

(1) Sea #w

z(t) = cy sin(wt) + ¢; cos(wt) + ——— sin(at)
w
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(2) Sea =w

K
x(t) = ¢ sin(wt) + o cos(wt) — %t cos(wt)

FIGURA 22.6. Grafico diA in funzione dic edw




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

K
(22.28) A= A T

K/w?
(4(h/w)2(a/w)? + (1 — (a)w)?)?)1/2
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