
•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ANALISI MATEMATICA

Ottavio Caligaris - Pietro Oliva



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

CAPITOLO 19

INTRODUZIONE AI MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti più interessanti del calcolo differenzialeè costituito dalle equazioni differenziali:
si tratta di equazioni in cui l’incognitàe una funzioney(x) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che
deve essere verificata, per ognix, una relazione tra la funzione stessa e la sua derivata primay′(x).

L’esempio pìu semplice e naturale di un problema di questo genereè dato dal modello che descrive la
caduta di un grave.

Se consideriamo un punto di massam posto ad un’altezzah dalla superficie terrestre e trascuriamo gli
effetti della resistenza dell’aria, avremo che sul punto agisce solo la forza di gravitàF = mg.

L’esperienza mostra che il punto materialeP si muove verso il basso; per descrivere il suo moto
possiamo considerare un sistema di riferimento che coincide con la retta che il punto percorre cadendo.

Assumiamo l’origine in corrispondenza del suolo e consideriamo positive le altezze misurate dal suolo.
La velocit̀a con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta scelta come asse di riferimentoè

v(t) = ẋ(t)

e la sua accelerazioneè
a(t) = ẍ(t)



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravità

Come gìa detto, sul punto agisce la sola forza gravitazionaleF = mg.
Per le leggi di Newton si avrà allora

ma(t) = −mg
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FIGURA 19.2. Il sistema di riferimento

e quindi

(19.1) ẍ(t) = g
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La 19.1è un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa impone una relazione che coin-
volge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pùo ricavare integrando due volte trat e t0 = 0, es xassumiamo che il moto inizi
all’istantet0 = 0.

Si ottiene

(19.2) ẋ(t) = −gt + c1

e

(19.3) x(t) = −1

2
gt2 + c1t + c0

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci dei valori perc0 ec1. Questo si
può fare utilizzando informazioni sulla velocità e sulla posizione iniziale del punto.È subito visto infatti
dalla19.2e dalla19.3rispettivamente che

(19.4) v0 = ẋ(0) = c1 h0 = x(0) = c0
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Possiamo osservare che per determinare il moto abbiamo cioè bisogno di conoscere posizione e
velocit̀a iniziale del puntoP e ciò corrisponde anche all’intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puntoP si muove sull’assex seguendo la
legge

(19.5) x(t) = −1

2
gt2 + v0t + h0

Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di conservazione dell’energia.
L’energia potenziale del puntoP , soggetto al solo campo gravitazionaleè, in ogni istantet,

U(t) = mgx(t)

mentre la sua energia cineticaè
1

2
mẋ2(t)

e la sua energia totale

E(t) =
1

2
mẋ2(t) + mgx(t)
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si mantiene costante durante il moto

(19.6)
1

2
mẋ2(t) + mgx(t) = mk

Se conosciamo le condizioni inizialiv0 edh0 siamo anche in grado di calcolare

k =
1

2
mv2

0 + mgh0

La 19.6 è una equazione differenziale, cheè in grado di descrivere la posizionex(t) del puntoP in
ogni istantet, tuttavia ricavarex da tale relazionèe più difficile.

Possiamo riscrivere la19.6come

(19.7)
1

2
ẋ2(t) = k − gx(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantit à k − gx(t) deve mantenersi positiva e quindix(t) ≤ k
g
.
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Abbiamo cos̀ı ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazione senza risolverla, abbiamo
ottenuto ciòe una limitazione a priori per la soluzione dell’equazione.

Osserviamo anche che

x(t) = k
g

è una soluzione costante dell’equazione19.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad entrambi i membri

(19.8) ẋ(t) = ±
√

2k − 2gx(t)

e dividere per il secondo membro

(19.9)
ẋ(t)√

2k − 2gx(t)
= ±1

Ora, se moltiplichiamo perg

(19.10)
gẋ(t)√

2k − 2gx(t)
= ±g
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ed integriamo trat0 = 0 e t, otteniamo

(19.11)
∫ t

0

gẋ(s)√
2k − 2gx(s)

ds = ±gt

dove tuttavia il primo integrale non può essere calcolato in quanto la funzione integranda dipende dalla
funzione incognitax(t).

Possiamo integrare per sostituzione ponendo

u = x(s) , du = ẋ(s)ds

osservando che pers = 0 e s = t avremox(s) = x(0) = h0 e x(s) = x(t), da cui si ricava che
v0 = ±

√
2k − 2gx0, avremo

(19.12)
∫ x(t)

x0

gdu√
2k − 2gu

= ±gt
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A questo punto possiamo calcolare l’integrale a sinistra ed ottenere che√
2k − 2gx(t)−

√
2k − 2gx0 = ±gt(19.13) √

2k − 2gx(t) = ±gt + v0(19.14)

2k − 2gx(t) = (±gt + v0)
2(19.15)

x(t) =
k

g
− 1

2g
(±gt + v0)

2(19.16)

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in precedenza; il segno± di ±gt si
può determinare dalla19.8: poich̀e il moto avviene con continuità il segno dovr̀a essere lo stesso div0.

La scelta del segno e la validità dell’equazione si mantengono fino a quando la derivata dix(t), cioè
la velocit̀a non si annulla; questa eventualità non si verifica mai sev0 < 0 mentre ha luogo pert0 = v0

g
nel

caso in cuiv0 > 0.
In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano

x(t0) = ẋ(t0) = 0
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e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che rappresenta la velocità nella
19.8.

Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:

(1) se supponiamo che il moto abbia velocità positive

(19.17) ẋ(t) = +
√

2k − 2gx(t)

(2) se supponiamo che il moto abbia velocità negative

(19.18) ẋ(t) = −
√

2k − 2gx(t)

(3) se supponiamo che il moto abbia velocità nulla entrambe le precedenti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del modello e soluzione dell’equazione
differenziale: infatti

È evidente che pert > t0 la 19.17non può più rappresentare il moto del punto materialeP in quanto
il moto avviene con velocit̀a negativa, il che nonè consentito dalla19.17.
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L’unica soluzione prevista dalla19.17è quella costante che tuttaviàe in contrasto con l’evidenza del
fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazione19.18per trovare la descrizione del seguito
del movimento.
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CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa trovare una funzioney, che sia
derivabile e per cui si abbia

y′(x) = f(x)g(y(x))

conf, g assegnate.
Più precisamente possiamo dire che

SeI, J ⊂ R sono intervalli aperti e non vuoti edf : I −→ R , g : J −→ R sono due funzioni, diciamo
che risolviamo l’equazione differenziale a variabili separabili

(20.1) y′(x) = f(x)g(y(x))

se troviamo un intervallo I ′ ⊂ I ed una funzioney : I ′ −→ J tale che la20.1sia soddisfatta per ogni
x ∈ I ′
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Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfino anche un dato iniziale, si
parla di problema di Cauchy.

Precisamente se

I, J ⊂ R sono intervalli aperti x0 ∈ I, y0 ∈ J , f : I −→ R e g : J −→ R sono funzioni; chiamiamo
problema di Cauchy a variabili separabili il problema di trovare I ′ ⊂ I ed y : I ′ −→ R, derivabile,
tali che

(20.2)

{
y′(x) = f(x)g(y(x)) , ∀x ∈ I ′

y(x0) = y0

Vale il seguente teorema di esistenza ed unicità della soluzione del problema di Cauchy a variabili
separabili, per dimostrare il quale procediamo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di fatto,
consente di risolvere l’equazione.

La dimostrazionèe, in questo caso, molto più utile dell’enunciato, ma anche le condizioni di esistenza
ed unicit̀a della soluzione sono di fondamentale importanza.
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto che I eJ siano intervalli aperti e che
g(y) 6= 0 ∀y ∈ J .

Quest’ultima condizionèe certamente soddisfatta seg è continua e seg(y0) 6= 0 a meno di considerare
un’intervalloJ piì piccolo.

TEOREMA 20.1. SianoI, J ⊂ R, intervalli aperti, sianox0 ∈ I, y0 ∈ J e sianof : I −→ R,
g : J −→ R due funzioni continue, supponiamo inoltre cheg(y) 6= 0, per ogniy ∈ J .

Allora esiste un intervalloI ′ ⊂ I e una ed una sola soluzioney : I ′ −→ J del problema di Cauchy
20.2.

DIMOSTRAZIONE.
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y è soluzione del problema assegnato se e solo se{
y′(x)

g(y(x))
= f(x)

y(x0) = y0

(20.3)

e ciò si verifica se e solo se ∫ x

x0

y′(t)

g(y(t))
dt =

∫ x

x0

f(t)dt(20.4)

se e solo se ∫ y(x)

y0

ds

g(s)
=

∫ x

x0

f(t)dt(20.5)

se e solo se, detteF eG due primitive di f ed1/g su I eJ rispettivamente,

G(y(x))−G(y0) = F (x)− F (x0)(20.6)

R(G−G(y0)) eR(F −F (x0)) sono intervalli per la continuit à delle medesime, entrambi contengono
0 eR(G) contiene0 al suo interno in virt ù del fatto cheG è strettamente monotona in quantog = G′

ha segno costante inoltreG è invertibile.
Ciò assicura che esiste un intervalloI ′, aperto e contenentex0 in cui l’uguaglianza vale ed in tale
intervallo si può scrivere che

(20.7) y(x) = G−1(F (x) + G(y0)− F (x0)).
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2

È importante anche ricordare due risultati di esistenza e di unicità la cui dimostrazione noǹe opportuna
a questo punto, che possiamo tuttavia utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza e l’unicità della
soluzione di un problema di Cauchy.
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SianoI, J ⊂ R, intervalli aperti, siano x0 ∈ I, y0 ∈ J e sianof : I −→ R, g : J −→ R due funzioni
continue.
Allora esiste un intervallo I ′ ⊂ I e una soluzioney : I ′ −→ J del problema di Cauchy20.2.
Se inoltreg ∈ C1,cioè se ammette derivata prima continua, allora la soluzionèe anche unica.
L’unicit à è anche assicurata dalla lipschitzianit̀a di g cioè dalla condizione

(20.8) |g(x)− g(y)| ≤ L|x− y|
Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, si pùo dimostrare che una funzione
che abbia derivata prima limitata è lipschitziana: infatti se |g′(c)| ≤ L si ha

(20.9) |g(x)− g(y)| = |g′(c)||x− y| ≤ L|x− y|
Ricordiamo anche che seg ∈ C1, il teorema di Weierstraß assicura che|g′| ( cheè continua) ammette
massimo su ogni intorno chiuso e limitato dix0

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a variabili separabili anche senza pre-
cisi riferimenti ai dati iniziali seguendo essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza
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Sianof eg continue sugli intervalli aperti I eJ e supponiamo cheg(y) 6= 0 suJ ;
Consideriamo l’equazione a variabili separabili

(20.10) y′(x) = f(x)g(y(x))

Dal momento cheg(y) 6= 0 in J , avremo che la20.10è soddisfatta inI ′ se e solo se

y′(x)

g(y(x))
= f(x)

e, detteF eG due primitive in I eJ di f ed1/g rispettivamente, l’ultima uguaglianza è equivalente
a

(20.11) G(y(x)) = F (x) + c

con c ∈ R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due primitive differiscono per
costante).
Ora, se fissiamox0 interno ad I e chiamiamoy(x0) = y0 ∈ J , posto

c = G(y0)− F (x0)

avremo che la20.11diventa

(20.12) G(y(x))−G(y0) = F (x)− F (x0)

ed è verificata almeno in un intervallo I ′ ⊂ I.
Infatti R(G − G(y0)) e R(F − F (x0)) sono intervalli per la continuit à delle medesime, entrambi
contengono0 e R(G) contiene0 al suo interno in virt ù del fatto cheG è strettamente monotona in
quanto g = G′ ha segno costante inoltreG è invertibile.
Pertanto possiamo ricavare

y(x) = G−1(F (x) + c)

per x ∈ I ′.
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Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare dic, l’insieme di tutte le soluzioni dell’equazione
differenziale a variabili separabili considerata. Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’equazione
considerata, che soddisfino di più la condizioney(x0) = y0, x0 ∈ I, y0 ∈ J , è sufficiente considerarec =
G(y0)−F (x0) ed osservare che tale scelta dic consente di determinareI ′ ⊂ I tale cheF (I ′)+ c ⊂ G(J).
In tal caso si risolve un problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non va trascurato di considerare
quanto accade seg si annulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre dividere perg e quindi in questo caso non si può
procedere gìa dall’inizio.

È ragionevole limitarci al caso in cuiy0 è uno zero isolato dig, cioè se esiste un intorno diy0 in cui g
non si annulla altre volte.

In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(x) = y0

è una soluzione dell’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino l’unicità è anche la sola
soluzione possibile.
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Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare l’esistenza di altre soluzioni; a questo scopo
si procede studiando l’equazione pery 6= y0 e, giunti al punto di considerare

(20.13)
∫ y(x)

y0

ds

g(s)
=

∫ x

x0

f(t)dt

prima di procedere, occorre studiare l’esistenza in senso improprio dell’integrale a sinistra.
Le informazioni che abbiamo sull’integrazione impropria ci consentono allora di capire che:

• seg è infinitesima iny0 di ordineα ≥ 1. la primitiva G di 1/g non pùo essere prolungata per
continuit̀a iny0 e pertanto la soluzione costanteè l’unica possibile.

• Se inveceg è infinitesima iny0 di ordineα ≤ β < 1, β ∈ R . Allora G può essere prolungata per
continuit̀a iny0 e, si pùo procedere oltre.

Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale cheè spesso utile per trovare
limitazioni a priori per soluzioni di equazioni differenziali che non siè in grado di risolvere.
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LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I −→ R+ funzioni continue,I intervallo, e sianoc > 0,
x0 ∈ I; allora se

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣ + c

per ognix ∈ I si ha

0 ≤ y(x) ≤ ce|
∫ x

xo
f(t)dt|

per ognix ∈ I.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamox ≥ x0 ; dividendo ambo i membri per il secondo e moltiplicando
poi perf(x) si ottiene (si ricordi chef ≥ 0, c > 0)

y(x)f(x)

c +
∫ x

x0
f(t)y(t)dt

≤ f(x)

da cui
d

dx

[
ln

(
c +

∫ x

x0

f(t)y(t)dt

)]
≤ f(x).
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Integrando ora trax0 edx si ha

ln

(
c +

∫ x

x0

f(t)y(t)dt

)
− ln c ≤

∫ x

x0

f(t)dt

onde

c +

∫ x

x0

f(t)y(t)dt ≤ ce
∫ x

xo
f(t)dt.

e

y(x) ≤ c +

∫ x

x0

f(t)y(t)dt ≤ ce
∫ x

xo
f(t)dt

Sex ≤ x0 si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cambiamento di segno. 2

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : I −→ R+ continue,I intervallo, e siax0 ∈ I; allora se

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣ ∀x ∈ I

si ha
y(x) = 0 ∀x ∈ I
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DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣ + c ∀c > 0

e pertanto

0 ≤ y(x) ≤ ce|
∫ x

xo
f(t)dt| ∀c > 0

per cui, al limite perc → 0+, si hay(x) ≡ 0 . 2

Se nel lemma di Gronwall si suppone

y(x) ≤
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)y(t)dt

∣∣∣∣ + c(x)

con c , si prova che
0 ≤ y(x) ≤ c(x)e|

∫ x
xo

f(t)dt|
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CAPITOLO 21

ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

1. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.1) y′(x) = y2(x)

Osserviamo innanzi tutto chey(x) ≡ 0 è soluzione dell’equazione.
Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)

y2(x)
= 1(21.2)

ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)

y2(t)
dt = x− x0(21.3)
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postos = y(t), avremods = y′(t)dt e ∫ y(x)

y(x0)=y0

ds

s2
= x− x0(21.4)

Poich̀e 1
s2 è infinita in s = 0 di ordine2, non è integrabile ins = 0 (intendiamo con cìo che non

è integrabile in intervalli che contengano0). Pertantoy ed y0 dovranno avere sempre lo stesso segno:
soluzioni che partono con valoriy0 positivi (negativi), rimangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

−1

y
+

1

y0

= x− x0(21.5)

1

y
=

1

y0

+ x0 − x = c− x(21.6)

dove si sia definito

c =
1

y0

+ x0

Osserviamo inoltre che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7) y(x) =
1

c− x

ed il loro graficoè indicato in figura21.1.

FIGURA 21.1.
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2. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.8) y′(x) =
√

y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è soluzione dell’equazione.
Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= 1(21.9)

ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt = x− x0(21.10)
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postos = y(t), avremods = y′(t)dt e ∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

= x− x0(21.11)

Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (intendiamo con cìo cheè integrabile
in intervalli che contengano0). Pertantoy edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√

y − 2
√

y0 = x− x0(21.12)

√
y =

1

2
(x− x0 + 2

√
y0) =

1

2
(x + c)(21.13)

dove si sia definito
c = 2

√
y0 − x0

Osserviamo inoltre che la21.13impone che deve essere

1

2
(x + c) ≥ 0 cioè x ≥ −c

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) =
1

4
(x + c)2 per x ≥ −c

ed il loro graficoè indicato in figura21.2.

FIGURA 21.2.
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3. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.15) y′(x) = x
√

y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è soluzione dell’equazione.
Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= x(21.16)

ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt =

∫ x

x0

tdt(21.17)
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postos = y(t), avremods = y′(t)dt e ∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

=
x2

2
− x2

0

2
(21.18)

Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (intendiamo con cìo cheè integrabile
in intervalli che contengano0). Pertantoy edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√

y − 2
√

y0 =
x2

2
− x2

0

2
(21.19)

√
y =

x2

4
+ (
√

y0 −
x2

0

2
) =

x2

4
+ c(21.20)

dove si sia definito

c =
√

y0 −
x2

0

2

Osserviamo che la21.19impone che deve essere
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x2

4
+ c ≥ 0 cioè

{
sempre sec > 0

|x| ≥ −2c sec < 0

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.21) y(x) =

(
x2

4
+ c

)2

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.3.

4. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.22) y′(x) = −x
√

y(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve esserey(x) ≥ 0 e chey(x) ≡ 0 è soluzione dell’equazione.
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FIGURA 21.3.

Sey(x) 6= 0 possiamo separare le variabili

y′(x)√
y(x)

= −x(21.23)
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ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)√
y(t)

dt = −
∫ x

x0

tdt(21.24)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
s

= −x2

2
+

x2
0

2
(21.25)

Poich̀e 1√
s

è infinita ins = 0 di ordine1/2, è integrabile ins = 0 (intendiamo con cìo cheè integrabile
in intervalli che contengano0). Pertantoy edy0 potranno assumere anche il valore0. Avremo

2
√

y − 2
√

y0 = −x2

2
+

x2
0

2
(21.26)

√
y = −x2

4
+ (
√

y0 +
x2

0

2
) = −x2

4
+ c(21.27)
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dove si sia definito

c =
√

y0 +
x2

0

2

Osserviamo che la21.27impone che deve essere

−x2

4
+ c ≥ 0 cioè

{
mai sec < 0

|x| ≤ −2c sec < 0

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.28) y(x) =

(
−x2

4
+ c

)2

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.4.
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FIGURA 21.4.

5. Esempio

Consideriamo l’equazione

(21.29) y′(x) =
√

1− y2(x)

Osserviamo innanzi tutto che deve essere|y(x)| ≤ 1 e chey(x) ≡ ±1 è soluzione dell’equazione.
Sey(x) 6= ±1 possiamo separare le variabili
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y′(x)√
1− y2(x)

= 1(21.30)

ed integrando trax0 edx ∫ x

x0

y′(t)√
1− y2(t)

dt = x− x0(21.31)

postos = y(t), avremods = y′(t)dt e∫ y(x)

y(x0)=y0

ds√
1− s2

= x− x0(21.32)

Poich̀e 1√
1−s2 è infinita in s = ±1 di ordine1/2, è integrabile ins = ±1 (intendiamo con cìo che

è integrabile in intervalli che contengano±1). Pertantoy ed y0 potranno assumere anche il valore±1.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Avremo

arcsin y(x)− arcsin y0 = x− x0(21.33)

arcsin y(x) = x− x0 + arcsin y0 = x + c(21.34)

dove si sia definito

c = arcsin y0 − x0

Osserviamo che la21.34impone che deve essere

|x + c| ≤ π

2

Osserviamo che al variare dix0 edy0 c può assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.35) y(x) = sin(x + c)

sotto le condizioni indicate perx ed il loro graficoè indicato in figura21.5.
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FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

(21.36)

{
y′(x) = e−(y(x))4 − 1

y(x0) = y0
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Possiamo scrivere

y′(x) = f(x)g(y(x)

se definiamof(x) = 1 eg(y) = e−y4 − 1;
Si haf ∈ C0(R) eg ∈ C1(R), e quindi si avr̀a una ed una sola soluzione per ognix0 ∈ R edy0 ∈ R.
L’equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate ponendoy(x) = c e sostituendo;

avremo

0 = e−c4 − 1

per cui la sola soluzione costanteèy(x) = c = 0.
Nel caso in cuiy0 = 0 la soluzione costantèe anche l’unica soluzione del problema di Cauchy .
Se fissiamox0 = 0 edy0 = 1. possiamo supporrey(x) 6= 0 in un intorno di0 e separando le variabili

ed integrando tra0 edx si ottiene

y′(x)

e−(y(x))4 − 1
= 1(21.37) ∫ x

0

y′(t)

e−(y(t))4 − 1
dt =

∫ x

0

dt(21.38)
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ovvero ∫ y(x)

1

ds

e−s4 − 1
= x

Studiamo ora la funzione integrale a primo membroh(y) =
∫ y

1
ds

e−s4−1
.

Poich́e l’integrandàe definita e continua pers 6= 0 e

lim
s→0

1

e−s4 − 1
= −∞

di ordine 4, l’integrale è divergente per in0; ne segue che, essendo il primo estremo di integrazione
positivo, la funzionèe definita pery > 0.

Inoltre

lim
s→+∞

1

e−s4 − 1
= −1

da cui l’integralèe divergente anche pery → +∞.
Si ha infineh(1) = 0 eh′(y) =]frac1e−y4 − 1 essendo l’integranda continua pery > 0, e tale derivata

risulta sempre negativa.
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Possiamo anche osservare che

h′′(y) =
4y3e−y4

(e−y4 − 1)2
> 0

per ogniy > 0, per cui la funzione risulterà convessa; inoltre, poiché

lim
y→+∞

h′(y) = −1

il grafico della funzione tenderà a diventare parallelo alla bisettrice del secondo e quarto quadrante)
Il grafico della funzioneh è indicato nella figura;
Poich̀e deve aversi

h(y(x)) = x

il grafico della soluzione del problema di Cauchy sarà quello dell’inversa dih, come riportato nella figura
21.6.6.

Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al variare dei dati inizialix0, y0 ∈
R. possiamo osservare che l’equazione dataè un’equazione differenziale autonoma, e quindi sey(x) è
soluzione, anchey(x + a) è soluzione per ognia ∈ R.

Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono ancora soluzioni, pery > 0.
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21.6.1. Grafico 1 21.6.2. Grafico2 21.6.3. Grafico3

FIGURA 21.6.

Per quanto riguarda le soluzioni pery < 0, ripetendo i calcoli fatti, ad esempio conx0 = 0 ey0 = −1,
si ha ∫ y(x)

−1

ds

e−s4 − 1
= x
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figura6.6
(Si noti che, sey(x) è soluzione dell’equazione differenziale, taleè pure−y(−x), ovvero i grafici

delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origine).

7. Esempio

Si consideri il problema di Cauchy{
y′(x) = 6x2

√
y(x)

y(x0) = 1

Si tratta di un problema a variabili separabili conf(x) = 6x2 definita e continua su tuttoR, eg(y) =√
y definita e di classeC1 pery > 0; pertanto essendoy0 = 1, per il teorema di esistenza ed unicità, esiste

una ed una sola soluzione del problema dato, per ognix0 ∈ R.
Separando le variabili, pery(x) > 0, si ottiene

y′(x)√
y(x)

= 6x2



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ed integrando tra0 edx ∫ x

0

y′(t)√
y(t)

dt =

∫ x

0

6t2 dt

ovvero
2
√

y(x)− 2
√

y(0) = 2x3 da cui
√

y(x) = 1 + x3

Elevando al quadrato i due membri, dopo aver osservato che1 + x3 > 0 e ciòex > −1, si ottiene

y(x) = (1 + x3)2 , x > −1

(si noti che la soluzionèe prolungabile, in modo unico, cony(x) = 0 perx ≤ −1).
Il grafico delle soluzionìe riportato in figura21.7
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FIGURA 21.7.
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CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzialiè costituito dalle equazioni lineari. La
più semplice equazione lineare può essere scritta nella forma

(22.1) y′(x) = a(x)y(x) + b(x)

Sea, b ∈ Co(I), l’equazione22.1 ammette una ed una soluzione definita su tuttoI; questaè forse
una delle pìu importanti caratteristiche di questo tipo di equazioni e si può facilmente verificare, in questo
caso, direttamente.

Siax0 ∈ I, edy0 ∈ R, e siaA una primitiva dia in I. L’esistenza diA è assicurata dalla continuità di
a; ad esempio possiamo porreA(x) =

∫ x

xo
a(t)dt.

La 22.1è vera se e solo se

e−A(x)y′(x)− e−A(x)a(x)y(x) = b(x)e−A(x)

e ciò è equivalente a
d

dx

(
e−A(x)y(x)

)
= b(x)e−A(x).
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Integrando trax0 edx, si ottiene

e−A(x)y(x) = y0 +

∫ x

x0

b(t)e−A(t)dt

ed infine

(22.2) y(x) = e A(x)

(
y0 +

∫ x

x0

b(t)e−A(x) dt

)
Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni dell’equazione22.1si ottengono,

al variare diy0 ∈ R, dalla22.2.
Osserviamo anche che la22.2stessa pùo essere riscritta nella seguente maniera:

y(x) = y0e
∫ x

xo
a(t)dt + e

∫ x
xo

a(t)dt

∫ x

x0

b(t)e−
∫ t

xo
a(s)dsdt

in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il caso più generale.
La 22.2costituisce, al variare diy0, l’integrale generale dell’equazione22.1.
I passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine superiore oppure sistemi di

equazioni del primo ordine.
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Un’equazione lineare di ordinen si pùo scrivere nella forma

(22.3) y(n)(x) =
n∑

i=1

aiy
(i−1)(x) + b(x)

doveai, b ∈ C0 mentre un sistema lineare di ordinen si scrive nella forma

(22.4) Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x)

doveA(x) = {aij(x)} e B(x) = {bi(x)} sono una matrice ed un vettore i cui elementi sono funzioni
continue su un intervalloI; (scriviamoA ∈ Ck(I), B ∈ Ck(I) quando intendiamo pertanto affermare che
aij ∈ Ck(I), bi ∈ Ck(I) peri, j = 1, ..., n).

Il sistema pùo essere riscritto usando le componenti diY , A, B, nella seguente maniera

(22.5)


y′1(x)
y′2(x)

...
y′n(x)

 =


a11(x) a12(x) . . . a1n(x)
a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

...
...

...
...

an1(x) an2(x) . . . ann(x)




y1(x)
y2(x)

...
yn(x)

 +


b1(x)
b2(x)

...
bn(x)


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ed anche, in forma più compatta

(22.6) y′i(x) =
n∑

j=1

aij(x)yj(x) + bi(x) , i = 1, ..., n

QualoraB ≡ 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma

(22.7) Y ′(x) = A(x)Y (x)

Quandon = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale lineare del primo ordine che,
postoA = (a11) = a eB = b1 = b, si scrive nella forma

y′(x) = a(x)y(x) + b(x)

L’insiemeT di tutte le soluzioni di22.4si chiama integrale generale del sistema .
Quando si associa al sistema o all’equazione differenziale un opportuno insieme di condizioni iniziali

parliamo di problema di Cauchy

(22.8)

{
Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x) , ∀x ∈ I

Y (x0) = Y0
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(22.9)

{
y(n)(x) = an(x)y(n−1)(x) + .... + a1(x)y(x) + b(x) , ∀x ∈ I

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1

sono problemi di Cauchy.
Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per l’equazione di ordinen; sia infatti

(22.10) y(n)(x) = an(x)y(n−1)(x) + . . . + a1(x)y(x) + b(x)

una equazione differenziale lineare di ordinen e poniamo

(22.11) yi(x) = y(i−1)(x) , i = 1, . . . , n.

(Per chiarire le idee osserviamo che si avrày1(x) = y(x) , .... ,yn(x) = y(n−1)(x) ).
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Possiamo riscrivere l’equazione nella seguente forma

(22.12)



y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = y3(x)

. . .

. . .

y′n(x) = an(x)yn(x) + .... + a1(x)y1(x) + b(x)

ed anche come
Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x)

non appena si sia definito

A(x) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. ..
...

a1(x) a2(x) a3(x) . . . an(x)

 B(x) =


0
0
...

b(x)


Vale il seguente teorema di cuiè importante in questo contesto solo l’enunciato.
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TEOREMA 22.1. Siano A: I −→Mn, B : I −→ Rn continue e sianox0 ∈ I, Y0 ∈ Rn.
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

(22.13)

{
Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x) , ∀x ∈ I

Y (x0) = Y0

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche per le equazioni differenziali
lineari di ordinen.

TEOREMA 22.2. Sianoai, b ∈ C0(I), i = 1, ..., n e sianox0 ∈ I, yi ∈ R, i = 0, ..., n − 1. Allora
esiste una ed una sola soluzioney : I −→ R del problema di Cauchy

(22.14)

{
y(n)(x) =

∑n
i=1 ai(x)y(i−1)(x) + b(x)

y(i)(x0) = yi , i = 0, ..., n− 1

Proviamo ora che l’insieme delle soluzioni di un sistema differenziale lineare, cioè l’integrale generale
di un sistema differenziale omogeneo del primo ordineè uno spazio vettoriale avente dimensione uguale
al numero di equazioni del sistema stesso.
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TEOREMA 22.3. SiaA ∈ C0(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare del primo ordine

Y ′(x) = A(x)Y (x);

siaS il suo integrale generale. AlloraS è uno spazio vettoriale di dimensionen.

DIMOSTRAZIONE. E’ immediato verificare cheS è uno spazio vettoriale in quanto si vede subito che
sey e z sono soluzioni del sistema assegnato tali risultano ancheαy + βz oveα, β sono scalari.

Per provare che dimS = n è sufficiente osservare che, per il teorema di esistenza ed unicità della
soluzione l’applicazione lineare

Γ : S −→ Rn

definita da
Γ(Y ) = Y (x0) , x0 ∈ I

è un isomorfismo. 2

In base al teorema precedenteè possibile affermare che ogni soluzione di un sistema differenziale
lineare omogeneo din equazioni inn incognite pùo essere espressa mediante un combinazione lineare di
n soluzioni linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano esseY1, ..., Yn e sia(yi)j la componentej-esima dellai-esima soluzione.
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Possiamo allora costruire la matrice

(22.15) G =


(y1)1 (y2)1 . . . (yn)1

(y1)2 (y2)2 . . . (yn)2
...

...
...

...
(y1)n (y2)n . . . (yn)n


che indicheremo spesso come

G = (Y1, Y2, ....., Yn)

considerando gliYi come vettori colonna, e che si chiama matrice fondamentale del sistema assegnato.
È possibile verificare che seG è una matrice fondamentale del sistema omogeneo22.7allora si ha

(22.16) G′(x) = A(x)G(x)

Il sistema22.16è un sistema differenziale lineare din2 equazioni inn2 incognite.
Ogni soluzione del nostro sistema potrà allora essere scritta nella forma

Y (x) = G(x)C , C ∈ Rn
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ovvero, considerando le componenti,

yi(x) =
n∑

j=1

(yj)icj.

Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordinario del primo ordine non
omogeneòe strutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA 22.4. SianoA ∈ C0(I) B ∈ C0(I) e consideriamo il sistema differenziale lineare non
omogeneo del primo ordine

Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x)

SiaT l’integrale generale del sistema assegnato e siaS l’integrale generale del sistema omogeneo ad
esso associato

Y ′(x) = A(x)Y (x)

sia ancoraz ∈ C0(I) tale che
Z ′(x) = A(x)Z(x) + B(x)

Allora
T = Z + S
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eT è uno spazio lineare affine di dimensionen.

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente cheT ⊃ Z + S; sia viceversaY ∈ T , è facile verificare cheY − Z
soddisfa il sistema omogeneo associato e pertantoY − Z ∈ S da cuiY ∈ Z + S. 2

DEFINIZIONE 22.1. SianoY1, Y2, ....., Yn n soluzioni del sistema differenziale lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

Chiamiamo determinante wronskiano, o più semplicemente wronskiano, associato allen soluzioni
assegnate il determinante della matrice

(Y1, Y2, ....., Yn)

In altri termini

(22.17) W (x) = det


(y1(x))1 (y2(x))1 . . . (yn(x))1

(y1(x))2 (y2(x))2 . . . (yn(x))2
...

...
...

...
(y1(x))n (y2(x))n . . . (yn(x))n


Proviamo ora una interessante proprietà del wronskiano.
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TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed unicità per il sistema differen-
ziale lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

e sianoY1,Y2,...,Yn n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:

(1) Y1, ..., Yn sono linearmente indipendenti;
(2) W (x) 6= 0 per ognix ∈ I
(3) esistex0 ∈ I tale cheW (x0) 6= 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognix fissato inI l’applicazione lineare

Γx : S −→ Rn

definita daΓx(Y ) = Y (x). Per il teorema di esistenza ed unicitàΓx è un isomorfismo.

• (1) ⇒ (2)
SeY1, ..., Yn sono linearmente indipendenti inS, allora

Γx(Y1), ..., Γx(Yn)
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sono linearmente indipendenti inRn e percìo

0 6= det (Γx(Y1), ..., Γx(Yn)) = det (Y1(x), ..., Yn(x)) = W (x)

per ognix ∈ I
• (2) ⇒ (3)

È ovvio.
• (3) ⇒ (1)

W (x0) 6= 0 implica cheY1(x0), ..., Yn(x0) sono linearmente indipendenti inRn e percìo

Y1 = Γ−1
x0

(Y1(x0)), ..., Yn = Γ−1
x0

(Yn(x0))

sono linearmente indipendenti inS
2

Per il teorema precedenteè essenziale cheY1, ..., Yn siano soluzioni del sistema; se ciò non fosse,
sarebbe vero solo che(2) ⇒ (3) ⇒ (1)

Che le altre implicazioni siano falsèe facilmente visto se si considera il wronskiano associato alle
funzioniY1,2 : R −→ R2 definite da

Y1(x) = (x2, 2x) , Y2(x) = (2x, 2)
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oppure

Y1(x) =

{
(x2, 2x) x ≥ 0

0 x < 0
, Y1(x) =

{
(x2, 2x) x ≤ 0

0 x > 0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordinen.

TEOREMA 22.6. Sianoai, b ∈ C0(I) , i = 1, ..., n, e consideriamo l’equazione differenziale lineare di
ordinen

y(n)(x) =
n∑

i=1

ai(x)y(i−1)(x)

SiaS il suo integrale generale, alloraS è uno spazio vettoriale di dimensionen.
Sia

y(n)(x) =
n∑

i=1

aiy
(i−1)(x) + b(x)

la corrispondente equazione differenziale lineare di ordinen non omogenea, e siaT il suo integrale
generale.
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T è uno spazio lineare affine di dimensionen ed inoltre

T = z + S

dovez è una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’equazione differenziale lineare
omogenea di ordinen si pùo esprimere come combinazione lineare din soluzioniy1, ..., yn dell’equazione
stessa che siano linearmente indipendenti.

L’insiemey1, ..., yn si chiama sistema fondamentale di soluzioni per l’equazione data; in altre parole
ogni soluzioney può essere espressa mediante la

y(x) =
n∑

i=1

ciyi(x)

doveci ∈ R
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DEFINIZIONE 22.2. Sianoy1, ..., yn n soluzioni dell’equazione differenziale lineare di ordinen, omo-
genea

y(n)(x) =
n∑

i=1

ai(x)y(i−1)(x)

Chiamiamo wronskiano associato alle soluzioniy1, ..., yn il determinante

(22.18) W (x) = det


y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)


TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed unicità e sianoy1, ..., yn n

soluzioni dell’equazione differenziale omogenea di ordinen

y(n)(x) =
n∑

i=1

ai(x)y(i−1)(x)

Sono fatti equivalenti:
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(1) y1, ..., yn sono linearmente indipendenti;
(2) W (x) 6= 0 per ognix ∈ I;
(3) esistex0 ∈ I tale cheW (x0) 6= 0.

Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, qualoray1, ..., yn non siano soluzioni
dell’equazione, le uniche implicazioni ancora vere sono(2) ⇒ (3) ⇒ (1)

I risultati precedenti assicurano la possibilità di trovare l’integrale generale di un sistema non omoge-
neo non appena siano noti l’integrale generale del sistema omogeneo ad esso associato ed una soluzione
del sistema non omogeneo;è pertanto molto importante avere a disposizione uno strumento che consenta,
noto l’integrale generale del sistema omogeneo, di trovare una soluzione del sistema non omogeneo.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

SiaG una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

ex0 ∈ I. Una soluzione del sistema non omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x)

è data da

Z(x) = G(x)

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt.

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema non omogeneo della forma

Z(x) = G(x)λ(x)

doveλ : I −→ Rn è derivabile, dovr̀a aversi

Z ′(x) = A(x)Z(x) + B(x)

e pertanto, poich́e si pùo verificare che la regola di derivazione del prodotto può essere estesa anche al
prodotto righe per colonne, si ha

Z ′(x) = G′(x)λ(x) + G(x)λ′(x)

deve essere
G′(x)λ(x) + G(x)λ′(x) = A(x)G(x)λ(x) + B(x)



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Ma G è una matrice fondamentale e quindi,

G(x)λ′(x) = B(x) e λ′(x) = G−1(x)B(x).

Se ne deduce che se

λ(x) =

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

Z è soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essendoG(x)λ′(x) = B(x), per il teorema di Cramer si ha

λ′i(x) =
Wi(x)

W (x)

essendo

(22.19) Wi = det


(y1)1 (y2)1 . . . (yi−1)1 b1 (yi+1)1 . . . (yn)1

(y1)2 (y2)2 . . . (yi−1)2 b2 (yi+1)2 . . . (yn)2
...

...
...

...
...

...
...

...
(y1)n (y2)n . . . (yi−1)n bn (yi+1)n . . . (yn)n


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e una soluzione del sistema non omogeneoè data da

Y (x) =
n∑

i=1

λi(x)Yi(x).

Come conseguenza seG è una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x)

l’integrale generale del sistema lineare non omogeneo

Y ′(x) = A(x)Y (x) + B(x)

è dato da

Y (x) = G(x)

(
C +

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

)
, C ∈ Rn

Dovex0 ∈ I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai datiY (x0) = Y0 è

Y (x) = G(x)

(
G−1(x0)Y0 +

∫ x

x0

G−1(t)B(t)dt

)
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Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione delle costanti arbitrarie e può
ovviamente essere applicato anche alle equazioni differenziali di ordinen non appena le si sia trasformate
in un sistema. Tuttavia per le equazioniè più conveniente procedere direttamente; illustriamo qui di
seguito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b, c ∈ C0(I) e consideriamo l’equazione lineare del secondo ordine

y′′(x) = a(x)y′(x) + b(x)y(x) + c(x).

Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale omogenea associa-
ta; avremo allora a disposizione l’integrale generale dell’equazione omogenea nella forma

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

Cerchiamo soluzioni per l’equazione non omogenea nella forma

z(x) = λ1(x)y1(x) + λ2(x)y2(x)

Avremo
z′ = λ′1y1 + λ′2y2 + λ1y

′
1 + λ2y

′
2

e posto
λ′1y1 + λ′2y2 = 0
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si ha
z′′ = λ′1y

′
1 + λ′2y

′
2 + λ1y

′′
1 + λ2y

′′
2 .

Sostituendo si ottiene

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 + λ1y

′′
1 + λ2y

′′
2 = λ1ay′1 + λ2ay′2 + λ1by1 + λ2by2 + c

e, tenuto conto chey1 ey2 sono soluzioni dell’omogenea,

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 = c.

Ne viene cheλ′1 eλ′2 devono soddisfare il seguente sistema

(22.20)

{
λ′1y1 + λ′2y2 = 0

λ′1y
′
1 + λ′2y

′
2 = c

da cui si possono ricavareλ′1 eλ′2 e per integrazioneλ1 eλ2.
Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre l’ordine di una equazione

differenziale lineare, qualora sia nota una soluzione dell’equazione stessa.
Ci occuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equazione del secondo ordine,

essendo l’estensione del metodo del tutto ovvia per equazioni lineari di ordine superiore.
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Consideriamo pertantoa, b ∈ C0(I) e l’equazione differenziale di ordine 2

y′′(x) = a(x)y′(x) + b(x)y(x).

Supponiamo nota una soluzionez dell’equazione, tale chez(x) 6= 0 ∀x ∈ I.
Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella formay(x) = u(x)z(x)
Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

u′′z + 2u′z′ + uz′′ = au′z + auz′ + buz

e, tenuto conto chez è soluzione,
u′′z + 2u′z′ − au′z = 0

Postov = u′ si ha
v′z + v(2z′ − az) = 0

e quindi, poich́e z 6= 0,

v′ + v(2
z′

z
− a) = 0.

Se ne deduce che deve essere

v(x) = e−
∫ x

xo
2

z′(t)
z(t)

dt+
∫ x

xo
a(t)dt
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e quindi

v(x) =

(
z(x0)

z(x)

)2

e
∫ x

xo
a(t)dt.

Pertanto una soluzione sarà

v(x) =
1

(z(x))2
e

∫ x
x0

a(t)dt

e

u(x) =

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo

a(s)dsdt

da cui si pùo ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente daz. Se infatti

c1z(x) + c2z(x)

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo

a(s)dsdt = 0

per ogni∀x si ha, perx = x0

c1z(x0) = 0 e c1 = 0
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Ne viene anche che

c2z(x)

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
xo

a(s)dsdt = 0

e c2 = 0 in quanto il secondo fattore non può mai annullarsi, sex 6= x0.
Possiamo pertanto scrivere l’integrale generale dell’equazione data come

y(x) = z(x)

(
c1 + c2

∫ x

x0

1

(z(t))2
e

∫ t
x0

a(s)ds
dt

)
.

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti della
forma

Y ′(x) = AY (x) + B(x)

Y ′(x) = AY (x)

y(n)(x) =
n∑

k=1

aky
(k−1)(x) + b(x)
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y(n)(x) =
n∑

k=1

aky
(k−1)(x)

In pratica l’integrale generale di un’equazione differenziale lineare di ordinen

y(n)(x) =
n∑

k=1

aky
(k−1)(x)

si pùo determinare come segue

(1) si considera il polinomio caratteristico associato all’equazione data

P (λ) = λn −
n∑

k=1

akλ
k−1

che si ottiene sostituendo formalmente la quantità algebricaλk ady(k)(x)
(2) si trovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell’equazione (a coefficienti reali)

P (λ) = 0

Consideriamo ogni soluzioneλ1, .., λr con la sua molteplicit̀aµ1, .., µr

(3) in corrispondenza ad ogni valoreλ, avente molteplicit̀aµ,
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• seλ è reale si considerano le funzioni

(22.21) y1(x) = eλx y2(x) = xeλx · · · yµ(x) = xµ−1eλx

• seλ = α + ıβ è complesso, allora anche il suo complesso coniugatoλ = α− ıβè autovalore
in quanto i coefficienti dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

u1(x) = eαx sin βx u2(x) = xeαx sin βx · · · uµ(x) = xµ−1eαx sin βx(22.22)

v1(x) = eαx cos βx v2(x) = xeαx cos βx · · · vµ(x) = xµ−1eαx cos βx(22.23)

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(4) Si trovano cos̀ı

• in corrispondenza di ogni soluzione realeλ, µ soluzioni del sistema linearmente indipendenti
• in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua coniugata,2µ soluzioni del siste-

ma linearmente indipendenti
(5) siano

y1, y2, y3, . . . , yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.
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Avremo che le soluzioni sono proprion in quanto la somma del numero delle soluzioni,
contate con la loro molteplicità, è proprion per il teorema fondamentale dell’algebra.

La soluzione dell’equazione sarà pertanto

y(x) =
n∑

i=1

ciyi(x)

In pratica l’integrale generale del sistemaY ′ = AY si pùo determinare come segue
(1) si trovano gli autovalori della matriceA, λ1, .., λr e la loro molteplicit̀aµ1, .., µr;
(2) in corrispondenza ad ogni valoreλ di A, avente molteplicit̀aµ,

• seλ è reale si considerano le funzioni

(22.24) y1(x) = eλx y2(x) = xeλx · · · yµ(x) = xµ−1eλx

• seλ è complesso, allora anche il suo complesso coniugatoè autovalore in quanto i coeffi-
cienti del sistema sono reali, e si considerano le funzioni

u1(x) = eαx sin βx u2(x) = xeαx sin βx · · · uµ(x) = xµ−1eαx sin βx(22.25)

v1(x) = eαx cos βx v2(x) = xeαx cos βx · · · vµ(x) = xµ−1eαx cos βx(22.26)
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Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente indipendenti.
(3) Si trovano cos̀ı

• in corrispondenza di ogni autovalore realeλ, µ soluzioni del sistema linearmente indipen-
denti

• in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo coniugato,2µ soluzioni del sistema
linearmente indipendenti

(4) siano

y1, y2, y3, . . . , yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.
Avremo che le soluzioni sono proprion in quanto la somma del numero delle soluzioni,

contate con la loro molteplicità, è proprion per il teorema fondamentale dell’algebra e possiamo
cercare soluzioni

Y = (Yj)

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combinazioni lineari delle funzioniyi

cioè
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Yj(x) =
n∑

i=1

ci,jyi(x)

(5) Le costanti introdotteci,j sono in numero din2 e quindi superiore al numero di costantin neces-
sario e sufficiente per descrivere l’integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo
di ordinen; onde determinare solon costanti si procede quindi sostituendo nel sistema ed usando
le uguaglianze trovate per ridurre il numero di costanti libere adn

Abbiamo con cìo gli strumenti per risolvere ogni equazione differenziale ed ogni sistema differenzia-
le lineare omogeneo, a coefficienti costanti; per risolvere i corrispondenti problemi non omogenei sarà
sufficiente trovare una soluzione particolare dei problemi non omogenei stessi. Ciò pùo essere fatto, in
generale, usando il metodo di variazione delle costanti di Lagrange, ma, nel caso dei coefficienti costanti,
possiamo, se inoltre il termine notoè di forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particolare
di forma similmente semplice.

Più precisamente possiamo affermare che:

(1) Se consideriamo l’equazione differenziale non omogenea22.3e se

b(x) = q(x)eλx
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doveλ ∈ C e q è un polinomio di gradom a coefficienti complessi, si può trovare un polinomio
r di grado al pìu m tale che, seµ è la molteplicit̀a di λ come radice del polinomio caratteristico
P ,

y(x) = xµr(x)eλx

sia soluzione dell’equazione22.3.
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeneo22.4e se

B(x) = Q(x)eλx

dove Q è un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti complessi, di grado
minore o uguale adm, si pùo trovare un vettore colonnaR i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi di grado al più m + µ, doveµ è la molteplicit̀a di λ come radice del polinomio
caratteristicoP della matriceA, tale che

Y (x) = R(x)eλx

risolve il sistema22.4.

Si pùo inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,
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(1) Se

b(x) = eαx[q1(x) cos(βx) + q2(x) sin(βx)]

doveq1 eq2 sono polinomi a coefficienti reali di grado massimom eα±iβ è radice del polinomio
caratteristicoP di molteplicit̀a µ, si possono trovare due polinomir1, r2 di grado al pìu m tali
che

y(x) = xµeαx[r1(x) cos(βx) + r2(x) sin(βx)]

sia soluzione della22.3.
(2) Se

B(x) = eαx[Q1(x) cos(βx) + Q2(x) sin(βx)]

doveQ1 eQ2 sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di grado al più
m e α ± i β è radice del polinomio caratteristico della matrice A con molteplicità µ, si possono
trovareR1 edR2 , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a coefficienti reali di grado al più
m + µ, tali che

Y (x) = eαx[R1(x) cos(βx) + R2(x) sin(βx)]

sia soluzione del sistema22.4.
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1. L’oscillatore armonico

Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teoria delle equazioni differenziali
lineari è costituto dall’oscillatore armonico.

Si consideri l’equazione del secondo ordine

(22.27) x”(t) + 2hx′(t) + ω2x(t) = K sin(αt)

doveh,K, α > 0.
Essa pùo descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,

(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzionale alla distanza ed ad forza di
attrito proporzionale alla velocità, sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampiezzaK e di
frequenzaα.

(2) l’intensità di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da una forza elettromotrice
sinusoidale.

Le soluzioni dell’equazione sono date da:

(1) Seh > ω

x(t) = c1e
(−h+θ)t + c2e

(−h−θ)t + x̂(t)
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I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh = ω
x(t) = c1e

−ht + c2te
−ht + x̂(t)

I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
(3) Seh < ω

x(t) = e−ht(c1 sin(θt) + c2 cos(θt)) + x̂(t)

I grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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FIGURA 22.2. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte una positiva ed una negativa

FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali distinte entrambe positive

dove
x̂(t) = α sin(αt) + b cos(αt) = A sin(αt− φ)
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FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico complesse e coniugate con parte
reale negativa

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali coincidenti negative

ed inoltre siè posto
θ = |h2 − ω2|1/2
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a = K
ω2 − α2

4h2α2 + (ω2 − α2)2

b = −K
2hα

4h2α2 + (ω2 − α2)2

A =
K√

4h2α2 + (ω2 − α2)2

φ = arccos
( a

A

)
Nel caso in cuih = 0 l’equazione diventa

x”(t) + ω2x(t) = K sin(αt)

conk, α > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato da una forza esterna sinusoi-
dale.

Le soluzioni in questo caso sono

(1) Seα 6= ω

x(t) = c1 sin(ωt) + c2 cos(ωt) +
K

ω2 − α2
sin(αt)
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(2) Seα = ω

x(t) = c1 sin(ωt) + c2 cos(ωt)− K

2ω
t cos(ωt)

FIGURA 22.6. Grafico diA in funzione diα edω



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

(22.28) A =
K

(4h2α2 + (ω2 − α2)2)1/2
=

=
K/ω2

(4(h/ω)2(α/ω)2 + (1− (α/ω)2)2)1/2

con
K/ω2 = .5
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