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CAPITOLO 19

INTRODUZIONE Al MODELLI DIFFERENZIALI

Uno degli argomenti pi interessanti del calcolo differenziagecosti-
tuito dalle equazioni differenziali: si tratta di equazioni in cui I'incogréta
una funzioney(z) di cui sono noti i valori iniziali ed il fatto che deve essere
verificata, per ognic, una relazione tra la funzione stessa e la sua derivata
primay’(x).

L'esempio pu semplice e naturale di un problema di questo gerere
dato dal modello che descrive la caduta di un grave.

Py=hy
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FIGURA 19.1. Un punto materiale soggetto alla gravit

Se consideriamo un punto di massaposto ad un’altezza dalla su-
perficie terrestre e trascuriamo gli effetti della resistenza dell’aria, avremo
che sul punto agisce solo la forza di gravit = myg.

L'esperienza mostra che il punto materidtesi muove verso il basso;
per descrivere il suo moto possiamo considerare un sistema di riferimento
che coincide con la retta che il punto percorre cadendo.

Assumiamo l'origine in corrispondenza del suolo e consideriamo posi-
tive le altezze misurate dal suolo.

La veloci& con cui il puntoP si muove verso il basso lungo la retta
scelta come asse di riferimergo

v(t) = i(t)
e la sua acceleraziore
a(t) = i(t)
Come ga detto, sul punto agisce la sola forza gravitaziorale myg.
3
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FIGURA 19.2. Il sistema di riferimento

Per le leggi di Newton si aarallora
ma(t) = —mg
e quindi
(19.1) I(t) =g

La 19.1 e un semplicissimo esempio di equazione differenziale: essa
impone una relazione che coinvolge una funzione e le sue derivate.

Il moto del punto si pa ricavare integrando due volte tt&t, = 0, es
xassumiamo che il moto inizi all'istantg = 0.

Si ottiene
e
1
(19.3) z(t) = _§9t2 + it + ¢

e si vede che per determinare in maniera unica il moto dovremo procurarci
dei valori percy e ¢;. Questo si pa fare \utilizzando informazioni sulla
velocita e sulla posizione iniziale del punté.subito visto infatti dalla.9.2

e dallal9.3rispettivamente che

(194) Vo = IE(O) = C1 ho = .T(O) = Cp

Possiamo osservare che per determinare il moto abbiared@ogno
di conoscere posizione e velaxiiniziale del puntoP e cid corrisponde
anche all'intuizione.

Se teniamo conto di tali dati, possiamo affermare che il puntsi
muove sull’asse seguendo la legge

1
(19.5) z(t) = _ith + vgt + ho



19. INTRODUZIONE Al MODELLI DIFFERENZIALI 5

Possiamo descrivere lo stesso fenomeno anche usando il principio di
conservazione dell’energia.
L'energia potenziale del puntB, soggetto al solo campo gravitazionale
e, in ogni istante,
U(t) = mgx(t)
mentre la sua energia cinetiea

1,
— t
5ma( )
e la sua energia totale

E(t) = %ma’sz(t) + mgx(t)
si mantiene costante durante il moto
(19.6) %miﬂ(t) + mgx(t) = mk
Se conosciamo le condizioni inizialj ed hy siamo anche in grado di
calcolare
k= %mvg + mghyg

La 19.6e una equazione differenziale, ahan grado di descrivere la po-
sizionez(t) del puntoP in ogni istante, tuttavia ricavare: da tale relazione

e piu difficile.
Possiamo riscrivere 1A9.6come
1
(19.7) Ex'Q(t) =k — gz(t)

e da questa uguaglianza possiamo ricavare una prima informazione:

la quantita k — gx(t) deve mantenersi positiva e quindic(t) < §

Abbiamo cos ricavato una limitazione per la soluzione dell’equazio-
ne senza risolverla, abbiamo ottenutoecimna limitazione a priori per la
soluzione dell’equazione.

Osserviamo anche che

x(t) = § e una soluzione costante dell'equazion&d.7

Per cercare soluzioni non costanti possiamo applicare la radice ad en-
trambi i membri

(19.8) x(t) = £/ 2k — 2g2(t)
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e dividere per il secondo membro

(19.9) O

2k — 2gx(t)
Ora, se moltiplichiamo pey

r(t

(19.10) L

2k — 2gx(t)
ed integriamo tra, = 0 et, otteniamo

t .

(19.11) 98) g — g1

0 \/2k —2gx(s)

dove tuttavia il primo integrale non pwessere calcolato in quanto la fun-
zione integranda dipende dalla funzione incognita.
Possiamo integrare per sostituzione ponendo
u=x(s) : du = x(s)ds

osservando che per= 0 es = ¢t avremoz(s) = z(0) = hy ez(s) = x(t),
da cui si ricava cheg = ++/2k — 2gxo, avremo

(19.12) W _gdu +gt
A questo punto possiamo calcolare I'integrale a sinistra ed ottenere che
(19.13) V2k — 2gx(t) — \/2k — 29z = gt
(19.14) V2k — 2gx(t) = gt + vy
(19.15) 2k — 2gz(t) = (£gt + vy)*
(19.16) x(t) = S - % (£gt + vo)”

La 19.16descrive il moto del punto negli stessi termini ottenuti in pre-
cedenza; il segne- di +g¢t si puw determinare dalla9.8 poiche il moto
avviene con continugt il segno dowa essere lo stesso dj.

La scelta del segno e la valididell’'equazione si mantengono fino a
quando la derivata di(t), cioé la veloci non si annulla; questa eventualit
non si verifica mai se, < 0 mentre ha luogo pef = ”?0 nel caso in cui
v > 0.

In tal caso dobbiamo riconsiderare le condizioni iniziali che diventano

e quindi non forniscono indicazioni sul segno da attribuire alla radice che
rappresenta la veloéitnellal9.8
Dobbiamo quindi esaminare tutti i casi disponibili:

(1) se supponiamo che il moto abbia velagitositive
(19.17) T(t) = ++/2k — 2gx(t)
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(2) se supponiamo che il moto abbia velaaitegative

(19.18) (t) = —/2k — 2gz(t)
(3) se supponiamo che il moto abbia velaaitulla entrambe le prece-
denti sono accettabili.

Osserviamo che a questo punto occorre distinguere tra risultato del mo-
dello e soluzione dell’equazione differenziale: infatti

E evidente che pert > ¢, la 19.17non pud pill rappresentare il moto
del punto materiale P in quanto il moto avviene con velocia negativa,
il che non e consentito dallal9.17

L'unica soluzione prevista dalla19.17¢ quella costante che tuttavia in
contrasto con 'evidenza del fenomeno.

Dovremo pertanto considerare le soluzioni dell’equazionel9.18 per
trovare la descrizione del seguito del movimento.







CAPITOLO 20

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI
SEPARABILI.

Risolvere una equazione differenziale a variabili separabili, significa

trovare una funziong, che sia derivabile e per cui si abbia

y'(z) = f(z)g(y(z))
con f, g assegnate.
Piu precisamente possiamo dire che

Sel,J C R sono intervalli apertie nonvuotiedf : I — R ,g: J —
R sono due funzioni, diciamo che risolviamo I'equazione differenziale
a variabili separabili

(20.1) y'(z) = f(x)g(y(z))
se troviamo un intervallo I’ C I ed una funzioney : I’ — J tale che la
20.1sia soddisfatta per ognix € I’

Quando si cercano soluzioni di un’equazione differenziale che soddisfi-

no anche un dato iniziale, si parla di problema di Cauchy.
Precisamente se

I,J C Rsonointervalliapertixzg e I,yo€ J, f: I — Reg: J — R
sono funzioni; chiamiamo problema di Cauchy a variabili separabili il
problema ditrovare I’ C I edy : I’ — R, derivabile, tali che

(20.2) y(x) = f(x)gly(x)) , Veel
| y(zo) = yo

Vale il seguente teorema di esistenza ed uaidélla soluzione del pro-

blema di Cauchy a variabili separabili, per dimostrare il quale procedia-
mo in maniera costruttiva utilizzando un metodo che, di fatto, consente di

risolvere I'equazione.

La dimostrazione, in questo caso, moltogputile dell’enunciato, ma
anche le condizioni di esistenza ed uricitella soluzione sono di fonda-
mentale importanza.
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Nei teorema che segue giocano un ruolo fondamentale il fatto chle | e
siano intervalli aperti e chg(y) # 0 Vy € J.

Quest'ultima condizione& certamente soddisfatta g& continua e se
9(yo) # 0 a meno di considerare un’intervallbpii piccolo.

TEOREMAZ20.1. Sianol, J C R, intervalli aperti, sianary € I,y € J
esianof : I — R, g : J — R due funzioni continue, supponiamo inoltre
cheg(y) # 0, per ogniy € J.

Allora esiste unintervalld’ C I e una ed una sola soluzioge I’ —

J del problema di Cauchg0.2

DIMOSTRAZIONE.

y € soluzione del problema assegnato se e solo se

(20.3) {gz(/@//((?)) = /(z)

y(wo) = Yo

e cio si verifica se e solo se

T y’(t) B T
(209) /xo g(y(t))dt B /zo Fle)de
se e solo se
y(z) x
(20.5) / % = / f(t)dt

se e solo se, dettel’ e G due primitive di f ed 1/g su |l e J
rispettivamente,

(20.6) G(y(x)) = Gyo) = F(x) — F(o)

R(G — G(y)) e R(F — F(z0)) sono intervalli per la continuita delle
medesime, entrambi contengond e R(G) contiene( al suo interno in
virt u del fatto che G e strettamente monotona in quantog = G’ ha
segno costante inoltre= e invertibile.

Cio assicura che esiste un intervalld’, aperto e contenenter, in cui
'uguaglianza vale ed in tale intervallo si pw scrivere che

(20.7) y(z) = G H(F(z) + Glyo) — F(w0))-

O
E importante anche ricordare due risultati di esistenza e di anit
cui dimostrazione no® opportuna a questo punto, che possiamo tuttavia
utilizzare per ottenere informazioni sull’esistenza e 'ugiciella soluzione

di un problema di Cauchy.
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Siano/,J C R, intervalli aperti, siano xq € I, 3, € J e sianof : [ —
R, g : J — R due funzioni continue.

Allora esiste un intervallo I’ C [ e una soluzioney : I' — J del
problema di Cauchy 20.2

Se inoltre ¢ € C!,cioé se ammette derivata prima continua, allora I3
soluzioneé anche unica.

Lunicit a € anche assicurata dalla lipschitziang di ¢ cioe dalla
condizione

(20.8) lg(z) — g(y)| < L]z — y|

Vale la pena di ricordare che, usando il teorema di Lagrange, $

puo dimostrare che una funzione che abbia derivata prima limitatae
lipschitziana: infatti se |¢'(c)| < L siha

(20.9) l9(x) — g(y)| = |g'(c)||lx — y| < Llz —y|

Ricordiamo anche che sg < C!, il teorema di WeierstraB3 assicura che

|¢'| (chee continua) ammette massimo su ogni intorno chiuso e limitat
di i)

|

D

D

Possiamo procedere alla soluzione dell’equazione differenziale a va-

riabili separabili anche senza precisi riferimenti ai dati iniziali segue
essenzialmente gli stessi passi percorsi in precedenza

ndo
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Siano f e g continue sugli intervalli aperti / e J e supponiamo che

9(y) #0suJ;
Consideriamo I'equazione a variabili separabili
(20.10) y'(z) = f(z)g(y(z))

Dal momento cheg(y) # 0 in J, avremo che la20.10¢é soddisfatta in/’
se e solo se /()
y\xr
= f(z)
9(y(z))
e, detteF eG due primitive in I e J di f ed1/g rispettivamente, I'ultima
uguaglianzaée equivalente a

(20.11) G(y(z)) = F(z)+c¢

conc € R (ricordiamo che stiamo lavorando su intervalli e quindi due
primitive differiscono per costante).
Ora, se fissiamar, interno ad I e chiamiamoy(z,) = yo € J, posto

c=G(yo) — F(xo)
avremo che la20.11diventa
(20.12) G(y(z)) — G(yo) = F(z) — F(x)

ed e verificata almeno in un intervallo I’ C 1.

Infatti R(G — G(yo)) e R(F — F(x0)) sono intervalli per la continuita
delle medesime, entrambi contengon@e R(G) contiene0 al suo interno
in virt u del fatto che G e strettamente monotona in quantog = G’ ha
segno costante inoltre= e invertibile.

Pertanto possiamo ricavare

y(z) = G (F(z) + )

perx e I'.

Il procedimento sopra esposto fornisce, al variare dinsieme di tutte
le soluzioni dell’equazione differenziale a variabili separabili considerata.
Allorquando necessiti trovare le soluzioni dell’equazione considerata, che
soddisfino di pil la condizioney(zy) = yo, o € I, yo € J, € sufficiente
considerare: = G(yo) — F(zo) ed osservare che tale sceltacdionsente
di determinare’ C I tale cheF'(I’) + ¢ C G(J). In tal caso si risolve un
problema di Cauchy.

Per una corretta risoluzione di un’equazione a variabili separabili non
va trascurato di considerare quanto accadeseannulla in qualche punto.

Ricordiamo che per separare le variabili occorre dividergymequindi
in questo caso non si pprocedere @i dall'inizio.

E ragionevole limitarci al caso in cyj € uno zero isolato dj, cioé se
esiste un intorno dj, in cui g non si annulla altre volte.



20. EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI SEPARABILI. 13

In tal caso possiamo osservare che la funzione

y(z) = yo
e una soluzione dell’equazione, che in presenza di condizioni che assicurino
l'unicitae anche la sola soluzione possibile.
Qualora non sussistano tali condizioni occorre indagare I'esistenza di
altre soluzioni; a questo scopo si procede studiando I'equaziongeer
e, giunti al punto di considerare

y(@) T
(20.13) / %:/ f(t)dt

prima di procedere, occorre studiare I'esistenza in senso improprio dell’in-
tegrale a sinistra.
Le informazioni che abbiamo sull'integrazione impropria ci consentono
allora di capire che:
e seg e infinitesima iny, di ordinea > 1. la primitivaG di 1/¢g non
pud essere prolungata per contirduih i, e pertanto la soluzione
costantee I'unica possibile.
e Se invecey e infinitesima iny, di ordinea < § < 1,3 € R
. Allora G puo essere prolungata per contirguit y, e, Si pw
procedere oltre.
Proviamo infine un risultato riguardante una disequazione differenziale
cheé spesso utile per trovare limitazioni a priori per soluzioni di equazioni
differenziali che non st in grado di risolvere.

LEMMA 20.1. - di Gronwall - Sianoy, f : I — R funzioni continue,
I intervallo, e siana: > 0, z, € I; allora se

/x: f(t)y(t)dt‘ +c

y(r) <

per ogniz € I siha
0 < y(z) < cells, FO]
per ogniz € 1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamar > z, ; dividendo ambo i membri
per il secondo e moltiplicando poi pgfx) si ottiene (si ricordi chg > 0,

c > 0)
y(@)f(z)
c+ [, F(yt)d

- < f(x)
da cui

= |In (c+ ) f(t)y(t)dt)} < f(2).

dx .
Integrando ora tra, edx si ha

In (c+/x:f(t)y(t)dt> “ine < / F(t)dt
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onde )
c+ / F)y(t)dt < celio IO

y(@) <c+ [ FOyt)dt < cele IO

o
Sex < z si procede in modo analogo solo tenendo conto di un cam-
biamento di segno. O

COROLLARIO 20.1. Sianoy, f : I — R, continue,/ intervallo, e sia
xo € I; allora se

y(r) <

/ f(t)y(t)dt‘ Vo el

siha
y(x) =0 Ve el

DIMOSTRAZIONE. Si ha

y(x) < / f(t)y(t)dt‘ +c Ve>0
o
e pertanto
0 < y(x) < cellz /O] Ve >0
per cui, al limite pex: — 07, si hay(z) = 0. O

Se nel lemma di Gronwall si suppone

[ f(t)y(t)dt\ +e(a)

y(z) <

conc, si prova che
0 < y(z) < cx)ele 7O




CAPITOLO 21

ESEMPI NOTEVOLI DI PROBLEMI DI CAUCHY

1. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.1) y'(x) = y*(x)

Osserviamo innanzi tutto chgx) = 0 & soluzione dell’equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.2) v _y

ed integrando tra, edx

Y@
(21.3) / dt =x—x
o Y2(1) ’
postos = y(t), avremods = y/(t)dt e
y@) g
(21.4) / S
y(wo)=yo °

Poicte s% e infinita in s = 0 di ordine 2, non & integrabile ins =
0 (intendiamo con @ che none integrabile in intervalli che contengano
0). Pertantoy edy, dovranno avere sempre lo stesso segno: soluzioni che
partono con valoriy, positivi (negativi), rimangono positive (negative).

Sotto tale condizione avremo che

1 1
(21.5) —— 4+ — =z —x
Yy Yo
1 1
(21.6) —=—+4x—r=Cc—2x
Y Yo
dove si sia definito
c=—+xg
Yo

Osserviamo inoltre che al variareadj edy, ¢ pud assumere tutti i valori
reali.

15
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Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.7) y(x) = . i -

ed il loro graficoe indicato in figura21.1.

—.

L

FIGURA 21.1.

2. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.8) y'(z) = Vylz)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) = 0 é
soluzione dell’equazione.

Sey(z) # 0 possiamo separare le variabili

/
(21.9) vl _
y(x)
ed integrando tra, edx
T /
(21.10) / YO o2y
20 VY(1)
postos = y(t), avremods = y/(t)dt e
y@) g
(21.11) / — =x— I
y(x0)=Yyo \/g

Poiche \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafp Pertanto
y edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

(21.12) 2y —2\/yo = = — x
(21.13) Ji= %(m o+ 2070 = %(x +o)

dove si sia definito

c=2y/Y0 — %o
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Osserviamo inoltre che [al.13impone che deve essere

1 =
§(x+c) >0 cioe x> —c

Osserviamo che al variare dj edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.14) y(x) = i(:v + ¢)?

ed il loro graficoe indicato in figure?1.2

per T > —c

FIGURA 21.2.

3. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.15) y'(z) = v\/y(v)

Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) =0 é
soluzione dell’equazione.
Sey(z) # 0 possiamo separare le variabili

(21.16) vie) _,
ed integrando tra, edx

(21.17) / \%%dt = /x tdt

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

y(z) 2
(21.18) / ds o
y(zo)=yo \/_ 2

Vo)
N5
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Poiche \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafp Pertanto
y edyy potranno assumere anche il valoreAvremo

x? al
IQ 132 132
dove si sia definito ,
¢= Vo — 3
Osserviamo che 1a1.19impone che deve essere
x? - sempre se > 0
—+c>0 cioe
4 |z| > —2¢ sec <0

Osserviamo che al variare @ edy, c pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.21) y(z) = (%2 + 0)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura&21.3

FIGURA 21.3.

4. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.22) y'(z) = —zv/y(z)
Osserviamo innanzi tutto che deve essgre) > 0 e chey(z) = 0 &

soluzione dell’'equazione.
Sey(x) # 0 possiamo separare le variabili

(21.23) vl _ .,



4. ESEMPIO 19

ed integrando tra, edx

(21.24) / ' jl%dt = / Ctat

postos = y(t), avremods = y/(t)dt e

v(@) ds x? a2
(21.25) / — —_Z 40
y(zo)=yo \/5 2 2

Poicte \/Lg e infinita ins = 0 di ordine1/2, & integrabile ins = 0 (in-
tendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengafip Pertanto
y edy, potranno assumere anche il valoreAvremo

2z
(21.26) 2/ — 24/yo = -5 + 50
$2 .CL'Q $2
(2127) \/gz—z—|—(1/y0+30):_z+c
dove si sia definito
2
C=+Yo+ %

Osserviamo che Ia1.27impone che deve essere

x? . mai sec < 0
—~—4¢>0 ciog
4 lz] < —2¢ sec<0

Osserviamo che al variare dj edy, ¢ pud assumere solo valori positivi.
Le soluzioni dell’equazione saranno pertanto date da

(21.28) y(z) = (—%2 + c)2

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figura21.4

FIGURA 21.4.
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5. Esempio

Consideriamo I'equazione

(21.29) y'(z) = V1—y(z)

Osserviamo innanzi tutto che deve esdefe)| < 1 e chey(z) = +1
e soluzione dell’equazione.
Sey(x) # +1 possiamo separare le variabili

21.30 A O
( ) 1 —y*(x)

ed integrando tra, edx

T /
(21.31) YO e
o 1- y2 (t)
postos = y(t), avremods = v/ (t)dt e
y(z) ds
(21.32) / —— = -1
y(zo)=yo V 1 —s?

Poichke ﬁ e infinita ins = +1 di ordine1/2, & integrabile ins =
+1 (intendiamo con @ chee integrabile in intervalli che contengasd).
Pertantay edy, potranno assumere anche il valaré. Avremo

(21.33) arcsiny(z) — arcsinyy = x — xg

(21.34) arcsiny(x) = x — xg + arcsinyg = x + ¢

dove si sia definito
c = arcsinyy — o

Osserviamo che Ia1.34impone che deve essere

T+l <5
X C -
-2
Osserviamo che al variare di edy, ¢ pud assumere tutti i valori reali.
Le soluzioni dell’'equazione saranno pertanto date da
(21.35) y(x) =sin(z + ¢)

sotto le condizioni indicate pered il loro graficoe indicato in figur&21.5



6. ESEMPIO 21

08
il
04
02

02
04
08
-08

FIGURA 21.5.

6. Esempio

Consideriamo il problema di Cauchy

) = o=@t _
(21.36) ylw)=e L
y(zo) = Yo

Possiamo scrivere
y'(x) = f(x)g(y(x)

se definiamof (z) = 1 eg(y) = e V' — 1;

Sihaf € C°(R) eg € C'(R), e quindi si ava una ed una sola soluzione
per ognizy € R edy, € R.

L'equazione ammette soluzioni costanti che possono essere trovate po-
nendoy(z) = c e sostituendo; avremo

= —1

per cui la sola soluzione costaréig(z) = ¢ = 0.

Nel caso in cuiy, = 0 la soluzione costante anche I'unica soluzione
del problema di Cauchy .

Se fissiamor, = 0 edy, = 1. possiamo supporrg(xz) # 0 in un
intorno di0 e separando le variabili ed integrando@rad x si ottiene

y(r)
(21.37) —e 1 =L
T y’(t) B T
ovvero

y(z) ds
/1 e 1 "

Studiamo ora la funzione integrale a primo memhbfg) = |’
Poicle I'integrandae definita e continua per# 0 e

ds
T

e S —

di ordine4, I'integraleé divergente per if; ne segue che, essendo il primo
estremo di integrazione positivo, la funzioaelefinita per; > 0.
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Inoltre
, 1
lim — =—1
s—+oo 75 — 1
da cui l'integralee divergente anche pgr— +oc.
Si ha infineh(1) = 0 e i/(y) =]fracle ¥ — 1 essendo l'integranda
continua per; > 0, e tale derivata risulta sempre negativa.

Possiamo anche osservare che
qyPe v’
(e — 172

per ogniy > 0, per cui la funzione risult@rconvessa; inoltre, poiéh
lim 7/(y) = —1
il grafico della funzione tendara diventare parallelo alla bisettrice del
secondo e quarto quadrante)
Il grafico della funzione: e indicato nella figura;

h'(y) = >0

by \\ x=h(y) ¥y
1 1
X r \\
X
21.6.1. Grafico 1 21.6.2. Grafico2 21.6.3. Grafico3
FIGURA 21.6.
Poiche deve aversi

h(y(z)) ==

il grafico della soluzione del problema di Cauchyzsguello dell'inversa di
h, come riportato nella figural.G6.

Per disegnare il grafico delle soluzioni del problema di Cauchy dato al
variare dei dati inizializy, yo € R. possiamo osservare che I'equazione data
e un’equazione differenziale autonoma, e quindj(@e € soluzione, anche
y(x + a) € soluzione per ogni € R.

Pertanto tutte le traslate (in orizzontale) della soluzione trovata sono
ancora soluzioni, pey > 0.

Per quanto riguarda le soluzioni pgr< 0, ripetendo i calcoli fatti, ad
esempio cony, =0 ey, = —1, siha

y(x) ds
/_1 et —1 o
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e con considerazioni analoghe si ottengono le curve indicate in figéira

(Si noti che, sg/(x) & soluzione dell’equazione differenziale, talpure
—y(—=), ovvero i grafici delle soluzioni sono simmetrici rispetto all’origi-
ne).

7. Esempio

Si consideri il problema di Cauchy

y'(x) = 62%\/y(x)
y(xo) =1
Si tratta di un problema a variabili separabili c6fx) = 622 definita e
continua su tutt®, eg(y) = ,/y definita e di class€'" pery > 0; pertanto
essendq@, = 1, per il teorema di esistenza ed unigiesiste una ed una sola

soluzione del problema dato, per ognic R.
Separando le variabili, pef(x) > 0, si ottiene

y'(v)

y(z)
ed integrando tra edz
/ y(t) dt:/ 6t* dt
o V() 0
ovvero

2/ y(z) — 24/y(0) = 227 dacui  y(z)=1+2"
Elevando al quadrato i due membri, dopo aver osservata ¢he’ > 0
e ciex > —1, si ottiene
y(x)=(1+2%?  ,  a>-1
(si noti che la soluzioneé prolungabile, in modo unico, caf{xz) = 0 per
x < —1).
Il grafico delle soluziong riportato in figura&21.7

= 622

y

FIGURA 21.7.






CAPITOLO 22

SISTEMI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Un altro tipo importante di equazioni di equazioni differenzéatiosti-
tuito dalle equazioni lineari. La pisemplice equazione lineareassere
scritta nella forma

(22.1) y(@) = a(@)y(x) + bla)

Sea,b € C°(I), 'equazione?2.1lammette una ed una soluzione definita
Su tutto/; questae forse una delle piimportanti caratteristiche di questo
tipo di equazioni e si puifacilmente verificare, in questo caso, direttamente.
Siaxg € I, edyy € R, e siaA una primitiva dia in I. Lesistenza
di A é assicurata dalla continaitia; ad esempio possiamo porigz) =
[, a(t)dt.
La22.1é vera se e solo se

ey () — e A Pa(a)y(z) = ba)e @
e ci0 € equivalente a
d
o (e_A(””)y(x)) = b(x)e_A(’”).

Integrando trary edz, si ottiene

e @y (x) = yo +/ b(t)e M at

x0

ed infine

(22.2) y(z) = e 4@ (yo + / b(t)e A@ dt>
o
Quanto abbiamo esposto consente di affermare che tutte le soluzioni
dell’equazione2.1si ottengono, al variare diy, € R, dalla22.2
Osserviamo anche che 22.2 stessa pd essere riscritta nella seguente
maniera:

y(z) = yoelwo MO 4 o)z, et / b(t)e™ Jro 98 gt
zo
in accordo con i risultati che proveremo nel seguito per il caB@pnerale.
La 22.2costituisce, al variare djy, I'integrale generale dell’equazione
22.1
| passi successivi consistono nel considerare equazioni lineari di ordine
superiore oppure sistemi di equazioni del primo ordine.

25
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Un’equazione lineare di ordinesi pw scrivere nella forma
(22.3) y ™ (z) = Z a;yV(x) + b(x)
=1

dovea;, b € C° mentre un sistema lineare di ordinesi scrive nella forma
(22.4) Y'(z) = A(x)Y (x) + B(x)

dove A(z) = {a;j(x)} e B(z) = {b;(x)} sono una matrice ed un vettore
i cui elementi sono funzioni continue su un intervallp(scriviamo A €
C*(I), B € C*(I) quando intendiamo pertanto affermare ehec C*(I),
b; € C*(I) peri,j =1,...,n).

Il sistema p essere riscritto usando le componentldiA, B, nella
seguente maniera

(22.5)
yi () ain(x) ai2(x) ... aw(x)\ [yi(x) bi(x)
va(@) | [ an(@) axn(z) ... awn(z) | | y2(z) ba()
2 Al R 2
yr () 1 () apa(z) ... apn(2) Yn(2) by ()
ed anche, in forma picompatta
(22.6) vile) = D _ay(@)y;(x) + bilw)  i=1,.0m

QualoraB = 0 il sistema si dice omogeneo e assume la forma
(22.7) Y'(z) = A(2)Y (2)

Quandor. = 1 il sistema si riduce ad una sola equazione differenziale
lineare del primo ordine che, postb= (a;;) = a € B = by = b, Si scrive
nella forma

y'(z) = a(x)y(z) + b(z)

L'insieme7 di tutte le soluzioni d22.4si chiama integrale generale del

sistema..

Quando si associa al sistema o all’equazione differenziale un opportuno
insieme di condizioni iniziali parliamo di problema di Cauchy

(22.8) {Y’(m) — A(@)Y(z)+Blz) , Vzel
' Y(z9) = Yo

(22.9)
Y™ (2) = a,(2)y™V(2) + ... + a1 (2)y(z) + b(z) Ve el
y(@o) = yo, ¥'(w0) = Y1, -,y (20) = Yna

sono problemi di Cauchy.
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Lo studio di un sistema consente di trovare risultati anche per I'equa-
zione di ordinen; sia infatti

(22100 ¥ (@) = au(@)y" V(@) + ...+ ar(@)y(z) + b(x)
una equazione differenziale lineare di ordine poniamo
(22.11) yi(x) =y V() , i=1,...,n.
(Per chiarire le idee osserviamo che siaayi(z) = y(z) , ... ,yn(z) =
y"(x)).
Possiamo riscrivere I'equazione nella seguente forma
(y1(x) = ya(2)
ya(x) = ys(x)
(22.12)

Y2) = an@n) + - + a1 (@) (@) + b(2)
ed anche come
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)

non appena si sia definito

0 1 0 e 0 0

0 0 1 e 0 0

A= Bly=1
aj(xz) as(z) asz(x) ... a,(x) b(x)

Vale il seguente teorema di cei importante in questo contesto solo
I'enunciato.

TEOREMA 22.1. Siano A [ — M™, B : [ — R™ continue e siano
zo € 1,Yy € R™,
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy

Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x) Vo el

(22.13) {Y(xo> .

Il teorema precedente consente di provare un risultato di esistenza anche
per le equazioni differenziali lineari di ordine

TEOREMA 22.2. Sianoa;,b € C°(I),i = 1,...,n e sianox, € I, y; €
R, i =0,...,n — 1. Allora esiste una ed una sola soluzionpe I — R
del problema di Cauchy

y (@) = 30, ai(a)y" V(@) + b(z)
(22.14) {’y(i)(l’o) =y , i=0,..,n—1
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Proviamo ora che l'insieme delle soluzioni di un sistema differenziale
lineare, ci@ l'integrale generale di un sistema differenziale omogeneo del
primo ordinee uno spazio vettoriale avente dimensione uguale al numero
di equazioni del sistema stesso.

TEOREMA 22.3. SiaA € C°(I) e consideriamo il sistema differenziale
lineare del primo ordine

Yi(x) = A(2)Y (z);

sia S il suo integrale generale. Allor& & uno spazio vettoriale di dimen-
sionen.

DIMOSTRAZIONE. E’'immediato verificare ch8 € uno spazio vettoria-
le in quanto si vede subito che ge z sono soluzioni del sistema assegnato
tali risultano anchevy + 5z ovea, 5 sono scalari.

Per provare che dir§ = n e sufficiente osservare che, per il teorema di
esistenza ed unicitdella soluzione I'applicazione lineare

r-&§ —R"

definita da
F(Y) = Y(SB()) , xo €1

e un isomorfismo. O

In base al teorema precedegtpossibile affermare che ogni soluzione
di un sistema differenziale lineare omogenea diquazioni inn incogni-
te pw essere espressa mediante un combinazione linearesdiuzioni
linearmente indipendenti del sistema stesso.

Siano essé&7, ..., Y, e sia(y;); la componentg-esima dellai-esima
soluzione.

Possiamo allora costruire la matrice

(Wi)r (21 - (Wah
(22.15) o (yf)z (y?)z (.%:)2
W)n W2)n - Wn)n
che indicheremo spesso come

considerando glY; come vettori colonna, e che si chiama matrice fonda-
mentale del sistema assegnato.

E possibile verificare che €& & una matrice fondamentale del sistema
omogene@2.7allora si ha

(22.16) G'(z) = A(x)G(x)
Il sistema22.16& un sistema differenziale lineare af equazioni inn?

incognite.
Ogni soluzione del nostro sistema go#allora essere scritta nella forma

Y(z) = G(z)C , CeR"
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ovvero, considerando le componenti,

n

yi(z) = Z (y;)ic;.

j=1
Anche lo spazio delle soluzioni di un sistema differenziale lineare ordi-
nario del primo ordine non omogeneatrutturato in maniera molto precisa.

TEOREMA22.4. SianoA € C°(I) B € C°(I) e consideriamo il sistema
differenziale lineare non omogeneo del primo ordine

Y'(z) = A(z)Y(x) + B(z)

Sia 7T l'integrale generale del sistema assegnato e Sidintegrale
generale del sistema omogeneo ad esso associato

Yi(z) = A(x)Y(x)
sia ancoraz € C"(I) tale che
Z'(x) = A(z)Z(z) + B(x)
Allora
T=7+S
e 7 e uno spazio lineare affine di dimensiane

DIMOSTRAZIONE. E’ evidente chg D 7 + S; siavicevers& € 7, e
facile verificare ché — 7 soddisfa il sistema omogeneo associato e pertanto
Y—-ZeSdacuy € Z+S. O

DEFINIZIONE 22.1. SianoYy, Y, ....., Y,, n soluzioni del sistema diffe-
renziale lineare omogeneo

Y'(z) = A(2)Y (2)

Chiamiamo determinante wronskiano, aigemplicemente wronskia-
no, associato alle: soluzioni assegnate il determinante della matrice

In altri termini

(22.17) W(z) = det : : . :
Proviamo ora una interessante progxidel wronskiano.

TEOREMA 22.5. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed
unicita per il sistema differenziale lineare omogeneo

Y'(z) = A(2)Y ()

e sianoY},Ys,....Y,, n soluzioni del sistema stesso.
Sono fatti equivalenti:
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(1) Y3, ..., Y, sono linearmente indipendenti;
(2) W(z) # 0 perogniz € I
(3) esister, € I tale chelV(xg) # 0.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo, per ognifissato in/ I'applicazione
lineare

r,.s—nR"
definita dal',(Y") = Y (z). Per il teorema di esistenza ed urédit, & un
isomorfismo.
e (1)=(2)
SeYi, ..., Y, sono linearmente indipendentid allora
[.(Y1),....[.(Yy)
sono linearmente indipendentiRi* e perco
0 #det (I',(Y1), ..., [2(Yy)) = det (Yi(x), ..., Ya(z)) = W(z)
per ognix € [
¢ (2)=(3)
E ovvio.
e (3)=(1)
W(xo) # 0 implica cheY;(xy), ..., Y,(xo) sono linearmente
indipendenti inR™ e perco

Y) =, (Y(a0)), ..., Yo = Tl (Ya(a0))
sono linearmente indipendentih

O

Per il teorema precedengeessenziale chig, ..., Y,, siano soluzioni del
sistema; se dinon fosse, sarebbe vero solo ¢hg=- (3) = (1)

Che le altre implicazioni siano falgefacilmente visto se si considera il
wronskiano associato alle funzioti » : R — R? definite da

Yi(e) = (2%, 22) ,  Ya(z) =(22,2)
oppure
@ 22) x>0 ~J(@*22) <0
Yl(x)_{o r<0 Yl(x)_{o T>0

Altrettanti risultati possono essere ottenuti per le equazioni di ordine

TEOREMA 22.6. Sianoa;,b € C°(I) ,i = 1,...,n, € consideriamo
I'equazione differenziale lineare di ordine
y ™ (x) =Y ai(x)y V()
=1
Sia S il suo integrale generale, allora&s & uno spazio vettoriale di
dimensiones.
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Sia
y " (z) = ay V() + b)
=1

la corrispondente equazione differenziale lineare di ordineon omoge-
nea, e sial il suo integrale generale.
7 e uno spazio lineare affine di dimensioned inoltre

T=24+S8
dovez e una soluzione della equazione non omogenea.

Il teorema precedente consente di affermare che ogni soluzione dell’e-
guazione differenziale lineare omogenea di ording pud esprimere co-
me combinazione lineare disoluzioniy, ..., y, del’equazione stessa che
siano linearmente indipendenti.

L'insiemeyq, ..., y, Si chiama sistema fondamentale di soluzioni per I'e-
quazione data; in altre parole ogni soluzigneuo essere espressa mediante
la

n

y() =Y cuil)

=1
dovec; € R

DEFINIZIONE 22.2. Sianoy, ..., y, n soluzioni dell’equazione differen-
ziale lineare di ordinez, omogenea

n

y"(@) =) ai(2)y" (@)

i=1
Chiamiamo wronskiano associato alle soluzigni..., y,, il determinan-
te

?/}(ﬁ) y3(x) y7(m)
(22.18) W(a) = det y (:L’ yg(:x) ] y Faz)
y" V@) V@) L V(@)

TEOREMA 22.7. Siano verificate le ipotesi del teorema di esistenza ed
unicita e sianoy,, ..., y, n soluzioni dell’equazione differenziale omogenea
di ordinen

y ™ (z) =Y ai(x)y"V(x)
=1
Sono fatti equivalenti:
(1) v, ..., ¥, SONO linearmente indipendenti;
(2) W(x) # 0 per ogniz € I;
(3) esister, € I tale chelV (zy) # 0.
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Come in precedenza, usando lo stesso esempio, si vede che, qualora
1, ---, Yo NON Siano soluzioni dell'equazione, le uniche implicazioni ancora
vere sond2) = (3) = (1)

| risultati precedenti assicurano la possikiliti trovare I'integrale gene-
rale di un sistema non omogeneo non appena siano noti l'integrale generale
del sistema omogeneo ad esso associato ed una soluzione del sistema non
omogeneog pertanto molto importante avere a disposizione uno strumen-
to che consenta, noto I'integrale generale del sistema omogeneo, di trovare
una soluzione del sistema non omogeneo.

Sia G una matrice fondamentale del sistema lineare omogeneo
Y'(z) = A(2)Y ()
ez, € I. Una soluzione del sistema non omogeneo
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)
e data da

Infatti se cerchiamo soluzioni del sistema hon omogeneo della forma
Z(z) = G(x)\(z)
dove) : I — R™ e derivabile, dow aversi
Z'(x) = A(z)Z(z) + B(x)

e pertanto, poidhsi pw verificare che la regola di derivazione del prodotto
pud essere estesa anche al prodotto righe per colonne, si ha

Z'(x) = G'(x)\(z) + G(x)N (x)
deve essere
G'(2)\(x) + G(x)N (x) = A(z)G(2)\(z) + B(z)
Ma G € una matrice fondamentale e quindi,
G(x)N(x) = B(x) e N(z)=G '(2)B(x).
Se ne deduce che se

Z e soluzione del sistema completo.
Osserviamo inoltre che, essen@¢z)\ () = B(z), per il teorema di
Cramer si ha
Wi(x)
W (x)

N(x) =
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essendo
(22.19)
(yl)l (92)1 . (%’—1)1 by (?Ji+1)1 oo (Ynh
W, — det (yf)z (y?)Q : (yz':l)z b:z (yi+:1)2 : (y1.1)2
(yl)n (3/2)71 e (yz‘—l)n bn, (yi+1)n ce (yn)n

e una soluzione del sistema non omoge@elata da
Y(z) =) N(2)Yi(x).
=1

Come conseguenza &2 una matrice fondamentale del sistema lineare
omogeneo
Vi(z) = A(2)Y (2)
I'integrale generale del sistema lineare non omogeneo
Y'(z) = A(x)Y (z) + B(x)
e dato da

Y@ﬁﬂ%@(0+/wG*@B@ﬁ),CeR"

0
Dove zy, € I mentre la soluzione del problema di Cauchy relativo ai dati

Y(r) = G(x) (G_l(xo)Yo + /x G_l(t)B(t)dt)

0

Il metodo esposto si chiama della metodo di Lagrange di variazione del-
le costanti arbitrarie e guovviamente essere applicato anche alle equazioni
differenziali di ordinen non appena le si sia trasformate in un sistema. Tut-
tavia per le equazioré pii conveniente procedere direttamente; illustriamo
qui di sequito, il caso di una equazione del secondo ordine.

Sianoa, b,c € C°(I) e consideriamo I'equazione lineare del secondo
ordine

y'(x) = a(@)y'(z) + b(x)y(z) + c(z).

Supponiamo note due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
differenziale omogenea associata; avremo allora a disposizione l'integrale
generale dell’equazione omogenea nella forma

y(x) = () + caya(x)
Cerchiamo soluzioni per 'equazione non omogenea nella forma
2(2) = M(@)yi () + Ao (7)ya()
Avremo
2= Nyn + Aoy + My + Aoy

e posto
Nyt + Aoy =0
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si ha
2= Ny + Aoyh + Ay + Ay
Sostituendo si ottiene
Y1+ Aoy + Myl + Aayy = Mayy + Xoayh + Mbyr + Aabys + ¢
e, tenuto conto chg, ey, sono soluzioni del’'omogenea,
Niyr+ Aqyh = c.
Ne viene che\] e X\, devono soddisfare il seguente sistema

AY1 + Apy2 = 0

22.20
(22.20) {M%+%%=c

da cui si possono ricavaré e \, e per integraziong; e \s.

Ricordiamo infine, per sommi capi, un metodo che consente di ridurre
I'ordine di una equazione differenziale lineare, qualora sia nota una solu-
zione dell'equazione stessa.

Cioccuperemo qui di mostrare come esso funziona nel caso di una equa-
zione del secondo ordine, essendo 'estensione del metodo del tutto ovvia
per equazioni lineari di ordine superiore.

Consideriamo pertant@, b € C°(I) e I'equazione differenziale di ordi-
ne 2

y' (@) = a(x)y (x) + b(x)y(z).

Supponiamo nota una soluzionedell’equazione, tale che(z) # 0
Vo e l.

Cerchiamo soluzioni dell’equazione nella forma) = u(x)z(x)

Derivando e sostituendo nell’equazione otteniamo che

u'z+ 202 +ud = au'z + au + buz
e, tenuto conto che e soluzione,
Wz+2u7 —au'z=0
Postov =« si ha
V24 (22 —az) =0
e quindi, poick = # 0,
Z/
V' +0(2= —a)=0.
<
Se ne deduce che deve essere

(= 2 (t) T
v(z) = e Jzo 250 Uz, D

o(z) = (2%))2 I it

e quindi

Pertanto una soluzione sar
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T 1 .
_ - fzo a(s)ds
o) = || ol

da cui si pw ricavare la soluzione cercata.
La soluzione trovata risulta linearmente indipendente.d8e infatti

c12(z) + co2(x) /ﬁt

]fo a(s)dsdt -0
b (02

per ognivz si ha, perr = z
c1z2(xg) =0 e ¢, =0
Ne viene anche che
v .,
(@) [ e =0
e c, = 0 in quanto il secondo fattore non @mai annullarsi, se # x.
Possiamo pertanto scrivere l'integrale generale dell’equazione data co-

me P <01 e /x: meﬁo “(S)dsdt) ‘

Ci occupiamo ora della soluzione di equazioni e sistemi differenziali
lineari a coefficienti costanti della forma

Y'(x) = AY (x) + B(z)
Y'(z) = AY (x)

n

y" () =Y ay" V() + b(x)

k=1

k=1

In pratica l'integrale generale di un’equazione differenziale lineare di
ordinen

n

y() =) ey V(@)

k=1
si pw determinare come segue
(1) siconsidera il polinomio caratteristico associato all’equazione data

P = X" = X!
k=1

che si ottiene sostituendo formalmente la quardigebrica\* ad
(k)
y* (x)
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(2) sitrovano len soluzioni, reali o complesse e coniugate, dell'equa-
zione (a coefficienti reali)

P(A) =0

Consideriamo ogni soluziong, .., A, con la sua molteplicét1, .., y,
(3) in corrispondenza ad ogni valoke avente molteplicé .,
e se )\ e reale si considerano le funzioni

(2221) U1 (,LU) = e)un yQ(l’) = xekw e y#(l’) — I"u_1€>\$

e se)\ = «a + 13 e complesso, allora anche il suo complesso
coniugatol = «a — /& autovalore in quanto i coefficienti
dell’equazione sono reali, e si considerano le funzioni

(22.22)
uy(r) = e sin fr ug(z) = xe®sinfr - uy(z) = 2" e sin P
(22.23)
vi(z) = e cos Br ve(x) = 2™ cosBr -+ wu(x) = 2" e cos B

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.
(4) Sitrovano cob
e in corrispondenza di ogni soluzione realgy soluzioni del
sistema linearmente indipendenti
e in corrispondenza di ogni soluzione complessa e della sua
coniugata?2u soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(5) siano

Y1,Y2,Y3, - - -, Yn

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprian quanto la somma del
numero delle soluzioni, contate con la loro moltepéicé proprio
n per il teorema fondamentale dell’algebra.

La soluzione dell’equazione sapertanto

y(z) = Z ciyi(x)

In pratica 'integrale generale del sisteiria= AY si puw determinare
come segue

(1) si trovano gli autovalori della matricé, A4, .., A\, e la loro molte-
plicita 1, ..,
(2) in corrispondenza ad ogni valokedi A, avente molteplicd v,
e se ) e reale si considerano le funzioni
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e se ) e complesso, allora anche il suo complesso coniugato
autovalore in quanto i coefficienti del sistema sono reali, e si
considerano le funzioni

(22.25)
uy(r) = e sin fr ug(z) = xe®sinfr - u,(z) = 2" e sin
(22.26)

vi(z) = e cos Br  ve(x) =z cos Br -+ wu(x) = 2" e cos B

Si verifica che le soluzioni trovate sono tra loro linearmente
indipendenti.
(3) Sitrovano cok
e in corrispondenza di ogni autovalore realeu soluzioni del
sistema linearmente indipendenti
e in corrispondenza di ogni autovalore complesso e del suo co-
niugato,2. soluzioni del sistema linearmente indipendenti
(4) siano
Y1, 92,435 - -+, Un

le soluzioni trovate nei punti precedenti.

Avremo che le soluzioni sono proprioin quanto la somma
del numero delle soluzioni, contate con la loro molteigit pro-
prion per il teorema fondamentale dell'algebra e possiamo cercare
soluzioni

Y =(Y;)

del sistema omogeneo che abbiano come componenti delle combi-
nazioni lineari delle funzioniy; cioe

Yj(z) = Zci,jyi(w)

(5) Le costanti introdotte; ; sono in numero di? e quindi superio-
re al numero di costanti necessario e sufficiente per descrivere
I'integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo di
ordinen; onde determinare solocostanti si procede quindi sosti-
tuendo nel sistema ed usando le uguaglianze trovate per ridurre il
numero di costanti libere ad

Abbiamo con ab gli strumenti per risolvere ogni equazione differenzia-
le ed ogni sistema differenziale lineare omogeneo, a coefficienti costanti;
per risolvere i corrispondenti problemi non omogeneasaifficiente tro-
vare una soluzione particolare dei problemi non omogenei stessipuBi
essere fatto, in generale, usando il metodo di variazione delle costanti di La-
grange, ma, nel caso dei coefficienti costanti, possiamo, se inoltre il termine
notoe di forma particolarmente semplice, trovare una soluzione particolare
di forma similmente semplice.

Piu precisamente possiamo affermare che:
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(1) Se consideriamo I'equazione differenziale non omog&2eae se

b(x) = q(x)e™

dove) € C eq e un polinomio di grade a coefficienti complessi,
si pw trovare un polinomio di grado al pii m tale che, se: € la
molteplicita di A come radice del polinomio caratteristi€d,

y(x) = 2r(x)e™

sia soluzione dell'equazior®.3
(2) Se consideriamo il sistema differenziale non omogeitiede se

B(z) = Q(z)e™

dove( e un vettore colonna i cui elementi sono polinomi a coeffi-
cienti complessi, di grado minore o ugualeradsi puw trovare un
vettore colonna? i cui elementi sono polinomi a coefficienti com-
plessi di grado al pi m + p, dovey & la molteplicia di A come
radice del polinomio caratteristicB della matriceA, tale che

risolve il sistema&2.4
Si pw inoltre provare che, nel caso in cui i coefficienti siano reali,
(1) Se
b(x) = e**[qi(x) cos(Bx) + gz(x) sin(Sz)]

doveq; e ¢ sono polinomi a coefficienti reali di grado massimo
e« + i3 e radice del polinomio caratteristidd di molteplicita .,
si possono trovare due polinomi, -, di grado al pii m tali che

y(x) = 2e*[ry (z) cos(Bz) + ra(x) sin ()]

sia soluzione della2.3
(2) Se

B(x) = e**[Q1(z) cos(Bz) + Q2(z) sin(Sz)]

dove@); e (), sono vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al pim e o &+ ¢ (3 € radice del polino-
mio caratteristico della matrice A con moltepliit, si possono
trovareR; ed R, , vettori colonna i cui elementi sono polinomi a
coefficienti reali di grado al pim + p, tali che

Y (z) = e®[Ry(x) cos(Bx) + Ra(x) sin(fz)]

sia soluzione del sistent®.4
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1. Loscillatore armonico

Un esempio molto importante di modello matematico che utilizza la teo-
ria delle equazioni differenziali lineagi costituto dall’oscillatore armonico.
Si consideri 'equazione del secondo ordine

(22.27) 27 (1) + 2ha' (t) + wx(t) = K sin(at)
doveh, K,a > 0.
Essa po descrivere il comportamento di diversi sistemi reali quali,

(1) un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo proporzio-
nale alla distanza ed ad forza di attrito proporzionale alla velpcit
sollecitato da una forza esterna sinusoidale di ampidzza di
frequenzan.

(2) lintensita di corrente che circola in un circuito RLC alimentato da
una forza elettromotrice sinusoidale.

Le soluzioni dell'equazione sono date da:

(1) Seh > w
z(t) = ¢l 4 Coel~h=0t 4 z(t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

20
18
16

14
12

T2 3

FIGURA 22.1. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

FIGURA 22.2. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte una positiva ed una negativa

(2) Seh = w

z(t) = cre™™ + cate ™™ + 2 (t)
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure
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40

30

20

10

K] 2 A U i R P 3

FIGURA 22.3. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
distinte entrambe positive

FIGURA 22.4. Soluzioni del polinomio caratteristico com-
plesse e coniugate con parte reale negativa

(3) Seh < w
z(t) = e " (cy sin(0t) + ¢y cos(6t)) + ()
| grafici di possibili soluzioni sono riportati nelle figure

U 2 P TE [ 1o

FIGURA 22.5. Soluzioni del polinomio caratteristico reali
coincidenti negative

dove
z(t) = asin(at) + beos(at) = Asin(at — ¢)
ed inoltre sie posto
0 — |h2 _w2|1/2

ok W2 — o2
4h?a? + (w? — a?)?
o 2ha

4h?a? + (w? — a?)?
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K
A=
VAah?a? + (w? — a?)?
a
¢ = arccos (Z)
Nel caso in cuh = 0 'equazione diventa
2" (t) + w?z(t) = K sin(at)
conk,a > 0 e rappresenta un oscillatore armonico non smorzato sollecitato

da una forza esterna sinusoidale.
Le soluzioni in questo caso sono

(1) Sea #w

x(t) = ¢ sin(wt) + ¢ cos(wt) + ———
(2) Sea =w

K
x(t) = ¢y sin(wt) + 3 cos(wt) — 2—15 cos(wt)
w

FIGURA 22.6. Grafico di4 in funzione dic edw

K
(22.28) A = (4h2a? + (W2 — a2)2)12

K/uw?
(4(h/w)?(a/w)? + (1 — (a/w)?)2)1/2

con
K/w* =5
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