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CAPITOLO 3

FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

Il concetto di funzionet di fondamentale importanza;

DEFINIZIONE 3.1. Diciamo chee data una funzione reale di una variabile reale se sono asseg
un sottoinsiemé> C R ed una corrispondenzé che ad ogni elemente € D associa uno ed un solo
elementa, € R.

DEFINIZIONE 3.2. ChiamiamoD dominio della funzione e denotiamo cgfx) (si legge f di x) il

corrispondente dic secondo la legge assegnata spesso useremo il termine valore flin = oppure
f calcolata inx per indicare f(z) e chiamiamar argomento di f(x); per indicare la corrispondenza
scriviamo anche: — f(x) oppurer — y = f(x).

Chiamiamo rango df I'insieme

R(f)={yeR:3zxeD, y=f(x)}

Per indicare una funzione scrivianfa D — R, specificando prima della freccia il dominio di f,
ma non curandoci di precisare, dopo la freccia, il suo rango.
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Osservazione. Distinguiamo fin d’ora due notazioni che saranno usate con significati compl
mente diversi. Useremg per indicare la legge di corrispondenza di una funziong (@d per indicare il
valore dif in z, (Quindi f(z) € un numero reale). O

Spesso, nell’assegnare una funzione, daremo soltanto la legge di corrisporidémzal caso sot-
tointendiamo sempre ch@ e il piu grande sottoinsieme @ i cui elementi possono essere usati co
argomenti dif.

Ad ogni funzionee possibile associare un sottoinsieme del prodotto carteRiarid (che indicheremo
spesso coiR?) che la caratterizza in maniera completa e dalla ggalempletamente caratterizzato.

DEFINIZIONE 3.3. Siaf : D — R, definiamo grafico df

G(f)={(z,y) eR* : € D, y= f(z)}

Mediante la definizione 3.8 possibile associare in maniera univoca un sottoinsienie G(f)) ad
ogni funzionef : D — R.

Non e altrettanto vero che ad ogni sottoinsie@ie R? & possibile associare una funziofie D —
R. Cio accade solo nel caso in adisoddisfi una particolare propréet
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DEFINIZIONE 3.4. Diciamo cheGG c R? soddisfa la propriei (g) se

(9) (), (2,0) €G = y1 =1y

TEOREMA 3.1. Per ogniG C R?, G soddisfacente la propriat(g), esistono unicD C R ed f :
D — R talicheG = gphf.

DIMOSTRAZIONE. DefiniamoD = {z € R : Jy € R, (z,y) € G} e siaf(z) = y dovey & l'unico
elemento dR tale che(z,y) € G.
Dal momento ché&- soddisfa la propriét (g), D ed f verificano le propriet richieste. O

DEFINIZIONE 3.5. Siaf : D — R, sia A C D, definiamo restrizione df ad A la funzioneg; :
A — R tale cheg(z) = f(z) Vo € A.

Indichiamo conf| 4 la restrizione dif ad A.

Siano invece3 D D eg : B — R; diciamo chey & un prolungamento df a B seg|p = f.

DEFINIZIONE 3.6. Siaf : D — R, diciamo che
(1) f einiettiva se
‘v’xl,xg eD f(l'l) = f(il?g) = T = Iy




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

In altre parole f e iniettiva se ogni retta parallela all’asse delleintersecagphf in un solo
punto.
(2) SiaA C R, diciamo chef & surgettiva su A s&(f) = A, cioé se

Yye A JzeD : y=f(x).

Per esprimere ch¢ & surgettiva su A diremo anche clie D — A € surgettiva. (Si osservi che in
guesto caso abbiamo specificato dopo la freccia il rangg)di
Siaf : D — A, diciamo chef e bigettiva se iniettiva e surgettiva.

Osservazione. Ogni funzionee surgettiva sul suo rango.

DEFINIZIONE 3.7. Sianof, g : D — R, definiamo

(1) f+9:D— Rcome(f+g)(x)=f(x)+g(x) VreD
() f-g9: D — Rcome(f-g)(z) = f(z)-g(x) VxeD
(3) ;: D1 — Rcome,(z) = ;o5 Vo € Dy = {z € D: g(z) # 0}

— g(x)

DEFINIZIONE 3.8. Sianof : D — R eg: B — R e supponiamo ch&(g) C D.
Definiamo funzione compostagled f la funzione che ad ogni € B associaf(g(x)) € R.
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DEFINIZIONE 3.9. Diciamo chef : D — A e invertibile se esiste : A — D tale che
(3.1) flaly) =y Vyed
(3.2) g(f(x)) = =z VYx € D
Per indicareg usiamo il simbolof ~! cosiccle
fl:A—D

e linversa dif.
TEOREMA3.2. Siaf : D — A, f € invertibile se e solo sg & bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamd invertibile; allora
YweAd  f(fT )=y

e Ci0 prova chef e surgettiva su A.
Siano poiry, zo € D e siaf(z1) = f(x9), allora

v =T (f(21)) = F(f(@2)) = 22

e cio prova l'iniettivita di f.
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Supponiamo viceversa clfesia bigettiva e definiamo, per ognic A, f~*(y) = = dovex € I'unico
elemento diD tale chef (z) = y.
In altre parole

fFlw =2 &  y=[f()

Si ha allora

Y f@)=f"y)=x VxeD
fF ' y)=fle)=y VyeA

|

DEFINIZIONE 3.10. Siaf : D — R e supponiamo ch® sia simmetrico rispetto all’origine (ci®
x € D = —x € D); diciamo chef & una funzione pari se

flz) = f(=x)  VzeD;
diciamo chef e una funzione dispari se

Vr € D.
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DEFINIZIONE 3.11. Siaf : D — R, diciamo chef e crescente (strettamente crescente) se
Ve,yeD, z<y = [fl)<[fly) (fle) <[f(y).

Diciamo chef e decrescente (strettamente decrescente) se
Ve,ye D,  x<y = fl@)=2fy) (fl@)> 1)

DEFINIZIONE 3.12. Sia f : D — R, diciamo chef € monobna (strettamente monmta) sef e
crescente oppure decrescente (strettamente crescente oppure strettamente decrescente).

TEOREMA3.3. Siaf : D — R, f € monobna (strettamente moraia) se e solo se

Vr,y,2€ D, z<y<z = [fly) = f@)lf(z) = f]=0(>0).

DIMOSTRAZIONE. La sufficienza ovvia, proviamo la necesait
Sianoa, b, x1, 10 € D,a <b<x; < 19,
[f(a) = fFOILf(b) = f(e)][f(0) = flan)]lf (21) — f(22)] = O;
percd f(z;) — f(x2) halo stesso segno dia) — f(b) ed f € monotona irD N [b, +00).
In maniera analoga si prova clie¢ monotona s N (—oo, b] € quindi suD in quanto se: < b < ¢

[f (@) = FOILf(0) = f(c)] = 0
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Nel caso in cuif sia strettamente monotona tutte le disuguaglianze sono da intendersi in senso Stre

TEOREMA 3.4. Siaf : D — A surgettiva e strettamente monotona, allgr& invertibile edf ! :

A — D e strettamente monotona.
Pil precisamente sg e strettamente crescente (decrescente),e strettamente crescente (decresce

te).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo ch¢ sia strettamente crescente e vediamo £kaniettiva.
Sianox,y € D tali che f(x) = f(y); se si avesse, per assurdo,< y, si potrebbe dedurre che

f(z) < f(y) e cid & in contrasto con l'ipotesi chg&x) = f(y). Pertantor = v.
Si ha quindi chef & invertibile ef ~!(y) = x se e solo sg = f(x) per ogniz € D e per ogniy € A.
Siano oray;,y» € A, y1 < yo € Silanary, o € D in modo che

1= f(r1) € yo= f(2)

se fosser; > z, siavrebbef(x;) > f(xs) €y > yo € CiO € assurdo.
Se ne deduce chg < x, e la stretta crescenza fii .
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DEFINIZIONE 3.13. Siaf : D — R, diciamo chef e superiormente limitata se esisté € R tale
che
flz) <M Vz € D

diciamo chef e inferiormente limitata se esiste € R tale che
flx)>m Vz € D
diciamo chef e limitata see sia superiormente che inferiormente limitata.

Osservazione. f € limitata (superiormente) [inferiormente] se e soldX¢) e limitato (superior-
mente) [inferiormente]. O

DEFINIZIONE 3.14. Siaf : D — R, diciamo chery, € D € un punto di minimo assoluto pérse
f(zo) < f(x) Ve e D
diciamo chery € D € un punto di massimo assoluto pese
f(zo) > f(x) Ve e D

TEOREMA3.5. Siaf : D — R, affincke xq € D sia un punto di minimo (massimo) assoluto pe¥
sufficiente che sia decrescente (crescente)(inoo, o] N D e crescente (decrescente)iy, +00) N D.
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TEOREMA3.6. Sianof : D — R, g: A — R taliche R(g) C D, allora

e f strettamente crescentestrettamente crescente=-  f(g(-)) strettamente crescente;

e f strettamente crescente strettamente decrescente= f(g(-)) strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente crescente=- f(g(-)) strettamente decrescente;

e f strettamente decrescentestrettamente decrescente=-  f(g(-)) strettamente crescente.

Inoltre, le stesse asserzioni valgono abolendo ovunque la parola strettamente.
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CAPITOLO 4

LE FUNZIONI ELEMENTARI

Per costruire modelli che coinvolgono funzioni occorre avere un certo numero di funzioni, che
meremo elementari, di cui sono note le progriet

Usando tali funzioni si possono costruire la maggior parte delle funzioni necessarie per 'imposta
di modelli matematici.

E pertanto molto importante una buona conoscenza e della definizione delle funzioni elementari €
loro principali propriea.

Naturalmente la classe delle funzioni elementari, sebbene codificata e delimitata dalla lettera
dalla tradizione matemati@in qualche modo aperta a nuovi ingressi che si rendano di uso freque
applicazioni future.

Cominciamo con il definire cosa si intende per potenza di esponente naturale;

DEFINIZIONE 4.1. Sian € N, definiamo la funziong,, : R — R mediante la
Pu(z) = 2
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p,, Si dice potenza di esponentee di baser.

TEOREMA4.1. Sian € N, p,, & strettamente crescentel, .

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione;innanzi tutto ovvio che; e strettamente crescente i
R, ed inoltre se supponiamg, crescente iR, presiz > y > 0 si ha

Prr1(2) = 2pn(x) > 2pp(y) = YPn(Y) = Prs1(y)
e p,.1 & strettamente crescenteRy

TEOREMA4.2. Sian € N, n pari, allora
(1) pu(x) = po(—z) perogniz € R
(2) p, € strettamente decrescente®u
(3 R(pn) = R+

DIMOSTRAZIONE.

(1) Poicken e parisihan =2k, k e Ne

2" = 32 = (z2)F
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(2) Sianoz <y <0, allora—x > —y > 0 e dal teorema 4.2

Pn(2) = pu(=) > pu(=y) = puly)

(3) E evidente chék(p,) C R, in quantoz™ = 22 e z2 > 0, l'inclusione opposta dipende dal fatto
chep, € una funzione continua e dal teorema dei valori intermedi. Proveremo tale inclusia
suo tempo.

TEOREMA4.3. Sian € N, n dispari, allora

(1) pu(x) = —pu(—2) per ogniz € R
(2) p, e strettamente crescente Ru
) R(p,) =R.
DIMOSTRAZIONE.
(1) Poiclen e disparisihar = 2k + 1 e

pn(x) = g
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(2) Sianoz < y < 0, allora—z > —y > 0 e, per il teorema 4.2;-p,,(x) = pp(—x) > pu(—y) =

_pn(y)'
(3) Anche in questo caso rimandiamo la dimostrazione al seguito.

|

Abbiamo visto che, sen € N, n pari, allora p, : R, — R, & strettamente crescente e surgettiva;
pertanto p,, € invertibile ed e lecito definire

i Ry — Ry T = (pn) L.

Sez € R, r,(x) si dice radice n-esima diz.
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Sian € N, n dispari, abbiamo gia visto chep, : R — R e strettamente crescente e surgettiva;
pertanto p,, € invertibile ed e lecito definire

r,: R— R Ty = (pn)_1

Sezx € R, r,(z) si dice radice n-esima diz.

TEOREMA4.4. Sian € N

(1) sen & pari,r, : R, — R, & strettamente crescente;
(2) se ne dispari,r, : R — R €& strettamente crescente.

Definiamo ancora le potenze ad esponente negativo.
DEFINIZIONE 4.2. Sian € N, p_,, : R\ {0} — R & definita come

p-n(z) = 1/pn(z)
inoltre, py : R — R e definita da
po(z) =1 Ve e R

Per studiare le propriatdi crescenza, decrescenza e invertibilitp_,, sa@a sufficiente fare ricorso al
seguente risultato.
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TEOREMA4.5. Siaf : D — R tale chef(z) > 0 per ogniz € D; allora

(1) f & (strettamente) crescente 1/ f € (strettamente) decrescente;
(2) f e (strettamente) decrescertel/ f € (strettamente) crescente.

DEFINIZIONE 4.3. Sias € Q, s = m/n, m € Z, n € N; definiamo la funzion¢g, : R, — R,
mediante la

fs(x) = pm(rn(x)) = Tn(pm(l‘))

Sex € Ry, f(z) si dice potenza ad esponente frazionario di esponendidasex.

Osservazione. Sex € R, la definizione4.3 e indipendente dalla rappresentazione @i forma
frazionaria e dall’ordine in cui viene fatta la composizione tra potenza e radice.

Se invecer € R_ puo accadere che,(p,,(z)) sia definito anche quandg,(r,(x)) non loé.

Inoltre, sem/n, m’/n’ sono due diverse rappresentazioni frazionarie dello stesso numero razion
puo accadere che,(p,,(z)) sia definito mentre,, (p,,,(z)) non loé.

(Si consideri ad esempimn = 2 edn = 4; allora sex < 0 si ha chery(ps(z)) & definito mentre

pa(r4(x)) NO.
Inoltre sem’ = 1en’ =2 r4(pa(z)) € definito mentre,(p; (z)) no.) O
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Pertanto per valori di € R_ consideriamo la composizione di potenze e radici ove essa ha sensa
non definiamo in alcun modo la funzione potenza ad esponente razionale.

Ribadiamo ancora che&k dovuto al fatto che noa agevole, e talvolta noa possibile, definire in
modo univoco la potenza ad esponente razionake in

Cio non significa comungue rinunciare a considerare la composizione di una potenza di esp@ene
di una radice di indicen, qualora essa abbia senso, anche per valori dell’argomento negativi.

Ad esempic chiaro che(r3(—2)) risulta perfettamente ed univocamente individuato.

In casi simili tuttavia, pur trattando la funzione composta

Pm(7n ("))

non parleremo di potenza ad esponente raziofiatenon pretenderemo di applicarea(r,(-))le pro-
prieta delle potenze in quanto, come visto, potrebbero risultare false.

TEOREMA4.6. Sias € Q, s > 0, e siaf, : R, — R, allora f, e strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE. Infatti ses = ™ > 0 allora si ham,n € N e quindi

2% = pm(rn(2)) = 70 (pm (7))
e la composizione di due funzioni strettamente crescenti.

fal)
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E’ inoltre possibile dimostrare che le usuali regole di calcolo delle potenze naturali continuano a
anche per le potenze ad esponente razionale In altre parolé prgware che
Ses,r € Q, eser,y € R,, allora si ha:
(1) xs+r = Sy’
(2) (xs)'r _ xs’r
3) (zy)* = =y
Si dimostra altreische

TEOREMA4.7. Sex > 1 lafunzioneQ > r — a" € crescente sQ

In altre parole pers,r € Q, s < r; si ha

DIMOSTRAZIONE. Si ha

in quanto
>0 e 277°>1
dal momento che essendoe- s > 0 la funzioner — "% & crescente ed > 1.
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Per poter definire la potenza anche per esponenti égladicessario ricordare che piccole variazio
dell’esponente razionale corrispondono a piccole variazioni della potenzgr@tisamente possiama
affermare che:

TEOREMA4.8. Siax > 1 e siar € Q, allora per ognic > 0 esisten. € N tale che

r—1/n.

O0<a —x <e€

Sfruttando questa propreeé facile capire come sia naturale definifeper ognixz > 1.
Nel caso in cui sia invece < = < 1 potremo considerark > 1, calcolare(2)“ e definire

Sex = 1, infine definiamal® = 1 per ognia.
DEFINIZIONE 4.4. Siaz > 1 e siaa € R; definiamo
¢ =sup{z":r€Q, r<a}=sup{z":r€Q, r<a}

ed uguali; possiamo infatti verificare che
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SianoA={z":re€Q, r<a}eB={z":re€Q, r <a}allora
supA=supB € R
DEFINIZIONE 4.5. Sex = 1 definiamol® = 1 per ognia € R. Se) < x < 1 definiamar® = (1/z)~°.

A partire dalla definizione data possiamo verificare che la quarttiperx > 0 eda € R soddisfa le
propriet che siamo abituati ad usare quando maneggiamo potenze.

sex,y > 0esea,bc R, allora
Q) z¢>0

(2) 2ot — papb
(3) (a%)" =
(4) (zy)* = zy*
() 1/(z") =2~

DEFINIZIONE 4.6. Siaa € R, definiamo la funziong, : R, — R, mediante la
x = pa(x) =2

potenza di esponente
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TEOREMA4.9. Siaa € R, valgono i seguenti fatti:
(1) Sea > 0 allora p, € strettamente crescente
(2) Sea < 0 allora p, e strettamente decrescente
(3) Sea # 0 allora R(p,) = R.s
DIMOSTRAZIONE.
(1) Sia0 < x < y, occorre provare che” < y*, cioe chez® — y* < 0; si ha

ot =yt =a"(1-(y/z)") e (y/z)>1

pertanto(y/z)" > 1 perognir € Q,0 <r <ae(y/x)* > 1.

(2) E immediata conseguenza di (1)

(3) Il fatto che R(p,) C R, segue dalla definizione di potenza, mentre la dimostrazione dell’inc
sione opposta si ottiene mediante il teorema dei valori intermedi.

TEOREMA4.10. Siaa € R, a # 0, allora p, € invertibile suR, ep,' = p/q.
DIMOSTRAZIONE. Sag sufficiente dimostrare che

pa(Pr/a(y)) =y  VyeER,
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pl/a(pa(x)) =T Yz € R+.
Si ha infatti

a/a

Pa(Pr/a(y)) = (/") =y** =y

P1/a(Pa(T)) = (z2)V/e = g9/° — g,

DEFINIZIONE 4.7. Siaa € R, definiamo la funzionexp, : R — R, mediante la
x — exp,(x) = a”®

esponenziale di base

TEOREMA4.11. Siaa > 0, valgono i seguenti fatti

(1) Sea > 1 allora exp, € strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora exp, € strettamente decrescente
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(3) Sea # 1 allora R(exp,) = R.

DIMOSTRAZIONE.
(1) Sianoz,y € R, x < y, allora esistone, s € Q tali chex < r < s < y e perco

a* <ad" <a®<dad¥

dove la prima e la terza disuguaglianza discendono dalla definizidnmentre la seconda segue
dal teoremat.7.

(2) e conseguenza di (1)

(3) Il fatto cheR(exp,) C R, € conseguenza della definizione di potenza,; I'inclusione opposta se
ancora dal teorema dei valori intermedi.

Definiamo ora la funzione inversa dell’esponenziale.




Ble Nex a 0




NEX

K @Full




NEX

K @Full




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA4.12. Siaa € R, allora

(1) Sea > 1 allora log, € strettamente crescente
(2) Se0 < a < 1 allora log, € strettamente decrescente

TEOREMA4.13. Sianoa,b € Ry, a,b# 1,2,y € Ry, z € R, allora
(1) log,(wy) = log,(z) + log,(y)
(2) log,(z*) = zlog,(x)
(3) log,(z) = log,(b) log, ().
DIMOSTRAZIONE.
(1) Sianou = log,(z) ev = log,(y), alloraz = exp,(u) ey = exp,(v), da cui
Ty = exp,(u) exp,(v) = exp,(u + v)
e

u+v = log,(zy)
(2) Siau = log,(x), allorax = exp,(u) ez* = (exp,(u))* = exp,(zu) per cui

zu = log, (z?)
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exp, (log, (b) logy(2)) = (exp, (log, (1)) = exp,(log,(z)) = «

log, () = log,(b) log,(x)

Ci apprestiamo, per concludere questa parte, a definire le cosiddette funzioni circolari. A questo
abbiamo bisogno di definire la lunghezza di un arco di circonferenza.

DEFINIZIONE 4.8. Sial" un arco della circonferenz&' e sianoA e B gli estremi dil"; supponiamo
che A precedaB (scriveremo in tal casol < B) considerando positivo il senso di rotazione antiorario

Diciamo chee data una poligonalé inscritta inT" (si veda fig4.12) se esistona puntidil’, A; = A,
Az, 1An = B tali CheAi < Ai+1, 1=1,2,..,n— 1.
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Definiamo lunghezza della poligonalg ¢(P), come

n—1
UP)=> AAin
=1

DEFINIZIONE 4.9. Sial" un arco di circonferenza di estrerdi e B e siaP I'insieme delle poligonali
inscritte inI". Definiamo
() =sup{{(P): P € P}
(Si osservi che la definizioreeben posta in quant& P) < 8R per ogniP € P, doveR & il raggio
della circonferenza di cui’ fa parte).

Usualmente si indica con la lunghezza di una semicirconferenza di raggicsi ha con51 cifre
decimali esatte:

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993 75105
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DEFINIZIONE 4.10. Diciamo che un angole misural radiante see I'angolo al centro che sottende
un arco di lunghezz# in una circonferenza di raggi®. (vedi fig.4)

Osservazione. Ovviamente un angolo giro misugar radianti, mentre un angolo piatto misura
radianti. Pu in generale, se € la misura di un angolo in gradi sessagesimalieela misura dello stesso
angolo in radianti, si ha
180

™

«
T

Questa relazione permette di convertire rapidamente la misura di un angolo da gradi in radi
viceversa. O

DEFINIZIONE 4.11. Siaz € [0,2n] e consideriamo su di una circonferenza di raggio 1, centra
nell'origine delle coordinate, un arcd' di lunghezzar aventi il primo estremo coincidente con il puntc
(1,0) (vedifig.4).

Definiamocos(x) esin(x) rispettivamente 'ascissa e 'ordinata del secondo estremo dell’arco.

DEFINIZIONE 4.12. Definiamocos : R — R esin : R — R nella seguente maniera: siac R e
siak = E(xz/2m), allora 2km < x < 2(k + 1).
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(1) R(cos) = [—1,1]
(2) R(sin) = [—1,1]

DIMOSTRAZIONE. E’ ovvio dalla definizione ché(cos) C [—1,1] e R(sin) C [—1, 1]. Rimandiamo
al seguito la dimostrazione dell'inclusione opposta. O

DEFINIZIONE 4.13. Definiamotan : D — R, D = {x # kr + 7/2, k € Z}, mediante la

sin(x)

tan(z) = cos(x)

DEFINIZIONE 4.14. SianoD C ReT € Rtalichez € D = x+T € D;siainoltref : D — R; f
si dice periodica di periodd’ se,

Vo € D, fz) = f(x+T)

Enunciamo a questo punto, senza dimostrarle, alcune fondamentali prajglietfunzioni introdotte.
Sianoz, y € R, valgono i seguenti fatti:
(1) cos(—z) = cos(x)
(2) sin(—z) = —sin(x)
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(3) sin®(z) + cos?(z) = 1
(4) sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
(5) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
(6) sin e cos sono periodiche di periodar
(7) tan e periodica di perioda

Valgono inoltre i seguenti fatti

(1) sin : [—-7/2,7/2] — [—1, 1] & strettamente crescente e surgettiva.
(2) cos : [0,7] — [—1, 1] & strettamente decrescente e surgettiva.
(3) tan : (—7/2,7/2) — R & strettamente crescente e surgettiva.

Le verifiche delle propriét enunciate sono basate su considerazioni geometriche che qui non s
ad investigare.
DEFINIZIONE 4.15. Definiamo
4.2) arccos : [—1,1] — [0, 7]
(4.2) arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2]
(4.3) arctan : R — (—7n/2,7/2)
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FIGURA 4.19. Grafico della funziongrccos

La definizioneg ben posta e valgono i seguenti fatti:

TEOREMA 4.15. La funzionearccos € strettamente decrescente([su, 1]; la funzionearcsin & stret-
tamente crescente $u 1, 1]; la funzionearctan € strettamente crescente Ru

Osservazione. Occorre ricordare sempre che la denominazianein, arccos edarctan € riservata
alle inverse delle funzioni trigonometriche negli intervalli indicati nella definizibri&
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FIGURA 4.20. Grafico della funzionerctan

Naturalmente, tali intervalli non sono gli unici in cui le funzioni in questione sono invertibili, tutta:
se vogliamo invertire una funzione trigonometrica in intervalli diversi da quelli sopra citati dobbiamo t:
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presente che le funzioni che otteniamo sono differenti da quelle definité n
In particolaree opportuno ricordare che

4.7) sin(arcsin(x)) =z Vo € [—1,1]
(4.8) cos(arccos(x)) = x Vr e [-1,1]
(4.9) tan(arctan(z)) = x Ve e R

2
(4.10) arcsin(sin(z)) = |z — 2kn + 7/2| —7/2 Vx eR, k=F (%)

(4.11) arccos(cos(z)) = |z — 2km| VreR, k=F (x;;r)

(4.12) arctan(tan(z)) = x — km VzeR, k=E (:1: + 7r/2>

™

(4.13)
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CAPITOLO 5

DEFINIZIONE DI LIMITE E SUE CONSEGUENZE

Il concetto di limiteé centrale in tutta I'analisi e da esso dipende I'essenza stessa del calcolo inf
simale.

Si tratta di formalizzare un concetto che consenta di estendere il concetto di uguaglianza algeb

A gquesto scop@ necessario premettere alcuni concetti.

Conveniamo di indicare caR* I'insiemeR U {£o00}, che chiamerem®& esteso.

DEFINIZIONE 5.1. Siaz € R* e > 0, definiamo intorno di centra e ampiezza l'insieme(x, )
definito da

(5.1) I(z,0) = (z — 6,z +0)
(5.2) I(+00,08) = (4, +00)
(53) I(—OO, 5) = (_007 _5)

Definiamo intorno bucato di centro e ampiezza I'insieme/°(z, ).
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(5.4) 1°(x,0) = I(z,0) \ {}
(5.5) I°(400,8) = I(400,9)
(5.6) I°(—00,0) = I(—0,0)
DEFINIZIONE 5.2. SiaA C R, diciamo cher € R* & un punto di accumulazione per A se
(5.7) Vo eRy ANI°(z,d)#@

Indichiamo conD(A) l'insieme dei punti di accumulazione di; D(A) si indica usualmente con il
nome di insieme derivato di.

Osserviamo esplicitamente cli® A) pud non essere un sottoinsiemeRliin quanto+oo e —oo
possono essere elementifdfA).

DEFINIZIONE5.3. Siaf : D — R, 2y € D(D) ed/ € R*; diciamo che

(5.8) lim f(z)="/¢

T—x0
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se
(5.9) Ve >0 3Jdo. >0 tale che
Vo € I°(x,0:) N D siha f(x) € I({¢)

Osservazione. Nel caso in cuiry ed/ siano entrambi reali 1&.9 pud essere riscritta nella seguent
maniera

(5.10) Ve D taleche 0<|z—uxzo|<d. siha |[f(zx)—{ <e
sexy = +oo (—o0) edl € R la5.9diviene
(5.11) Vee D taleche z>6.(x<—9d.) siha |f(z)—/{<e

Notiamo che, nel casb € R, se 1a5.9 & verificata pee € (0,¢), essa automaticamente verificata
anche per tutti gle > <, pur di definired, = ..
Sexp e Rel=+o00 (—o0)lab5.9diviene

(5.12) Vxe D taleche 0<|z—u1x <. siha f(z)>e (f(z)< —e¢)
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sexy = +oo (—o0)el=+oco (—o0)lab5.9diviene
(5.13) Ve € D : x>0 (x<—6.) siha f(x)>e (f(x) <—¢)

Notiamo anche qui che, nel caso in ¢uE +o0o0 0 ¢ = —o0o, se la5.9 e verificata pee > ¢, essa&
automaticamente verificata pure per tuttigk (0, o], pur di definired, = ¢, .
O
Osservazione. Se esisté € R tale che valga la definizion® 3 si dice chef ammette limite finito
perxz — xg; in caso contrario si dice chénon ammette limite finito.
Se esistec R* tale che valga la definiziong.3 si dice chef ammette limite perr — x; in caso
contrario si dice chg non ammette limite.
O

DEFINIZIONE 5.4. Siaf : D — R, siaxzy € D(D); diciamo chef & localmente (superiormente
[inferiormente] limitata inz, se esistéy/ € R ed esisté > 0 tale che

(5.14) f@)| <M , (fl)<M) , [f(z)> M]Quadvz € I(zo,5) N D

Passiamo ora a dimostrare che una funzione che ammette limitedfilmit@lmente limitata.
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TEOREMAS.1. Siaf : D — R, siax, € D(D) e supponiamo che
lim f(z) =4

T—T0
allora:
(1) sel € R, allora f & localmente limitata in;

(2) sel > 0 (eventualmenté = +oo ) allora esisted > 0 ed esisteM € R tale che ser €
I°(x9,0) N D siha

flz)>M >0

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo la prima affermazione e rimandiamo per la seco@&ac > 0,
sex € I°(x,9.) siha
l—e< f(x)<l+e
e
|f(@)| < max{|l+¢€l|, |l —¢|,|f(z0)|} Vx € I(x,0:)ND
O

TEOREMAS.2. Siaf : D — R e siazy € D(D); allora, se f ammette limite per — z, tale limite
€ unico.
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in djied/, siano entrambi limiti dif perz — z
e siano entrambi reali¢,
Sihave > 0, sex € I°(z,0.2) N D,

16— b < [f(z) — ba| + |f(z) — Lo <e/2+¢e/2=¢
Negli altri casi possiamo procedere come indicat@?n

DEFINIZIONE 5.5. Supponiamq : D — Resiazgo € D(Dy) R, D, ={x € D : x> x¢}.
Diciamo che

lim+f(a:):€ , (eR"

:t—mco

se
Ve >036. >0talechesec € Dexy <z < xg+ 0. Siha

flx) € I(t,¢)
Sexg e D(D_)NR,D_={x € D : x <z}, diciamo che
lim f(z)=¢ , (e€R"

T—To
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seVe >03d. >0talechesec € Dexy— 6. <z < zySi ha
f(z) € I(L¢e)
TEOREMAS.3. Siaf : D — Resiaz, € D(D.) ND(D-) NR, allora sel € R*, si ha
lim f(z)=( < lim+ f(z) = lim f(z)="¢

W=4g) T T— T,

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con I'osservare che se il limite esigte> 0 esisted,. > 0 tale che se
xg— 0. < x < xo+ 0. CONx # 29 €dx € D siha

f(z) € I(4,¢e)

e cio implica per la definizioné.5, la tesi.
Se viceversa esistono i limiti da destra e da sinigtra- 0 esistona’}, 62 > 0 tali che sery < z <
To+ 0L, x € Dsiha

flz) eIl e)

esery— 02 <x <z, € Dsiha

flz) e I(4,¢e)
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Pertanto se si sceglie

5. = min{6}, 62}

g9%ve

la definizione di limitee verificata. O

A questo punt@ conveniente definire iR* le operazioni di addizione e di moltiplicazione che fino
guesto momento sono definite solament®in

Osserviamo esplicitamente che non sono applicabili a queste operazioni le usuali regole che p
tono di svolgere calcoli con i numeri reali. Riterremo pertanto lecite tutte e sole le uguaglianze
coinvolgono gli elementi-co e —oo che elenchiamo qui di seguito.
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Definiamo:
rtoo=d00+x =200 Vr € R
z(£o0) = (Xoo)z = +oo Ve e Ry
(£o0) = (£oo)x = Foo Ve R_
=0 Vr € R

T

T
+00

|%|=—|—oo Ve € R\ {0}

+ 00 + 00 = +00, —00 — 00 = —00
(£00)(+00) = oo | £ 00| = 400

Ricordiamo inoltre ch@onsono definite le seguenti operazioni;

+00 0

+o0 ' 0
in quanto ad potrebbe dar luogo facilmente ad inconvenienti e ad errate interpretazioni.

+oo—00 , 0(f£o0) ,
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TEOREMAS.4. Sianof, g : D — R e siaxy € D(D); supponiamo che
lim f(il?) =/ e lim g(l‘) =Yy 5 61,62 € R*
T—TQ

Allora
(1) limg o, | f ()] = |64
(2) lim,—, (f(z)+ g(z)) = €1 + {5 tranne che nel caso in cdi = +oo e/y = Foo
(3) limy—., f(z)g(x) = {14y tranne che nelcasoincéi =0 e /¢y =+c0

o 1 1 i P —
(4) lim,_,, Ty = 1; ranne che nel caso in céi =0

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo nel caso in cuiy € R, /;,¢, € R la seconda e la terza delle
asserzioni fatte.

Per ipotesi abbiamo ché& > 0 34!, 62 > 0 tali che

Vo € I°(x, 5%) N D si ha

3
|[f(x) — 6] <
evr € IO(:UO,(%) N D siha

€
o) — o] < &
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Allora
Siad. = min{d} ,,02),}, sex € I°(xo,d:) N D siha

[f(2) +9(z) — (L + L) <[f(2) - bf +19(z) —bo] <e/2+e/2=¢

Con cb la seconda affermaziomeprovata.
Siad® tale che se: € 1°(x,6%) N D si ha

lg(z)| < M
sial; # 0 (il caso/; = 0 risulta banale) e sia

0 = min{d2 a1y, 02/ ajerys 0

allora sex € I°(x,0.) N D siha

(5.15) [f(z)g(x) — lrls| = | f(z)g(x) — g(@)br + g(x)lr — L14s] <
< |g(@)[|f(z) — ] + |G]lg(z) — L] <
< MS/(QM) +8’€1’/(2|€1|) =¢c
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Quindi anche la terza provata.

Possiamo a questo punto stabilire un utile corollario.

COROLLARIO 5.1. Sianof,g : D — R, xy € D(D) e supponiamo che
lim f(z)=1¢ : lim g(z) =4y
T—T0

Tr—X0

con/y,ly € R* edl; < /; allora

>0 : Veel(xd) , f(z)<gx)

Per completare il quadro di risultati proviamo il seguente
TEOREMAS.5.Siaf: D —R, Dy ={xe€D : f(x)+#0},xy € D(Dy),
lim f(x)=0

T—T0
allora
1
(5.16) lim = 400
z—zo | f ()]
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se esist@d > 0 tale che perr € I°(xo,d) N D sihaf(x) > 0 (f(z) < 0),
(5.17)

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, Per ogrni > 0 esisted. > 0 tale che sex € I°(xg,0.) N D si ha

|f(z)| <e.
x € 1°(x0,017e) = |f(z)| <1/e

S
|f (@)l

(2) Supponiamo per sempliaithef sia localmente positiva imy; sia
52 = min{(s, (51/5},
allora, sex € 1°(z,d.) N D

0< f(z)<1/e e ﬁ>s

Il caso in cuif sia localmente negativa si riconduce banalmente al caso sopra descritto.
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O
Osservazione. Notiamo esplicitamente cheeessenziale nella (2) I'ipotesi clfeabbia segno local-
mente costante im,.
Sia infatti f (z) = xsin(1/z) peraz # 0; allora si pw facilmente verificare che

lim () = 0 lim 1/|(z)] = ~+ocs

z—0

tuttaviaé altrettanto immediato verificare ché f(z) non tende & a—oo né a+oo, in quanto, se @
accadesse, per valori divicini allo 0 si dovrebbe averg(z) < 0 oppuref(z) > 0. O
Sa@ pure di fondamentale importanza il seguente teorema:

TEOREMAS.6. Sianof,g,h : D — R, siaxy, € D(D); supponiamo che esista> 0 tale che, se
x € 1°(x9,0) N D

f(@) < g(x) < h(z)
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siano inoltrelim, ., f(z) = ¢, elim,_,,, h(z) = ¢,. Allora

(518) gl,gg eER = (1<
(5.19) bi—f,—0 = lim g(z)—¢

(5.20) =400 = fly=+4c0 e lim g(x)=+4o0

T—x0

(5.21) lh=—-00 = (=-00 € limg(r)=-o00

T—T0

DIMOSTRAZIONE.La prima affermazione una diretta conseguenza del coroll&rit
Per quanto riguarda la seconda affermazione, dalle ipotesi si héche) esiste). > 0 tale che, se
x € I°(x,0:) N D

l—e< flz)<l+e l—e<h(x)<l+e
da cui, per gli stessi valori di si ha
—e< f(z) <g(x) <h(zr)<l+e

Lasciamo al lettore la dimostrazione delle restanti affermazioni.
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TEOREMAS.7. Sianof : D — Reg: A — D;sianoz, € D(D) ety € D(A); supponiamo che
lim f(x)=/ e thr? g(t) = o
—l0

Supponiamo inoltre che sia verificata una delle seguenti condizioni:
(1) esisted > 0 tale cheg(t) # x, per ognit € I°(ty, );
2
f(xo) =
Allora
lim f(g(t)) = ¢

t—>t0

Osserviamo che se tutte e due le condizioni vengono a mancare, il teorema precedene @ssere
vero.
Sia ad esempi® = A =R, g(t) = 0ed f(z) = 0sex # 0, f(0) = 1; allora
lim g(t) =0 , lim f(z) =0
mentre

lim f(g(t)) =1

t—0
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Osserviamo inoltre che ognuna delle seguenti condizioni
(1) z0 ¢ D,
(2) Ty — +o0
(3) g € iniettiva
(4) g e strettamente monotona
e sufficiente per la (1) del teorerba/

TEOREMAS.8. Siaf : (a,b) — R, f crescente [decrescente]; allora

lim f(z) e liril_ f(x)

r—a

esistono e sono uguali rispettivamente a

inf{f(z):z € (a,b)} [sup{f(z):z € (a,b)}]

sup{f(z) : z € (a,b)} [inf{f(x): z € (a,b)}]

Osserviamo esplicitamente che nel teorema prece@esgsenziale supporre che lintervallo in cui
considera la funzione sia aperto.
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Siainfatti f () = x sex € [0, 1), f(1) = 2; allora
sup{f(x) : 2 € [0,1]} =2 # 1= lim_f(2)

COROLLARIO5.2. Siaf : D — R una funzione monotona, allora per ognj € D(D,) N D(D_)
si ha che

lim_ f(z) , lim f(x)

T—x) T—Ty

esistono.

Per stabilire I'esistenza del limite di una funziodgossibile avvalersi del criterio di convergenza ¢
Cauchy.

TEOREMAS.9. - Criterio di Cauchy - Sigf : D — R e siaxy € D(D); sono condizioni equivalenti:

(1) esistel € R tale chelim,, .., f(z) = ¢
(2) per ognie > 0 esistes. > 0 tale che ser,y € I°(x,d.) si ha

[f(z) = fly)l <e
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