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CAPITOLO 6

LE SUCCESSIONI

Le successioni costituiscono una classe molto particolare di funzioni: si tratta di funzioni defini
un sottoinsieme dR molto particolare, I'insiem& dei numeri naturali; questa caratteristica conferise
loro la semplici& chee tipica degli insiemi discreti, mentre impedisce una significativa rappresentaz
grafica e rende il concetto di successione apparentemente ostico.

Il concetto di successione, inoltre, interpreta un ruolo di notevole importanza nelle applicazioni
che e nelle descrizioni algoritmiche.
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DEFINIZIONE 6.1. Chiamiamo successione di numeri reali una funzione definita sull'insinoe
numeri naturali, che assume valori i

a:N—TR
Seguendo le consuetudini introdotte per la descrizione di una funzione sarebbe naturale usare il
a(n) per identificare il valore dia calcolato inn tuttavia& normale usare, in luogo di esso il simb
a, = a(n).

E’ immediato esplicitare per le successioni i concetti di crescenza, decrescenza, monotonia, lim
za, che sono stati introdotti, in generale, per le funzioni.
Nell’estendere il concetto di limite p@roccorre tenere presente ch¢N) e costituito dal solo ele-

mento+oo, per cui, per una successione, ha senso soltanto considerare il concetto di limite—per

+00.
Piu precisamente si dice che

(6.1) lim a, =/

n—-+o0o

seVe > 0 esisten. € N tale che, pen > n., si abbia

a, € I({,¢)
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Osserviamo che, dal momento che nessuna amhigyubssibile, scriveremo spesso

lima, oppure lima,
n

in luogo dilim,, ., a,,.

E’ molto importante, quando si trattano le successioni, il concetto di successione estratta da u
successione.

Tale concett@ strettamente legato, 0 megiouna specializzazione del concetto di composizione
funzioni ede molto utile per caratterizzare i limiti di una successione.

In altre parole si dice successione estratta dalla successjanmea nuova successiongy).

Naturalmente non ogni funzione: R — R puo essere usata, per due ragioni:

(1) n deve dar luogo, composta canad una nuova successione, per cui deve aversi che il domi
di feN;
(2) R(n) deve essere contenuto nel dominia:ci percd deve aversk(n) C N.
Dovra pertanto essere: N — N.
(3) Inoltre, poicke vogliamo collegare il comportamento al limite della successigneon quello
delle sue estratt@& necessario cheoco sia un punto di accumulazione pg(n).
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In altre parole: € una particolare successione (particolare in quanto assume valori Bjle pertanto
e d’uso far riferimento alla notazione

ng = n(k)

DEFINIZIONE 6.2. Siaa,, una successione e sia: N — N strettamente crescente; diciamo ch
successiong;, = a, () € una successione estratta @da

Sempre a proposito di terminologia, ricordiamo anche che si dice che una successtmvergente
se ammette limite reale, mentre si dice che una successipositivamente (negativamente) divergente
ammette come limite-oo(—oo)

LEMMA 6.1. Sian : N — N, n strettamente crescente; allora

limn;, = +o00
k
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DIMOSTRAZIONE. Dal momento che e strettamente crescente si ha
Ngy1 > Ny e N1 = Ny + 1
perc, per induzione, si prova facilmente chg > k e la tesi.
TEOREMAG6.1. Siaa,, una successione e sia
lima, = ¢
n

allora seb;, € una successione estratta dasi ha

k

DIMOSTRAZIONE. Siab, = a,,, Sen > n. si haa, € I({,¢), inoltre, dal momento che, — +oo,
sek > k. si han; > n. ; ne deduciamo che, ge> k.,

bk = Qp,, E I([,(‘:‘)

Si pw inoltre dimostrare che

TEOREMA 6.2. Ogni successione convergeiémitata.
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DIMOSTRAZIONE. Siaa, Una successione e sia

lima, = ¢

allora, sen > n. siha
an] < lan — €]+ 1€ < £+ 10
Percd se
M = maz{|a1|, .., |an|, |¢| + €}
si pw affermare che
lan| < M

TEOREMA 6.3. Siaa,, una successione crescente e sia
A =sup{a, : n € N}
allora

lima, = A

DIMOSTRAZIONE. Distinguiamo due casi.
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Q) A=+
in tal caso{a,, : n € N} & un insieme non limitato ¥ > 0 esisten. € N tale che

Ap, > €
ma allora, dal momento chg, € crescente, si ha, per> n,
Ap > Q. > €

2) A eR
in questo caso, per le propréedell’estremo superiore, si ha

anp < A Vn € N

e
Ve > 0 dn.eN:a, >\—c¢
pertanto, se > n., si ha, essenda, crescente

A—e<a, <a, <A

In maniera analoga si pudimostrare il seguente teorema.

O®Close @Quit
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TEOREMA 6.4. Siaa,, una successione decrescente e sia
A = inf{a, : n € N}
allora

lima, = \

Il risultato che segué uno dei pil importanti tra quelli che riguardano le successioni di numeri rea

TEOREMA6.5. - Bolzano-Weierstral’ - Sig, una successione limitata, allora esiste= R ed esiste ur
successiong, estratta daa,, tale che

11}£Il b, =X

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistonm, M € R tali che

m<a, <M Vn € N
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Consideriamo i due intervalli

o

m+ M
2

M
2

almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini della successjosia essda;, ;] ovviamente
si avia

M—m

m<o < <M e ﬁl—alzT

Consideriamo ora gli intervalli

{ o +51}
, ——o—

[041 + 61
2

>ﬁ1:|

almeno uno di essi contiene un numero infinito di termini,dsia essdas, 2] ovviamente si ai

M—m

m<oa <ay << <M e B2 —ag = i
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Il procedimento descritto si @uiterare e si ottengono codue successioni, e (§, soddisfacenti le
seguenti propriét

(6.2) m<o<a<. . < << .<Ah<H<M
M—-—m

(6.3) Br — i, = o

(6.4) {n : a, € o, Bx]} hainfiniti elementi

Possiamo pertanto concludere che le successjomjj, sono, rispettivamente, crescente e decresce
ed inoltre che sono entrambe limitate. Si ottiene pertanto che

hIIcn ap =« e hlIank =0

a=sup{a,: ke N}eR B=inf{f,:keN} eR
Per la6.3si ha che
M —m

ﬁ—azliin(ﬂk—ak)zli}cn T =0
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(si ricordi chee facile provare per induzione ché > k), e percd si ha
a=0=A

in altre parole chiamiama il valore comune div e 5.
Sia ora

ni € N taleche «; <a, </
ny € N taleche a;<a,, <fBs, no>mn

ng € N taleche o <a,, < Bk, np>nga

Allora b, = a,, € una successione estratta dalla successipnia cui esistenza assicurata dalla ??
ed inoltre si ha

ag < b < By Vk e N
e pertantdimy b, = A.

TEOREMA 6.6. Siaa,, una successione:
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(1) sea, none limitata superiormente, esislg estratta daa,, tale che

lilrcn by = 400

(2) sea,, none limitata inferiormente, esistg estratta daa,, tale che

hlrgn b, = —o0

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima affermazione. Sia

ny € N taleche a, >1
ng € N taleche a,,>2 |, ny>m

ng €N taleche a, >k ., ng>ng

O®Close @Quit

Allora b, = a,, (I'esistenza ditale estrattaassicurata dall’ipotesi chig noneé limitata superiormen-

te) tende a+oco

|

Sappiamo bene cosa significa che una successione converge ad urf |mik cerchiamo ora di

stabilire il significato del fatto che,, non converge ad un limitec R*
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LEMMA 6.2. Siaa, una successione e siac R*; a,, non converge ad se e solo se esistg > 0 ed
esiste una successiohgestratta dau,, tale cheb, & I(¢, ¢y).
TEOREMA6.7. Siaa,, una successione soddisfacente la seguente prapriet

e esistel € R* tale che per ogni successiohgestratta daa,, € possibile trovare una succession
¢y, estratta dab;, con

11}£n cp, =1

Allora si ha
lim a, = /¢

TEOREMA 6.8. - Criterio di convergenza di Cauchy - Sig una successione; sono fatti equivalenti:
(1) esistel € R tale che

lim a, =¢
(2) Per ognie > 0 esisten. € N tale che sei, m > n. si ha

lan, — an| < e
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DIMOSTRAZIONE.
e (1) = (2) siae > 0, allora esiste:. € N tale che pen > n. si ha

la, — €| <€
Allora sen, m > n./, si ha
lan — am| <lan — €+ |am — ¥l <e/24+¢e/2=c¢
e (2) = (1)sen > n. siha
per cui la successiong, € limitata.
Siaa,, una successione estrattaaatale che

hin ap, =V

Sek > k. siha
lan, — ¢ <e
ed inoltre set > k! siha
NE > Ne

O®Close @Quit




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Ma allora fissatd: > max{k. o, k:;/Q}, sen > n./, si ha
lan, — ] < lap — an, | + |an, — €| <e/2+¢e/2=¢

E’ di grande utilita per il seguito provare i due seguenti risultati.
LEMMA 6.3. SiaA C R, A # @, e siano
A=supA pu=inf A
allora esistono due successianj, b, € A tali che

lim a,, = A \ lim b, =

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che esiste una successjpaeA tale che
lim b, = pu
n
Occorre distinguere due casi:

(1) n = —o0; in tal caso I'insieme A nom inferiormente limitato e pertanto per ognic N esiste
b, € Atale cheh, < —n.
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Cio e sufficiente per concludere che

lim b, = —c0

(2) 1 € R; in tal caso si ha che:
w<b VbeA
VneN Jb, €A : u+1/n>0,

Pertanto si ha:
pw+1/n>b, > u
e la tesi.

DEFINIZIONE 6.3. Siaa, una successione e sia
®(a,) ={¢ € R" : Jay, , lilgn an, =1}

Definiamo

limsup a, = sup ®(a,)
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liminf a, =inf ®(a,)

Riguardo al massimo ed al minimo limite di una successione si possono provare molti risultati
semplici, che non riportiamo.

LEMMA 6.4. Siaa,, una successione:

(1) sea, > 0elim, 2= = ¢ < 1 allora lim, a,, = 0

(2) sea,, > 0elim, W =/( < 1 alloralim, a, = 0;

(3) sea, > 0elim, agzl = ¢ > 1 allora lim,, a,, = +oc;
(4) sea, <0elim, {/a, = ¢ > 1alloralim, a, = 400

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la prima e I'ultima affermazione.
(1) Si ha, fissate > 0in modo che/ +¢ < 1

Ap+1
G

<l+e Vn>n,

pertanto
Upt1 < an(€+¢€)
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esen >m > n.
0<a,<(l+e)" ™ay

e si pw concludere che (¥ vera.
(4) Fissatc:s in modo che/ — ¢ > 1 siha

(@)™ > (0 —¢) VYn>n,

a, >l —¢e)" Vn>n..
Cio e sufficiente per concludere.
DEFINIZIONE 6.4. Definiamo pem € NU {0}
0l=1
n! =n(n —1)!

n! verra detton fattoriale.
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Osserviamo che, se> 1,

n! = H i
i=1
Definiamo inoltre pen € N U {0} nella seguente maniera:
on=1

(H'=1
n!l =n(n —2)!!

n!l verra indicato con il nome di semifattoriale
Osserviamo che

n n

@ =JJ2i , @+ =]]Ci+1)

i=1 i=0

o ey

coefficiente binomiale di ordine e postok e veria dettan suk.

Definiamo infine
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| coefficienti binomiali godono di notevoli propréet ad esempio possono essere calcolati usand
ben noto triangolo di Tartaglia e consentono di stabilire la formula della potenza di un binomio di Ne
Si pw provare con qualche calcolo che

(6.5)

La precedente uguaglianza consente di costruire ildetso triangolo di Tartaglia:
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E importante osservare che ogni elemento del triangolocsioptenere dalla somma dei due eleme
della riga precedente, che occupano la posizione sopra e a sinistra della posizione occupata dall’el
considerato.

Vale inoltre il seguente risultato clgenoto con il nome di

lbinomio di Newton!

Ricordiamo anche la seguente disuguaglianza
LEMMA 6.5. Sea > —1 allora
(6.6) (14 a)">1+na

DIMOSTRAZIONE. Si prova per induzione;
(1) La disuguaglianza banalmente vera per= 1
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(2) Inoltre se supponiam@ + a)™ > 1 + na avremo che
(6.7) (1+a)" " =0+a)"(14+a)>1+na)(l+a)=1+n+1a+na*>1+(n+1)a

Possiamo ora studiare le propéeti una successione di notevole importanza.
Sia E,, la successione definita da
1 n
B- (1+2)
n

si ha cheFE,, e una successione strettamente crescente ed inoltre
2<FE,<3

e () 503

k=0

Infatti si ha

per cui
E,>1+n(l/n)=2
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Per dimostrare ch&,, € crescente osserviamo che si ha

1 n 1 n—1
E,=(1+-) =2(1+ En
n n—1

se e solo se

(<) (2

se e solo se
(nz—l)n (n—l)
>
n? - n
1\" 1
n n

e I'ultima disuguaglianza si deduce immediatamente dal lemma

se e solo se
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Infine, dal momento che si pufacilmente provare per induzione che
(k+1)! > 2% perk >0

si ha

(6.8) E, <Zk, Z +Z—<3

PertantoE,, & una successione crescente e limitata per cui possiamo affermare che
lim E,
n

esiste e reale e pertante lecito definire chiamareil suo limite.

e =lim F,

Sezx,, € una successione a termini positivj, — x Si pud provare (si veda il capitolo successivo sull
continuig) che

lim log, x,, = log, x
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e pertanto si ha

1
limn log, (1 + —) =log, e
n

Osserviamo anche che
log,e=1 & a=e

per cui sie naturalmente indotti a privilegiare il numer@ome base per i logaritmi.
Si ha con 51 cifre decimali esatte

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959 .

DEFINIZIONE 6.5. Definiamo logaritmo naturale la funzioneg, .
Piu semplicemente scrivererg, = = In z.

Elenchiamo ora alcune successioni che saranno utili nel seguito e calcoliamone i relativi limiti:
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(1) limn* = +oo , k>0
(2) limn* =0 , k<0
(3) lima"™ = +00 , a>1
(4) lima"” =0 , Ja| <1
(5) lim /a =1 , a>0
(6) lim /n =1

(7) lim £ =0

Possiamo verificare le affermazioni precedenti mediante le seguenti argomentazioni:

(1) si prova mediante la definizione di limite.
(2) si deduce dalla precedente tenendo contor¢he 1/n*.
(3) siaa =1+ bconb > 0, alloraa™ = (1 +b)" > 1 + nb.
(4) si deduce dalla precedente tenendo contojehe= 1/(1/|al)".
(5) sea > 1, posto
Yn = % —1>0
si ha

da cui
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sed <a<lsihaya=1/{/1/a.
(6) posto

Yp=Yn—1>0

n=1+y,)">1+n(n— 1)ny/2 e 0<y,<(2/n)

(7) Sen > 2|a| siha
0<|a|l/n<1/2
per cui
0 <lal®/n™ < (1/2)"

Valgono i seguenti fatti:
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(1)lim—"—0

(2)11m——0

(3) lim% =0, |a| <1

(4) lim & = 400, a > 1

(5) im ™" =0, k>0,a>0, a#1

Infatti se indichiamo comn,, ciascuna delle successioni in oggetto si ha
bn, a
(1) Bl = 25k — 0

@ %2 = ()" — <1

(3) “]7,*,1' jal (:2)" — lal
(4) si pw facilmente dedurre dal fatto che

log,n 1 nk
Ball — —log,( VinF)

Anche se a prima vista@inon appare verosimile, operare con successioni piuttosto che con fun
e molto pii comodo e facile¢ pertanto molto utile provare il seguente risultato che permette di otte
informazioni sul limite di una funzione utilizzando opportune successioni.
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TEOREMA6.9. Siaf : D — R e sianoz, € D(D), ¢ € R*; sono fatti equivalenti:
(1) limy—y, f(z) =14
(2) perogniz,, € D\ {xo}, x, — xg, Si ha
lim f(x,)="¢
DIMOSTRAZIONE. Se vale la prima condizione avremo che per agni 0 esisted. > 0 tale che, se
x € 1%(x9,0.) siha

flz) eIl e)

Inoltre esister. € N tale che per > n. si abbiar, € I°(x, d.) e di conseguenza si ha
flz,) € I(L,¢)

Da cui la seconda asserzione.
Se viceversa la prima asserzionéalsa, allora esistg, > 0 tale che, per ogni € N esister,, € D,

T, # T, cOnz, € [°(xg,1/n) €

f(zn) & I(£, &)

e quindi la seconda falsa




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Si pw provare che ogni successione convergente ammette una successione estratta monotone
vergente allo stesso limite); pertanto nel verificarexifficiente limitarsi alle sole successioni monoton

Il criterio di convergenza di Cauchy riveste notevole importanza etille sapere che essogeassere
provato anche per le funzioni nella seguente forma.

TEOREMA 6.10. - Criterio di Cauchy - Siaf : D — R e siazy € D(D); sono condizioni
equivalenti:

(1) esistel € R tale chelim, ., f(z) = ¢
(2) per ognie > 0 esistes. > 0 tale che ser,y € I°(zo,d.) si ha
|f(z) = fly)l <e

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2) Per ognic > 0 esiste). > 0 tale che se: € I°(x, d./2) si ha

|f(z) — £ <e/2

per cui ser,y € I1%(xo, 0./2) Si ha

[f(@) = F)l < |f(2) =l +1f(y) =l <e/2+e/2=e.

(2) = (1) Se per assurdo (1) non fosse vera esisterebbero due successipne D, convergenti ad
xg talichef(x,) — (1 e f(y,) — o conty, by € R* |l # (5.
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Pertanto la condizione (2) non potrebbe essere soddisfatta.
Mediante le successioni siamo anche in grado di provare i seguenti risultati che caratterizza
insiemi aperti, chiusi e compatti iR e che sono facilmente estendibili aigienerali situazioni.

TEOREMAG6.11. SiaA C R, allora

(1) A e aperto se e solo se per ognie A e per ogni successions,, tale cher,, — =z, sihaz, € A
definitivamente;

(2) A é chiusose e solose perognie A, x,, > xsSihar € A

(3) A e uninsieme compatto se e solo se per agne A esister,, — z, tale cher € A

Se f(z) — ¢, ¢ € Rallora f(z) — ¢ — 0 per cui per studiare il comportamento di una funzio
che ammette limite finito sarsufficiente considerare funzioni che tendory &ali funzioni si definisco-
no infinitesime eck importante cercare di ottenere qualche informazione tinspicome una funzione
infinitesima tende &.
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Ad esempice evidente che™ diminuisce pi 0 meno velocemente, in dipendenzardajuando ci
si avvicina a0. E quindi ovvio che sia utile cercare di individuare anche in funziotigimplesse tali
comportamenti.

Quanto detto per le funzioni infinitesime si @yoi facilmente estendere anche alle funzioni ¢
tendono all'infinito: che chiameremo infinite.

Pertanto introduciamo la definizione di ordine di infinitesimo e di ordine di infinito.

DEFINIZIONE 6.6. Siaf : (a,b) — R, diciamo chef & infinitesima i se
lim f(z)=0

rz—at

In maniera analoga si possono dare le definizioni per =, x — a,x — +00 €x — —o0.

DEFINIZIONE 6.7. Sianof,g due funzioni infinitesime ia™ e supponiamo che

lim @ =
a—at g(z)
e se/ € R\ {0} diciamo chef e g hanno lo stesso ;

e sel = 0 diciamo chef e infinitesima di ordine superiore @
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DEFINIZIONE 6.8. Chiamiamo infinitesimo campione di ordines R, in a™,a™,a,4+00, —oo rispet-
tivamente la funzione

1 1
o 2 (_m)a

Si dice chef e infinitesima di ordinex € R, se f ha lo stesso ordine dell'infinitesimo campione d
ordine .

(x_a)a’ (a_x)av |x_a|a’

Osserviamo esplicitamente chegpaccadere chg non abbia ordine di infinitesimo reale.
Ad esempio la funzione
1

Inx
e infinitesima per — +oo di ordine inferiore ad ognir € R ..
Infatti per ognia € R,
1

(6.9) im % -0

La definizione di ordine di infinitesimo consente di provare che
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TEOREMA6.12. Sianof e g due funzioni infinitesime ia* di ordine« e (3 rispettivamente; allora
(1) fg haordinea + 3
(2) sea < 3, f + g ha ordinea
(3) sea = 3, f + g ha ordine maggiore o uguale ad

DEFINIZIONE 6.9. Diciamo chef € infinita ina™ sel/f € infinitesima im*.
Diciamo chef & infinita di ordinex sel/ f € infinitesima di ordinex.

TEOREMA6.13. Sianof e g due funzioni infinite im™ di ordine« e 3 rispettivamente; allora

(1) fg haordinea + ;
(2) sea < 3, f + g ha ordineg;
(3) sea = g, f + g ha ordine minore o uguale ad

Osserviamo che si potrebbe definfréli ordinea € Rina™ se

im —L & ¢ R\ {0}

z—at (1’ = a)"‘

ed osservare chge infinitesima sev > 0 edeé infinita sen < 0 .
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Con queste convenzioni si pprovare che s¢ ha ordinea e g ha ordineg, allora f/g ha ordine

a— (.
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CAPITOLO 7

LA CONTINUIT A

La maggior parte delle situazioni semplici che cerchiamo di rappresentare mediante I'uso d
funzione reale di una variabile reale presentano una caratteristica comune:

piccoli cambiamenti della variabile (argomento della funzione) causano piccoli cambiamenti dej
valori della funzione stessa.

Ad esempio s&'(x) rappresenta la temperatura di una sbarra di metallo in un punto che dstana delle
sue estremit, ci aspettiamo che due punti vicini sulla sbarra abbiano temperature non molto dissimil

Tuttavia non tutti i fenomeni sono facilmente rappresentabili mediante funzioni continue; se ad
pio L(t) rappresenta la luminosidi una stanza nella quale si accende una lampada all'ista@&viden-
te che in quellistante il valore della luminodipw subire una brusca variazione, (se la lumiriosiglla
lampadee alta in confronto con la luminosiambiente).
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Anche nel linguaggio comung naturale attribuire I'aggettivo continuo al primo fenomeno ma non
secondo.

In parole povere, una funziomecontinua in un punto se il valore che essa assume in tale punto dipe
dai valori da essa assunti nei punti vicini, o per meglio dire, se piccole variazioni dell’argomento d
luogo a piccole variazioni dei corrispondenti valori della funzione.

In altri termini una funzion& continua se non ammette repentini cambiamenti, salti, "discorifnuit

Vogliamo allora formalizzare cosa si intende per conténdituna funzione.

Precisamente poniamo la seguente definizione

DEFINIZIONE 7.1. Siaf : D — R, g € D, diciamo chef e continua inx, se
Ve > 036, > 0talecheser —xy| <d6. , z€ Dsiha

|f (@) = flzo)| <€

Diciamo chef e continua inD see continua in ogni punto db.

E’ immediato verificare I'analogia, ma non l'iderijtcon la definizione di limite, ed immediato
provare che:

TEOREMA7.1. Siaf : D — R e siaz, € D N'D(D); sono fatti equivalenti:
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(1) f € continua inx,

(2) limy—., f(z) = f(z0).

| teoremi sui limiti consentono di stabilire alcuni semplici risultati che ci limitiamo ad enunciare.

TEOREMA7.2. Sianof, g : D — R continue inxy € D, siano inoltrea, 5 € R; si ha

(1) af + [g € continua inz;
(2) fg e continua inxg;
(3) sef(xzp) #0,1/f & continua inz.

TEOREMA7.3. Siaf : D — R, xq € D; sono fatti equivalenti:

(1) f e continua inzg;
(2) Vz, € D, x, — xo, Sihaf(z,) — f(z0).

Il precedente teorema consente di caratterizzare la cordtipeit successioni: nel confronto con i
teoremab.9 mediante il quale sono caratterizzati i limiti si evidenzia il fatto che:
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per caratterizzare il limite la successioner,, deve essere scelta i \ {z,}, mentre per la continuita
x, assume valori inD.

Osserviamo anche che, come nel teoreéhth, ci si pw limitare a considerare soltanto successio
monotone.

TEOREMA 7.4. Siaf : D — R continua inzy € D, allora se f(xy) # 0 esistes > 0 tale che se
x € DN I(x,0) sihaf(x)f(zo) > 0.

TEOREMA7.5. Sianof : D — R continua inzg € D, g : A — D continua int, € A, xy = g(to);

allora f(g(-)) : A — R & continua int.
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CAPITOLO 8

| TEOREMI SULLA CONTINUIT A

Dopo questa rapida rassegna di risultati passiamo a studiare le paguui@nportanti ed interessanti
delle funzioni continue in un insieme.

La maggior parte delle proprigtche studieremo riguardano le funzioni continue su di un interva
chiuso e limitato. E’ facile vedere, mediante esempi, che se si considerano funzioni continue su i
che non soddisfano i requisiti opportuni, tali propigbssono non essere soddisfatte.

TEOREMAB.1. - degli zeri - Siaf : [a, ] — R una funzione continua e supponiamo ¢tfe) f (b) <

Allora esister, € (a,b) tale chef(zy) = 0.

DIMOSTRAZIONE.
Definiamo le successioni, e 3, nella seguente maniera:

(8.1) [, Bo] = [a, b]
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[O‘na (an + /Bn)/2] se f(an)f((an + /Bn)/Q) <0
(82) [an+1, Bn-l—l] — [(an + ﬁn)/z ﬁn] Se f(an)f((an + ﬂn)/Q) >0
[(om + Bn)/2, (an + Br)/2] se f((an+Br)/2) =0
Se, esiste, f((an + 3:)/2) = 0 sie trovato lo zero;
in caso contrario, pet,, € 3, Si ha:

(8.3) a, € crescentgd, e decrescente

(8.4) O, B € [a,b], f(an) f(Ba) <O

(8.5)
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Pertanto si pa affermare che

(8.6) an S o B\ B a,f€]ab]

e dalla8.5siricavaa = 5 = c.
Per la continu@ di f e per8.4si ha

(8.7) 0 > lim f(om)f(Bn) =

Si ha anche che € (a,b) ed inoltre

(8.8)

e

(8.9)

Il teorema8.1ammette come immediato corollario il seguente:
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TEOREMAB8.2. - dei valoriintermedi - Sig : [a,b] — R una funzione continua e siarod € R(f),
¢ < d, allora
[e,d] € R(f).

DIMOSTRAZIONE. Sianoa, 5 € [a,b] tali che f(«) = ¢, f(3) = d e consideriamg@ € (c,d); la

funzione
9(@) = f(z) —y
e continua sl 5, g(«) < 0, g(8) > 0 e perco, per il teorema.1, esister, € («a, ) tale che

9(wo) = f(z0) —y =0

dacuif(zg) =yey € R(f).
COROLLARIO 8.1. Siaf : [a,b] — R, sef & continua alloraRk(f) € un intervallo.

Ci proponiamo ora di dimostrare un teorema di esistenza del massimo per una funzione conti
un insieme compatto (céochiuso e limitato).

TEOREMA 8.3. - Weierstral® - Sigf : D — R una funzione continua) compatto; allora esistono
a, 3 € D tali che

fla) =min{f(z) : x € D}
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f(B) = max{f(z) : x € D}.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio I'esistenza del minimo della funzipn8ia
A=inf{f(z) : v € D} =inf R(f);

per il lemma6.3 esistey,, € R(f) tale chey, — .
Siazx, € D tale chey,, = f(z,); dal momento ché & compatto esiste,, estratta da:,, tale che

g, — @) € D)

Pertanto

per la continuia di f ed anchey,,, — A da cui

A= fla)

e la tesi. O
E’ possibile generalizzare il teorenda3 senza l'ipotesi di compattezza dell’insienie ad esempio
possiamo provare:
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TEOREMA8.4. Siaf : (a,b) — R continua,a, b € R*, e supponiamo che esistac (a, b) tale che

li (), lim £(2)> f(2)

T—a

allora esisten € (a, b) tale che
f(a) =min{f(z) : = € (a,b)}.
DIMOSTRAZIONE. Supponiama, b € R, essendo la dimostrazione negli altri casi analoga.
Siano
A=inf{f(z) : =z € (a,b)}
si ha
p=f@ >\, peR
Se\ = f(z) avremmo che il minime& assunto.
siad > 0 tale che

z € (a,a+0)U((b—106,0) = f(z)>p.

Sia
yneR(f) s yn_>)\
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poiché in > ), definitivamente si hg,, < u e perco esister,, € [a + 0, b — §] tale chef(z,,) = y,.
Ne segue che esisig, — o € [a+ d,b—d] e

Yny, :f(xnk) _)f( )

O

A guesto punto sarebbe ragionevole introdurre il concetto di uniforme cogtjriuttavia poichk si
tratta di un concetto fondamentale ma difficile da comprendere rimandiamo chi fosse interessato a
e contenuto negli approfondimenti.

In parole povere diciamo che una funziaaeniformemente continua su un intervallod], se, nella
definizione di continué applicata ad un punto € [a, b], il valore dié si pw trovare in funzione di, ma
non dipende anche da

Possiamo cie dire che in un qualunque puntoai € [a, b] il modo con cuif(x) si avvicina adf (zo)
guandar si avvicina adr, € in questo senso uniforme.

Abbiamo a suo tempo dimostrato che, se una funzéeoggettamente monotona, allora egsaverti-
bile; vediamo ora che se ci restringiamo alla classe delle funzioni continue, la stretta mo®oamaiae
necessaria per l'invertibibt
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TEOREMA 8.5. Sia f : [a,b] — R continua, alloraf & invertibile se e solo s¢ & strettamente
monotona.

DimosTRAZIONE. Ci limitiamo a provare la parte 'solo se’, in quanto la parte &gfa stata provata
nel teorema 3.15.
Se per assurdg non fosse monotona, per il teorema 3.14

(8.10) Jz,y,2 € [a,b] : x<y<z, [fly) = f@)]f(z) = fY] <0

se nella8.10vale l'uguaglianza,f non e invertibile; se vale la diseguaglianza stretta possiamo,
fissare le idee, supporre che

) =fly) <0, fly)—f@) >0, f(z)> f(z) .

Allora, per il teorema dei valori intermedi, poielf (z) < f(z) < f(y)

Ja € (z,y) : fla) = f(2)

e cio e contro l'invertibilita di f.
Per concludere con la continaiproviamo i seguenti risultati.
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TEOREMA8.6. Siaf : (a,b) — R, strettamente monotona, siang € (a,b) ey, = f(x); allora
f~1 & continua inyj.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, ghsia strettamente crescente e proviamo ¢
per ognie > 0 esiste). > 0 tale che

Yy oy — ol <0, siha [f7H(y) — fTM (o)l <.

Sia€0 > ( tale Che(l'o — €0, %o + 80) C (CL, b)
Dal momento cheg e strettamente crescente si ha, per ¢ < ¢

flro—¢) <yo < flxo+e).
Definiamo
0. = min{yy — f(xo —€), f(xo +€) — yo} > 0;
sely — yo| < 6. siha

Yo+ flwo—¢e)—yo <Y —0: <y <yo+0 <yo+ flwo+¢)—y

flzo—¢) <y < f(zo+e).
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Poiche f~! & strettamente crescente si ha

FH (o =€) < f7H(y) < f(f(ao +¢))

cioé
To—e< f(y)<zo+e
o) —e < fHy) < fH(wo) +¢

1F 7 ) — f (wo)| < e.

TEOREMAB8.7. Siaf : (a,b) — R continua e invertibile; alloraf ~* & continua.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢g e continua ed invertibile su (a,b), essstrettamente monotona
e si pw applicare il teoremé.6. O
Si pw verificare che:
(1) pa, pera € R & continua inR ;.
(2) pn, pern € N e continua inR
(3) exp,, pera € R, e continua ink




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

(4) sin € continua inR

(5) cos € continua inR

(6) 7, pern pari & continua ink .

(7) r,, pern dispari € continua inR

(8) log,, pera € R, \ {1} € continua ik ;.
La verifica di questi fatti p0 essere completata usando la definizione di limite.
possiamo altrasverificare, usando il teorema dei valori intermedi che

TEOREMA 8.8. Si ha

(1) R(p.) = R, pern pari

(2) R(pn) =R, pern dispari

(3) R(exp,) = R+ pera e Ry, a#1
(4) R(pa) =R .peracR,a#0

(5) R(sin) = [—1,1]

(6) R(cos) = [ 1,1]

(7) R(tan) =
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Elenco delle figure
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