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CAPITOLO 9

LA DERIVABILIT A,

Consideriamo una funziong continua in un punta;, avremo che, quando si discosta di poco da
o, [(x) € poco distante d#(z).

E in questo caso importante valutare come vgf(ia) — f(x)in rapporto ar — z, cioé il valore del
rapporto

(9.1) f(z) = f(x0)

T — 2o

Possiamo vedere clelrappresenta il coefficiente angolare della corda che passa per {pyuntiz,))
e(z, f(z)).

Sez € vicino al puntar, il denominatore tende @ ma sef € continua anche il numeratore tende a
e quindie significativo considerare il valore limite €il perxz — .

Si stabilisce quindi la seguente definizione.
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DEFINIZIONE 9.1. Siaf : (a,b) — R, 2 € (a, b);

o) — L@ =1 0)

Tr — 2o
e definito per ognic € (a,b) \ {0} e si chiama rapporto incrementale relativo alla funzioheel punto
Zg.
Dal momento chey & in (a, b) ha senso considerare
lim g(z).

T—xQ

Diciamo chef e derivabile inz, se

fz) = fzo)

T—T( T — Tg

lim

esiste finito.
In tal caso chiamiamo il suo valore derivata fliin x, e scriviamo

fleo) 0 )
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Diciamo chef & derivabile inz, da destra oppure da sinistra se
lim f(x) = f(=o)
x—»mar xr — mo
oppure
b £@) = f(zo)

T—T T — Xo

esiste e finito,
In tal caso chiamiamo tale limiteerivata destr@ derivata sinistrali f in z, e scriviamof’ (zy) 0

1 (zg), ovvero
drf d_f
& o g )
Diciamo chef é derivabilein (a, b) seé derivabile in ogni punto dja, b). In tal caso possiamo definire
una funzione
_df

I gz(a,b)—ﬂk

che si chiama derivata df..
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In maniera del tutto analoga si possono definire le funzaerivata destra derivata sinistra

Osserviamo ch¢g’(z) e il limite perx che tende & del coefficiente angolare della corda secante
grafico di f nei punti(z, f(x)), (zo, f(x0)) € che pertant@ ragionevole supporre che sia il coefficient
angolare della retta tangente al grafic@:g, f(x)).

La derivata dif, fornisce, vicino ad:, una stima del variare di(x) — f(xz¢) rispetto az — x.

Poicte

(9.2) I M = f'(2)
Tr—xQ €T f[,'o
si ha

L (@) = f)

T—T0 T — X

- @) =0

f(z) = f(zo) = f'(zo)(x —20) _

T—To T — T

lim
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Se ora poniamo

f(x) — fzo — f'(z0) (7 — 20)

r — Xy

(9.4)

= w(z — x9)

avremo che

(9.5) f(@) = (f(@o + f'(zo)(z — w0)) = w(w — m0)(x — 20)
con

lim w(x —x¢) =0

T—T0

In altre parole, alla quanéitf (=) & possibile sostituire la quariit

(9.6) f(wo) + f'(w0)(x — z0)

commettendo un errore

w(z — x0)(z — x0)
che tende @ piu velocemente diz — z)
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Poicte I'equazioney = f(xo) + f'(z0)(x — o) rappresenta una retta nel piano con la propriit
approssimaré (x) con un errore infinitesimo di ordine superiore al primo, per x(, possiamo definirla
retta tangente al grafico dinel puntoz,.

Resta coisgiustificato I'uso dif’(zo) per identificare il coefficiente angolare della retta tangente
grafico dif in xo.

Definiamo pertanto, allo scopo di sviluppare questa idea, la differenzaathilitna funzione.

DEFINIZIONE 9.2. Sia f : (a,b) — R, 2y € (a,b); diciamo chef & differenziabile inz, se esiste
a € Rtale che
lim f(z) = f(zo) — a(z — z0)

T—T0 T — X
La funzione lineard.(z) = a(x — x) si chiama differenziale df in x, e si indica conif (zo)(x).

= 0.

TEOREMA 9.1. Sia f : (a,b) — R, 2y € (a,b), allora f & derivabile inxz, se e solo sef &
differenziabile inz.
Inoltre

df (xo)(h) = hf'(x0)

per ognih € R.
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DIMOSTRAZIONE. Sef € derivabile inzy e sufficiente definire

a = f/(xo)
e si ha
lim f(z) = f(x0) — a(x — x0)

T—xTQ T — 2o
Se viceversd e differenziabile inz, si ha che

lim f(z) = f(x0) — a(x — 20)

T—T0 Tr — X

= 0.

=0

f(z) = f(x0)

Tz X — X

lim —a=20

f(wo) =a
df (o) (h) = hf'(xo)
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Dalla9.5risulta evidente che sgé derivabile inx, si ha:

f(@) = f(zo) = f'(z0)(x — m0) + (T — 20)w (T — 20).

Pertanto

lim [f(z) — f(zo)] = lim [f'(z0)(z — 7o) + (z — o)w(x — 20)] = 0

T—T0 T—T0

lim f(z) = f(xo).

T—T0

Si e cos provato che

TEOREMA9.2. Siaf : D — R, D C R aperto, e siary € D; se f e derivabile inx, allora f e
continua inx.

Non e peb vero il viceversa; esempi che illustrino questo fatto non sono difficili a trovarsi (be
consideraref (z) = |x|), e di plu & possibile costruire una funzione continua su un intervallo ed ivi
derivabile.
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In virtu del teoremad.1 d’ora in poi, per le funzioni di una variabile, useremo indifferentementse
termini derivabiliti e differenziabilid; useremo inoltre, per caratterizzare questa pra@puea qualunque
delle condizioni enunciate nelfe2, 9.3, 9.5

Proviamo ora alcuni risultati sulla derivabdlit

TEOREMA 9.3. Sianof,g : D — R, D C R aperto, e siar, € D; supponiamo chg e g siano
derivabili in z , allora:

(1) af + Bg € derivabile inzy Vo, 7 € R e si ha

(af + Bg) (z0) = af'(20) + Bg (w0);

(2) fg e derivabile inz, e si ha

(£9) (x0) = f'(w0)g(wo) + f(20)g (20)-
(3) Sef(xzo) # 0 allora (1/f) & derivabile inz, e si ha:

DIMOSTRAZIONE.
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(1) e banale conseguenza della definizione di derivata e dei risultati provati sui limiti.
(2) si pw provare osservando che
f(z)g(@) = fzo)g(zo) _ f@)lg(@) = g(=o)] | [f(2) = f(=o)lg(x0)
T — T T — Xo T — Zo

e passando al limite.
(3) Dal momento chef e derivabile inzg, f € ivi continua e per il teorema della permanenza d

segnodo > 0 tale chef(z) # 0 se|z — zo| < 0.

Possiamo pertanto considerare la funziaig in |x — 29| < ¢ e costruire il suo rapporto
incrementale

1f(@) = 1/f@) _HEEE

I 1
L= %o F@) /(o)

Passando al limite per — z, si ottiene che

(3) = ~Fi




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA 9.4. Sianof : (a,b) — R, g : (¢,d) — (a,b); siaty € (c,d), g derivabile inty; sia
xo = g(to) e siaf derivabile inz.
Allora sep = f(g(-)), v & derivabile int, e si ha

DIMOSTRAZIONE. Per la9.5si ha che

f(@0) 4 f'(0)(x — 20) + (v — zo)wi(z — 20)
g(to) + g (to)(t — to) + (t — to)wa(t — to).
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Si ha

) — g(to)]+

+ [9(t) — g(to)]wi(g(t) — g(to)) =

= f(x0) + f'(0)[g' (to) (t — to) + (t — to)wa(t — to)]+
+ [9(t) — g(to)lwi(g(t) — g(to)) =

= f(wo) + f'(z0)g (to)(t — to) + (t — to)ws(t — to)-

(9.9) ©(t) = f(g(t) = f(g(to)) + f'(g(to))lg(t
g(

E dal momento che

si ha la tesi
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TEOREMA9.5. Siaf : (a,b) — R, 2o € (a,b), yo = f(x0); Supponiamof strettamente monotona
in (a,b), derivabile inxy ed f'(x,) # 0; allora f~! & derivabile iny, e si ha
1
—1y/ _ '
(f ) (yO) f,(x())
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto incrementale
' (y) = " (wo)
Y—Yo :

G(y) =

avremo che
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lim f~(y) = /" (y0) = 20

Y—Yo

(si ricordi chef~! & continua iny, in quanto inversa di una funzione monotona continua).
Inoltre 2, non appartiene al campo di definizioneldi pertanto possiamo applicare il teorema c
consente di calcolare il limite di una funzione composta per concludere che

e la tesi.
Calcoliamo ora le derivate di alcune funzioni elementart;
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disinx = CcoST
L

dicosx = —sing
L

d i 2
%tan:c—l—l—tan T

d o _ 1
o arcsinx = T2
d

d arccosr = —
T

d

d

1—x2

arctanx = a2
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Ciascuna delle formule vale per queglper cui ha senso e puessere provata usando la definizio

di derivata.

Abbiamo con ab introdotto quello che si chiama derivata prima di una funzipnevviamente ap-
plicando successivamenteupiolte lo stesso procedimento, otterremo quelle che si chiamano deri

seconda, terza, .., n-esimafdi
Indichiamo con
d2

oo (20)

d3

@f(%)
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la derivata seconda, terza, .., n-esimd @ x.

Discorsi e notazioni analoghe vanno bene per le derivate successive destre e sinistre.

Indichiamo infine corC™(I), I C R, I'insieme delle funzionif : I — R derivabili almenon volte,
con derivata n-esima continua.

In particolareC’(7) & I'insieme delle funzioni continue, mentfe°(1) e I'insieme delle funzioni che
ammettono derivate di ogni ordine in ogni punta/di

Si pw facilmente verificare che ognuno di questi insi@nino spazio vettoriale .
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CAPITOLO 10

| TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY.

Le derivate forniscono un’importante strumento per lo studio delle pr@pdedel grafico di una
funzione.

L'applicazione di tale strumento si concretizza attraverso alcuni risultati dimostrati nel corso del
dei quali ci occupiamo di seguito.

Cominciamo con il provare il seguente lemma.

LEMMA 10.1. Siaf : [a,b] — R derivabile, siaz; € [a, b] tale che

f(x1) = min{f(z) : z € [a,b]}

si ha che
(1) sex; € (a,b) allora f'(x1) =0
(2) Sex; = aallora f (z1) > 0
(3) Sex; = ballora f' (z;) <0

DIMOSTRAZIONE. L'esistenza del punto di minim@ assicurata dalla continaitli f in [a,b].
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Proviamo la prima affermazione; sia

_ f@) = fla)

r — I

se r < T
se T > 2.
Pertanto

0> lim g(x)= f'(z1) = lim g(x)>0.

T—T, T—T]
Per quanto riguarda la seconda affermazione:;se a si ha che
fi(z) = lim g(z) > 0.
x—mcf
La terza affermazione si dimostra in modo simile. O
E chiaro che un risultato simile si pyprovare per i punti di massimo.
A questo punto siamo in grado di provare un risultato eéhpur nella sua sempliét fondamentale
per lo sviluppo del calcolo differenziale.
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TEOREMA 10.1. - Rolle - Siaf : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora
fl@)=f®) = Fee(ab): fi()=0.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Weierstra ammette massimo e minimo assoluti[inb|; se
entrambi sono assunti negli estremi si ha

max{f(z) : x € [a,b]} = min{f(z) : x € [a,b]}

ed f e costante, dacyi(z) =0 Vx € (a,b).
Se invece il massimo o il minimé assunto in un punto interepdal lemmal0.1si haf'(c) =0. O
Ne segue che

TEOREMA 10.2. - Lagrange - Sigf : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora esiste
c € (a,b) tale che

f(b) = f(a) = f'(c)(b — a).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione

g:[a,b] — R
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definita da

f(b) = f(a)
?(x - a)> :

g € continua in [a,b] e derivabile in (a,b) ed inolye:) = g(b) = 0.
Per il teorema di Rolle esistec (a, b) tale che

O

TEOREMA 10.3. - Peano - Siand, g : [a,b] — R, f, g continue in[a, b] e derivabili in(a, b); allora
esistec € (a, b) tale che

(10.1) det (f b) - ):o
g(b) —gla) g
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzionk : [a, b] — R definita da
et (FO = F@ F@ _tr — trallota) — lo(b) — afall (e
@2 () =det (PP T H T 170) - st@lote) - ) - (@l 0)
h soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle e pertanto & affiermare che esistec (a, b) tale che

/ f(0) = f(a) f
109 ey =ae (1010 11O g

O

TEOREMA 10.4. - Cauchy - Siand, g : [a,b] — R continue infa, b] e derivabili in(a, b); sia inoltre
g'(x) # 0 per ognix € (a,b). Allora esistec € (a, b) tale che
f(0) = fa) _ f(0)
g9(b) —g(a)  g'(c)

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Peano si ha che esiste(a, b) tale che

[f(0) = F(@)]g'(c) = [9(b) — g(a)]f"(c)-
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Ma ¢'(z) # 0 per ogniz € (a,b) e pertanto anche(b) — g(a) # 0 (se co$ non fosse ci sarebbe,
per il teorema di Rolle, un puntp € (a, b) tale cheg’(£) = 0). Possiamo allora dividere pef(c) e per
g(b) — g(a) ed ottenere la tesi. O

| teoremi appena dimostrati forniscono tutta una serie di risultati molto utili per lo studio del grafic
una funzione.

TEOREMA 10.5. Sia f : [a,b] — R continua in[a, b] e derivabile in(a, b); allora f & costante in
la, b] se e solo s¢’(z) = 0 per ogniz € (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Sef & costante iffa, b] € immediato provare chg & identicamente nulla.
Proviamo viceversa che $8(z) = 0 per ogniz € (a,b) si ha chef & costante: sia € (a,b) ed
applichiamo il teorema di Lagrange all'intervall@ x]. Per un opportuno valore di€ (a, x) si ha

f(@) = fla) = f(e)(x —a) =0

e si deduce ché(x) = f(a)

COROLLARIO 10.1. Sianof, g : [a,b] — R continue inja, b] , derivabili in (a, b) e tali che
f'(z) =g'(x) Vz € (a,b) ;
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allora
dceR : f(z)=g(x)+c YV € [a,b].

TEOREMA10.6. Siaf : (a,b) — R, derivabile; allora f & crescente (decrescente)in b) se e solo
sef'(x) >0 (f'(z) <0) perogniz € (a,b).

DIMOSTRAZIONE. E’intanto ovvio che s¢ € crescente allora si héi(x) > 0 per ognixz € (a,b);
supponiamo viceversa chf§(xz) > 0 per ogniz € (a,b), allora sery, x5 € (a,b), z1 < x5, Si ha

f(@o) = f(21) = fi(e)(m2 —21) , 21 <c<umy

e pertanto
f(w2) — f(21) >0

|
Sottolineiamo che i risultati provati funzionano soltanto per funzioni definite su un intervallo.
E infatti facile trovare esempi che contraddicano gli enunciati precedenti se si rinuncia alla condi
di intervallo:
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Ad esempio consideriamo le funzioni

, x>0

10.4
( ) ,x <0

oppure
(10.5) g(x)=1/x su R\ {0}
Si puw anche provare che:

TEOREMA 10.7. Sia f : (a,b) — R derivabile e supponiamo chg(z) > 0 per ogniz € (a,b);
allora f & strettamente crescente(im, b).

La funzionef(x) = 2 ci convince inoltre che possono esistere funzioni strettamente crescenti Iz
derivata nore sempre strettamente maggiore di zero.
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CAPITOLO 11

LA REGOLA DI DE 'H OPITAL

Dal teorema di Cauchg possibile ricavare un risultato molto importante usualmente identificato
me regola di De L'Hpital, dal nome del marchese che pubblim trattato che la contiene, ngapiu
probabilmente dovuta a Johann Bernoulli.

Il suo scopeae fornire uno strumento atto a risolvere, in certi casi, il problema di trovare il limite di
forma indeterminata.

E’ importante ricordare che I'applicazione di tale regelaubordinata, come sempre, alla verifica
alcune ipotesi, in assenza delle quali si possono ottenere dei risultati sbagliati.

La regola di De I'Hbpital € un raffinamento del seguente fatto del tutto elementare.

TEOREMA11.1. Sianof, g : D — R derivabili in zy € D, D aperto; allora, sef (zq) = g(xo) =0
eq'(xy) # 0, siha

im M =
A2 4@)




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente osservare che
_ _ /
lim f(z) — lim f(x) = f(zo) x—x _ f/(xo)
T—T0 9(95) T T — Zo 9(90) — 9(56’0) g (500)

O
Il risultato appena enunciato si pgeneralizzare al caso in cui non sia possibile considerare

f'(z0)
g (o)
ma soltanto

/
lim (=) .
a—ao g'(x)
Naturalmente tutto die fatto allo scopo di determinare il

lim &)
a—az0 g(z)
nel caso in cui

lim f(x)= lim g(z)=0.

T—x0 T—x(
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Non sa& ovviamente restrittivo trattare solo il caso in gui> .

TEOREMA11.2. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo che
g(x) #0 Vz € (a,b)
lim f(z) = lim g(z) =0.

Allora, se

esiste, si ha

DIMOSTRAZIONE. Sia
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Sea < x <a-+d.siha
/(@)
g'(z)
Ora, se prolunghiamg e g per continui& in « ponendo

eIl e).

fa) = g(a) =0,
si pw applicare il teorema di Cauchy nellintervallg x| conz € (a,b) ed ottenere che

flz) _ fx) = fla) _ f'(c)

= con a<c<uw
g()  g(@) —g(a) g(c)

Percd,sea <z <a-+d.Sithaa<c<z<a-+d.e
f(@) _ f'(o)

—r = eIl e).

o@) ~ gie) €9

O
Il teoremall.2pud ovviamente essere rienunciato anche considerando limiti pet~ e perz — a.
Restano fuori da questa trattazione i limiti per- +oco e perr — —oc.
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Osserviamo che in tali casi piessere utilizzato il fatto che
lim M = lim f(l/t)
z—too g(x) =0+ g(1/t)
A quest’ultimo limite pw essere applicato il teorema.2non appena si siano verificate le ipotesi i

esso richieste.
Enunciamo, per comodit il risultato che si ottiene seguendo questa via.

COROLLARIO 11.1. Sianof, g : (a,+00) — R derivabili; supponiamo

g (x) #£0 Ve (a,+0)

lim f(z)= zl_l)I_’I_l g(x)=0.

T——+00
Allora, se
f'()
wto0 g/ ()
@) _ o 1)

lim —= = .
o=t00 g(z) 200 g'(2)

esiste, si ha
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Il caso in cuig — +o0o oppureg — —oo € molto pil tecnico e complicato; pertanto ci limitiamo ac
enunciare il risultato.

TEOREMA 11.3. Sianof, g : (a,b) — R derivabili; supponiamo

gd(x)#0 Vz e (a,b)

lim g(z) = +o0.

rz—at
Allora, se
/
lim f'(@)
z—at g’(l‘)

esiste, si ha

lim fz) _ li f(2)

emat g(z)  a—at g'(z)

La regola di De L'Hbpital permette di ricavare un risultato molto utile per calcolare la derivata di
funzione in punti che presentino qualche crificit
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COROLLARIO 11.2. Siaf : D — R, derivabile inD \ {z,} e continua inxy € D, D aperto, con
lim f'(z) =\ : lim f'(z) = p.

T T—Ty

Allora

(1) seX € Rallora f’ (z) = A

(2) Seu € Rallora f' (zg) = p

(3) Se\ = +oo allora f none derivabile da destra im
(4) Seu = +oo allora f noné derivabile da sinistra i
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Elenco delle figure
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