1. Un po” di Logica

Diciamo proposizione una affermazione di cui siamo in grado di sta-
bilire se & vera o é falsa.

Assegnata una proposizione P si puo costruire una nuova propo-
sizione, che definiamo negazione di P ed indichiamo con not P, come
la proposizione che & vera se P é falsa ed e falsa se P & vera.

Si puo identificare la proposizione not P anche mediante una tabella,
detta tabella di verita, che elenca in corrispondenza dei due casi pos-
sibili la verita o la falsita della proposizione in questione:

P || notP
1 0
0 1
Table 1.1:

E inoltre necessario definire nuove proposizioni che dipendono da
una o pitt proposizioni note.
Assegnate due proposizioni P e Q,

e (P and Q) e vera se P e Q sono entrambe vere
e (Por Q) e vera se almeno una tra P e Q & vera
e (P xor Q) e vera se una ed una sola tra P e Q & vera.

Le corrispondenti tabelle di verita possono essere raggruppate nella

seguente:
Pl Q|notP |notQ | Pand Q | Por Q | P xor Q
1|1 0 0 1 1 0
o1 1 0 0 1 1
1| o0 0 1 0 1 1
o|o 1 1 0 0 0
Table 1.2:

E immediato verificare che la proposizione P xor Q ¢ vera o falsa a
seconda che sia vera o falsa la proposizione



(P and (not Q)) or (Q and (not}P))

come si puo verificare dalla tabella 1.
Possiamo anche verificare come not interagisce con and e or medi-
ante la tabella1.3

P|Q|notP [ notQ | Pand Q | Por Q | not(P and Q) || not (P or Q)

1|1 0 o 1 1 o 0

o] 1 1 0 0 1 1 0

1|0 o) 1 o 1 1 0

o| o 1 1 o ) 1 1
Table 1.3:

Dalla tabella 1.3 possiamo verificare che
¢ (not(P and Q)) & vera tutte e sole le volte che & vera ((not P) or (not Q))
e (not(P or Q)) & vera tutte e sole le volte che & vera ((not P) and (not Q))

Si puo inoltre affermare che le seguenti affermazioni sono sempre
vere

* (P or (not P)) (legge del terzo escluso)
* (not(P and (not P))) (legge di non contraddizione)

Assegnate due proposizioni P e Q si possono inoltre costruire le
seguenti proposizioni

(P=Q), (P=Q), (P=Q)

che leggiamo, rispettivamente ‘P implica Q’, ‘P & implicato da Q’, ‘P
e equivalente a Q’ e che sono identificate come segue

* (P = Q) significa che Q e vera ogni volta che P & vera;
* (P « Q) significa che P ¢ vera ogni volta che Q & vera;
* (P & Q) significa che P & vera tutte e sole le volte in cui Q & vera.

In altre parole (P = Q) significa che o non & vera P oppure, se P &
vera, allora e vera anche Q; in simboli:

(P= Q)< ((not P) or Q) (1.1)

Possiamo verificare dalla tabella 1.4 che due proposizioni sono equiv-
alenti se assumono gli stessi valori nella loro tabella di verita, cioe se
sono entrambe vere o entrambe false.



P|Q|P=Q|P<=Q|PsQ

1| 1 1 1 1

o| 1 1 0 0

1|0 0 1 o

o|o 1 1 1
Table 1.4:

Per convincerci che la definizione di implicazione corrisponde a cri-
teri di senso comune, & opportuno mettere in evidenza la negazione
della proposizione (P = Q), in altre parole possiamo osservare che &
naturale affermare che (P = Q) non & vera nel caso in cui sia vera P e
Q sia invece falsa ; in simboli

not(P = Q) <= not((not P) orQ) <= (Pand(notQ)) (1.2)

Infatti & chiaro che not(P = Q) & vera se accade che P & verae Q ¢
falsa.

La seguente tabella permette di verificare che le proposizioni enun-
ciate in 1.2 hanno la stessa tabella di verita; cioe sono equivalenti.

P|Q|notQ | P=Q | (Pand (notQ)) | not (P = Q)
1|1 0 1 0 0
o] 1 0 1 0 0
1| o0 1 0 1 1
ol o 1 1 0 0
Table 1.5:
Osserviamo anche che
(P= Q) & ((not Q) = (not P)) (1.3)

Per cui possiamo aggiungere una colonna alla tabella 1.5

P|Q|notQ |notP | P=Q | (not Q) = (notP)
1|1 0 0 1 1
o1 0 1 1 1
1] o0 1 0 o 0
oo 1 1 1 1
Table 1.6:

(P& Q) < ((P=Q)and (P« Q))
(P=Q) & ((not Q)= (not P)) < (not(P and (not Q)))



Quest’'ultima relazione & nota come principio di dimostrazione per
assurdo.

Ricordiamo che si suppone noto il concetto di insieme.

Usualmente gli insiemi sono identificati da una lettera maiuscola,
mentre le lettere minuscole, di solito, designano gli elementi di un
insieme.

Ricordiamo anche che

* g € A significa che a € un elemento di A, a appartiene ad A;

* b ¢ A significa che b non & un elemento di A, b non appartiene ad
A.

* se A & uninsieme, a € A e P, o P(a) & una proprieta che dipende
da a, cioe tale che sia vera per certi valori di a e falsa per altri valori
di a, scriviamo

{a € A:P;} oppure {a€ A:PD,evera}
per indicare I'insieme degli elementi di A tali che P, & vera.

Occorre infine ricordare che si dice data una relazione binaria su un
insieme A se dati due elementi a,b € A & possibile stabilire se & vera o
falsa la proposizione ‘a € in relazione con b’.

Scriveremo aRb e aRb per significare che la proposizione in oggetto
e rispettivamente vera o falsa.

Una relazione binaria si dice relazione di equivalenza se sono ver-
ificate le seguenti condizioni

* (aRb) = (bRa) (simmetricita);
e (aRa) (riflessivita);
* ((aRb) and (bRc)) = (aRc) (transitivita).

Una relazione binaria si dice relazione d’ordine o ordinamento se sono
verificate le seguenti condizioni

e (aRa) (antiriflessivita);
e ((aRb) and (bRc)) = (aRc) (transitivita).
Siano A, B due insiemi, diciamo che

ACB (BDA) se (ae€A) = (a€eB) (1.4)

Diciamo che

A=B se (aC A)and (a 2 B) (1.5)



Definiamo
A\B={a € Aanda ¢ B}

Nel caso in cui B C A l'insieme A\B si dice anche complementare

di B in A e si indica con B¢ essendo omessa l'indicazione che il com-

plementare e fatto rispetto ad A, in quanto sara sempre chiara, quando

si usera tale simbolo, l'identita di A.

Definiamo inoltre

AUB = {a € Aorac B} (A unione B)

ANB = {a€ Aanda € B} (A intersezione B)

AxB = {(a,b):a€ Aand b € B} ( prodotto cartesiano).

Si possono provare facilmente proprieta del tipo

AU(BUC) = (AUB)UC
AN(BNC) = (AnB)NC
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

(AUB)® = A°NB°
(ANB)" = A°UB*

Le ultime due uguaglianze sono note come formule di De-Morgan.
Indichiamo con @ I'insieme vuoto , cioé 1'insieme privo di elementi
Se P & una proposizione ed A € un insieme possiamo considerare le

seguenti proposizioni

ogni elemento di A soddisfa P;
qualche elemento di A soddisfa P;
uno ed un solo elemento di A soddisfa P .

Le tre affermazioni di cui sopra si scrivono in simboli

Vxe A , Py
dxe A : Py
dlxe A : Py

Osserviamo che le negazioni delle prime due precedenti propo-

sizioni sono

dx € A notPy

Vx €A notPy






2. I Numeri Reali

Introduciamo I'insieme R dei numeri reali per via assiomatica; elenchi-
amo cioe le proprieta cui deve soddisfare 1'insieme dei numeri reali
prescindendo dalla verifica dell’esistenza di un modello di R e dalla
costruzione di tale modello.

A tale proposito ci limitiamo a ricordare che la retta euclidea su cui
siano stati fissati due punti (0 ed 1), sia stato definito il verso posi-
tivo e siano state definite la somma ed il prodotto per via geometrica,
costituisce un buon modello dei numeri reali.

Diciamo che sono assegnati i numeri reali, che indicheremo con R,
se:

* ¢ assegnato un insieme R

® sono assegnate due leggi, che chiamiamo somma o addizione e
prodotto o moltiplicazione e che indichiamo con + e - rispettiva-
mente, ciascuna delle quali associa ad ogni coppia (x,y) € R x R
un elemento di R che indicheremo con x +y ed x - y rispettivamente
(in realta useremo sempre xy in luogo di x - y)

* ¢ assegnata in R una relazione di equivalenza che indicheremo con
il simbolo = (rispetto alla quale esistono in R almeno due elementi
distinti)

® ¢ assegnata in R una relazione d’ordine che indicheremo con <
valgono le seguenti proprieta per ogni x,y,z € R :

1. X+y=y+x
(proprieta commutativa dell’addizione)

2. (x+y)+z=x+(y+2z)

(proprieta associativa dell’addizione)

3. esiste § € R tale che x + 6 = x, per ogni x € R

(esistenza di un elemento neutro rispetto all’addizione)

* ['elemento neutro rispetto alla somma é unico in R



infatti se z,z' sono due elementi neutri rispetto alla somma si ha
z=z+7 =7 4z=7
* sara indicato d’ora innanzi con 0

4 Xy =yx

(proprieta commutativa della moltiplicazione)

5. (xy)z = x(yz)

(proprieta associativa della moltiplicazione)

6. esiste ¢ € R tale che x{ = x per ogni x € R

(esistenza di un elemento neutro rispetto alla moltiplicazione)

e ['elemento neutro rispetto al prodotto ¢ unico in R Se u,u’ sono due
elementi neutri rispetto al prodotto si ha

¢ sara indicato d’ora innanzi con 1

7. x(y+2z) =xy+xz

(proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione)

8. & vera una ed una sola delle seguenti affermazioni

x<y , xX=y , y<x

(legge di tricotomia)

9. sex <yallorax+z<y+z

(invarianza dell’ordine rispetto all’addizione)

10. se x <ye0 < zallora xz < yz
(invarianza dell’ordine rispetto alla moltiplicazione per elementi
positivi)
11. Per ogni x € R esiste v’ € R tale che x' +x =0
(esistenza dell’inverso rispetto all’addizione)
¢ per ogni x € R l'inverso di x rispetto alla somma é unico, infatti siano

X', x" taliche x' +x = x"+x =0allorasiha x' + x+x' = x" +

x + x" e ne segue che x' = x"

e verra indicato solitamente con —x

12. per ogni x € R\{0} esiste x”” € R tale che x"x =1

(esistenza dell’inverso rispetto alla moltiplicazione)



o per ogni x € R\{0} l'inverso di x rispetto al prodotto & unico Siano
x', x" tali che x'x = x""x = 1 si ha x'xx" = x"xx" e ne seque x' = x"

e verra indicato solitamente con 1/x o con x !

13. Perogni A,B C R, A, B # @ tali che
a<b VYaecA,VbeB
esiste ¢ € R tale che
a<c<b VaeA, VbeB (2.1)
(esistenza di un elemento separatore).

Osserviamo che gli assiomi precedenti assicurano che R contiene al-
meno 0 ed 1 ; tuttavia non escludono che 0 ed 1 siano distinti, nonos-
tante si supponga comunque che R deve contenere almeno due ele-
menti.

Le proprieta’ che dimostreremo nel seguito assicurano tuttavia che
0 ed 1 coincidessero, R si ridurrebbe ad un solo elemento e questo non
€ ammesso.

Se x,y € R scriveremo x > y in luogo di y < x e converremo di
usare il simbolo x <y se (x =y) or (x <y) .

Ricordiamo inoltre che in caso di pit1 operazioni in sequenza, se non
vi sono parentesi, per convenzione il prodotto ha priorita sulla somma.

Passiamo ora a provare alcune fondamentali proprieta dei numeri
reali.

Teorema 2.1 - Proprieta dei numeri reali - Valgono i sequenti fatti:

1. Vx,y,z € R x+z=y+2z & x =y (legge di cancellazione rispetto
alla somma)

- Infatti: se z’ & tale che z + z' = 0 allora

x=(x+z)+7Z =y+z)+7Z =y

2. Vx,y,z€R, z#0, xz =yz < x =y (legge di cancellazione rispetto
al prodotto)

- Infatti: se z’ & tale che zz’ = 1 allora

x=(x2)z = (y2)z =y

3. x0=0, VxelR
- Infatti: x0 =x (0+0) =x0+x0dacuix0=0.
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4. (—(—x))=x, VxeR
- Infatti: (—x) +x=0dacui —(—x) =x.

5. (—x)+(-y)=—(x+y), Vx,yeR

- Infatti: x+y+ (—x) + (—y) =0dacui —(x+y) = (—x) + (—y) .
6. (—x)y=—xy, ¥x,y eR

In particolare (—1)y = —(1y) = —y ,Vy € R.

- Infatti: (—x)y+xy = (—x +x)y = 0onde (—x)y = —xy .

7. (=x)(=y) =y, VxyeR
- Infatti: (—x)(—y) + (—xy) = (=0)(=y) + (=xv)y = (=2)(-y +
y)=0.

8. xy=0seesolose (x=0)or(y=0)
- Infatti: supposto xy = 0, se fosse y # 0 si avrebbe x = xyy ! =0

9. (xy) '=x"1y7 1, Vx,yeR\{0}
- Infatti: (xy)x~ly=1=1.
10. x > 0implica —x <0

- Infatti: sex >0allora0=x—x>0—x= —x.

11. xx >0, Vx € R\{0}

- Infatti: se x > 0 allora xx > 0 mentre se x < 0 si ha xx =
(=x)(=x) >0.

2. 1#0

- Infatti: se fosse 1 = 0 siavrebbe, perognix € R, x =x1=x0=0

13. 1 >0
-Infatti: 1=1-1>0.

14. x > 0implicax 1 >0, VxeR

-Infatti: sex >0ex ! <Qalloral=xx"1<0.

Possiamo ora costruire un modello di R identificando gli elementi
di R con i punti di una retta euclidea su cui ¢ fissato un punto 0 ed un
punto 1.

Si dice positivo il verso di percorrenza da 0 ad 1 e si dice altresi pos-
itivo un punto (elemento di R) che sta dalla stessa parte di 1 rispetto
a 0 e negativo in caso contrario.

Si definisce somma di due elementi x ed y I'elemento x + y individ-
uato dal secondo estremo del segmento composto affiancando i seg-
menti di estremi 0 ed x e 0 ed y come si vede in figuraz.



Si definisce il prodotto di due elementi x ed y mediante la costruzione
indicata in figura??.

Ty

Con le operazioni di somma e di prodotto e la relazione d’ordine
introdotte si puod dimostrare che le proprieta richieste sono verificate
e permettono di identificare nella retta euclidea un buon modello dei
numeri reali.

Occorre ora identificare in R 'insieme IN dei numeri naturali, I'insieme
Z. dei numeri interi e 1'insieme Q dei numeri razionali.

A questo scopo definiamo il concetto di sottoinsieme induttivo in R

Definizione 2.1 Sia E C R, diciamo che E e un insieme induttivo se sod-
disfa le due sequenti proprieta:

1. 1€ E
2. x€E = x+1€E

Osserviamo che esistono certamente insiemi induttivi in quanto, ad
esempio, R stesso & un insieme induttivo; & pure utile osservare che
anche

{xeR : x>1}

& un insieme induttivo.

Definizione 2.2 Sia £ 'insieme degli insiemi induttivi di R; definiamo

N=[)E

Eeé&

11

Figure 2.1: Costruzione della somma di
due numeri reali

Figure 2.2: Costruzione del prodotto di
due numeri reali
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La definizione assicura che IN & il pilt piccolo sottoinsieme induttivo
diR.

Teorema 2.2 IN ¢ non vuoto, 1 € IN, 1 < n Vn € N ed inoltre vale la
seguente proprietd:

se A C N ¢ un insieme induttivo allora A = IN

DimosTrAZIONE. Dal momento che 1 appartiene ad ogni sottoinsieme
induttivo e dal momento che {x € R : x > 1} & un insieme induttivo
sihachel € N ed inoltre n > 1sen € IN.

Per provare la seconda affermazione possiamo osservare che se A
e un insieme di N induttivo, allora evidentemente A € £ e pertanto
ADNonde A =N O

L'ultima affermazione del teorema 2.2 € nota come principio di
induzione.

Applicando il principio di induzione all'insieme

B=AU{neN : n<ng}
possiamo dedurre il seguente corollario:
Corollario 2.1 Sia ng € N, ng > 1, e supponiamo che sia A C IN tale che
1. ng € A
2. neA = n+leA

Allora
AD{neN :n>np} .

Definizione 2.3 Siano m,n € IN, m > n, e sia a, € R per ogni k € IN;
definiamo

n m+1 m

Yoae =an ), 4 = apa+ Y, a

k=n k=n k=n
m+1 m

ﬁak:an Hﬂk:ﬂm+1'Hﬂk
k=n k=n k=n
Definizione 2.4 Chiamiamo insieme dei numeri interi l'insieme
Z={aeR:a=m—-n,mneN},
inoltre diciamo insieme dei numeri razionali 'insieme

Q={yeR :g=mnt=m/n, mecZ,neN}.



Non entriamo nel dettaglio delle proprieta di Z e Q, ricordiamo
solo che

Z=(-N)U{0}UN
Definizione 2.5 Sit A C R, diciamo che M € R é un maggiorante di A se
YVaeA, a<M
Diciamo che m € R e un minorante di A se
YVaeA, a>m

Chiamiamo
MA)={MeR :Vac A, a< M}

mA)={meR : Vac A, a>m}

In altre parole M(A) & l'insieme dei maggioranti di A, mentre m(A)
e l'insieme dei minoranti di A.
Osserviamo che
M(@)=m(@)=R .

Definizione 2.6 Sia A C R, diciamo che A é un insieme superiormente
limitato se M(A) # @.
Diciamo che A & un insieme inferiormente limitato se m(A) # @.
Diciamo che A é limitato se A é sia superiormente che inferiormente limi-
tato, cioe se tanto M(A) quanto m(A) sono non vuoti.

Definizione 2.7 Diciamo che A C R ammette minimo (massimo) se
esistem € A (M € A) tale che m < a (M > a) per ognia € A
Scriveremo in tal caso

m=minA , M=maxA

Osserviamo che non sempre € vero che un insieme di numeri reali
ammette minimo o massimo: si consideri ad esempio

A=R oppure A={xeR :0<x<1}
Osserviamo anche che
min A = m(A)NA , max A = M(A)NA

e che tali insiemi, se non sono vuoti, contengono un solo elemento.

13
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Teorema 2.3 Sin A C R, A # @ se A ¢ inferiormente limitato allora
m(A) ammette massimo, mentre se A ¢ superiormente limitato M(A) am-
mette minimo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che se A ¢ inferiormente limi-
tato allora m(A) ammette massimo.
Si ha
m<a VYmem(A), VacA

e pertanto per la 2.1
JxeR taleche m<a<a Vm e m(A), Va € A
Pertanto si puo affermare che

a = max m(A)

Definizione 2.8 Sia A C R, A # &, A inferiormente limitato; defini-
amo estremo inferiore di A e lo indichiamo con inf A , il massimo dei
minoranti di A, definiamo cioé

inf A = max m(A).

Analogamente se A é superiormente limitato definiamo estremo supe-
riore di A e lo indichiamo con sup A , il minimo dei maggioranti di A,
definiamo cioé

sup A = min M(A).

Definiamo inoltre
* inf A = —oo, se A non é inferiormente limitato
* sup A = +oo, se A non ¢ superiormente limitato
* inf @ =400

® sup J=—00

E importante trovare una caratterizzazione dell’estremo inferiore e
dell’estremo superiore di un insieme.

Teorema 2.4 Sin A C R, A # @, A inferiormente limitato; allora A =
inf A se e solo se valgono le seguenti condizioni:

1. A<a Vae A



2. Ve >0,da, € Atalechea, < A +¢

DIMOSTRAZIONE. A = infA < A =maxm(A) & A€ m(A)
e
Ve>0, A+egm(A).
D’altra parte
Aem(A) & A<a VaeA & (1);
mentre
Ve>0 A+egm(A) & Ve>0da, €A s, <A+e & (2) O
In maniera analoga si pud dimostrare

Teorema 2.5 Sia A C R, A # &, A superiormente limitato; allora p =
sup A se e solo se valgono le sequenti condizioni:

1. y>a VaeA
2. Ve>0 da, € At ag>u—ce

Dal momento che inf A = —oo e sup A = 4o se, rispettivamente,
A non ¢ inferiormente, o superiormente limitato,si ha che

Teorema 2.6 Sin A C IR, A # @ allora
1. inf A= -0 & Vke€R day € Ataleche ap <k

2. sup A=+400 & VkeR da, € Atalechea, >k

Proviamo a questo punto che l'insieme dei numeri interi non e su-
periormente limitato; proviamo cioe che

Teorema 2.7 - Principio di Archimede-Vx e RIn€Z : n> x

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo esistesse y € R tale che

y>n vVneZ
alloray € M(Z) e
A =supZ € R
Pertanto, da
A>n VneZ

possiamo dedurre che

A>n+1 VneZ

A—=1>n VneZ

ma cio contraddice il teorema 2.5
Infatti per ¢ = 1 non esiste alcun n € Z tale che A — 1 < n. O
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Lemma 2.1 Per ogni x € R esiste ny € Z tale che
Ny <x<me+1.
Inoltre siha ny =max {n € Z : n < x}.
D1MOSTRAZIONE. Definiamo
A={neZ : n<x} .

Evidentemente A e superiormente limitato e non vuoto in quanto, per
il teorema 2.7, esiste —ng € Z, —ng > —x; si puo pertanto affermare
cheng € a

A=supA €R

Se per assurdo si avesse che

Vne A siabbia n+1€ A

avremmo allora che A D {n € Z : n > ny} e quindi A non potrebbe
risultare limitato.
Quindi e lecito affermare che

esiste ny € A, taleche ny +1 ¢ A;
da cui, essendo 7, e di conseguenza n, + 1 interi, si ha
ny <x<ny+1.

Osserviamo inoltre che, se esistesse n € A, n > n,, si avrebbe n >
ny+1>xedn ¢ A. O
E’ pertanto lecito porre:

Definizione 2.9 Sia x € R, definiamo E(x), parte intera di x, come
E(x)=max{n € Z : n < x}

Osserviamo che E(x) & il piit grande intero piit piccolo di x.

Definizione 2.10 Sia x € R, definiamo |x|, modulo, o valore assoluto,
o norma di x :
X se x>0

x| =<0 s x=0 (2:2)

—Xx se x <0




Teorema 2.8 Sono verificati i seguenti fatti, Va, x,y € R :

1. [x| >0

2. |x]=0 & x=0

3 Jxyl = 12l Iy

4. |x|<a & —a<x<a
5o |x+yl < [x|+1y|

6. x| = lyll < |x =yl

7. |x|<eVe>0 & x=0.

DIMOSTRAZIONE. (1), (2) e (3) seguono immediatamente dalla definizione
di modulo; per quel che riguarda la (4) si noti che

x| <a & 0<x<a oppure —a<x<0.
Proviamo ora la (5): per (4) si ha
—lx[<x<[x] e —fy<y<lyl .
Pertanto, sommando membro a membro,
—(x[ +y)) <x+y < [x| + [yl

e la tesi, riutilizzando la (4).
Per quel che riguarda (6), si ha

x| =|x —y+yl <|x—y|l+ ]yl

yl=ly—x+x| <|x—y[+xf ;

percio
—lx =yl < x| =yl < |x —

e, da (g), la tesi.
Infine, per quel che riguarda la (7), se fosse x # 0, si potrebbe
scegliere ¢ tale che 0 < ¢ < |x|. O

Definizione 2.11 Sia x € IR, definiamo per ognin € N :
n—1

M=1, x=xx

x" si dice potenza ennesima di base x.
Definiamo inoltre, se x # 0,

x"=1/x" .
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Teorema 2.9 Siano x,y € R; per ogni n,m € IN si ha

xn+nz = xMyM (2'3)
(") = (2.4)
(xy)" = x"y" (2.5)

(2.6)

Fin qui abbiamo definito cosa intendiamo per numero reale, nat-
urale, intero e razionale ma non abbiamo introdotto un simbolismo
adeguato.

Abbiamo fino ad ora identificato un numero utilizzando un sim-
bolo, ma e chiaro che in tal modo possiamo utilizzare contemporanea-
mente solo pochi numeri dato che, per chiarezza, & necessario servirsi
solo di un piccolo numero di segni (simboli o cifre) diversi; & quindi
utile introdurre un sistema di rappresentazione che utilizzi solo un
numero piccolo di cifre e sia in grado di fornire una adeguata rappre-
sentazione dei numeri,anche molto grandi, che ci interessano.

Tale tipo di rappresentazione fu introdotta in Europa da Leonardo
Pisano, detto Fibonacci, cioe figlio di Bonaccio attorno al 1400, ma era
impiegata dagli arabi gia da molto tempo.

Essa prende il nome di notazione posizionale e si fonda sul seguente
semplice fatto

Lemma 2.2 Per ogni a € IN U {0}, e per ogni b € IN, esistono e sono unici
g,v € NU{0} tali che

a=bg+r , r<b (2.7)
DIMOSTRAZIONE. Posto g = E(a/b) si ha
g<a/b<qg+1 e bg<a<b(g+1)
Pertanto, posto r =a —bgsihar e NU {0} e

bg+r=a<bqg+b dacui r<b

2.1 Rappresentazione dei numeri naturali in base b

Siano ag, b € N, ap > b > 1; e definiamo il seguente algoritmo
per ogni n € IN U {0} indichiamo con a, e ¢, gli unici elementi di
IN U {0} (vedi il lemma 2.2) tali che

an =dap1ib+cn , i <b (2.8)

I numeri a, cosi generati soddisfano interessanti proprieta:



.y 0 = a,41 < a, infatti

e Dal momento che a,,.1 = E(a,/b) e poiché b > 1

apy1 < ap/b <ay
. Esiste ng € IN tale che a,; # 0 ed a,,41 =0

* Se a;, # 0 implicasse 4,41 # 0 avremmo, per il principio di
induzione che a, # 0 per ogni n € IN, si avrebbe

m <ayg—1 essendo a1 < ag
ed inoltre si potrebbe affermare che
ap<ay—n = a1 <ap<ay—n = ay;1<ay—(n+1)
Ne verrebbe pertanto, per il principio di induzione, che
a, <ag—n VnelN

e cio non & possibile in quanto, per n > ay, si avrebbe a4, < 0

. Risulta:
IR
apg = Z Ckb .
k=0
e Infatti

ag — a1b = ¢y
a —ab =1
a, —azb =

ano == C”O

da cui moltiplicando la seconda uguaglianza per b, la terza uguaglianza
per b? e cosi via fino a moltiplicare 'ultima per b si ottiene
ap — Lllb = Cp
amb — ayb® = c1b
a2b2 — a3b3 = C2b2

Apg U™ = cpyy b
e sommando membro a membro si ottiene

ag — ayb + ayb — apb® + aph?® — azh® + ... — A, b" =
=co+cib+ob? + ... + ™ (2.9)
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e cioe

E evidente a questo punto che possiamo identificare in maniera uni-
voca il numero ap mediante la sequenza dei numeri ¢, che risultano
interi positivi o nulli, minori di b.

In altre parole conveniamo di rappresentare in base b il numero
ap mediante 1’allineamento ordinato dei numeri cj trovati seguendo il
procedimento descritto; definiamo cioe

7(a9) = CnyCpy—1Cng—2--+--- €2€1C0-

Osserviamo esplicitamente che
0<c,<b

e che
r(ag) =ay & ag<b

Possiamo verificare che, per come é stata costruita

1. La rappresentazione in base b di un numero naturale ¢ unica;

2. Ogni allineamento finito di cifre in base b
O , Ogak<b , kZO,l,...,I’lO

con &y, # 0, identifica un numero a € IN mediante la

o

a= Z g bF

k=0

Si pud pertanto concludere che ogni numero naturale puo essere in-
dividuato non appena si disponga di b simboli diversi che chiameremo
cifre.

Usualmente si adopera per questo scopo un numero di simboli o
cifre che e pari al numero delle dita delle mani di un uomo; tali simboli
sono:

o, 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8,9

I primi due sono usati per identificare rispettivamente zero (I’elemento
neutro rispetto alla somma) ed uno (I’elemento neutro rispetto al prodotto),
mentre i successivi servono ad indicare i numeri naturali da due a nove
(secondo la terminologia in uso nella lingua italiana). I numeri da dieci
in poi si indicano invece facendo ricorso a piti di una cifra.

Naturalmente la scelta della base b = 10 non & 'unica possibile né
e la sola usata frequentemente.



Oltre alla notazione decimale infatti si fa spesso ricorso alla no-
tazione binaria, che corrisponde alla scelta b = 2 e che fa uso delle sole
cifre

0 , 1

alla notazione ottale, che corrisponde alla scelta b = 8 e usa le cifre
o, 1, 2,3, 4,5, 6,7

e alla notazione esadecimale che corrisponde alla scelta b = 16 (deci-
male) e che fa uso della cifre

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F

Osservazione. Il ruolo della base b = 2 e diventato basilare in se-
guito allo sviluppo degli elaboratori; infatti la memoria di un elabora-
tore e in grado di registrare in ogni singola posizione di memoria due
stati: attivo e non attivo, vero e falso, 1 e 0. Puo pertanto in maniera
semplice memorizzare un numero come una sequenza di stati binari.

Le basi b = 8 e b = 16 sono di conseguenza importanti in quanto
8 = 23 e 16 = 2* e la conversione di base tra numeri binari ottali o
esadecimali risulta molto semplice. A titolo di esempio osserviamo
che le seguenti rappresentazioni in base 2, 8 e 16 corrispondono al
valore decimale 255

11 111 111 1111 1111
3 7 7 F F

Table 2.1:

E anche utile ricordare che la numerazione in base 2 ha il vantaggio
di usare poche cifre e quindi di necessitare di semplicissime tabelline
di addizione e di moltiplicazione, mentre ha lo svantaggio di dover
usare molte cifre anche per numeri piccoli.

Al contrario la numerazione in base 16 ha tabelline di addizione e
di moltiplicazione complicate ma ¢ in grado di rappresentare grandi
numeri con poche cifre.

O

Dal momento che si ha

Z=NU{0}U(—-N)

possiamo ottenere anche la rappresentazione in base b di ogni numero
intero.

Per quanto concerne i numeri reali non interi non sara in generale
possibile identificarli mediante un allineamento finito di cifre, pos-
siamo perd provare che ogni numero reale si pud approssimare con
arbitraria precisione mediante allineamenti finiti di cifre.
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2.2 Approssimazione dei numeri reali in base b

Anche in questo caso possiamo definire un algoritmo che & in grado
di generare un allineamento di cifre, che pud essere infinito, mediante
il quale ogni numero reale puo essere approssimato con arbitraria pre-
cisione.

SiaxeR,x>0esiabeIN,b>1definiamo

cg = E(x

ca = E((x—c)b)

2 = E((x—co— )

= E((x—ni:1 b))
k=0

Definiamo inoltre

n
Xy = Z cxb* (2.10)
k=0

Xy si chiama approssimazione in base b di ordine n del numero reale
x.

Usualmente si scrive
Xn = Cp,C1C2C3..... Cn

oppure
Xp = Cp.C1C2C3..... Cn

Se x € R, x < 0 si definisce
Xp = —(=x)n
Nel seguito tuttavia faremo sempre riferimento al caso in cui x > 0
1. 0<x—x,<b " , 0<cu1 <V
¢ Infatti osservando che

cn=E((x —x,_1)b") eche x,=x,_1+cyb™"

si ha
o < (x—x,_ )" <cp+1
ed anche
b <x—x, 1 <cpb”"+b7"
da cui

0<x—x,<b "



Inoltre moltiplicando la precedente disuguaglianza per b"*! si
ottiene
0< (x—x,)b" < b

cnp1 = E((x — x,)b" 1) < b
2. Si deduce quindi subito che

X > X

Cio si esprime dicendo che x;, & una approssimazione per difetto
del numero reale x. Si vede altresi che I'approssimazione di x puod
essere fatta con precisione arbitraria pur di aumentarne 1’ordine.
Infatti

3. Per ogni x € Rsiha
x =sup{x, : n € N}
* Abbiamo gia osservato che
X > X

D’altro canto si ha
xX—x, <1/b"

e possiamo anche affermare che
SebelN,b>1sihab” >n,Vne N

Infatti
- pern=1sihab>1

— inoltre se b" > n allora b"*! > 1 + 1 in quanto
P =phb>tn>2n=n+n>n+1.

Poiche per ogni ¢ > 0, esiste n € IN tale che ¢ > 1/n possiamo
allora concludere che

e>1/n. > 1/b".
Si possono altresi provare i seguenti risultati.

1. Perognix € Reperognie € R, e >0,esisteqeQ : [x—q| <e

e Scelto q = xp,, con b > 1/¢, & immediato verificare che g € Q e
che |x —q| < e.

2. Perognix,y € R, x <y, esisteq € Qtalechex <g <y
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3. Per ogni x,y € Q, x <y, esiste z € R\Q taleche x <z <y

Infatti detto z = (x +y)/2 e scelto q = z,, tale che b™ > 3/(y —x),
e immediato verificare che g € Qe x < g < y.

La seconda affermazione segue dall’esistenza di almeno un irrazionale;
se infatti # & un numero irrazionale compreso in (0,1), ad esempio
a = /2 — 1, avremo che

x+a(y —x) (2.11)

non ¢ razionale ( se lo fosse, poiche x, y € Q si avrebbe anche & € Q)
ed & compreso in (x,y)

Osserviamo che quindi anche tra due reali x < y esiste un irrazionale,
infatti si possono trovare x’ <y conx < x' <y <y

Questo risultato si esprime usualmente dicendo che Q & denso in
R.

In realta il risultato provato & pili preciso in quanto assicura che il
sottoinsieme dei numeri razionali che si possono scrivere nella forma
usata in 2.10 & denso in R.

Nel caso in cui b = 10 i numeri che si possono scrivere in tale forma
si chiamano numeri decimali finiti .

Osservazione. E d’uso, lavorando con i numeri reali, adoperare la
retta euclidea come modello dei numeri reali.

Infatti, assumendo i postulati della geometria euclidea ed il postu-
lato di continuita di Dedekind, si possono definire sulla retta le oper-
azioni di addizione e moltiplicazione, una relazione di equivalenza ed
una d’ordine, in modo che siano verificati gli assiomi che identificano
i numeri reali. O

E inoltre utile costruire una rappresentazione geometrica del prodotto
cartesiano R x R = R2.

Cid pud essere ottenuto identificando IR? con un piano.

Consideriamo pertanto un piano « e fissiamo su di esso due rette
r1 ed rp, dette assi cartesiani, che si intersecano nel punto O, detto
origine.

Usualmente adopereremo le lettere x ed y per indicare i punti di
ed r, rispettivamente; per tale ragione diremo che rq & I’asse x e che r,
e l'asse y.

Ognuna delle rette puo essere interpretata come R ed & chiaro che
procedendo come in figura?? si puo identificare ogni coppia di numeri
reali con un punto del piano « e viceversa.

Qualora r; ed r; siano tali che ruotando 71 in senso antiorario, di un
angolo inferiore ad un angolo piatto, fino a sovrapporla ad 7y, i punti
che rappresentano le unita sulle due rette stanno dalla stessa parte
rispetto al punto O, la rappresentazione si chiama destrorsa; in caso
contrario si dice sinistrorsa.



Qualora le rette 71 ed rp siano perpendicolari, la rappresentazione
si chiama ortogonale.

Qualora si scelgano in rq ed r, segmenti unitari uguali, la rappre-
sentazione si dice monometrica.

Usualmente adopereremo una rappresentazione destrorsa, ortogonale
e monometrica, che chiamiamo sistema cartesiano.

Per concludere ricordiamo alcune notazioni:
Definizione 2.12 Siano a,b € R, definiamo

cx€R,a<x<b}

[a,b]={x : xeR,a<x<b}

[a,b)={x : xeR,a<x<b}

(a,b]={x : xeR,a<x<b}
(a,40)={x : xeR,x>a}

cx€R,x>a}
x:xeER,x<a}
x:x€R,x<a}

Definiamo inoltre

Ry ={x:xeR, x>0}
Ry ={x:xeR, x>0}
R. ={x:xeR,x<0}
R. ={x:xeR,x<0}

Definizione 2.13 Sia A C R, diciamo che A é aperto se

Vxec A dr>0

Diciamo che A é chiuso se A ¢ aperto.
Diciamo che A é compatto se é chiuso e limitato.

taleche (x—r,x+r)CA
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Figure 2.3: Sistema di riferimento Carte-
siano
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