1. La Convessita

Con le definizioni e gli strumenti che abbiamo introdotto fino a questo
punto siamo in grado di distinguere una funzione il cui grafico sia del
tipo illustrato in figura 1.1(a) da una il cui grafico sia quello illustrato

nella figura 1.1(b)

/

Possiamo infatti osservare che il primo ¢ il grafico di una funzione
crescente mentre il secondo rappresenta una funzione decrescente.

Abbiamo inoltre gia sviluppato strumenti (studio del segno della
derivata prima) che ci consentono di stabilire se una funzione é cres-

(@) (b)

cente o decrescente.

(@) (b)

Non siamo tuttavia ancora in grado di distinguere tra i grafici delle
tre funzioni rappresentate in 1.2(a),1.2(b),1.2(c).

in quanto, ad un primo esame, possiamo osservare che tutte e tre
sono funzioni crescenti; & tuttavia chiaro che si tratta di funzioni il

Figure 1.1:

/

Figure 1.2:
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tl(y) + (1 —t)l(x)

cui grafico presenta caratteristiche molto diverse, cosi come & evidente
quale é la differenza tra una scodella ed un ombrello.

Onde cercare di definire una proprieta che ci consenta di distinguere
tra i tre grafici cominciamo ad esaminare il pitt semplice dei tre cioe
il secondo. Chiaramente si tratta di una retta e quindi il suo grafico &
individuato da due punti.

Indichiamo con ¢ la funzione relativa e con (x, ¢(x)), (y,4(y)) due
punti del suo grafico. Possiamo individuare il valore di ¢ in z sem-
plicemente usando la proporzionalita tra i triangoli indicati in figura

1.3(a).

(z) flz)=¢
f(Z)/
t T—t Y 7 T—t
Figure 1.3: @ ®)
Avremo infatti che
()~ ) _ ty) ~ 1) -
z—x y—x '
Poiche
l(z) —€(x) _ £(x) = £(z) ((x) —y) _ Uy) —4x)
z—x X—z ’ xX—y y—x

la 1.1 non cambia anche nel caso in cui z non sia, come in figura,
interno all’intervallo di estremi x ed y. Inoltre non é restrittivo consid-
erare x < y.

Avremo pertanto che il valore di ¢ in z & dato da

Lx)+ (z— x)iﬁ(y) — )

l(z) = —x (1.2)
La 1.2 ¢ semplicemente 1'equazione di una retta che passa per il
punto (x, ¢(x) ed ha coefficiente angolare é(yy?:ii(x)

E utile osservare che, se poniamo
zZ—x

y—Xx

t:




esprimiamo, nel contempo, la proporzionalita

t z—Xx

1 y—x
tra le lunghezze dei segmenti di [x,z] e [x,y] ed i valori  ed 1.
Pertanto il rapporto tra le lunghezze dei segmenti [z, y] e [x, y]|, sara
ugualea 1 —t.
Un semplice calcolo mostra infatti che

1—t:1—z_x _Yy—x—z+x _y—z
y—x y—x y—x
Inoltre se poniamo
p_E X (13)
_y_x '3
avremo
z—x =ty —x) (1.9
e quindi
z=x+ty—x)x=ty+ (1 —t)x (1.5)

Per t € (0,1) la 1.5 individua un punto z che si trova all’interno
dell’intervallo di estremi x ed y, mentre per t > 1 si hanno punti a
destra di y e per t < 0 si hanno punti a sinistra di x.

Similmente possiamo scrivere la 1.2 come

£(x) +t(Ly) — £(x)) = te(y) + (1 = ){(x)  (1.6)

ed infine possiamo scrivere

Lty+ (1 —t)x) =tl(y) + (1 —t)l(x) (1.7)

ed osservare che al variare di t la 1.7 consente di esprimere il fatto
che tutti i valori ¢(z) = £(ty + (1 — t)x) si trovano sulla retta di cui
abbiamo studiato il grafico.

Se ora sovrapponiamo i primi due grafici nelle figure 1.3(a) e1.3(b),
risulta evidente che, se chiamiamo f la funzione del primo grafico
ed x e y i punti di intersezione tra il grafico e la retta, avremo che,
all'interno dell’intervallo [x, y], il grafico di f sta sotto il grafico della
retta.

Chiamiamo una tale funzione convessa ed esprimiamo il fatto che
abbiamo appena individuato semplicemente chiedendo che



flly+ (A =Hx) <tf(y)+ (1 -1)f(x)  VEe(0,1)

Poniamo in altre parole la seguente definizione

Definizione 1.1 f si dice convessa in (a,b) se

Vx,y € (a,b), YA € (0,1)

fAx+ 1 =A)y) <Af(x)+ (1 =A)f(y) (1.8)

Diciamo che f é strettamente convessa se la 1.8 vale in senso stretto.

Figure 1.4:

i=1

D1MOSTRAZIONE. Proviamolo per induzione: per n = 2 & ovvio. Sup-
poniamolo vero per n e proviamolo per n + 1; sia

n
AZZ Ai = 1_A1’l+1/
i=1

1



si ha

(5]
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Definizione 1.2 Sia A C R2, diciamo che A & un insieme convesso se, per
ogni P, Q € A, il segmento di estremi P e Q e interamente contenuto in A.
Osserviamo che, se

=(pp2) » Q= (q1,02)
un qualunque punto R del segmento di estremi P e Q ha coordinate
(Ap1+ (1= A)q,Apa+ (1=A)ga) , A€ [0,1].
Definizione 1.3 Definiamo epigrafico di f l'insieme

epif = {(x,a) €R? : f(x) <a}.

///

epi f

Teorema 1.2 f ¢ convessa se e solo se epif e convesso.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f sia convessa e siano

(x,a), (v, B) € epif ;

Figure 1.5: Epigrafico

allora

fAx+(1=2y) SAf(x)+ 1 -A)f(y) <Aa+(1-A)p

per cui
(Ax+ (1= A)y, Aa+ (1 — A)B) € epif.

Viceversa, se epif € convesso, poiché

(x, f(x)), (v, f(y)) € epif
si ha
(Ax+ (1 =AMy, Af(x) + (1= A)f(y)) € epif
ela1.8. O

Osserviamo che il risultato precedente permette di riconoscere facil-
mente una funzione convessa.



E utile osservare che la 1.8 pud essere scritta in diversi modi tutti
utili per comprendere le proprieta delle funzioni convesse.

flty+ (1 =Hx) <tf(y) + (1 —1)f(x) (1.9)
f(z) <tf(y) + (1= 1)f(x) (1.10)

f(2) Sf<x>+<z_x>w

Dalla definizione di convessita 1.10 si ricava sottraendo ad ambo i

(1.11)

membri f(y)
f2) = fy) < =1 (f(y) = fF(x)) (1.12)
una funzione f & convessa se e solo se f(Z) - f(y) < ;:Z(f(y) _f(x)) (1.13)
fE@) = f) o fy) - fx) — _
)10 5 - M =10, 01t o)
perognix <z <y
Figure 1.6:
fy)
f@
f(2)

Possiamo pertanto concludere, osservando che abbiamo sempre op-
erato trasformando una disuguaglianza in una equivalente, che

Teorema 1.3 f & convessa se e solo se

rx(h) — f(x+h21 _f(x)

e crescente per ogni x € (a, b).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che la crescenza di ry € equivalente
alla 1.14, e quindi alla convessita. O



Teorema 1.4 Se f ¢ convessa allora, per ogni x € (a,b), esistono f' (x) e
fL(x). Inoltre

! !
f1(x) < Fi ().
DIiMOSTRAZIONE. La funzione r, & crescente e, se J e scelto in modo
che
a<x—90<x<x+6<b
si ha
re(—=8) < ry(h) < rye(d)

se |h| < 4.

Pertanto r, e limitata, sia superiormente che inferiormente, ed &
lecito affermare che

lim re(h) e lim ry(h)

h—0— h—0t+

esistono e sono finiti. O

Teorema 1.5 Se f ¢ convessa in (a,b), allora f non é derivabile in un in-
sieme N C (a, b) che risulta al pitt numerabile.

DIMOSTRAZIONE. Dal momento che f/ (x) e f, (x) esistono finiti, per
ogni x € (a,b) esiha f (x) < f/ (x), possiamo affermare che

N={xe(ab): fl(x)<fi(x)}.

E’ pertanto possibile associare ad ogni x € N un numero razionale
qx tale che
fL(x) < gr < fi(x)
ed ¢ immediato provare che, se x # y, si ha g # q.
Cio ed il fatto che I'insieme dei numeri razionali € numerabile, per-
mettono di concludere. O
D’altro canto, sempre dalla 1.10 f & convessa se e solo se:

fz) <tf(y) + (A =1)f(x) (1.15)
fEE+ (1 -1) <tf(y) + (A -1)f(x) (1.16)
Hf(2) = fy) < (X =1)(f(x) = f(2)) (1.17)

(z=x)(f(2) = f(¥)) < (y = 2)(f(x) = f(2)) (1.18)

f) = f(z) o f(z) = f(x)

y—z zZ—X

—

Y

(1.19)

Per definizione f & convessa se il suo grafico sta, allinterno di un
intervallo (x,y) contenuto nel suo dominio, sotto la retta secante il
grafico che passa per (x, f(x)) ed (v, f(y)). La disuguaglianza 1.19
puo’ essere riscritta come

f(Z)—f(X)(

zZ—X

Fy) = f(z) + y—z)

una funzione f & convessa se e solo se

f) = f(2) o f(z) = f(x)

y—z = z—x

per ogni x < z < y Si veda la Figura 1

Figure 1.7:




Figure 1.8:

Figure 1.9:

e mostra anche che il grafico di una funzione convessa sta, all’esterno
di un intervallo (x,y) contenuto nel suo dominio, sopra la retta secante

il grafico che passa per (x, f(x)) ed (y, f(y)).

Ora,sex <z<w<ysiha

)~ f(x) _ fw)~ f(2) _ fy) ~ f(@)

z—x —  w—z T y—w

(1.20)

Passando al limite per x — z~ e per y — w' se f & convessa e
derivabile allora

fi(z) < fl(w) (1.21)



e quindi f’ & crescente.

Viceversa se f & derivabile ed f’ & crescente, usando il teorema di

Lagrange si puo affermare che

f(2) = fx) _

zZ—X y—

e quindi f & convessa.
Ne concludiamo che:

Teorema 1.6 Sia f derivabile, allora
Sono fatti equivalenti

* feconvessain (a,b)
* e una funzione crescente in (a,b)

Osserviamo infine che, se f € convessa, allora

fly) = f(z) > (y -
fy) > fz2)+ -z

zZ—X

zZ—X

e passando al limite per x — z

fy) = f@)+f @)y -2)

HfD =)
F2) = )

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)
(1.26)

e pertanto il grafico di f sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tan-

gente,

Figure 1.10:
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Se viceversa il grafico di f sta” sopra al grafico di ogni sua retta
tangente, allora

fy) =2 f2)+ f(2)(y—2) (1.27)

fx) = f(2)+ f(2)(x—2) (1.28)

da cui, tenendo contoche y —z >0,ex —z <0

(1.29)

(1.30)

e quindi f & convessa.
Ne concludiamo che:

Teorema 1.7 Sia f ¢ derivabile, allora Sono fatti equivalenti
e f e convessain (a,b)
e il grafico di f sta’ sopra al grafico di ogni sua retta tangente

I risultati che legano segno della derivata e crescenza della funzione
permettono poi di concludere che

Teorema 1.8 Sia f una funzione derivabile due volte in (a,b); sono con-
dizioni equivalenti:

* feconvessain (a,b);
o f e crescente in (a,b);
o " & non negativa in (a,b).

Definizione 1.4 Sia f : (a,b) — R, diciamo che f & concava in (a,b) se
—f e convessa in (a, b).

Definizione 1.5 Diciamo che f : (a,b) — R ha un punto di flesso in
xg € (a,b) se esiste 5 > 0 tale che f e convessa (concava) in (xg — J,xp) e
concava (convessa) in (xg, Xg + 0).

Semplici esempi mostrano come sia possibile per una funzione avere
un punto di flessoin 0 e

* non essere derivabile in 0 (f(x) = ¢/x)



e avere derivata non nulla in 0 (f(x) = sinx)

e avere derivata nulla in 0 (f(x) = x3).

Teorema 1.9 Sia f : (a,b) — Resiaxg € (a,b), supponiamo f derivabile
in (a,b); allora xo & un punto di flesso se e solo se f e crescente (decrescente)
in un intorno destro di x e decrescente (crescente) in un intorno sinistro.

E’ pertanto evidente che non & possibile caratterizzare un punto di
flesso facendo uso soltanto della derivata prima nel punto.
Possiamo tuttavia provare i seguenti fatti

Teorema 1.10 Sia f : (a,b) — R e sia xy € (a,b), supponiamo f deriv-
abile in (a,b); allora xq e un punto di flesso se e solo se f' e crescente (de-
crescente) in un intorno destro di xy e decrescente (crescente) in un intorno
sinistro.

Corollario 1.1 Sia f : (a,b) — R derivabile n volte in (a,b); allora x ¢
un punto di flesso per f solo se la prima derivata non nulla in xq e di ordine
dispari.

11






2. Estremi Relativi e Asintoti.

Abbiamo gia visto cosa si intende per minimo e massimo assoluto di
una funzione e abbiamo gia trovato condizioni necessarie e sufficienti
per l'esistenza di un minimo o un massimo assoluto. (Si veda il lemma
?? ed il teorema ??).

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la definizione di mas-
simo e minimo relativo per una funzione e daremo condizioni neces-
sarie e sufficienti per 'esistenza di un punto di minimo o di massimo
relativo.

Definizione 2.1 Sia f : D — R diciamo che xo € D & un punto di
minimo (massimo) relativo per la funzione f se 36 > 0 tale che se x €
DnN(xg—6,x0+6) si ha

f(x) = f(xo) (f(x) < f(x0))

Proviamo ora condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza di
un minimo o di un massimo relativo.

Essendo evidente ’analogia, ci occuperemo solo del caso dei minimi
relativi.

Teorema 2.1 Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile n volte e sia
xo € (a,b); sia k il primo numero naturale tale che f*) (xq) # 0; allora xg &
punto di minimo relativo per f se e solo se k & pari e f) (xq) > 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia k il pitt piccolo numero naturale per cui f*)(xg) #
0. Allora, usando la formula di Taylor con il resto di Peano si ha

f(x) = f(x) + f(k)k(!xO) (x — x0)F + (x — x0)fw(x — xp).
Pertanto
f((xx)—i(;o) _ f(k)k(!xo) +w(r—1p).
Poiche

L f— ) Y )
x=x  (x—xg)k k!
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per il teorema della permanenza del segno ¢ lecito supporre che in un

f(x) = f(x0)

(x —xp)k

di X0

abbia segno costante.
Ora, se x( & di minimo relativo deve essere k pari ed inoltre f(¥) (xq) >
0; mentre se f (k)(xo) > 0 e k e pari, si vede, usando il teorema della
permanenza del segno, che xp € un punto di minimo relativo. O
Pil1 in generale e interessante osservare che, se P, ¢ il polinomio di
Taylor di f centrato in x di grado n, si ha

f(x) = Pu(x) + (x — x0)"w(x = x0) (2.1)

e se definiamo

= k!
si avra
£~ Flx0) = PO + (r—xoVwlx—x) @)
mentre se
P = 1L e
i avra

f(x) = fxo) = f'(x0) (x — x0) = P(x) + (x — x0)"w(x — x0)  (2.3)

Osserviamo che P! e P? sono, rispettivamente, i polinomi di Taylor

di f(x) — f(x0) e f(x) = f(x0) = f'(x0) (x — x0).

Dividendo le 2.1,2.2,2.3 per P, Ple P2, rispettivamente, otteniamo

fx) ;. (x=x)"

) = 1+ T(x)w(x —Xp) (2.4)
W =1+ mw(x — x9) (2:5)
flx) — f(XO)Pn;(j:)(XO)(x —%) _y + Ww(x —x)  (26)

(2.7)

Poiche P,,P},P2, sono polinomi di grado 7 e quindi sono infinites-
imi, per x — x¢ di ordine al pilt n, tenendo conto che w ¢ a sua volta
infinitesima, possiamo dedurre che

(x —x)"
Py(x)

(x —xp)"
Pi(x)

w(x —xq) w(x —xq) Ww(x—xo) (2.8)



sono infinitesimi per x — xo.

Il teorema della permanenza del segno permette quindi di affermare
che

In un intorno di xg

1. f halo stesso segno di P
2. f(x) — f(x0) ha lo stesso segno di P!
3. f(x) — f(x0) — f'(x0)(x — x0) ha lo stesso segno di P?

Poiche il segno di P, in un intorno di xq & quello di f(x), la prima
affermazione si riduce semplicemente alla riaffermazione del teorema
della permanenza del segno, tuttavia le altre due forniscono utili in-
formazioni su crescenza e convessita.

Infatti poiche f(x) — f(xo) ha lo stesso segno di P} in un intorno
di xy possiamo dire che xp € un punto di minimo relativo se siamo in
grado di stabilire che P} & positivo in un intorno di x, viceversa pos-
siamo dire che xy non & di minimo relativo se il polinomio P} cambia
segno in un intorno di xg.

Ora se supponiamo che f sia derivabile almeno 7 volte in (a,b) 3 x
e che f("(x) sia la prima derivata non nulla di f in xy possiamo
considerare il polinomio P} che risulta essere definito da

n
Phe) = L2000 (e

e quindi risulta evidente che P} mantiene segno costante o cambia
segno in un intorno di xp a seconda che # sia pari o dispari; nel caso
che  sia pari il segno di P! & determinato dal segno di f(")(xg)

In maniera simile f(x) — f(xo) — f/(x0)(x — x¢) ha lo stesso segno
di P2 in un intorno di xo e quindi si ha che che xq & un punto di flesso
se P2 cambia segno in un intorno di xo, viceversa possiamo dire che xg
non & un punto di flesso se il polinomio P? & positivo in un intorno di
X0,

Ora se, come prima, supponiamo che f sia derivabile almeno 7 volte
in (a,b) 3 xg e che f(")(xp) sia la prima derivata non nulla di f in xg
possiamo considerare il polinomio P2 che risulta essere definito da

(n)

2 [ (x0)

P2(x) = T2 (e - x)"
e quindi risulta evidente che P? mantiene segno costante o cambia

segno in un intorno di xp a seconda che n sia pari o dispari; nel caso

che 7 sia pari il segno di P2 & determinato dal segno di f(") (xq)

Possiamo allora enunciare il seguente risultato

Teorema 2.2 Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile almeno n volte
e sia xg € (a,b); sia f")(xg) # 0 la prima derivata che non si annulla,
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n > 2; allora xq é punto di flesso per f se e solo se n e dispari. Il segno
di f")(xq) fornisce poi informazioni sul fatto che il grafico di f sia sopra
(funzione localmente convessa) o sotto (funzione localmente concava) la retta
tangente al suo grafico

Definizione 2.2 Siano f,g : (a,+00) — R; diciamo che f e g sono asin-
totiche se

lim  f(x) — g(x) =0.
Nel caso in cui sia
§(x) =ax+p

diciamo che g é un asintoto per f.

Teorema 2.3 Sia f : (a,+00) — R; la retta di equazione

y=ax+p
e un asintoto per f se e solo se
~ lim ™ _ s _
o= lim =~ ;o B= lim o fx) —ax (2.9)

DimosTrRAZIONE. E’ immediato verificare che le 2.9 sono sufficienti
affinché la retta sia asintoto.

Viceversa, se la retta & un asintoto, si ha O
X) —ax — X

lim M = lim m —a=0 (2.10)
X—> 00 X x—+oo X

Definizione 2.3 Sia f : (a,b) — R, diciamo che la retta di equazione
x = ¢ é un asintoto verticale per f se

lim [£(x)] = +oo

X—C



3. Ricerca Numerica di Zeri e Min-
imi.

Una delle applicazioni pit tipiche della convessita consiste nella ricerca
approssimata degli zeri di una funzione.

Il pitt semplice dei metodi di ricerca degli zeri ¢ indubbiamente il
metodo di bisezione di cui abbiamo gia dato una dimostrazione in ??

Il metodo di bisezione offre indubbi vantaggi di semplicita di ap-
plicazione e necessita di ipotesi ridotte alla sola continuita della fun-
zione f; tuttavia, in presenza di migliori condizioni, si possono trovare
metodi che convergono alla soluzione molto piti velocemente.

Tali metodi, usualmente utilizzano la convessita della funzione, e
sono tanto pitt importanti quanto e piu grande la difficolta di svolgere
calcoli.

Chiaramente, con tempi di calcolo sempre pit ridotti, tali metodi
perdono parte della loro attrattiva anche se rimangono interessanti per
la loro eleganza ed efficienza.

E’ questo il caso del metodo di Newton (o delle tangenti) e del
metodo della ‘regula falsi’; essi convergono se le funzioni di cui si ricer-
cano gli zeri sono convesse e possono essere generalizzati al caso non
convesso purché le derivate prime e seconde della funzione f siano
opportunamente maggiorabili o minorabili.

Cominciamo con 1’occuparci dei metodi di ricerca degli zeri di una
funzione.

Teorema 3.1 - Metodo di Newton (o delle tangenti)- Supponiamo f : («, ) —
R, convessa e derivabile due volte in («, B); supponiamo inoltre che & < a <
b < Besia
f(a) <0, f(b)>0.
Allora esiste uno ed un solo punto ¢ € (a, b) tale che
fle)=0, f(x)>f'(c) >0 Vx € [c,b].

Definiamo la successione x,, nella seguente maniera:

XQ:b
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Figure 3.1:

f(xn)

Xn+1 = Xn — f/(x”) ’

allora:
* X, e decrescente e inferiormente limitata,
e limx, =c¢

* 5¢0 < f"’(x) < Mperognix€lab]zsef(a)=P>0siha

2P (M 2
< —c < — | —/—(b —
O<am—cs g <2P(b ”)>

D1MoOSTRAZIONE. L'esistenza di c &€ immediata conseguenza del teo-
rema degli zeri; per quel che riguarda l'unicita, se esistessero c,d €
(a,b) taliche c < d, f(c) = f(d) =0, per la 1.19 si avrebbe f(a) > 0.

Inoltre si ha f’(c) > 0; infatti se fosse f/'(c¢) < 0, dal momento che
f' & crescente in [a, b], si avrebbe

flx) < f(c) <0 Vx€lac ;
pertanto f sarebbe decrescente in [a,c] e
fla) = f(c) =0.
Pertanto
f(x)>f'(c) >0 Vxelcb] .
Proviamo ora per induzione che
c<Xpy1 <Xy <D

Per ipotesi ¢ < xo = b . Proviamo pertanto che, supponendo ¢ <
xn < bsipuo dedurre ¢ < x,41 < x, <Db. Sia

s(x) = f(xn) + f/(xn) (x = xn)

allora

s(c) = f(xn) + f'(xn)(c = xu) < f(c) =0

s(xn) = f(xn) 20

Inoltre
s(x)=0 & x=x441 ;

cio permette di concludere.
Pertanto la successione x, @ decrescente ed inferiormente limitata e

sihachex;, = ¢, 0 € [ab].



Per la continuita di f ed f’ si ha f/'(¢) > 0,
I
t=t- 50 £(6) =o.

Per 'unicita dello zero di f ne segue ¢ = £.

Supponiamo infine vere le ipotesi del punto 3); usando la formula
di Taylor con il resto di Lagrange si ottiene

0=£(0) = fl) + £ (n)(e =) + T e, e <en <

e, se teniamo conto che

f/(xn)<xn —Xny1) = f(xn)

otteniamo

0= £ () (n — st + f (xn)(c — ) + ) (0 g, 72

2
¢ 2
P f"(en)(c — xn)
TS T )
Pertanto M
0<xy41—c< ﬁ(xn —0)2
e si puo facilmente provare per induzione la tesi della 3). O

I precedente metodo puo essere generalizzato al caso in cui la fun-
zione non sia convessa, ma siano verificate opportune condizioni.

Teorema 3.2 - Metodo delle tangenti generalizzato - Supponiamo f deriv-
abile due volte in [2a —b,b] e sia f(a) <0, f(b) > 0. Supponiamo inoltre
che

f"(x)| <M, f(x) >P>0 Vx€[2a—b,b]

M
ﬁ(b—a)<1

Allora esiste un unico ¢ € (a, b) tale che f(c) = 0; inoltre se definiamo x,
nella seguente maniera:
X = b

f(xn)

xi’H—l = Xn — f/(xn)

si ha

1. lim x, = ¢

271
2. |xp—c| <3 (%(b—a)) .

19
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DimosTrAZIONE. Esistenza ed unicita di ¢ sono ovvie poiché f & con-
tinua e strettamente crescente in [a, b].
Si ha inoltre

0= £(6) = Flon) + £ (o)~ xn) + L e,

len — ¢ < |xn —cl.

Si ottiene pertanto, come nel teorema precedente,

- el < L0

= 2f(xn)

Proviamo ora per induzione che

2

(xn —c)

|xy —c| <b-—c .
Innanzi tutto si ha
|xo—c¢c|=b—c ;

inoltre, se |x, — c| < b — c si puo affermare che 22 — b < x, < b,
lchn —c|<b—c e 2a—b<c, <D

per cui

M M
[xp 01 —¢|] < ﬁ(xn —0)? < ﬁ(b —a)|xy —c| <|xy—c|<b-—c.
Pertanto, dal momento che x,,,c, € [2a — b, b] si ha che

M
|Xpp1 —c| < ﬁ(xn _C)z

e per induzione si deduce la tesi. O

Teorema 3.3 -Metodo della regula falsi - Sia f : (a, B) — R una funzione
convessa e derivabile due volte in («, B) e siano a,b € («, ), a < b, tali che
f(a) <0, f(b) > 0.

Allora esiste uno ed un solo ¢ € (a,b), tale che f(c) = 0e f'(x) >
f'(c) >0 Vx € lcb].

Inoltre, se definiamo una successione x, nella sequente maniera:

Xo,%1 € [¢,b], x1 < xg (3.1)
o . Xn — Xp—1
e = ) ) = )
=Xp—1— f(xnfl) Tn = Tnd

f(xn) *f(xn—l) (3.2)

si ha
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* X, ¢ decrescente ed inferiormente limitata,
e lim x, =¢

e se M, P € IR sono tali che

0<f"(x) <M, f(x) >P>0 Vx€[ab]

2P (M on
< —c< — | —/—(b -
Osxn—cs M (ZP(b ”)>

ove 6, e la successione di Fibonacci.

allora

DIMOSTRAZIONE.

La prima parte dell’enunciato & comune al metodo delle tangenti di
Newton e pertanto la dimostrazione ¢ identica a quella del teorema
14.2.

Passiamo ora a provare la seconda parte; proviamo cioe, per in-
duzione, che la successione x, € decrescente ed inferiormente limitata
dac.

Intanto si ha

c<x <x9<b;

dimostriamo percid che, se ¢ < x, < x,_1 < b, si ha
c<xp1<x, <D .

Definiamo

) [ n) = fxna)

s(x) = fl) + (x = ) L =S

allora (teorema 13.7)

xXn) — flx,—
5(6) = £ ) — (=) L= L1) ¢ ) — g
e
s(xp) = f(xy) >0 ,
inoltre

s(x) =0 & x=ux411 .

Se ne decuceche ¢ < x,,11 <x, <x, 1 <Db.
Ora, essendo x;, decrescente e inferiormente limitata, posto

si ha, per la continuita di f ed f’ e per il fatto che

fOen) = fon1) _ o
ﬁ—f(cn) , X <o <Xxy_1,
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che 0
l=10— .
f1(0)
Ma ¢ > ¢ in quanto x, > ¢; pertanto f'(¢) > f'(c) > 0, per cui si
puo asserire che f(¢) = 0 e, per l'unicita dello zero,

! =c.

Supponiamo ora che valgano le ipotesi del punto 3); si ha

. . Xn — Xp—1
S e ()
o fE)F©) mexe
= o) (1- D p )
Xy — Xy 1
= (xn - C)(xnfl - C)f(xn) _f(xi—l) X, 1 — C.
.<f(xn)—f(xn1) f(xn)—f(6)> _

—c=

Xn — Xp—1 Xy —C

Ora Xy — Xp—1 _ 1 ey
FOon) = f(xu1)  fllen) ~ ool
mentre
1 (f(xn) —f(xu—1)  flxn) f(c)) _
S B Xn — Xn—1 Xy —C
_ Flu) —Flo)
Xp—1—C
dove
f)—f(xn)
Flx)={ * o se # Xn
f/(xn) sex = xy
inoltre
t M _ F/(én) < < Xy
Xp—1—C
e
Pgy) = LEE =) =[G+ o) __ ")
c<dp < xp.

Si ottiene quindi che

£(dy)
21 (n) =

Xpi1 — = (xyp —¢)(xp_1 —C) (xp —¢)(x-1 — )

BIR



e se definiamo
& =Xy —C
avremo
Egg=Xp0—C=>x1—C=¢
ed anche

Ent1 < En€p 5p

da cui si puo dedurre per induzione che

M 571_1 5
eq < <2P> €
e la tesi. O

Teorema 3.4 Metodo della regula falsi generalizzato - Sia f derivabile due
volte in [2a — b, b] e sia f(a) < 0, f(b) > 0. Supponiamo inoltre che

If”(x)] <M, f(x)>P>0 Vx€&[2a—b,b]

M
ﬁ(b—a)<1

Allora esiste uno ed un solo ¢ € (a,b) tale che f(c) = 0. Inoltre, se
definiamo x, come nel teorema precedente, si ha

1. limx, =c¢
2P (M On
2 |xa—cl <2 (ﬁ(b —a))
dove 6, e la successione di Fibonacci.

DiMmosTRAZIONE. L'esistenza e 1'unicita di ¢ € ovvia dalla continuita
e dalla stretta crescenza di f.
Come nel teorema precedente si prova che

f"(dn)
2f"(cn)

essendo |cy — x| < |xp — X1, |dn — | < |xn — ] .

[Xnp1 =l = |xn = ¢f|xn1 —¢|

Si puo poi provare per induzione che
|[xp —c| <b-c

e ne segue
M

2P
Si conclude come nel caso convesso. O

[¥n1 = ¢ < [xn —cf|xp1 —¢f

Possiamo infine ricavare un metodo per individuare gli zeri di una
funzione osservando che

flx) =0 & x=x+af(x) .

23
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Posto
F(x) =x+uaf(x)

il nuovo problema e risolvere I'equazione
F(x)=x

e viene usualmente indicato come ricerca di un punto fisso per la fun-
zione F.
A questo proposito € immediato provare il seguente risultato:

Teorema 3.5 Sia f : [a,b] — [a,b] una funzione continua, allora esiste
c € [a,b] tale che f(c) =c.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo ¢ : [4,b] — R mediante la

o(x) = flx) —x .
Siha
¢(a) = fla) —a=>0, ¢(b) = f(b) =b <0 ;
pertanto applicando il teorema degli zeri, si ottiene
dc e fa,b] : ¢(c) =f(c)—c=0.

O

Possiamo anche provare il seguente risultato che permette di ri-

cavare un semplicissimo algoritmo per approssimare la soluzione del
problema considerato.

Teorema 3.6 - Metodo delle contrazioni - Sia D = [xo — p, xo + p] e sup-
poniamo che f : D — R soddisfi le sequenti condizioni

. |f(x)—f(y)| <klx—y| ,Vx,yeD,0<k<1.

2. [xo = f(xo)| < (1 =Ko .

Allora esiste uno ed un solo punto ¢ € D tale che f(c) = c.
Inoltre, definita una successione x,, mediante la

Xnp1 = f(xn)
si ha
lim x, =¢
|xn — c| < pk".

DimosTrRAZIONE. Cominciamo con il provare che c, se esiste, &
unico; se infatti esistesse d € D tale che f(d) = d si avrebbe

|d —c| = [f(d) = fc)| < k|d —c|



da cui
(1—k)|d—c|<0

e dal momentoche1 —k >0sihad =c.

Vediamo ora che & possibile considerare la successione x;,; allo scopo
sara sufficiente provare per induzione che x, € D Vn > 0.

Osserviamo intanto che x9,x; € D e dimostriamo che, supposto
xx €D,0<k<m,sihax, i €D.

Si ha

|1 — xul = | f(xn) = flxn_1)| <klxn —x0-1] < oo <K |2 — %0

n no
Xup1 —Xo| <Y |xipn — x| <Y Kxg — x| =

i=0 i=0
1 — 1
= g5 xl=(1- Ko < p.
Si ha inoltre
p—1 p—1 )
[Xntp = Xul < Y [Xprizr — Xppil <Y K — x] =
i=0 i=0
n = i n- r n
|x1 — xolK" ) 1 = x|k T—F < p

i=0

Cio prova che x,; € una successione di Cauchy e pertanto esiste c € D
tale che
¢ =lim xj,

Per la continuita di f

c=lim x,41 =lm f(x,) = f(c) .

Infine, passando al limite per p — +oo nella precedente disuguaglianza
si ha la tesi. O
Osservazione. Una funzione soddisfacente l'ipotesi 1) del teorema
14.7 si chiama contrazione di costante k.
Una funzione tale che

fx) = f <klx—yl , k=0

si chiama invece lipschitziana di costante k .
Osserviamo che una funzione lipschitziana ¢ continua, ed inoltre f
e lipschitziana se e solo se il suo rapporto incrementale & limitato. O
Possiamo pil1 in generale provare che
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Teorema 3.7 Sia f una funzione continua e supponiamo che esista m € N
tale che

¢=f"
soddisfi le ipotesi del teorema precedente.
Allora esiste uno ed un solo punto ¢ € D tale che f(c) = c.

DiMosTrRAZIONE. Applicando il risultato precedente a ¢ si ottiene
che esiste un unico punto ¢ € D tale che f™(c) = ¢(c) = c.
Inoltre si ha

PP (f(e)) = f(¢F(c))

e quindi, dal momento che,
¢P(f(c)) = ¢ per p— +oo

si ha
f(e) = f(9P(c)) = P (f(c)) = ¢

da cui

Pertanto ogni punto fisso di ¢ & anche punto fisso di f; il viceversa &
di immediata verifica. O

Un semplice esempio di applicazione del precedente teorema e dato
dalla funzione

f(x) = atn(x + m).

Infatti f non & contrazione, ma f2 lo e.

Si osservi che un metodo rapido e semplice per verificare le ipotesi
del teorema 14.7 € usare il teorema di Lagrange, con opportune mag-
giorazioni della derivata prima.

llustriamo infine brevemente un metodo di ricerca degli zeri che si
dimostra particolarmente efficace nell’uso pratico.

Sia f : [a,b] — R una funzione continua e supponiamo che f(a)f (b) <
0; in modo che f ammetta almeno uno zero in (a,b).

Definiamo una successione x, di punti di [4, b] nella seguente maniera:

xo=a, x1=b, fo=f(x) , fi=f(x1)

Xn+1 = Xn — fn fn f B fn+1 f(xn—',-l)

inoltre se
fnfn+1 >0

si sostituisce

X con x,_1 e f, con f,_1/2.



Il metodo descritto permette di trovare un intervallo di ampiezza
arbitrariamente piccola, di estremi x,_; e x;,, entro il quale & certa-
mente localizzato uno zero della funzione in esame; si puo inoltre
verificare una notevole efficacia, in termini di rapidita di convergenza
del metodo stesso.

Molto spesso non & facile trovare i massimi e minimi relativi od as-
soluti di una funzione usando i metodi classici in quanto, ad esempio,
non si possono facilmente valutare gli zeri della derivata prima o ad-
dirittura la funzione in esame non & derivabile. In tali casi si ricorre a
metodi per la determinazione numerica approssimata dei punti e dei
valori di minimo.

Tali metodi si prefiggono di restringere, fino alla lunghezza desider-
ata, l'intervallo in cui c’¢ il minimo della funzione: in altre parole,
assegnata una funzione f su un intervallo [a,b], che ammetta ivi un
minimo relativo interno, si cerca un intervallo pitt piccolo [aq,b1] C
[a,b] in modo che f ammetta ancora in [a1,b;] un minimo relativo
interno. Iterando il procedimento si puo ridurre l'intervallo fino a
trovare [ay, bx] in modo che la sua ampiezza sia piu piccola della pre-
cisione desiderata.

La possibilita di trovare l'intervallo [a7, b;] a partire da [a, b] & garan-
tita da alcuni semplici risultati che illustriamo di seguito e dipende
dalla scelta di opportuni punti in [a,b].

Lemma 3.1 Sia f : [a,b] — R continua e supponiamo che esista ¢ € (a, b)
tale che

f(e) <min{f(a), f(b)} .

Allora esiste un punto xo € (a,b) di minimo relativo per f.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Weierstrass esiste xo € [a,b] tale

che
flxo) < f(x)  Vx & lab]
e poiché
f(e) < min{f(a), f(b)}
il minimo assoluto non pud essere assunto soltanto in 4 o in b. O

Stabiliamo ora un criterio di scelta per passare dall’intervallo [a, b] =
[ap, bo] all'intervallo [ay, by] iterativamente.

Definizione 3.1 Sia f : [a,b] — R continua, diciamo che e data una
successione di intervalli [ay, by] localizzante un minimo relativo se:

* [ag, bo] = [a,b];

e ¢ assegnata una regola che permette di scegliere in (ay, by) due punti, che
indichiamo con ay, By, (indichiamo questa regola con il nome di regola di
scelta);
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* ¢ individuato [ay 1, by, 1] nella sequente maniera

i1, be1] = la, ] se flax) < f(Br)
ari1, bra] = [, o] se flag) > f(Br)

Diciamo inoltre che la regola di scelta é aurea se accade che

Bri1=ar se f(ax) < f(Br)
apy1 = B se flax) > f(Br)-

Osserviamo che una regola di scelta aurea permette di introdurre ad ogni
iterazione un solo nuovo punto e quindi causa ad ogni passo la necessita di
un solo nuovo calcolo di funzione anziché due.

Teorema 3.8 Sia f : [a,b] — R continua e sia [ay, by] una successione di
intervalli localizzante relativa ad una scelta di punti aurea; allora se

min{f (o), f(Bo)} < min{f(ao), f(bo)},

in ogni intervallo (ay, by) esiste un punto di minimo relativo per f.

DIMOSTRAZIONE. Se

f(ao) < f(Bo) siha [a1,by] = [ao, Bo]

e
flao) <min{f(a1), f(b1)} ;
se
flao) > f(Bo) siha [a1,b1] = [wo, bo]
e
f(Bo) < min{f(a1), f(b1)} -
Poiché la regola di scelta & aurea risulta
min{f(a1), f(B1)} < min{f(a1), f(b1)}
e iterando il procedimento, per il lemma 14.9, si ha la tesi. O

Corollario 3.1 Se oltre alle ipotesi del teorema 14.11, f ammette un unico
punto di minimo assoluto xy € (a,b), allora

ap < xp < b, VkeN.

I risultati precedenti sottolineano l'importanza di conoscere una
scelta di punti aurea, valutare 'ampiezza di [ay, bx] e conoscere con-
dizioni che garantiscano 'unicita del minimo di f.



Una buona scelta aurea dei punti a e B puo essere fatta seguendo
diversi criteri: innanzi tutto deve essere

ap < P

by — ax = Br — ax

in modo che i casi da considerare di volta in volta siano ridotti in
numero e affinché 'ampiezza di ogni intervallo sia indipendente da
cio che accade nel precedente intervallo.

Cio premesso imporremo

W1 = B se a1, b = (o, by

Br+1 = ax  se [agy1, ber1] = [ax, Br] -

Per scegliere oy e By sotto queste condizioni sara percié opportuno
scegliere 0 in modo che

wp = ag + (1 —6;) (b — ag)

B = b — (1= 01) (b — )
ed imporre condizioni su 6y .
Affinché ay < By si deve avere

—14+(1—-6)+(1—-6) <0

e
1-20, <0
da cui
(14.1) O > E
. k 2
Affinché ay, 1 = By quando [ay, 1, gy 1] = [ag, U] deve aversi

A1 + (1= 0kq1) (g1 — akg1) = b — (1 — 0¢) (b — ag)

ap + (1= 0k) (b — ax) + (1 — Oq) [bx — ax — (1 = 0k) (b —ax)] =
= b — (1 — 6) (b — ax)

da cui

1- 6

(142) s =
k

La stessa relazione si ottiene per avere aj = By;1 quando

k11, 1] = [ax, Bil-
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La successione ) dovra pertanto soddisfare le condizioni (14.1) e
(14.2) e dipendera dalla scelta del primo termine 6; (dal quale & uni-
vocamente determinata).

Ad ogni iterazione l'intervallo riduce la sua lunghezza di un fattore
8k e dopo n iterazioni la lunghezza sara ridotta del fattore

n
IT 6
k=1

Osserviamo che, se

Pk
0 = —
73
deve aversi
Prr1 _ Yk — Px
Prt1 Pk
e cio e verificato se
(14.3) 1=k 1—P € Prp1=P , Po=11.
In tal caso si ha
0, = ¢k
= K
$Pr—1
e
(o -t
k=1 4’0

Pertanto, dopo # iterazioni, la diminuzione della lunghezza dell’intervallo
e di

Pn
¢o
tale quantita dipendendo dai valori ¢y e ¢; che fino ad ora sono arbi-
trari.
Essendo

k k
?;:2\1@((\/5+1)<\/§2_1) +(V5-1) <—f52+1> )+
¢1 1 i1\ V541 ¢
+¢><1>¢5(< 2 >_(_1)k< 2 ))

. , . % sia massimo, se 1 € pari;
affinché ¢, / ¢o sia minimo occorre che

sia minimo, se n & dispari.
D’altra parte, affinché

deve essere



3 2
- <0, ,< =
5= "3
e cosi di seguito.
Posto
r Fi
k=1
Fria

N . - .o e <0, <rvr
dove F; é la successione di Fibonacci, risulta k= Pn—k = Tktl
Tl < g <1
e quindi
rh—1 <6y <r, senépari
rp <0p <r,_1 sen édispari.
Tenendo conto che
oo

$o

la massima riduzione dell’intervallo si ha per

471 _ _ Fn
- = rn —
4)0 Fn+1

per cui si puo scegliere

p1=F, , ¢o=Fi1

¢ = Fy_g

non appena si ricordi la (14.3).

Con questa scelta
1

Fn+1

n
[T 6=
k=1
Una scelta pit1 banale per la successione 0y e
0 = costante = 6

ed in tal caso affinché la (14.2) sia verificata deve risultare

V5—1

0= 5 ;

se k e dispari
se k & pari

dopo n iterazioni la riduzione dell’intervallo di partenza & proporzionale

ad un fattore

VE-1)"
5 .
Osserviamo che

i p (VE=1\T 3445
m Fy+1 Y ) = 25

~ 1.17082039324993690892275

per cui il metodo con 6 costante, essendo di poco peggiore, ma es-

tremamente pitt semplice, & consigliabile.
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Va inoltre notato che se 6 & costante, si pud migliorare I’approssimazione

a piacere, proseguendo nelle iterazioni; nell’altro caso invece il numero
di iterazioni va fissato a priori, e per cambiarlo occorre rifare tutti cal-
coli dall’inizio.

Ai metodi qui illustrati vanno aggiunti quelli che cercano gli zeri
della derivata, o del rapporto incrementale (si vedano i metodi di
ricerca numerica degli zeri).

Notiamo fra l'altro che, se f(x +h) — f(x) = 0 allora 3c € (x,x +h)
punto di minimo o di massimo relativo per f.

Osserviamo esplicitamente che, a causa degli arrotondamenti con
cui le macchine eseguono i calcoli, pud accadere che una funzione
venga valutata zero anche in punti ‘non vicini” alla soluzione effet-
tiva: ad esempio, utilizzando meno di 20 cifre significative 1 — cos(x1?)
risultera nulla per x = .1.
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