1. Archi E Superfici Nello Spazio.

In questa parte definiamo i concetti di arco, di superficie, di lunghezza
di un arco e di area di una superficie nello spazio euclideo a tre di-
mensioni R .

La generalizzazione dei concetti esposti al caso di R", n > 3, &
immediata, come del resto & ovvio che per ottenere una trattazione
delle curve in R? ¢ sufficiente porre z = 0.

1.1 Linee ed integrali di linea

Definizione 1.1 Chiamiamo curva in R3 una funzione

vilab] — R, () = (x(8), y(8),z(1)).
Chiamiamo traccia di vy, o pitt ravamente supporto di vy, l'insieme
I=R(y)={(xyz) e R : teab], (xyz)=(x(t),y(t),z(t)}

Indichiamo con y = (%(t),y(t),z(t)) la derivata di +y.
Una curva vy si dice:

* semplice, se ¢ iniettiva,
e chiusa, se y(a) = y(b),
* regolare, se v € C'([a,b]) e ||7]| #O.

Osserviamo che la condizione § # 0 significa che le tre derivate
%,9,Z non sono mai contemporaneamente nulle ed ¢ spesso espressa
nella forma

PP +22>0

Definizione 1.2 Sia y una curva regolare in R® definiamo versore tangente
alla curva -y nel punto (x(t),y(t),z(t)) il versore

AR D
&= Hon = (wmn' EI0IE w(t)n)

dove

IO = /2200 +72(8) + 22(1).



1.1.1 Lunghezza di una Linea

-

no ora a definire la lunghezza di una curva 1.
y una curva regolare in R3.
niamo poligonale inscritta in I', associata alla partizione P =
1 < tp < ...ty }, la spezzata poligonale A (T, P) avente per vertici
v(t).
Possiamo calcolare la lunghezza della poligonale A(T, P) mediante
la

p)) = ; (e — (b1 | =
- i \/(x(ti> —x(tio1))? + (y(t) — y(tio1))? + (z(t) — 2(ti1))?

Usando il teorema di Lagrange, se P € P(a,b), si ha

UAT, P)) = Yo 32(E) + 72(8) + 2(8) (1 — 1)
i=1

essendo t},t%,t? € (ti_1,t;), mentre d’altro canto, le somme di Rie-
mann di ||| sono date da

R(IF1,B.E) = Y /2(5) +32(1) + 2(5) (1 — i)
i=1
(AT, P) = R4, B.E) - R(I4], P.E) + ((A(T, P)) =

n
= R(>I71, &)+ Y [F(t], 8, 8]) — F(7, 5, T (t; — ti1)
i=1

non appena si sia definita F : [2,b]> — R mediante la

E(r,5,1) = \/22(r) + 72(s) + 22(t)

Dal momento che F & continua sul cubo [a,b]® ,si pud dimostrare

ricorrendo al concetto, non banale, di uniforme continuita che pur di
scegliere la partizione P sufficientemente fine si pud supporre che

5
b—a

F(t, 8, 8) — F(t,7,5)| <

poiche al raffinarsi della partizione P si ha

b
R(I91,P.2) = [ 1131t

((A(T, P)) = R([|7]l, P,.E) = 0



possiamo concludere che se || & integrabile, allora

= [ o

Definizione 1.3 Diciamo che due curve vy, regolari in R3 sono equiv-
alenti se, essendo

7t la b — R, () = (21 (1), y1 (), z1 (1))

120 led] — R, ya(t) = (x2(t), y2(t), 22(1)),

esiste una funzione ¢ : [a,b] — [c,d] tale che
* n(t) =72(e()),
* ¢ Cl([ab),
e gp(a)=c,p(b)=4d,¢(t) >0Vt e (a,b).

Ci riferiremo alla funzione ¢ come ad un cambiamento regolare di parametriz-
zazione relativo alle curve 1 , 7.

Ovviamente, dal momento che ¢ ¢ invertibile, anche ¢! ¢ un cambia-
mento regolare di parametrizzazione. Piit precisamente mentre ¢ trasforma
Yo in vy, ¢~ opera la trasformazione di vy in .

1.1.2  Lunghezza d"Arco

Teorema 1.1 Sia y una curva regolare in R e sia y* una curva regolare in
R3 ad essa equivalente; si ha

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ un cambiamento regolare di parametrizzazione
relativo alle curve y e v*, ¢ : [a,b] — [c,d| e sia

v(t) = 7" ((t)).

Dal momento che ¢ > 0,

7= [ Ol = [ Ia/ar (o) =

= [M1 @@nawiar= [ 15 (o) oy

e applicando il teorema di integrazione per sostituzione

~1(d)
(= [7, 0 1 oled = [0l = ey



Se v & una curva regolare in R3, la funzione

s:[a,b] — R

n=[ Irolar

si chiama lunghezza d’arco della curva +.

definita da

Per le ipotesi fatte, s & una funzione di classe C'([a, b]) strettamente
crescente e s(t) misura la lunghezza del percorso compiuto da un
punto che si muova, a partire da 7(a), lungo la traccia della curva
7 fino al punto (t).

Inoltre s & una funzione invertibile e detta t = s~! la sua inversa
essa pure risulta strettamente crescente e di classe C!([0, £(7)]).

Pertanto ¢ possibile considerare t come un cambiamento regolare
di parametrizzazione e, detta v* la curva che si ottiene da y mediante
tale cambiamento si ha

Poiche
dt 1

B fs0) =
B )

si ottiene

Ly ) S
T = Haeyy = )

Definizione 1.4 Sia f : A — R, A C R3 e supponiamo che -y sia una
curva regolare in RR® con traccia contenuta in A (o piil brevemente sia -y una
curva regolare in A).

Definiamo integrale di linea di f su vy

[ sas= [ sertonasto = [ seropliacola

qualora 'ultimo integrale esista.

E’ immediato verificare che se f € una funzione continua su A
e 7y € una curva regolare in A allora f & integrabile su +.

1.2 Interpretazione Geometrica del prodotto scalare in R3

Siano Py = (x1,y1,21), P» = (x2,¥2,22) € R? il prodotto scalare tra P;
e P, e dato da:
(P1, Po) = x1x0 + Y12 + 2122



Consideriamo la retta che passa per 'origine e per il punto P, che &
identificata dalle equazioni parametriche

X =txy
y =ty
x =tzp

e proponiamoci di calcolare la distanza del punto P; da tale retta.

A questo scopo calcoliamo l'intersezione di tale retta con il piano,
ad essa perpendicolare, passante per P;

L'equazione di tale piano & (x — x1)x2+ (y —y1)y2+ (z — z1)22 =
(P—P1,P) =0.

Sostituendo le equazioni parametriche della retta nel piano otteni-
amo che il punto di intersezione si trova per t che soddisfa la seguente
equazione:

(txp —x1)x2 4 (ty2 —y1)y2 + (tzp —21)22 =0

da cui t = ‘2P

ed il punto H di intersezione € dato da

(Po, Py) (P, Py) (P, Py) (P2, Py)
H = (Xz ) , 22 =D
| P> ||? | P> |? [| P> |2 [| P> |2

Poiche cos(6) = % possiamo concludere che

_|IP[[(P, Py) (P, Py)

O RIRIP PP

cos(0)

1.3 Prodotto vettoriale

Siano

A = (ay,ap,a3) = areg +azey +azes , B = (b1, by, b3) = biey +brer + bzes

dove eq, e, e3 sono i vettori ortonormali canonici della base euclidea di
]R3

Il piano generato dai vettori A e B puo essere descritto parametri-
camente mediante le combinazioni lineari dei due vettori:

x = Aaj + uby
Yy = Aay + uby
z = Aag + ubs

Ricavando A e y dalle prime due equazioni e sostituendo nella terza
si ottiene I'equazione cartesiana del piano che é:

ap as asz  ay ap a2
det det det =0
e (bz b3> X+ de <b3 b1>y+ e <bl bz) z

Figure 1.1:

Figure 1.2:



Ora, se consideriamo la matrice che ha per righe A e B

A_Llluzag,
B \by by b3

risulta evidente che il vettore le cui componenti sono i determinanti
con segno dei suoi minori principali & ortogonale al piano generato da
AeB.

Definiamo il Prodotto Vettoriale A x B

a 4as a m ap ap
A X B=|det ,det ,det =
a, as as m ay az
e (bz b3> e1 +de <b3 b1> ey + de (bl b2> e3

€1 e €3
=det|a; ap a3
by by bs

essendo 1'ultimo determinante solo un ausilio mnemonico.
Evidentemente, quindi, A x B & definito in modo che sia ortogonale

al piano generato da A e B.
Inoltre si ha che

- La norma del vettore ||Al|||B|| & uguale all’area del parallelogramma indi-
viduato daA e B
Infatti
Figure 1.3:
1A x B||? =

= (afb3 + a3b}) + (a3b3 + a3b3) + (a3bi + a3b3) — 2(arbaazhy + azboashs + azbiarbs) =
= aj (b3 + b3) + a3 (b3 + by) + a3 (b3 + b7) — 2(a1baazby + apboasbs + azbyarbs) =
2 L2 L2y L 202 12 2N L 2012 12 k2N (212 212 L 212 _
= a7 (b3 + by +b7) +ay (b3 + by +by) +a3(by + by + b3) — (a1by + ayby +a3b3 + 2a1byasby + 2asbra3b3 + 2a3b1a1b3) =
= ||A|[*]|B||> — (A, b)> = || A||*||B||* — || A||*||B|[*cos*0 = || A||*||B||* sin> 6

dove 6 & 'angolo compreso tra i vettori A e B
Pertanto
1A > B[ = [|Al[||B]| sin®

eé l'area del parallelogramma di lati A e B.
Ora, posto N = A x B e consideriamo un terzo vettore C € R3,

avremo che
(C,N)

[IN]

dove ¢ e l'angolo compreso tra i vettori C ed N, rappresenta ¢ la

= [IC[|cos ¢

lunghezza della proiezione di C su N.



Poiche ||A x B|| = |IN|| = ||A||||B]|sinf & l'area del parallelo-
grammo di lati A e B, possiamo concludere che

|| A< BI[|C[| cos ¢ = [IN[[|C]| cos ¢

fornisce il volume del parallelepipedo individuato dal volume di A, B
eC

Ma
a dpy as
C,N
14 BllICl cosg = NI 5 = (€N = det [ 11 b2 by
1 C C3

Si puo infine verificare, tenendo presente unicamente le definizioni,
che

e AXB=-BxA

B
e AxB=0seesolose A | B A
e Ax(B+C)=AxB+AxC
1.3.1 Curvatura - Terna Intrinseca
Sia v : [a,b] — R una curva semplice e regolare e siano s(t) e f(s),
rispettivamente la sua funzione lunghezza d’arco e l'inversa della fun-
zione lunghezza d’arco. Indichiamo con il punto * e con l'apice ' la
derivazione rispetto a t e ad s.
Sia
R(s) = v(t(s))
la parametrizzazione di 7 rispetto alla lunghezza d’arco. Avremo che
s() = ol (s =
' 7t
Siano T(8) = $()T(s())
T(E(s)) T'(s)
T(s)=R'(s)= ——2_ | N(s)=-—2- , B(s)=T(s)xN(s
=K = aen - NS men o BT T

Avremoche N=BxTeT =N xB.
La terna T,N,B costituisce un sistema di riferimento



Inoltre
/ I d 'Y( (s))
L= 4w aaen = O =R = E e
_ 20006)), (1)) _ () ()] = (¢(s)) Ty
2V e a0 - RZEOIE G
_ (¥(E(s)), 7 (E(5))) . . )
T () (1(1(6)), H((5))) — F(E() ((£(6)), H(E(5))) _
RGO
_(EH(s)) X (3(4(s)) X (H(5)) _
RCONR
F(H) () X () (1) x T(EE)]
HEEDT ™ THEE) < 7EOI [ EE)IP
= T(s) X (—B(s))x = xN(s)
N(s) = T = 50

Si definisce curvatura di 7y la quantita

[[7(¢(s)) x ¥ (t(s))]
7 (ts)IP

K =

e si ha
T'(s) = R"(s) = kN

Ora, poiche ||[N(s)|| =1diha
d
= S IING)I* = 2(N'(s), N(s))

per cui N'(s) L N(s) e si pud esprimere come combinazione lineare
diTeB
N'(s) = aT(s) + BB(s)

Ne segue che

B'(s) = T'(s) x N(s) + T(s) x N'(s) =
= kN(s) x N(s) + T(s) x (aT(s) + pB(s)) =
=pT(s ) B(s) = —BN(s)
B/(s) = T(s) x N'(s) = R/(s) x 22
Pertanto
p=—(B'(5),N) = ~(R(5) x 1, Ky (KK )

Si definisce torsione della curva e si indica con T la quantita

(R'(s),R"(s),R"(s))
[IR" ()2

T =
da cui

B'(s) = —TN(s)



Inoltre
N'(s) = (B(s) x T(s))" = B'(s) x T(s) + B(s)

X
= —TN(s) x T(s) + «kB(s) x N(s
= —«T(s) + TB(s)

T'(s) =
):

Possiamo calcolare

d

§=38T+sT=5T+ +(8)°T' = 8T 4+« (5)’N
il che mostra come 1’accelerazione ¥ si scomponga in due termini

uno lungo il versore tangente ed il secondo lungo il versore normale.

Avremo
F(t) x 5 = 85T x T+« ($)°T x N =« ($)°B
e, come gia visto,

158 < 4] =«||(£)?3]]  , x= IIV'H(Z;H’YII _ ||“'r|(|t()/yr|37||

Inoltre

g x4 = (sT) x 5T+« (8)>N)) =« ()3T x N =« (5)°B

Y=T+5T's+ i(K (8)%) N+« ()N’

dt
da cui
(Y, B) = §(T, B) +§3(xN, B) + %(K (s’)2)<N,B> +x (S)3<N’,B> =
k (8)>(—xT + 1B, B) =« (§)°1
Ne viene

(7% 4,7) =x (8)°T(B,7) = (x (8)°)*T = [|7 x [>T
ed infine

XA _ ()
[y <4112 [l x 72
Possiamo anche osservare che

La definizione di curvatura puo giustificarsi nella seguente maniera:
Indichiamo con « ’angolo formato dai vettori T(s) e T(s + As).
E’ naturale definire come curvatura media di 7 nell’intervallo [s, s +

As] il rapporto
o

[As]
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Posto AT(s) = T(s + As) — T(s), si ha

sina_ [|T(s) x T(s+ As)[| _ || T(s) x (T(s) + A(T(s)) = T(s))) | _
As As As
_ I'T(s) x A(T(s))l
As
Ma )
o a sina

|As| " sina |As|

e, poiché @« — 0 quando As — 0, si ha

Jim ITEXATEDL 7)1y = o) =

Analogamente se indichiamo con 8 1’angolo formato dai vettori B(s)
e B(s + As).
E’ naturale definire come curvatura media di y nell'intervallo [s, s +

As] il rapporto
o

[as]
Posto AT(s) = T(s+ As) — T(s), si ha

sinf_ |[B(s) x B(s +4s)|| _ || B(s) x ((s) +AB(s)) = B(s))) [l _
As As As
_ I B(s) x A(B(s))|
As
) B _ B sinf
|As|  sinf |As]

e, poiché B — 0 quando As — 0, si ha

Jim BBy pis) () = o) = =

e questo chiarisce il significato di torsione.
Possiamo altresi definire raggio di curvatura di y nel punto (x(t),y(f), z(f))
il valore

1
Ry(t) = ——.
'Y( ) K'y (t)
e chiamare piano osculatore a y nel punto (x(t),y(t),z(t)) il piano
definito dall’equazione

((x = x(t),y —y(t), 2= 2(8), ¥(t) x ¥()) = 0

La definizione di piano osculatore si puo interpretare geometrica-

mente come segue.



Consideriamo il piano che ¢ individuato dai vettori y(t) e y(t + At);
una normale a tale piano sara data da

(1) x TEEBD gy AT0)

e, se At — 0 essa tende a
() x F(t)

Pertanto ¥(t) x 4(t) € normale al piano che si ottiene come limite del
piano considerato.

In altri termini il piano osculatore alla curva y nel punto (x(t),y(t),z(t))
contiene i vettori y(t) e §(t).

Nel caso in cui la curva sia parametrizzata secondo la lunghezza
d’arco, dal momento che ||§|| = 1 si ha

o d
(43 = L) /2 =0
I vettori

T'(s)

N®=N@%=i@3L ., N(s)=i=r57 .,  B(s)=T(s)xN(s)

) T ()]

costituiscono il triedro principale, o naturale, della curva 7 nel punto
(x(s),y(s),z(s)); il triedro principale & anche noto come terna intrinseca
della curva.

Ricordiamo infine alcune classiche definizioni senza perod entrare
nei dettagli.

Se v : [a,b] — R3 & una curva tale che z(t) = 0, diremo che v &
una curva piana.

Il vettore (—y, x) si dice vettore normale alla curva .

Sia R (t) il raggio di curvatura di -y; diciamo centro di curvatura
di v il punto c,(t) centro del cerchio che ha per raggio R, (t) ed &
tangente a 7.

cy(t) descrive, al variare di #, una curva 7* che si definisce evoluta
della curva ; v, a sua volta, si dice involuta della curva 'y#.

Se y(t) = (x(t),y(t)) , le equazioni della evoluta di 7y sono date da

_ (1) + 52 (t)
H0 =0 IO 50— o0
.0 .0
40 =0+ 50550

1.4 Supetfici ed Integrali di Superficie

In analogia con quanto fatto per la lunghezza di una linea definiamo
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Definizione 1.5 Sia R = [a,b] x [c,d], chiamiamo superficie parametrica
in R® una funzione

S:R—R>, S(u,v) = (x(u,0),y(u,v),z(u7v)).

Chiamiamo traccia o supporto di S l'insieme

)’L '>, ={(x,yz) €R®: I(u,0) €R, (x,y,2) = (x(u,0),y(u,0),z(u,0)}

Osserviamo che ¥ = R(S) e il rango della funzione S. Una superficie
parametrica S in R3 si dice

* semplice, se ¢ iniettiva,

e regolare, se S € C'(R) e

ha caratteristica massima (= 2).

Sia Po(xo, Y0, 20) = (x(uo,v0), y (1o, v0), z(1o, v0)) € consideriamo il pi-
ano tangente ad S in Py che é definito da:

x — x9 = xy,(up, vo) (u — 1) + x (1, vo) (v — vg)

Y — Yo = Yu(uo, vo) (4 — o) + Yo (1o, vo) (v — vo)
z —zo = zy (1, vg) (U — ) + 2o (1o, Vo) (v — Vo)

Ricavando (u — ug) e (v — vg) dalle prime due equazioni e sostituendo
nella terza si ottiene I'equazione cartesiana del piano che é:

Yo(uo,v0)  zo(uo, vo) zo(1p,v0)  Zo(10,v0) Xo (10, v0)  Yo(uo,vo)

det (yu(uo,vo) zu (o, UO)> (x —x0) +det (Z“(HO’UO) xu(HOwO)) (¥ = yo) +det (x”(uo’%) y”(uo’%)> (z—20) =0

Ora, se consideriamo la matrice che ha per righe Vx e Vy

Vx\ _ ([ xu(uo,00)  yuluo,v0)  zu(uo, o)
Vy X0 (1o, v0)  Yo(to,v0)  zo(1o, v0)
risulta evidente che il piano tangente definito dall’equazione cartesiana é cos-

tituito dai vettori (x — X,y — Yo,z — 2¢) che sono ortogonali al vettore le cui
componenti sono i determinanti con segno della matrice

(det (W Z”),—det ( Z”),det < y))
Yo Zv Xu Zp Xv Yo

Pertanto chiamiamo vettore normale ad S in (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
il vettore



n(u,v) = Sy(u,v) x Sp(u,v) =

:(det (y” Z”),de’[ <x” Z”),det <x” y”)):
Yo Zv Xy Zp Xo Yo
<a(y,z) 9(z x) 3(9@3/))
d(u,v) d(u,v) 9(u,0)

E’ d'uso indicare con A, B, C le componenti del vettore n. Pertanto

n(u,0) = (202 A=x) Ay _
(u,0) (a(ulv) a(u,v) a(u/0)> (A,B,QC)

In|| = /A2 + B2 + C2

Ora, prima di procedere alla definizione dell’area di una superficie
parametrica S illustriamo un esempio che mostra come tale concetto
possa presentare aspetti critici.

Consideriamo la superficie cilindrica di equazioni parametriche

x(u,v) = cosv
y(u,v) =sinv , (u,v) € [0,1] x [0,27]
z(u,v) = u

La traccia di S e evidentemente la superficie laterale di un cilindro
circolare retto di altezza 1 e di base il cerchio centrato nell’origine e di
raggio 1.

Si consideri la superficie poliedrica approssimante S costituita dai
triangoli costruiti nella seguente maniera:

si divida l'altezza del cilindro in m parti uguali e su ciascuna delle
sezioni ottenute si considerino dei poligoni regolari di n lati disposti in
modo che i vertici dei poligoni relativi a due sezioni adiacenti abbiano
I'uno i vertici sulla verticale dei punti medi dei lati dell’altro.

La superficie poliedrica approssimante ottenuta & costituita da 2mn
triangoli aventi ciascuno base

2sin(7t/n)

e altezza

\/1/7712 + (1 —cos(rt/n))?| = \/[1/1712 +4sin*(7r/(2n))

13
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La superficie poliedrica totale sara pertanto data da

1
Apn = 2mnsin z — + 4sint =
n\Vm 2n

e se m = kn? si ha

LT 1 L4 TT
A, = ZkHBSII’IZH 2 —1—451714% =

= 2nsin’* \/1 + 4k2pn4 sin® T
n 2n

2
lim A, = 2my/1+ #.

Vediamo pertanto che lim A, > 27 che ¢ la superficie del cilindro

secondo le regole di calcolo elementari.

Per evitare gli inconvenienti derivanti dalle approssimazioni poliedrali,
per definire l'area di una porzione di superficie possiamo utilizzare
le approssimazioni lineari della funzione S che definisce la superficie
stessa.

Sia Q) = P x Q una partizione dell’intervallo R , P € P(a,b) , Q €
P(c,d), e siano {Ry , k = 0..n} i rettangoli in cui P divide R.

Sia S : R — R3 una superficie semplice, regolare; chiamiamo ap-
prossimazione lineare della superficie S relativa alla partizione () ed
alla scelta E, I1(S, Q), E) la superficie



I1(S, Q, E)(u,0) = 5(Gi, nj) + (VS(&i,nj), (u — Gi,v —m1)), (u,0) € Ry

Definiamo approssimazione lineare dell’area della superficie S, rel-
ativa alla partizione () ed alla scelta &,

a(S,Q,E8) Zrms (S, E)(Ry))-
Diciamo infine che la superficie S ha area A(S) se Ve > 0 esiste () €
P(R) tale che VQ) < Q, VE si ha
|La(S,Q,8) — A(S)| < e

ne segue che se S & una superficie parametrica semplice e regolare in
R3; allora

= , dud

[, ln(u,0)] dudo

infatti si ha

mis(I1(S, Q, E)(R;;)) = [1Su(Gi,11j) % So(Gir i) || (wi — ui—1)(vj —vj_1)

da cui

n m

A(S,Q,E) = ZZH” 61177] [ (i —uiq1)(v i~ Uj— 1) =

i=1j=1
—R(|n],Q,E) (1)

Ricordando la definizione di integrabilita secondo Cauchy-Riemann

R(||n]l, 2, E) —>//R||n||dudv

:/ 11 (u, 0) || dudv
R

S):/Sda

Si puo provare, usando il teorema di cambiamento di variabili negli

si ha che

e quindi

ed indichiamo

integrali multipli, che se
S:R— R’ ed S5 :R — R
sono due rappresentazioni equivalenti della stessa superficie, cioe se

S(u,0) = S1(p(u,0))

con
gDIR—)Rl
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, invertibile, ¢ € C'(R), allora

o)lldudo = [ |m(u,0)||dudo.
J It o)ldudo = [ m (s, 0) |dudo

Cio consente di affermare che la definizione di area di una superficie
non dipende dalla parametrizzazione scelta.

Definizione 1.6 Sia S una superficie parametrica semplice e regolare in R>
esia ¥ C A C R sia inoltre f : A — R; definiamo

/sfd‘T: /Rf(S(“/U))Hﬂ(u,v)lldudv.

1.5 Curvatura di una superficie

1.5.1 Prima Forma Quadratica di una Superficie
Sia
= S(u,0) = (x(u,0),y(u,0),2(u,0)) = (x,y,2)
una superficie sia
VS = VS(u,0) = Su(u,0)\ _ [ (xu(u,0), yu(u,),zu(u, 0))
So(u,v)

e sia v Il vettore normale alla superficie

v n(u,v)  Su(u,v) x Sp(u,v)
[In(u, o)l [[Su(u, v) x So(u, v)]|
Solitamente si pone S,(u,v) X Sy(u,v) = (AB,C) per cui ||n|| =

VA% + B? 4 C? ed il piano tangente sara definito dall’equazione
(n,(x—x0,¥y—v0,z—20)) =0  cioe  A(x—x0)+B(y—vo)+C(z—z9) =0

Se

allora I'(§) = S(u(&),v(¢)) definisce una curva sulla superficie S per
la quale si ha

[(&) = (Syth + Sy0) = (xyth + Xu0, Yuli + Yo0, Zylh + 2y0)

per cui la lunghezza d’arco si puo calcolare come

IT(Z) 1% = (xuth + x00)% + (yutl + yo0)* + (zuth + 2o0)* =

= (xﬁ + y%: + Z%)uz +2(xyxp + YulYo + ZuZy) U0 + (szJ + y% =+ Z%)vz =
= (Syil + Sy, Syt + Su0) = ||S,]|21% + 2(Sy, Sp)iid + || Sy || 207



Se definiamo
_ 2 _ _ 2
E = ||S4]| , F=(SwS) , G=|S]

avremo allora
|T(&)||* = Ex? + 2Fu0 + Gso?

Quindi ||T'(¢)||> pud essere identificata mediante la forma quadrat-

ica
(h,k) — Eh* + Fhk + Gk

che si chiama Prima Forma Quadratica Fondamentale della superficie

S

Possiamo osservare che

2 2
Eu? + 2Fu0 + Gso> = E h2+2Ehk+ F—k2 — F—k2+ sz =
E EZ2 E2

E
2 _ 2
B|(negh) + 20T

E2

G \?> EG-F
E<h+Ek) +—5—

ed anche che

n]| = A2 +B? +C? = ||S, x S,|> =
= ||SuH2HSv||ZSinZG = H5u||2||51,||2 - ||Su‘|2||5v||2c0526 =
= [ISullPlISell* = (Su, S0)6 = EG — F*

Sia ora I'(s) = S(u(s), v(s)) una curva sulla superficie S parametriz-

zata mediante la sua lunghezza d’arco s

Indicando con l'apice la derivazione rispetto alla lunghezza d’arco

s e con il punto la derivazione rispetto al parametro ¢, i vettori

I'(&(s)) T'(s)
T(s) =T'(s) = 22— , N(s) = ——+— , B(s) =
T(E ()] [T (s)]]
costituiscono la terna intrinseca della curva.
Avremo
Syt + 540
[|Suti + Sy9||

e quindi, poiche n =S, x Sy siha T L n.

Definiamo Ny = T X v versore normale geodesico ed otteniamo un

sistema di riferimento ortonormale (t,v, Ng) rispetto al quale poiche

d
kN =T" = — (Sut + 550) = Suutl® + 28,0110 + Spu0? + Syt + Sy

17
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ed inoltre I & ortogonale a I” = T si pud esprimere I/ = kN come
combinazione lineare di v e ng.
Avremo cioé che
kN = kv + Kolg

® x, si chiama curvatura normale di T
* K¢ si chiama curvatura geodesica di T’

Possiamo calcolare che

ky = (I'",v) =
= (S, VU2 + 2(S 1, V)10 4 (Spp, V)T + (Sy, V)i + (S, v)5 =
= Lii® + 2Muid + No?

1.5.2  Seconda Forma Quadratica di una Superficie
La forma quadratica
(h,k) — Lh? 4+ 2Mhk + Nk?

si chiama Seconda Forma Quadratica Fondamentale
I coefficienti

L = (Suu, N)
M= <Suvl N>
N = (Sy, N)

sono elementi caratteristici della superficie S.

Quindi linee su S aventi lo stesso (1, 0) hanno la stessa curvatura
normale.

La curvatura geodesica si puo calcolare come segue: Si ha

kn =TI =xNN + xgng

Per definizione ng & ortogonale ad N quindi ng & contenuto nel piano
tangente e si ha, per opportuni «,

Kgng = &Sy + BSy
a, B possono essere determinati utilizzando le seguenti uguaglianze.
kg (ng, Su) = a||Sull* + B(So, su) = aE + BF

Kkg(ng, So) = a(Su, $o) + BllSo|I* = «F + BG
Inoltre, poiche N_LS, e N_LS,, otteniamo



Kkg(ng, Su) = x(n,S,) = (I, Su) =
= ||Sull?ii + (So, Su)F 4 (Suu, Su) > +2(Suv, Su) 110 + (Svp, Su)0* = Eii +Fi +Y

Kg(ng, So) = k(n,Sy) = (I, So) =
- <Su, Sv>ii+ HSUHZi}‘l’ +<Suu, Sy>u2 +2<Suv, Sy>1/‘l’0+ <SUU/ Sv>z}2 - Fil ‘I’G’(‘)’“‘Z

0000

det<E F) = VEG-F = /A2 1 B2+ C2 #£0

Poiche

F G

la matrice & invertibile e si ha

o) ~ve=ls %)

()= (0)+ 7= (% ) ()

Possiamo infine studiare come varia la curvatura normale k), de-

e si ricava

terminandone in particolare massimo e minimo valore.

Ricordiamo che, per una curva I'(s) = S(u(s),v(s)) su una super-
ficie 5, parametrizzata mediante la lunghezza d’arco,la curvatura nor-
male & data da

kN = Lii% 4 2Muio + No?

dove L, M, N sono i coefficienti che definiscono la Seconda Forma
Fondamentale di S.
Il vettore tangente t alla curva I'(s) si determina mediante la

t=Syu+ S0

I vettori {S,,S,} costituiscono una base per il piano tangente ad S;
tuttavia essi non sono sempre ortonormali.

Possiamo ricavare da essi un sistema ortonormale mediante il pro-
cedimento di ortonormalizzazione di Hilbert-Schmidt; possiamo cioe
definire

Su S _ So— (S )

I5d1 - VE IS0~ (S0, 3 )|

t1

19
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Qualche calcolo ci permette di semplificare un po’ 'espressione di

t2
(5 3)
t) = S =
|\sv—<sv, |
ES, FSu B
¢ [S012 — 254 4 (5o, 52 34|
_ 1ES,— FSu_ ES,-FS,  ES,—FS,
_E 0 B 2y _ 2 )
\/G_% VE'G-EF* | /E(EG - P)

Quindi una base ortonormale per piano tangente ad S e data da

Su ES, — FS,
e h=—onno——
E(EG - F?)

t1 =

=

e possiamo esprimere il vettore tangente unitario t nella forma

Sy sin BESU — FS,
VE VEW

per qualche valore di 6, essendo W = /EG — F?
Si ottiene infine che

‘W cosf — Fsinf 4s VEsin 6

t=S5
u \/EW v W

- Suu + va

Di qui possiamo ricavare 1, v e sostituire nell’espressione di xy; si
ha



B 2 e )
xy = L <Wcos€ Fsm@) +ZM(VVCOSG Fsmz@)\/ﬁst+
VEW VEW
Esin?6 _
w2
(LW? cos? 6 + LF? sin? § — 2LFW sin 6 cos 0 =

+F

1
~ EW?
2MEW sin 6 cos § — 2MEFsin? 6 + NE2sin?6) =

1
= W((MEW — LFW)sin20 + LW? cos? 6+
+ (LF? — 2MEF + NE?) sin? ) =
1 1+ cos26
) cos n

= —— ((MEW — LFW)sin26 + LW
EW?2 2

+ (LF? — 2MEF + NE?)

1—c0529)
2
1 2 — LF? + 2MEF — NE?
= MEW — LFW sin29+Lw LE + 2ME NE cos 20+
EW?2 2
N LW? + LF? — 2MEF + NE?

2

=6+ pusin20 + 1 cos 20

dove

L(W? + F?) — 2MEF + NE?
2EW?
(ME — FL)W
EW?
L(W? — F?) + 2MEF — NE?
2EW?

5=

]7:

Avremo quindi che

KN = 0 + psin26 + 7 cos 20

e se 6 e scelto in modo che

. _ n
sin26y = o
cos 20y = N

/HZ + 172

possiamo scrivere che

kN = 6+ 1/ #2 + 172(cos 20 cos 20 +sin 20 sin 260) = 6 + 1/ u2 + 2 sin2(0 4 6p)
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Otteniamo quindi che

K1 = maxky = 0 + \/u% + 12
Ko = maxky = 6 — /2 + 12

K1 € K2 sono le curvature principali (Massima e Minima);
H= % é la curvatura media

K = x1x5 e la curvatura Gaussiana.

Si calcola che

_LN-M? _ GL—-2FM +EN
 EG-F* - 2(EG-F?)

1.6  Forme Differenziali in R3

Il linguaggio delle forme differenziali & abbastanza complesso ed as-
tratto nonostante cio le applicazioni della relativa teoria sono numerose
e la teoria stessa consente di formulare l'estensione del teorema fon-
damentale del calcolo integrale alle funzioni di piti variabili.

Ci limitiamo ad illustrare le definizioni ed i risultati fondamentali,
senza formalizzare le prime e senza dimostrare i secondi, nel caso di
R3.

In IR? possiamo considerare

forme differenziali di ordine 0 o 0—forme

wo = f(x,y,2)

forme differenziali di ordine 1 o 1—forme

wy = f(x,y,z)dx +g(x,y,z)dy + h(x,y,z)dz

forme differenziali di ordine 2 o 2—forme

wy = f(x,y,z)dy Ndz+ g(x,y,z)dz Ndx + h(x,y,z)dx A dy

forme differenziali di ordine 3 o 3—forme

w3 = f(x,y,z)dx Ndy Ndz

essendo f, g, h funzioni definite in R3 a valori in R.



Non precisiamo la natura dei simboli dx dy e dz e dell’'operazione
di prodotto esterno A.

Diciamo soltanto che i simboli dx dy e dz ci daranno indicazioni
su come trattare ciascuna delle forme mentre il prodotto esterno si
comporta come descritto nella seguente tabella

A dx dy
dx 0 dx Ady
dy || —dxNdy 0

Simmetricamente

Possiamo considerare in R3

e varieta Cy di dimensione 0 o 0—varieta
cioé unione finita di punti a ciascuno dei quali & associato un
segno (+ o0 —)

e varieta Cq di dimensione 1 o 1—varieta
cioe unione finita di linee a ciascuna delle quali & associato un
segno (+ o —)

e varieta C, di dimensione 2 o 2—varieta
cioé unione finita di superfici a ciascuna delle quali ¢ associato
un segno (+ o —)

e varieta C; di dimensione 3 o 3—varieta

cioe unione finita di volumi a ciascuno dei quali e associato un
segno (+ o0 —)

Possiamo poi considerare due operazioni:

¢ Un’operazione che indichiamo con d che trasforma una k—forma in
una (k +1)—forma

* Un’operazione che indichiamo con 0 che trasforma una k—varieta
in una (k — 1)—verieta

L'operazione d si definisce mediante le seguenti regole che ripor-
tiamo omettendo di scrivere esplicitamente la dipendenza da (x, y, z)
delle funzioni f, g, I e delle loro derivate.

dwo = fr(x,y,2)dx + fy(x,y,2)dy + f2(x,y,z)dz = frdx + fydy + fodz
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dwy = (frdx + fydy + f2dz) Ndx+
+ (gxdx + gydy + g2dz) N dy+
+ (hxdx + hydy + hdz) Ndz =
= fxdx Ndx + fydy Ndx + f.dz N dx+
+gxdx ANdy + gydy N dy + g.dz A dy+
+ hydx Ndz + hydy ANdz + hydz Ndz =
= (fy — gu)dy Ndx + (fz — hy)dz Ndx+
+ (hy — g2)dy Ndz

dwy = (frdx + fydy + fodz) Ndy N dz+

Qxdx + gydy + g.dz) ANdz A dx+

hydx + hydy + hzdz) Ndx N dy =
= (fx+ gy +hz)dx Ndy Ndz

+(
+(

Si ha inoltre che

dws = fydx Ndx Ndy Ndz + fydy Ndx Ady A dz+
+ frdzANdx ANdyANdz =0

e possiamo osservare che iterando l'applicazione di d otterremo di qui
in avanti sempre 0.
Per quanto riguarda 1’operazione 0 usiamo le seguenti definizioni
Se V = V(t,s,r) & una 3—varieta , cioe se

V:a,b] x [c,d] x [, B] = R3

Chiamiamo frontiera di V e scriviamo 0V la 2—varieta che si ottiene
considerando 'unione delle superfici definite dalle seguenti parametriz-
zazioni a ciascuna delle quali attribuiamo un segno che chiamiamo
orientamento della superficie secondo la seguente regola:

Attribuiamo l'indice 0 al primo estremo e I'indice 1 al secondo
estremo di ciascuno dei segmenti [a,b], [c,d|, [«, B] e assegnamo
ad ogni parametrizzazione il segno

( _ 1)post0 della variabile-+indice dell’estremo




V(a,s,r)  conil segno— [(=1)'*]
V(b,s,r)  con il segno+ (=)
V(t,c,r) con il segno+ [(=1)%M]
V(t,d,r)  conil segno— [(=1)**1]
V(t,s,a)  con il segno— [—1)30]
V(t,s,B)  conil segno+ [(=1)*H]

Se S = S(u,v) & una 2—varieta , cioe se
S:[a,b] x [c,d] - R3

Chiamiamo frontiera di S e scriviamo dS la 1—varieta che si ot-
tiene considerando 'unione delle linee definite dalle seguenti trasfor-
mazioni a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato

S(a,v)  con il segno— [(=1)'*]
S(b,v) con il segno+ (-1t
S(u,c)  conilsegno+  [(—1)*™]
S(u,d)  con il segno— [(-=1)>T1]

Se v = 7(t) & una 1—varieta , cioe se
v :la,b] - R?

Chiamiamo frontiera di y e scriviamo 97 la 0—varieta che si ottiene
considerando l'unione dei punti definiti dalle seguenti trasformazioni
a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato

’Y(ﬂ) con il segno— [(_1)1+0}
v(b)  con il segno+ [(—1)+1]

Per comprendere il significato dei segni occorre prima chiarire come
una k—forma puo essere integrata su una k—varieta occorre cioe definire
il simbolo

Wi
Ck

* Se wy = f(x,y,z) e Cg = £P (cioe & la zero varieta costituita dal
punto P = (x,y,z) con il segno =+)

o 0= +f(P)
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e Sew = f(x,y,z)dx+g(x,y,z)dy + h(x,y,z)dz e C; = £ (cioe & la
1—varieta costituita dalla curva v = y(t) con il segno +)

[ = [ S50+ o)) + hr )z

Se F: R3 — R3 ¢ la funzione definita da

F(x,y,2) = (f(x,,2),8(x,y,2), h(x,y,2))

ricordando che il versore tangente a 7y & dato da

T— X Y Z
VP +2 2P+ R+ 2

si ha
b
/fdx+gdy+hdz:/ (fi + gy + hz)dt =
0% a
b
= [ (FT x2+'2+7;2dt:/P,Tds
[ ET) 2+ ()

* Sewp = f(x,y,z)dyNdz+g(x,y,z)dz ANdx+h(x,y,z)dx Ndy e C; =
+S (cioe & la 2—varieta costituita dalla superficie S = S(u, v) con il
segno =+

(,LJZ—

_i//f 1,0) ))—i-g(( ))g((fl’,z;+h(S(u,v))a<x’Z)dudv

Se F: R? — R3 ¢ la funzione definita da
F(x,y,z) = (f(x,y,2),8(x,¥,2), h(x,y,2))

E, se si tiene conto che la normale a S & data da

(w2 Az Axy)\ _ (3z) 3Ex) Axy)
N‘(aw)' a<u,v>'a<u,v>) ( )

si ottiene

/Sfdy/\dz—l—gdz/\dx+hdx/\dy: /Sfdy/\dz—gdx/\dz—l-hdx/\dy:
_ ot oy,z) dxz)  dxy) _
= [ [ (g o3 i g ) INlduto =

/b/d T IV lldudo = // |N||




* Se ws = f(x,y,z)dx Ndy Ndz e C3 = £V = V(t,s,r) (cioe e la
3—varieta costituita dal volume V con il segno +)

- b pd B
'Cowozi/a /C /a f(V(t,s,r))aa(é:;/”:))dtdsdr

Usando il teorema di cambiamento di variabili in un integrale triplo,
possiamo allora affermare che, a meno del segno in quanto nel teo-
rema citato compare il modulo dello Jacobiano, si ha

/Co wo = / / /Vf (x,y,z)dxdydz

A questo punto possiamo anche chiarire il significato del segno che
abbiamo attribuito a i vari pezzi di frontiera di una varieta.
1.6.1 Un'idea per rendersi conto dei segni

Se S; ¢ la varieta definita da

avremo che la frontiera 97 & costituita dai due punti

Py = v(0) con il segno —
P; = (1) con il segno +

Se wy = f(x,y,z) & una 0—forma

wo = —/PO w0+/Pl wy = f(P1) - f(Ro) (1.2)

35,

Se consideriamo una 1 — forma
wi = f(x,y,z)dx + g(x,y,z)dy + h(x,y,z)dz

e la 2— varieta C, costituita dal quadrato [0, 1] x [0, 1] nel piano z = 0.
Possiamo parametrizzare C, = Cy(u,v) nella seguente maniera

X=1U
@) y=v , (u,v) S [0,1] X [0,1]

dCy, la frontiera di Cp, & una curva costituita dalle linee v (u) =
Co(u,0), 72(v) = C2(0,0), y3(u) = Co(u, 1), 74(v) = C2(1,0),
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X=u x=1

06! 0 ,uel0,1] miy=v ,ve]l01]
z=0 =0
X=u x=0

73 1 ,uel0l] mqy=0v ,v€l0]]
z=0 z=0

Con le regole prima descritte attribuiamo il segno + a y; e yp ed il

segno — a 3 e 4.
Pertanto

w1:+/ wy + wy — wy — wy
aCy T T2 73 T4

Se conveniamo che attribuire il segno + ad un lato significa che
quel lato e percorso nella direzione positiva dell’asse cui e parallelo
mentre il segno — indica che & percorso in direzione opposta, & im-
mediato verificare che con tali scelte di segno si vede che il perimetro
del quadrato Cy, che costituisce la frontiera dC,, € percorso in senso
antiorario, se visto dall’alto (cioe da un punto di vista che giace nel
semipiano z > 0).

Infine consideriamo una 2 — forma

wy = f(x,y,z)dx Ndy + g(x,y,z)dy Ndz+ h(x,y,z)dz A dx

e la 3— varieta Cj costituita dal cubo [0,1] x [0, 1] x [0, 1] nello spazio,
Possiamo parametrizzare C3 = C3(u, v, w) nella seguente maniera

x=u
Cii{y=o , (u,v) € [0,1] x [0,1] x [0,1]
z=w

5, la frontiera di C3, & una superficie costituita dai quadrati

S1(v,w) = C3(0,v, w) , Sa(v,w) = C3(1,v,w)

. \\ S3(u,w) = Cs(u,0,w) , Sq(u,w) = Cs(u,1,w)

y

Ss(u,v) = C3(u,0,0) , Se(u,v) = C3(u,v,1)

Con le regole prima descritte attribuiamo il segno + a S, 53 ed S¢
ed il segno — a 51, S4 ed Ss, inoltre, calcolando i vettori normali N;
alla superficie di S;, si ha



Ny=N,=(0,0,1) , N3=Ny=(0,-1,00 , Ns=Ng=

Pertanto

/ w2:+/ wy + wy + wy — wy — an—/(,ch
9Cs S, Ss S6 s, Sy S5

Se conveniamo che attribuire il segno + ad N; significa che il vettore
normale alla superficie S; & orientato nella direzione positiva dell’asse
cui ¢ parallelo mentre il segno — indica che che il vettore normale alla
superficieé orientato nella direzione opposta, & immediato verificare
che ogni integrazione e’ fatta usando un vettore normale che esce dal
volume Cs.

1.6.2 Proprieta’ delle forme differenziali.

Si puo provare che
Teorema 1.2 Sia w, unan — forma in A, allora
d(dwk) =0.

D1MOSTRAZIONE. Dimostriamo il risultato nel caso in cui w; € una
1-forma in R3

= fldxl +f2dX2 +f3dX3

si ha
dw, = gid)Q ANdxi + %dx?, ANdx1 +
=+ fzdx /\dxz—l—idxg,/\dxz—i—
+ £abcl Adxs + 5 f3 o e A dxs
axl
e tenendo conto che dx; A dx; = —dx; Adx;,
aZfl Zf
pu— d
d(dwq) 1397 dxs ANdxy Ndxq + 912073 —=——dxp Ndxz Ndx1 +
2 92
+ I dxz ANdxy ANdxy + f dxl ANdxz ANdxy +
dx30x dxq
P’ f3 2f
d
+ %2011 dxy Ndxy ANdxs + 90105 dx1 Ndxy Adxs

e ogni termine elide il successivo. O

(1,0,0)
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Definizione 1.7 Sia w, una n — forma differenziale in A, diciamo che w,

e se esiste una (n — 1) — forma su A, 1,1 tale che
difp—1 = wn

Wn—1 Si chiama primitiva di wy,.

Diciamo che w,, é|chiusa |se
dw, = 0.

E’ immediata conseguenza del precedente teorema il seguente risul-
tato.

Teorema 1.3 Sia wy, una n — forma su A. Se wy é esatta, allora w, é
chiusa.

DIMOSTRAZIONE. Se wy, € esatta, w, = dn,_1 e

dwy, = d(dny,—1) = 0.

Inoltre

Ogni 3 — forma in R3 & chiusa

A questo punto & importante riconoscere tra le n — forme su R3
quelle esatte e determinarne le primitive. Questo problema infatti ha
notevoli riscontri sia dal punto di vista matematico che dal punto di
vista fisico.

Definizione 1.8 Sia A C RF, diciamo che A ¢ stellato se esiste xg € A tale
che
(I—t)xo+txe A ,Vxe A, Vte|0,1].

E’ immediato riconoscere che se A ¢ convesso, allora A e stellato, mentre non
e vero il viceversa. E’ altrettanto ovvio convincersi che, a meno di traslazioni,
il punto xq puo essere sempre assunto coincidente con l'origine di RF.

Teorema 1.4 Sia w, una n—forma differenziale su un insieme A aperto e
stellato; allora se w,, é chiusa si ha che w,, é esatta.

Poiche ci limitiamo a considerare soltanto forme differenziali in R3,
possiamo discutere l'enunciato precedente in ognuno dei tre casi che
si presentano e dal momento che i risultati che riguardano le forme
differenziali sono strettamente collegati alla teoria dei campi vettoriali,
ricordiamo che



& assegnato un campo vettoriale in R® se & data una funzione

F:A—R}, ACR®

F(x,y,2z) = (f(x,y,2),8(x,y,2), h(x,y,2))
f,gh:A—R

Ad un campo vettoriale F si puo associare tanto una 1—forma
wy = fdx + gdy + hdz
che una 2—forma
wy = fdy ANdz + gdz Ndx + hdx Ndy

e gli integrali di linea di w; e di superficie di w; rappresentano,
rispettivamente il lavoro lungo una linea ed il flusso attraverso una
superficie del campo vettoriale F.

Una 0 — forma ed una 3—forma sono semplicemente identificate da
una funzione
f:A—R, ACR
mediante le
wo=f , w3 = fdx Ndy ANdz
Si definisce divergenza di un campo vettoriale F la funzione scalare

. 9f 9ag  oh
leF—a‘F@ 872

mentre si definisce rotore di un campo vettoriale F la funzione vetto-
riale

rotF = (hy _gZ/fZ _hx/gx _fy)

Se introduciamo il vettore formale

0 9 0
D‘(ax'ay'az)

possiamo scrivere che

divF = (D, F)
rotF=DAF
Ricordiamo anche
2 2 2
diVV(P:MJ’_M aiq):qu

axz = 9y? 972
Ag si chiama laplaciano della funzione ¢ ed e di fondamentale im-
portanza in svariati campi della matematica e della fisica.
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1.6.3 Primitive di 1—forme
Consideriamo una 1—forma
wr = f(x,y,z)dx + g(x,y,z)dy + h(x,y,z)dz

ed il campo vettoriale
F=(f g

ad essa associato. Si ha
dwy = (fy — gx)dy Ndx + (f: — hy)dz Ndx + (hy — g2)dy N dz

e pertanto, affinche wj sia esatta deve essere dw1 = 0 e quindi

fy—8=0
fz—hy=0
hy —g.=0
cioe che
rotF =0
La 0—forma wy = ¢(x,y,z) & una primitiva di w; se dwy = w; cioe
se
px=f
Py =8
¢z =h

ed in termini di campo vettoriale se
F=Vyp
Possiamo definire

Alx,y,z) = /x:f(t,yIZ)dt

e scegliere
¢(x,y,z) = Alx,y,z) +a(y, z)
Deve anche essere
8(x,y,2) = gy(t,y,z) = Ay(ty,z) + ay(y, 2)

Poiche a dipende soltanto da (v, z), affinche la precedente uguaglianza
sia possibile occorre che la funzione

ay(y,z) = g(x,y,z) — Ay(x,y,2)

non dipenda da x; per verificare se questo & vero possiamo derivare
rispetto ad x ed otteniamo

gx_Ayx:gx_Axy:gx_fyZO



in quanto valgono le condizioni necessarie.
Pertanto l'uguaglianza

ay(y,z) = g(x,y,z) — Ay(x,y,2)

e possibile e possiamo concludere che

aWz%—A%ﬂ%mﬂ—Aﬂ%mﬂﬁn+M@—BWJH%@)

0

Ma allora
p(x,y,z) = A(x,y,z) + B(y,z) + b(2)
e deve infine essere
¢z(x,y,2) = Az(x,,2) + Bz(y,2) + b2(2) = h(x,y,2)

Affinche sia possibile trovare b in modo che la precedente uguaglianza
sia soddisfatta & necessario che

b2(z) = h(x,y,z) — Az(x,y,2) — B:(y, 2)
dipenda solo da z e quindi che

(h(x,y,z) —Az(x,y,z) — Bz(y,z))x =0

(h(x,y,z) —Az(x,y,z) — Bz(y,z))y =0

Si ha

(h*Az*Bz)x:hx*Azx*Bzx:hx*sz*sz:hx*sz:hx*fzzo
(h—A;—B;)y=hy— Az — By =hy — Ay — By =hy — Azy — gz + Ay = hy — g = 0

E allora sufficiente porre

b(z) = [ (h— Az = B)(x,,0)dg

20

1.6.4  Primitive di 2—forme
Consideriamo una 2—forma
wy = f(x,y,z)dy Ndz+ g(x,y,z)dz Ndx + h(x,y,z)dx A dy

ed il campo vettoriale
F=(fgh

ad essa associato. Si ha

dwy = (fx + gy + hz)dx Ndy N dx
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e pertanto, affinche wy sia esatta dwy; = 0 e quindi
fx + 8y +h, =0

cioe che
divF=0
La 1—forma wy = a(x,y,z)dx + B(x,y,z)dy + v(x,y,z)dx cui as-

sociamo il campo vettoriale ® = (a,,7), € una primitiva di w; se
dwy = wy, cioe se

'Yy_,Bz:h
Kz —Yx =8
Bx—ay=f

ed in termini di campo vettoriale se
F =rot®
Possiamo scegliere di cercare una primitiva per la quale risulti

7(xy,2) =0
per cui, le prime due condizioni sono soddisfatte se
—B. =h
Ny = g

e allo scopo e sufficiente definire
z
x(x,9,2) = [ ey 0+ a(x,y) = Ax,y,2) +a(x,y)

Y20
z

Bley2) = [ —hxy,O4dE +b(xy) = ~B(x,y,2) +b(xy)

Per quel che riguarda la terza condizione osserviamo che poiché
supponiamo soddisfatta la condizione necessaria per l'esistenza della
primitiva di w», si ha

(,Bx_“y_f)z:ﬁxz_“yz_fz:
:,Bzx_“zy_fz: _hx_gy_fzzo
ammesso che la condizione necessaria sia soddisfatta, e quindi
Pr—ay— f
e costante rispetto a z e si ha

(Bx —ay — f)(x,y,2) =0 — (Bx —ay — f)(x,4,20) =0



Ma allora, poiche

Arry) = [ galxy )l

B2 = | hy (%, ,0)dg

avremo

(,Bx—ocy—f)(x,y,zo) =
= (bx —a,— Ay — By — f) (x,y,20) = (bx —ay — f) (x,¥,20) =0

e 'ultima uguaglianza ¢ verificata se scegliamo, ad esempio,

axy) =0, b= [ :f@,y,z)d@

1.6.5  Primitive di 3—forme

Consideriamo una 3—forma

w3 = f(x,y,z)dx Ndy \dz
si ha sempre
d(Ug, =0
e pertanto w3 e sempre esatta
La 2—forma

wy = a(x,y,z)dx Ndy + B(x,y,z)dy Adz + y(x,y,z)dz A dx

cui associamo il campo vettoriale ® = (v, B, «), € una primitiva di w;
se dwy = w3, cioe se
TxtPytaz=Ff

ed in termini di campo vettoriale se
divd = f

Si verifica subito che possiamo trovare una primitiva definendo

1oy =Py =0 a(ryz) = [ floy0d

1.7 Il Teorema di Stokes

Il teorema di Stokes costituisce la naturale estensione del teorema fon-
damentale del calcolo integrale, cosi come il concetto di potenziale di
una forma differenziale costituisce la naturale estensione del concetto
di primitiva di una funzione di una variabile reale, ed ¢ di grandissima
importanza nella teoria e nelle applicazioni.

Con le definizioni precedenti il teorema di Stokes puo essere enun-
ciato come segue
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Teorema 1.5 - Stokes - Sia w,,_1 una (n — 1) — forma differenziale su R
e sia C una n-varieta in R¥; allora

/ Wn—1 :/dwnfl-
aC C

Il teorema di Stokes & suscettibile di significative conseguenze sia in
R? che in R3 soprattutto se si tiene conto del fatto che, ad esempio in
IR3, le 1—forme e le 2—forme possono essere identificate con un campo
vettoriale, mentre in IR? solo le 1—forme sono associabili ad un campo
vettoriale.

1.7.1 Il teorema della divergenza in R3

Consideriamo una 2-forma in R3

wy(x,y,z) = f(x,y,2)dy Ndz+ g(x,y,z)dz Ndx + h(x,y,z)dx N dy
ed il campo vettoriale che la identifica
F=(fgh)

Si ha

Se V = V/(t,s,r) & una 3—varieta la cui frontiera &

oV =+4V(1,sr)Uu=V(0,s,r)U—-V(t,1,r)U+V(t0,r)U+V(ts 1)U—-V(ts,0)

si ha

/a fdyAdz+gdzAdx+hdxAdy:/(fx+gy+hz)dx/\dy/\dz
JoV 1%
(1.3)

E, se si tiene conto che la normale N a dV e data da




si ottiene

/avfdy/\dz—gdx/\dz—i-hdxAdy:
1 (y,2) d(x,z) a(x,y)
=/ (fa(z,v) ~ 850, 0) +h8(u,Z)) vdudo =

://D<F,N>vd dv:/aC<F,N>da

Pertanto si ha

.//(;V<F/ Ne)do = // VdiV Fdxdydz (1.4)

ove N, = Nsgn JV e il versore normale a 0V orientato verso l'esterno
di V.

La 1.3 & nota come teorema di Gauss e la 1.4 & la formulazione del
teorema della divergenza.

Possiamo dimostrare il teorema della divergenza come segue.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che

//fodx/\dyAdz:/andy/\dz

Si ha

[h savnie= [} / 5|t~
s [ [
—/// ( S/r))dtddr
/// ( = >dsdtdr+
/// ( = )drdtds
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e
// Fdy Adz =

—/ / / (fexe + fyye + foz2)

_/// (fexs + fyys + fazs)

/// fxxr“‘fyyr‘f'fzzr)?9((1{L ))—i-fdaz?dtdsdr:
v,z

= [ Gt s i) G -

- (fxxs +fy]/s +fzzs) (

\_/

0
+ (fexr + fyyr +fzzr) (v, Z)dtdsdr +

00 9
R s~ dsatn ) s

Ma

d (v, z) da(y,z)  dolyz)\ _
gT ~ds a(t,r) +dTa(t/5)> -

a(s,
E Ys 2 _ i det ye = + i det Yt
dt Yr Zr ds Yr Zr dr Ys

Yst Zs) + det (]/s Zst) _ det (]/ts Zt) _ det (]/t Zts) +
Yt Zr Yr  Zpt Yrs  Zr Yr  Zys
z

per cui

// fdy/\dz-/ // fxxﬁfy?/f*fzzt)ggi))

s o+ i) G5 oo S+ o) G st =
<L (3 xS e Y
<L (5 e i

I e




Wy,z)  dyz)  dyz)) _
(Zta(s,r) _Zsa(t,r) tzr ot,s ) o

(ztdet<y5 Zs)—zsdet<yt Zt)-i-Zrdet(yt Zt>>=0
Yr Zy Yr Zy Ys Zs

Possiamo concludere

//avfdy/\dz:

S (e R B -

1 1 1 Xt Yt Zt
:/0 /0 /o frdet | xs ys zs | didsdr =
Xr Yr Zr

:/0'1 /Ol /Olf"?)((?sy,’f)) :///‘./fxdx/\dy/\dzdtdsdr

1.7.2 Il Teorema del Rotore

Se consideriamo una 1-forma in R3
wy = fdx + gdy + hdz

F=(fgh)

e il campo vettoriale ad essa associato, si ha

dwy = (gx — fy)dx Ndy + (hy — g2)dy Ndz + (hy — f2)dx Ndz
Sia S = S(u,v) una 2—varieta, cioe sia
$:[0,1] x [0,1] = R3
e sia dS la sua frontiera

0S = —5(1,v) U+5(0,v) U+S(u,1) U—S(u,0)

si ha
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/a fdx + gdy + hdz =
s

= [ (gx = fudx Ny + (y = g:2)dy A dz+ (e = f)dx ndz - (1.5)

Ricordando che il versore tangente a 9S ¢ dato da

X y z
T: y ;
X2yt 22 X222 X2 422
y y y

si ha
b
/asfdx+gdy+hdz:/ (fx + gy + hz)dt =

b
= F, TYy/%2 + 12 4 22dt = F, T)ds
a Y S

mentre
/S(gx — fy)dx Ady + (hy — &)dy Ndz + (hy — fo)dx Ndz =
= //D % ((8x fy)m + (hy gz)g((Ziz)) + (hy fz)g((z:zg) vdudv =
= //D<rotF, N)vdudv = //5<rotF, N)do

Si ottiene percio che

/a (ET)ds = / /C (rot F, N)dor (1.6)

La 1.6 € nota come teorema del rotore.

Osserviamo che nella formula compare N e non N,.

Le formule 1.6 e 1.4 assumono un’interessante aspetto nel caso in
cui F = V.

Si ha infatti in tal caso che, se C; € una 2-varieta e C3 & una 3-varieta

/aCZ<Vg0, T)ds =0 (1.7)

V,Nd:// Aodxdyd
//ach) ¢)ds S e, Bedxdydz

Possiamo dimostrare il teorema del rotore come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui

F=1(0,0,h(x,y,2))



per cui
rotF = (hy(x,y,z), —hx(x,y,2),0)

In tal caso si ha

/aS(F, T)ds = /as hdz = /01 h(x(u,0),y(u,0),z(u,0))zy(u,0)—
—h(x(u,1),y(u,1),2z(u,1))zy(u, 1)du+

+/01h(x(l,v),y(l,U),Z(l,v))zv(Lv)_
—h(x(0,v),y(0,v),2(0,v))z,(0,v)dv =
,/01 /01 %h(x(u,v),y(u,v),z(u,v))zu(u,v)dvdu+
- /01 /ol 2 (x(0,0), y(0, ), 2(1,0) 2o, 0)dudo =

1 1
:Au/ — (o + My + hzzo) 20 — hzuo + (X + iy + haza) 2o + hzpududy =

= / / x(Xuzo — Xozu) + hy(Yuzo — Xozy)dudo =

_/ / ay, ygéx Z;dudv—// (rot FN)do

1.7.3 La formula di Green nel piano

Consideriamo la 1 — forma in R?

wi(x,y) = f(x, y)dx + g (x,y)dy
ed il campo vettoriale su R?

F=(f¢g)

Avremo

dwy = (—fy + gx)dx N dy

Sia C = C(t,s) = (x(t,5),y(t,s)) una 2—varieta, cioe sia
C:[0,1] x [0,1] — R?
e sia dC la sua frontiera

oC = —C(1,v) U+C(0,v) U+C(u,1) U —C(u,0)

si ha
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/acfdx+gdy= /(:(—fy+gx)dx/\dy. (1.8)
fa ¢ [e)
\ La 1.8 € nota come teorema di Green e si pu¢ dimostrare come
. segue.
DIMOSTRAZIONE.
‘ Sia
t |

| ¢ :[a,b] x [c,d] - R? , [a,b] % [c,d] > (t,5) — @(t,5) € R?
una parametrizzazione della varieta C e siano

() =¢(tc), 12(s) = @(b,s) , 13(t) = —9(t,d) , 14(s) = —¢(a,s)

a parametrizzazione di 0C

/ng(x,]/)dxdy = /ab /Cdgx(x(t,s),y(tls))%((3;:;/)) dids —
- /ab /Cd Sx (%, y) [xtys — xsyi|dtds =

b pd
= / / |2 y)xiys — g (%, )Xoyt
a c

+ 8y Y)yeys — 8y (% y)ysy: | deds =
= [ [ s+ o
- /ﬂb /cd (82 (2,9 8y (%, y)ys | yedtds =
[ ([ (Ghstottn)) vtespae) as-
_ /ab (/Cd <;Sg(qv(t,5))> ]/t(t/S)ds) dt —

- /cd [8(o(t,9)ys(t,)], 2 - /ubg(qv(t,s))yst(t,s)dt) ds—
- [ (st w1~ [ stottpwate s ) i =
- /Cd [2(0(6,9))ys(b,5) — 3(p(a,5))ys (a,5) | ds—
- /ab (2@t d))yi(t, ) — 2ot €)yi(t ) |dt =

— ’ d
/acg(x y)dy
O

Possiamo osservare che, se y(t) = (x(t),y(t)) per t € [a,b] & una

parametrizzazione di 0C e N ¢ il suo versore normale, N = y, —x) si
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ha

. b
./ac fdx —gdy = / (fx +gy)dt =

_ /ab(F,NM/(xz—i—y'zdt - /BW(F,NMS

Essendo N il versore unitario a oC.

1.7.4 Campi conservativi

Concludiamo questo paragrafo precisando i risultati ottenuti per le
1-forme in R? nell’ambito dello studio dei campi vettoriali.

Definizione 1.9 Sia A C R3 aperto e siano
figh:A—R , f,gheC*A)
Sia
w = fdx 4 gdy + hdz

F=(f,gh)

w e la 1-forma differenziale corrispondente al campo vettoriale F e reciproca-
mente F ¢ il campo vettoriale che corrisponde alla 1-forma w.

Diamo ora alcune definizioni che sono la controparte relativa al
campo F delle definizioni date in precedenza, per le 1-forme w.

Definizione 1.10 Sia F : A — R3, A C R® aperto, un campo vettorale
F = (f, g h). Diciamo che F é un campo chiuso se

rot F = (hy — &z, f- — hx, &x — fy) = (0,0,0)
Diciamo che F é conservativo, oppure che F ammette potenziale, se esiste
p:A— R

tale che
Ve =F

In tal caso ¢ si chiama potenziale di F.

Osserviamo che, evidentemente, un campo vettoriale ¢ chiuso o
conservativo se e solo se la corrispondente 1-forma w e chiusa o esatta,
rispettivamente.

E’ pertanto conseguenza dei precedenti risultati che

Teorema 1.6 Sia F: A — Rk, A ¢ RX aperto; se F & conservativo allora
F e chiuso.
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N

Possiamo osservare che il teorema € immediata conseguenza del
teorema di Schwarz.
Si pud anche dimostrare che

Teorema 1.7 Sia F : A — R3 A C RS aperto, stellato. Se F é chiuso,
allora F e conservativo.

Il campo vettoriale F : R?\ {(0,0)} — R? definito da

Fx,y) = | 59—, 55—
v (x2+y2 x2+y2>
mostra che la condizione A stellato non ¢ inessenziale. Essa puo tut-

tavia essere un po’ attenuata.
A questo scopo definiamo

Definizione 1.11 Sin F: A — R3, A ¢ R3 aperto, e sia 7y una 1-varieta
in ]Rk,'y(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € [a,b]; definiamo

b
/F=/w=/fﬁ@ﬂm+ﬂwmﬂWWWMﬁmm=

(t - . .
- M;WVﬂm+fW+%@W=Lmnws

dove T (t) indica il vettore tangente unitario alla curva -y.

Possiamo dimostrare che

Teorema 1.8 Sia F : A — Rk, A c RF aperto e connesso, un campo
vettoriale; sono condizioni equivalenti

1. F e conservativo;
2. f“r F = 0 su ogni curva chiusa vy contenuta in A;
3. . F dipende solo dagli estremi di -y.

(Per semplicita la funzione F e la funzione -y sono supposte di classe C2,
ma ¢ sufficiente F € C° e «y regolare a tratti.)

DIMOSTRAZIONE.
1) =2)
SeF=V¢gcong:A— IR, siha

[ B = [ osr)x0) + 910900 + ()20t =

= [ L (et = g(3(0)) ~ p(r(a)) =0 (19)

a

2) = 3). Siano 7; e 72 due curve con gli stessi estremi; allora
Y =y1— 72 echiusae

/F:/ F—[ F=o0
Y T T2



3) = 1). Poiché vale 3), se ¢ & una qualunque curva avente per
estremi P = (x,y,z) € Ae Py = (x0,Y0,20) € A fissato, possiamo

definire
ox)= | F
v

Si ha allora, ad esempio

p(x+1y,2) —9x,y2) _ 1/ F
t by

essendo v*(s) = (x+5s,1,2z),0 <s <t
Pertanto

t 7 - r Y, 1 t
Go(x—l— Y Z)t gv(x ]/Z) _ ;/O f(x+s,y,z)ds=f(x+(ft,y,z)

0<o<te

lim 2+ wi —¢(xy,2)

t—0

=lim f(x+ 1) = f(x)

O

Definizione 1.12 Sia A C R3, diciamo che A ¢ semplicemente connesso se
ogni curva chiusa contenuta in A pud essere deformata con continuita sino a
ridursi ad un punto senza uscire da A.

Per la precisione, se 7y, 1 : [a,b] — A sono due curve chiuse, diciamo
che g e 71 sono omotope se esiste P € C2,

P :[0,1] x [a,b] — A
tale che, ses € [0,1] e t € [a, D]

$(0,8) =0(t), (1, t) = (t), ¥(s,a) = (s b)

Diciamo che A é semplicemente connesso se ogni 1-varieta chiusa a valori
in A é omotopa ad un punto di A.

Teorema1.9 Sian F: A — R3 un campo vettoriale chiuso, A C R3, e
siano g e vy, due curve chiuse a valori in A, omotope, allora

F = F.
70 st

DiMmosTRAZIONE. Poiche g e y; sono omotope, esiste S tale che
S$:10,1] x [a,b] — A
tale che, se u € [0,1] e v € [a, b]

5(0,0) = 10(v) , 5(1,0) =11(v), S(u,0)=5(u,1)

(1, 0) -
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Definiamo
Y2(u) = S(u,0) = S(u,1), u€[0,1]
Per il teorema di Stokes avremo

S=72+71—72— 7

/F+/ Pf/F— r= w:/'dw:o
Y2 0t 72 70 Jas JS

e si pud concludere che
[ ] =
T 72

Corollario 1.1 Sia F : A — R* un campo vettoriale, A C R¥ semplice-

per cui

a

mente connesso, allora F e conservativo se e solo se F é chiuso.

1.8 FORME DIFFERENZIALI IN R".

Lo studio delle forme differenziali in R" nasce dalla necessita di sis-
temare in ambito opportuno i concetti di integrale di linea e di inte-
grale di superficie di un campo vettoriale che esprimono a loro volta
i concetti fisici di lavoro lungo una linea e di flusso attraverso una
superficie.

Contemporaneamente, e nello stesso ambito, devono essere sistemati
i concetti di potenziale ed alcuni importanti risultati quali il teorema
di Stokes, che genera nella sua versione pitl estesa teoremi come quelli
di Green, di Gauss, della divergenza.

Osserviamo che R? ed R3 sono gli spazi in cui vengono fatte le piti
numerose applicazioni dei concetti citati.

Cominciamo con il definire il concetto di funzione multilineare su
RRF.

Definizione 1.13 Sia f : (R¥)" — R, diciamo che f & una funzione
n — lineare su R se
f(xl, X2yeo oy Xic1s s Xit1re v oy xn)

¢ lineare su RF VX1,%X2, ..., Xi_1,Xi11,---,Xn € RK,Vi=1,...,n
Una funzione n — lineare in R¥ si dice anche n — tensore in R¥; indicher-
emo con T/ I'insieme degli n — tensori in Rk,

Osserviamo che 7,! & I'insieme delle applicazioni lineari su R¥; in al-
tre parole 7;! coincide con lo spazio duale di R* (si veda la definizione

24.6).
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Definizione 1.14 Siano f € T/" e g € T\", definiamo il prodotto tensoriale
di f per g, e scriviamo f ® g, nella seguente maniera:

f®g: (]Rk)n—i—m SR

fogx, . Xy, Ym) = f(x1, ., x0)8W1, - Ym)

essendo il prodotto a secondo membro "usuale prodotto tra numeri reali.

Un notevole esempio di applicazione lineare che verra spesso usata
nel seguito & dato dall’applicazione

7 RF — R
definita mediante la
m(x)=x; , x=(x1,...,%)
Osserviamo che si ha dmr; = 71; e che pertanto
drmi(x) = x; ;

onde conservare notazioni classiche e intuitivamente agevoli, conver-
remo di indicare l'applicazione d7t; = 71; con il simbolo dx;.
Da quanto detto & anche immediato rilevare che

dx;(h) = h;

(dxi ® dx])(h, k) = hlk]

Con queste notazioni si puo facilmente verificare che

Teorema 1.10 Sia f € T}, allora esistono k" numeri reali f; ;, ;, tali che

k
Z fi]ig..‘in dxil & dxiz Q- ® dxl‘n.

ip=1

k k
f=X -
i1=1 i=1

DIMOSTRAZIONE. Si ha

k k k
flx1,x0,...,%n) = f <Z x}leil,’z xizzeiZ,..., ) x?ﬂein> =

11 =1 12:l iy,:l
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Definizione 1.15 Sia f € 7", diciamo che f ¢ alternante se

Flxq, oo, X, X1, o0, Xn) = —f(X1, .., Xig1, Xiy oo o, Xn)

Vxl,...,xi,xi+1,. .., X € ]Rk
Indichiamo con A}l l'insieme delle applicazioni n — lineari alternanti.

Osserviamo subito che 7, D A” e che 7,1 = Al e lo spazio duale di
L k k k k P
R*.

Teorema 1.11 Se f € A}, n >k, allora f = 0.

DIMOSTRAZIONE.Abbiamo

k k k
f: Z Z Z f(el-l,...,el-n)dxil®~~~®dxl-n
h=1 =1

ip=1

e f(ei,...,e,) = 0in quanto, essendo n > k, almeno due degli argo-
menti di f sono uguali tra loro; siano essi ej; ed ¢; , si ha

f(el-l,...,el-].,...,el-h,...,ein) = —f(el-l,...,eih,...,ei].,...,el-n)

f(eil,...,el-].,...,eih,...,e,-n) =0.

Pertanto sara lecito considerare solamente A}(, A%, cee, A,’z.
Esaminiamo brevemente gli elementi di AL A%, Ag.

A} coincide con 73! e con lo spazio duale di R%; se f € Al siha
f = fidx1 + fodxa + fadxs, (f1, f2, f3) € R

Sottolineiamo che

f(h) = fidx1(h) + fadxa(h) + fadxs(h) =

= fih1 + faha + f3h3
Se f € A siha f € T e pertanto
f = fndxl ®dx1 + f12dX1 ® dxo +f13dx1 ® dxz+

+ fo1dxo ® dxy + fordxo ® dxp + fozdxo @ dxz+
+ f31dX3 ®dxq + fgzdxg R dxy + f33dX3 ® dxs

Dal momento che

fij = fleiej) e fleie)) =—f(ee)
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si ha
fi=0 e fij=—fj

per cui

f=fi2 (dx1 @ dxy —dxy ®dxy) +

+ f13 (dx1 ® dx3 — dx3 ® dx1)+
+ f23 (dxz ® dxz —dxz ® dxz)
e se definiamo
dx; N\ dx]‘ = (dx,' & dx] — dx] (9 dxi)
possiamo scrivere
f = f1dxy Ndxy + fo dxp Adxs + fzdxq Adxs

che pertanto & la forma di una qualunque applicazione 2-lineare alter-
nante in IR?, al variare di (f1, f2, f3) € R®. Si pud facilmente verificare

che
dx; A\ dx] = —de A dx;

e che
dx; Ndx; =0
Inoltre si ha
(dx; Adx;j) Ndxg = dx; A (dxj A dxy)
Se f € Adsiha

f = fio3dx1 @ dxy @ dxs + fizpdx1 @ dxsz @ dxp+
+ f213dXQ ®dx1 ®dxs + f231dX2 Q dxz ® dx1+
+ fa10dx3 @ dx1 @ dxy + f3p1dx3 @ dxp @ dxq

fin=f1=fro=—fiz=—fauz = —faz1 = f1
ed

f=fidx; @ dxy @ dxs + dxy @ dxz @ dx1 + dxz @ dx; @ dxp—
—dx1 ®dx3 Qdxy; —dxy @ dx; @ dxg — dxz @ dxy @ dxp) =
= fdxy Ndxy Ndx3

Si puo infatti verificare che
dxi Ndxy Ndxsz =

=dx1 ®dx, ®dxz + dxy @ dxz @ dxq + dxz ® dx; ® dxp—
—dx1 ®dxz @dxy —dxy ® dxy ® dxz — dxsz @ dxp ® dxyq
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Osserviamo che si puo ricavare un aiuto mnemonico per la com-
posizione del prodotto dx; A dxy A dx3 ricordando che la quantita a
secondo membro & formata dagli stessi prodotti che si ottengono svol-
gendo il determinante della matrice

X1 dX2 dJC3
dxl de ng,
dx1 dX2 dX3

Sottolineiamo, a scanso di equivoci, che il prodotto tensoriale non &
commutativo.
Si puo in generale definire

dxy Ndxy A -+ - Ndxy = Z sgno (dxa(l) & .- ®dx0(k))
O'ESk
dove Si e l'insieme delle permutazioni dei numeri 1,...,k e sgno &

+1 0 —1 a seconda che ¢ si ottenga con un numero pari o dispari di
scambi da {1,2,...,k}.

Definizione 1.16 Sia A C R¥, A aperto, chiamiamo n — forma differen-
ziale in A una funzione

wp:A— A}, n<k.

Osserviamo esplicitamente che assegnare una n — forma differen-
ziale in A, significa ivi definire un certo numero di funzioni reali (ad
esempio, 3 per le 1-forme e le 2-forme in R3).

In altre parole una 1-forma in R3 sara del tipo

wi(x) = fi(x)dxy + fo(x)dxy + f3(x)dx3
mentre una 2-forma si scrivera
wy(x) = f1(x)dxy Adxy + fo(x)dxy Adxs + f3(x)dxy Adxs
e una 3-forma sara
w3(x) = f(x) dxy Adxy Adxs

Aggiungiamo che per 0-forma intenderemo semplicemente una fun-
zione f : A — IR; indicheremo con wy una O-forma su A e si avra
pertanto

wo(x) = f(x)
Passiamo a questo punto a definire una operazione di differenziazione
che trasforma una n — forma in una (n + 1) — forma su A.

A questo scopo € necessario operare differenziazioni sui coefficienti
della forma. Osservazione- Per evitare inutili ed inessenziali appesan-



timenti degli enunciati che seguono nel resto del paragrafo suppor-
remo sempre che le funzioni che trattiamo siano di classe C?(A).

Sia wy, una n — forma in R¥, n < k avremo allora
wp(x) = ) Firig.oin (X) dxiy Adxiy A+ ANdxy,
i <ip<---<ip

La formula di cui sopra é stata ampiamente illustrata nel caso n =
1,2,3 e k = 3; & ovviamente estendibilese k =2en =1,2,esek >3
si pud estendere con piu fatica, ma facendo uso delle sole nozioni fin
qui introdotte.

Ci0 premesso poniamo la seguente:

Definizione 1.17 Sia wy, una n — forma differenziale in A C RF e sia

wp(x) = Z figigooin (X) dxiy Adxi, A - Ndx,

i <ip<---<ip
Definiamo
£ 9
dwn(x) = Z Z %filizmin (x)dx] /\dxl'1 /\dx,'2 AR -/\dxin
i1 <ip<---<ip j=1 ]
dw,, risulta essere una (n + 1) — forma differenziale in A.

E’ immediato verificare che se wy & una 0-forma in A, wy = f(x), si
ha

d 9 d
dwp(x) = afdx —i—a—fdxz—f—a—fdx

ed e evidente 1’analogia con il differenziale di f.
E’ altrettanto ovvio che, se wy & una k-forma in R¥ si ha dwy = 0.
Si puo inoltre provare che

Teorema 1.12 Sia w, una n — forma in A, allora

d(dwy) = 0.

DIMOSTRAZIONE.Si ha

k
dwy(x) = ) ) ( Firin..in (x )dxh> Adxi Ndxi, A+ Ndx;,

1<ip<---<ip h=1

kK k

d(dw'fl)(x) = Z Z Z ax ax fl]lz ln( )

i1<ip<---<iy j=1 h=1

-dxj/\dxh /\dxi] /\dxl'2 AREE /\dxin
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e, tenuto conto del teorema di Schwarz, i termini

92
mfilizmin (x)dxy A dx‘g A dxil A dx,'z JARERIAN dxin
It
e
92
Wfilizwin (x)dxﬁ Ndxg Ndxi Ndxiy A --- Ndx;,
Y
si annullano a due a due. o

A titolo di esempio e di delucidazione dei calcoli effettuati vediamo
che, se w; & una 1-forma in R3

w1 = frdxy + frdxy + fadxs

si ha
dwy = g%d)@ ANdxi + g%dxg Adx1+
2 3
+ %dxl Adxy + %dn A dxy+
dxq dx3
of3 df3
+ Tﬁdgq A dx:J, + Ed?@ A d.X'3
e
*fi P
d(dwy) = 9v301, dxs Ndxy Ndxq + 952073 dxy Adxs A dxg+
2 2
+ ai gi dxs Adxy Adxs + ai gi dxy Adxs A dxot
30X1 10X3
2 2
I fs dxy Ndxy ANdxs + i dx1 Ndxy Adxs
dx20x7 dx10x7

e ogni termine elide il successivo.
Definizione 1.18 Sia wy, una n — forma differenziale in A C R¥, diciamo
che wy, ¢ esatta se esiste una (n — 1) — forma su A, 5,1 tale che
dny—1 = Wy

Wn—1 st chiama primitiva di wy,.
Diciamo che w,, é chiusa se

dw, = 0.
E’ immediata conseguenza del precedente teorema il sequente risultato.

Teorema 1.13 Sia w, una n — forma su A. Se w, é esatta, allora w, é
chiusa.



DIMOSTRAZIONE.Se w, € esatta, w, = dij,_1 e
dwy, = d(dn,—1) = 0.

O

Osserviamo altresi che ogni k — forma in R¥ & chiusa.

A questo punto & importante riconoscere tra le n — forme su R*
quelle esatte e determinarne le primitive. Questo problema infatti ha
notevoli riscontri sia dal punto di vista matematico che dal punto di
vista fisico.

A tale scopo definiamo una operazione I che e in grado, quando
I'insieme A su cui si opera soddisfa opportune proprieta, di trasfor-
mare una n — forma in una (n — 1) — forma primitiva della forma
data.

Definizione 1.19 Sia A C R, diciamo che A ¢ stellato se esiste xg € A
tale che

(I—-t)xo+txe A ,Vxe A, Vte|0,1].
E’ immediato riconoscere che se A é convesso, allora A e stellato, mentre non
¢ vero il viceversa. E’ altrettanto ovvio convincersi che, a meno di traslazioni,
il punto xq puo essere sempre assunto coincidente con l'origine di RE.

Definizione 1.20 Sia wy, una n — forma su A C Rk, e supponiamo A
stellato e aperto. Sia

Wy (x) = Z filiz--~in (x)dx,»l A dxiz JANGERIVAN dxin
1 <ip<---<iy

Definiamo I(wy) come la (n — 1) — forma ottenuta mediante la

Hwa)(x)= Y f(—nf*l ( /Oltnlfiliz...in(tx)dt) X+

i1 <ip<---<iy j=1
-dxil /\...(dxi],) ce Adxl-n
ove si sia indicato con (dxl-j) che il prodotto per dx; deve essere
omesso.
Osserviamo che nella definizione 29.12 non ¢ essenziale supporre

che gli indici siano ordinati: infatti se indichiamo con ¢ la permu-
tazione che trasforma {1,2,...,n} in {o(1),0(2),...,0(n)} si ha

(=) Ydx;, Adxi AL (dxg) - Adx, =
=dx;, N+ Ndx;, = sgno dxl-g(l) A /\dx,-a(n) =
_ sgna(—l)”_l(k)*ldxik A dxiau) A.o(dxg) e A dxig(n)

Possiamo a questo punto provare il seguente fondamentale risul-
tato.

53



54

Lemma 1.1 - Poincare - Sia A C RF aperto e stellato e sia wy una n —
forma su A. Allora

wy = I(dwy) +d(Iwy)

D1MoSTRAZIONE.In virtti della linearita delle operazioni di integrazione
I e differenziazione d di una forma, possiamo limitarci a provare il teo-
rema per la forma

wp(x) = f(x)dx; A--- Ndxy
Si ha

k
dw(x) =Y of (x) dxp Ndxy A -+ - Ndxy

j=1
Inoltre
d(I(wn))(x) =
;; 1)i- 12(9(]/ . txdt—i—ah/ ¢ tx)dt>

cdxy Ndxp A (dxg) - Ndxy =

:]i:l hXZ (—1)/1 (/ t”aa;; (tx)dt) Xj

sdxy Ndxy A (dxg) o Adxg+

1
+n/ (k) dE dxg A A da
0

D’altro canto, se | = {h,1,2,...,n}

I(dwy)(x) 1)/~ 1/ t” (tx)dtx;:
-dxh/\dxl/\...(dxj)--~/\dxn:

k 1 f
= Z/ t" a— (tx)dtxpdxy A - - Adxp+
0

k n
+Y Y (-1 /t” (tx)dtx;:

h=1j=1
sdxp Adxy AL (dxg) - Adxy



Pertanto

I(dwn)(x) +d(Iwy)(x) =
:/0 (Z ai(tx)xh+nt” 1f(t‘x)) dtdxy A--- Ndx, =

/ (t" f(tx))dtdxqy A --- Ndx, =
= f(x)dxy A - ANdxy, = wy

O

Ci occupiamo a questo punto di un importante risultato che estende
il teorema fondamentale del calcolo integrale ed & di grandissima im-
portanza nelle applicazioni.

A questo scopo ¢ necessario definire l'integrale di una n-forma dif-
ferenziale esteso ad un sottoinsieme "n-dimensionale” di R¥, n < k
scelto in una opportuna classe. E’ pertanto prioritario definire tale
classe.

Definizione 1.21 Chiamiamo k-cubo in R¥ 'insieme [0, l]k; osserviamo che,
in particolare, lo O-cubo di R ¢ costituito dal solo elemento {0}.
Chiamiamo n-varietd in R* una funzione, di classe c?

C:[0,1]" —RF0<n<k

C(u) = (x1(u),...... , X (1))
%01 —R, j=1,..k

xj(u) = xj(ul,...,un).

Rileviamo esplicitamente che il termine n-varieta é qui usato in una accezione
molto particolare, senza pretesa di generalitd; ricordiamo anche che una 0-
varieta si riduce ad un singolo punto, una 1-varieta é una curva, una 2-varieta
e una superficie, una 3-varieta é un volume ed in generale una n-varietd é un
sottoinsieme "n-dimensionale” in R¥, eventualmente degenere.

Chiamiamo n-varieta standard in R" la funzione

I":[0,1)" — R"

definita da
I"(x) =x

Dato un n-cubo in R" e naturale definire la sua frontiera come l'insieme delle
sue facce opportunamente orientate.

Se, ad esempio, consideriamo il 2-cubo in R?, [0,1] x [0,1], & natu-
rale definire la sua frontiera come 'unione dei quattro segmenti

55



56

[0,1] x {0}, {1} x [0,1], [0,1] x {1}, {0} x [0,1].

E’ altrettanto ovvio, dato il convenzionale orientamento degli an-
goli, che il primo ed il secondo segmento siano orientati come gli assi
x ed y, rispettivamente, mentre il terzo ed il quarto siano orientati in
senso contrario agli assi x ed y, rispettivamente.

Ora, se rappresentiamo il 2-cubo di IR? come 2-varieta standard

?:[0,1* — R?,

possiamo descrivere la sua frontiera, che indicheremo con 91 medi-
ante le seguenti 1-varieta:

BB =(01), Byt =(ta) , a=01

e possiamo esprimerne 1'orientamento attribuendo ad I(zi %) il coeffi-

ciente (—1)7%.
Pertanto possiamo descrivere la frontiera del 2-cubo come

Y Y (-1 o
— za
i=1 a=o0

Cio suggerisce la seguente definizione di frontiera per una n-varieta:

Definizione 1.22 Sia C : [0,1]" — R* una n-varieta in R; definiamo
Cliay 1 [0,1]"1 — RE
mediante la

C(i,q)(tl ...... , tn_1) = C(i’1 e tii, et tn—l)

l (44
- Cq,

Allo scopo di alleggerire le notazioni del seguente teorema poniamo
anche le seguenti definizioni.

Definizione 1.23 Sia C una n-varietd in Rk, definiamo

ax,] axih

i, i T o

jo (Ao ) et | o0
Jireeeees +Jh i, o o,

au]'h Bujh

essendo iy, ..., iy e j1,...j, una h — upla di indici scelti in {1,2, ..., k}.



Osserviamo che

& noto come jacobiano della trasformazione definita da R" a valori
in R" dalle funzioni Xijyennnen ) Xi, delle variabili Ujpyevennn ,Uj,; €SSO e
spesso indicato con il simbolo

Possiamo provare a questo proposito il seguente risultato:

Lemma 1.2 Sia C una n-varietd in RX, n > 2, allora si ha

essendo iy, ..., iy—1 una (n — 1) — upla di indici scelti in {1,2,...,k} ed
essendosi indicato con 1,...(i)...,nla (n — 1) — upla costituita dai valori
1,2,...,i—1,i+1,...,n

DIMOSTRAZIONE.(1) & immediata conseguenza dello sviluppo di

rispetto alla prima colonna.
Passiamo pertanto a provare (2) per induzione.

Sen =2siha
d axi] d axil N

ﬂauz _Biuzaul a

per il teorema di Schwarz.
Supponiamo pertanto (2) vera per n e proviamola per n + 1; si ha

i 9 i i
_ l+17 Treeeees sitn _
1221( b auijc(l,...(i)...,n—l—l)
=T I 14 (i) O%i i, ... i
_ 1)1 -1 ]+1+(]>z)l1]C( 21' S n )
l;( ) au,«jzll#i( ) o, 1,.(1).(j)., n+1
essendo
0 i<i
(> i) = =
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non appena si sviluppi

i,0eenns ,in
C .
J (1,...(1)...,n+1)
rispetto alla prima colonna e si tengaconto che la i — esima riga non

c’®; (cid causa l'ingresso dell’addendo (j > i) ad esponente di —1).
Pertanto

n+1

g 0 o, e\
Z(_1)+ au,«]C<1,...(i)...,n+1>

=1
+1 1 . . '
:nZ ”i (—1)Hi+G>D) 0%xj, jo(arereeain
duidu;’~ \1,.().(j).,n +1

i=1 j=1,j#i iouj
+ —1)it0=0 2 2 e (Zf'”>
];1 ileﬂ;#J'( ) ouj ou;”~ \1,.(1).(j)., n +1

La seconda somma & nulla per l'ipotesi induttiva, mentre la prima
¢ nulla perché ivi compaiono in corrispondenza dii = a e j = 3, e
viceversa, i termini

con segni opposti. O

Definizione 1.24 Sia w, una n — forma differenziale su R* e sia C una
n-varietd in ]Rk; se

wp = f(x)dxy Ndxi, A--- Ndx;,

definiamo

1,00, ,1n
= ——— | duy ... duy.
/cwn /[0,1]nf(C(u))]C ( 1,...... N ) " H
Usando questa definizione ed il precedente lemma si puo facilmente

provare il seguente importante risultato.

Teorema 1.14 - Stokes - Sia wy,_1 una (n — 1) — forma differen- ziale su
R¥ e sia C una n-varieta in R; allora

Wn—1 :/dwnfl'
aC C

D1iMmosTRAZIONE.Proviamo il teorema per w;,_1 della forma

wp—1 = f(x)dxy Ndxag A -+ ANdxy_q;



la formulazione generale segue dalla linearita dell'integrale e dalla
inessenzialita dell’ordine delle variabili.

Si ha
/ Wyp—-1
aC
L d : L...,n—1
_ _ 1\t . ) 7 7 .
- 12210;)( 1) /[‘0,1]"71 f(c(z,tx)(u))]C(z,zx) ( 11.(1-).111 )

cduy ... (duy) .. oduy, =

L 41 O 1,...,n—1
_ _1\i+1 _1\a+1 . . 4 4 .
SPMEIRP oE Jo s FCamiCin ()
cduy ... (duy) . .oduy =

S o e (rewe (S50 ) )

1

~duiduy ... duy, =

/[w ié(—l)m (]c <11(l;1;1) aiif(C(u))—i—

H(C() - ]C (11()”1)) dudiy . dity =

A1).,n

per il lemma 29.17.2

1 1 1,...,n—1\ @ ox;
_ _1)i+1 sy Y 7,
N /[0,1];1;( 1) ];]C( 1,.(i).,n ) ax]-f(c(”))aui
~dugduy ... duy, =
ko9 " 1 0X; 1,...,n—1
= —f(C(u 1)1 L C(’ - )
/[;,1]” ]; ax]f( ( ))Z;( ) au,-] 1,.(1).,1’1
~dupduy .. .duy, =

per il lemma 29.17.1

k
. i1...,n—=1 i B
= /[0,1]"]; JjC (1,“.,;1 ) ax'f(C(u))dulduz coduy, =

]
= / dwy 1
C

O

1.9 campi vettoriali in R
Definizione 1.25 Sia A C R aperto e siano

fitA—R , f;eC¥A), i=1,...,k
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Sia
k
w= Zfidxi
i=1

k
F=(fi,.--,fK) = ;fz'ei;

diremo che w e la 1-forma differenziale corrispondente al campo vettoriale F e
reciprocamente F ¢ il campo vettoriale che corrisponde alla 1-forma w.

Quanto detto per i campi vettoriali in IR® si pud riscrivere in R

Definizione 1.26 Sin F : A — ]Rk, A C Rk aperto, un campo vettoriale
F=(f1,..., fx). Diciamo che F & un campo chiuso se

ofi _ 9f

dxj  Ix; JVij=1, 0k i

Diciamo che F é conservativo, oppure che F ammette potenziale, se esiste
¢p:A—R

tale che

V¢ =F
In tal caso ¢ si chiama potenziale di F.

Osserviamo che, evidentemente, un campo vettoriale & chiuso o
conservativo se e solo se la corrispondente 1-forma w € chiusa o esatta,
rispettivamente.

E’ pertanto conseguenza dei precedenti risultati che

Teorema 1.15 Sian F: A — Rk, A ¢ RF aperto; se F & conservativo allora
F ¢ chiuso.

Rileviamo che il teorema 29.22 ¢ immediata conseguenza del teo-
rema di Schwarz; meno banale (conseguenza del lemma 29.13) & che

Teorema 1.16 - Sia F: A — Rk, A ¢ RF aperto, stellato. Se F é chiuso,
allora F e conservativo.

Il campo vettoriale F : R?\ {(0,0)} — RR? mediante la

—y x
Flx,y) = | ——, ——
v (x2+y2 x2+y2>
mostra che la condizione A stellato non e inessenziale. Essa puo tut-

tavia essere un po’ attenuata.
A questo scopo definiamo



Definizione 1.27 Sia F: A — ]Rk, A C Rk aperto, e sia C una 1-varieta
in RK, C(t) = (x1(t),..., xx (1)), t € [0,1]; definiamo

AF:Aw=f§yummmw=

1 k )
= [FG0), TN e = [ (Tys

i=1

Allo scopo di provare il sequente risultato é opportuno ricordare che una

N

1-varieta ¢ una curva in R¥ e che pertanto ad essa si possono riferire le
definizioni date per le curve in RE.

Teorema 1.17 - Sia F : A — RK, A C R¥ aperto e connesso, un campo
vettoriale; sono condizioni equivalenti

1. F ¢é conservativo;
2. f7 F = 0 su ogni curva chiusa vy contenuta in A;
3. [, F dipende solo dagli estremi di -y.

(Si osservi che a causa del contesto in cui si opera le componenti della
funzione F e la funzione vy sono supposte di classe C?, ma ¢ sufficiente F € C°
e 7y regolare a tratti.)

DIMOSTRAZIONE.1) = 2). Se F = V¢ con ¢ : A — R, si ha

bka(P
LFangymeW=

_ b%¢ﬁﬁmﬁ:¢wwD—¢WWD:0

a

2) = 3). Siano 7; e U due curve con gli stessi estremi; allora
Y = Y1 — 72 & chiusa e

/F:/IL- F=0
Y T J Y2

3) = 1). Poiché vale 3) possiamo definire, per x € A

o) = | F

dove 7 & una qualunque curva avente per estremi x ed xg € A, fissato.
Si ha allora

P(x+te)) —p(x) _ 1
t _?/%F

essendo 7*(s) = x + se;, 0 < s < . Pertanto
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Plxt te;) —00) _ % /Otfi(x + sej)ds = fi(x + ore;)
0<o:<te
limyo PETI) =0 _ i x4 cver) = filw)

O

Osserviamo che, nell’enunciato del precedente teorema le curve
possono sempre essere supposte di classe C? : infatti, dal momento che
A & aperto e connesso € sempre possibile, per il teorema 24.27, trovare
una funzione continua, lineare a tratti, il cui grafico & costituito da
segmenti paralleli agli assi, che congiunge due punti arbitrariamente
scelti in A. Tale spezzata pud essere resa di classe C2; illustriamo come
cid puo essere fatto nel caso in cui la funzione lineare a tratti sia data

da

(0,t), te[—1,0]
(t,0), t e 0,1]

Osserviamo che I, traccia di y € compatto, quindi per il lemma 30.7
esiste 6 > 0 tale che I' + S(0,0) C A pertanto, ridefiniamo v in (-4, ¢)
nella seguente maniera

— COS —

t+6 5wt t-5 5 mt
2 %% T2 "%

E’ infine notevole il seguente risultato che estende il precedente teo-
rema 29.23.

Definizione 1.28 Sia A C R, se yg, 1 : [0,1] — A sono due 1-varieta
chiuse, diciamo che yy e y; sono omotope se esiste y € C2, ¥ : [0,1] x
[0,1] — A tale che, se t,s € [0,1]

¥(0,8) = v0(t), (1,£) =71(t), ¥(s,0) =¢(s,1)

Diciamo che A é semplicemente connesso se ogni 1-varietd chiusa a valori in
A & omotopa ad un punto di A.

Teorema 1.18 Sia F: A — RN un campo vettoriale chiuso, A C Rk, ¢
siano g e vy, due 1-varieta chiuse a valori in A, omotope, allora

F = F.
Y0 T



DimosTtrAZIONE.Sia C la funzione che rende omotope le due curve e
definiamo
12(t) = C(t,0) = C(t,1), t € [0,1]

Per il teorema di Stokes

/F—l—/ P—/ F — F = w =
T2 T T2 70 aC

:/ dw =0
C
O

Corollario 1.2 Sia F : A — R un campo vettoriale, A C R¥ semplice-
mente connesso, allora F e conservativo se e solo se F é chiuso.

1.10 Curvatura di una linea e di una superficie

1.170.1  Curvatura e torsione di una linea

Sia 7 : [a,b] — R® una linea nello spazio (7 = y(u))

Definiamo il vettore tangente alla linea 7 nel punto (1) medi-
ante la

t(u) = ﬁ(w)

Chiaramente t & un vettore unitario e da 1([t(u)||?> = } possiamo
dedurre, derivando, che

(f(u),t()) =0 =  tlt

Quindi i vettori t e t sono ortogonali e possiamo dire che

Definiamo il vettore normale alla linea -y nel punto () medi-
ante la

t

n(u) = m(u)

ed infine

Definiamo il vettore binormale alla linea 7 nel punto y(u) me-
diante la

b(u) = (tx n)(u)
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Chiaramente i vettori (t,n,b) sono ortogonali ed unitari; costituis-
cono pertanto un sistema di riferimento in R3.

Nel caso in cui la linea v = <(s) sia parametrizzata mediante la
lunghezza d’arco, € ben noto che

()]l =1

, per cui

Se s rappresenta la lunghezza d’arco,

() = 7(s)
) _ )
©) = e = el

Si ha inoltre

. d d . .
(1) = () = - () () = D ey 1 0100 =
_d .
Hgm(HMUWMMMMMWHmM
per cui ar ed ay sono rispettivamente le componenti tangenziale e
normale del vettore 4.
Possiamo inoltre scrivere che

dt dt| || ds dt .
ol = | 5| == & |5 = || e
Definiamo
o |
“\lds
curvatura della linea 7; avremo
[t || = [l (u)]

Quindi

art(u) +ann(u) = y(u) = dH’Y( )H €(1) + ()| [£0) [ (1) =
=$MWWHMWWWwwww:

= 10 + | 2 10 at



ed avremo

art(u) +ann(u) = §(u) = d”zlu Ly + x v n(n)

Dal momento che t = II%H

() 70) = D0y )+ 012 n(w) x )

YO XA _
= F 1@ el =<l

e ne deduciamo

F(u) X y(u)
17 () 12

K =

Nel caso in cui v = 7(s) sia parametrizzata mediante la lunghezza
d’arco s si ha

) =96 . ) =liEl=1 n<s>=|f.<s)|:'7ﬁ(s>|

OO
Pertanto
7(s) = 17(s)lIn(s)
e quindi
Nel caso in cui y sia parametrizzata mediante la lunghezza
d’arco
= [[¥(s)ll
Poiche )
t
b=txn e n=-—
[l
avremo
b=txn+txn=t—+txn=txn

avremo che b_lt e, dal momento che tJ_n, sihab||neb=1n.
Inoltre

n=bxt

A=bxt+bxt=1Tnxt+xbxn=—1b—xt
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1.11  Curvatura di una superficie

1.11.1 Prima Forma Quadratica di una Superficie
Sia

S=Su,v) = (x(u,0),y(u,v),z(uv)) =(xyz2)
una superficie sia

VS = VS(u,0) = (suw,v)) _ <<xu<u,v>,yu<u, ), 2u(1,0)) = (xu,yu,m)

So(u, ) (xo(u,0), yo(u, ), 20 (4, 0)) = (X0, Yo, Z0)
e possiamo calcolare il vettore normale alla superficie mediante la

Su(u,v) x Sy(u,v)

Su(u,v) X Sp(u,v) = (A,B,C) N(u,v) = [1Su(u,0) x Sp(u, )|

Il piano tangente sara definito dall’equazione

(N, (x—x0,¥y—y0,2—20)) =0  cioe  A(x—x9)+B(y—yo)+C(z—z9) =0

u=u(g)

v =10(f)
allora I'(¢)S(u(¢),v(&)) definisce una curva sulla superficie S la cui
lunghezza d’arco si pud calcolare come

Se

d 2

2 2
, d d
IR = (geru@, 0@ ) + (@@ ) + ( (@0
= (xyu+ xvz))2 + (yuut + yvz})z + (zyut + zvz))z =
= (x5 + va + 20) 18 + 2(XuXo + YuYo + ZuZo) U0 + (X5 + Y5 + 25) 07 =
= (Sytt + S0, Sytl + Sy0) = ||Su||?t% 4+ 2(Sy, Sp) 1w + ||y || >0
Definiamo
E = [|S,|]? , F=(S,,S,) , G = |S.|]?
avremo allora
IT(&)||* = Eu® + 2Fu0 + Gso?

Quindi ||T'(¢)||> puo essere identificata mediante la forma quadrat-

ica
(h,k) — EW? + Fhk + Gk

che si chiama ‘ Prima Forma Quadratica Fondamentale | della superfi-

cie S
Possiamo osservare che



F F? F? G
Eu“ + 2Fud + Gsv —E{(h +2Ehk+Ezk>—Ezk +Ek} =
F\> EG-PF?

F\> EG-F
E(h+Ek> +—F—

E

Osserviamo anche che se
SuxS,=(AB,C) , |N| =A%+ B>+ ?

Si ha
A2+ B>+ C?=EG - F?

Infatti cid equivale a
154 % Soll> = [ISull*[ISo1* = (Su, S0)*
cioe a
1Sul1?11S0]1? sin® & = [ISu[|?[|Sol|* — |Sull?|So]1* cos 0

ed infine a
sin?6 = 1 — cos? 6

Sia oraI'(s)S(u(s), v(s)) definisce una curva sulla superficie S parametriz-
zata mediante la sua lunghezza d’arco s
Avremo

IT(s) |12 = Ei?(s) + 2Fu(s)o(s) + Gso?(s) = 1

t = I ¢ il vettore tangente a I'; si ha t = S, + S0 e [t = 1.

e n = ﬁ ¢ il vettore normale a I’; si ha che I" = xn essendo « la
curvatura di T’

b =t x n & il vettore binormale a T’

e N = S¢X5% & i] versore normale a S
[1SuxSo||

* ng =t x N ¢ il versore normale geodesico.

Si calcola che

o d . .
kn=1= %(Suu—FSUU) =

= Syuti? + 28,010 + Spp0* + Syii + Sy¥
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Inoltre, dal momento che I' & parametrizzata mediante la lunghezza

d’arco, si ha

1,. 1
I = =
SEl =5

quindi (I, T) = (I',t) = 0 e I' & ortogonale a t e, nel sistema di riferi-
mento (t, N, ng), possiamo esprimere I' come combinazione lineare di
N e ng.

Avremo cioe che

kn =T = kNN + xgng
* xp si chiama curvatura normale di I’
* g si chiama curvatura geodesica di I'

Dal momento che
(t,N,ng)

€ un sistema ortonormale possiamo calcolare, ricordando che N_LS;, e
NLS,,

ky = (I,N) =
= (Syu, NY 1% 4 2(Sy, NY 110 4 Sy, N)D? 4 (S, NVii + (S, N)5 =
= Lii*> + 2Muio + No?

1.11.2 Seconda Forma Quadratica di una Superficie
La forma quadratica

(h, k) — Lh* 4+ 2Mhk + Nk

si chiama Seconda Forma Quadratica Fondamentale
I coefficienti

L= (Syu,N)
M= <Suv/ N>
N = (Sy, N)

sono elementi caratteristici della superficie S.

Quindi linee su S aventi lo stesso (#,0) hanno la stessa curvatura
normale.

La curvatura geodesica si puo calcolare come segue: Si ha

kn =TI =xNN + xgng

Per definizione ng & ortogonale ad N quindi ng & contenuto nel piano
tangente e si ha, per opportuni «,

Kgng = &Sy + BSo



«, B possono essere determinati utilizzando le seguenti uguaglianze.

Kg(ng, Su) = a[Sull* + B(Sv,su) = aE + BF
Kg(ng, So) = a(Su, s0) + B||So|* = aF + BG

Inoltre, poiche N_LS;, e NLS,, otteniamo

Kkg(ng, Su) = x(n,S,) = (I, Su) =
= ||Su||2ﬁ+ <Svr Su>ij+ <Suu/ Su>u2 +2<SuU, Su>1/h)+ <Svy, Su>f)2 =FEii+Fi+Y

kg (ng, So) = (1, Sy) = (I', ) =
= (Su, So)ii 4 ||So||*3 + +(Suu, So) 11?4+ 2(S 1, So )10 + (Spo, Sp )0 = Fii+ Gi + Z

e dw(i 266 20+

det<§ F) =VEG-—F2=\/A2+B2+C2+#0

Poiche

G

la matrice @& invertibile e si ha

EF\ 1 G -F
F G)] VEG-F2\-F E

()~ ()= (5 ) )

Possiamo infine studiare come varia la curvatura normale xp, de-

e si ricava

terminandone in particolare massimo e minimo valore.

Ricordiamo che, per una curva I'(s) = S(u(s),v(s)) su una super-
ficie S, parametrizzata mediante la lunghezza d’arco,la curvatura nor-
male & data da

kN = Lii? + 2Miio + No?

dove L, M, N sono i coefficienti che definiscono la Seconda Forma
Fondamentale di S.
Il vettore tangente t alla curva I'(s) si determina mediante la

t= Suu+va

69



70

I vettori {S,, Sy} costituiscono una base per il piano tangente ad S;
tuttavia essi non sono sempre ortonormali.

Possiamo ricavare da essi un sistema ortonormale mediante il pro-
cedimento di ortonormalizzazione di Hilbert-Schmidt; possiamo cioe
definire

tzsiu:i e t — Sv*<5v,%>
PTISG T VE 2 ||Sv—<5m%>”

Qualche calcolo ci permette di semplificare un po’ I'espressione di tp

5o (51, %)
t, = =
150 — (S0 S£) |
1 ES, — FS, -
N E v u 2 u 2 N
VISo|? - 28222 4 (s, 5,)2154F
_ 1ES, —FS,y ES, — FS,, ES, — FS,,

E JG-E ~ VE2G _EF2 \JE(EG - I?)

Quindi una base ortonormale per piano tangente ad S ¢ data da

Su ES, — FS,

t1 = e tHh = —mee——
' VE >~ JE(EG - P?)

e possiamo esprimere il vettore tangente unitario t nella forma

ES, — F
t = cos Ot; + sinft, = cos 9i + sinGM

VE VEW

per qualche valore di 6, essendo W = VEG — F?
Si ottiene infine che

W 0 — Fsin® Esin®
cos sin +Sv\fsm Syl 4 S0

E= STy W

Di qui possiamo ricavare 1, v e sostituire nell’espressione di xy; si
ha



— (WCOSG—FSin9)2+2M(WCOSQ—FSin9)\/ESin9+
vVEW VEW?

Esin?0 _

w2

LW? cos? 0 + LF?sin? 6 — 2LFW sin 6 cos § =

+F

= w2
2MEW sin 6 cos @ — 2MEF sin? + NE?sin? ) =
1
+ (LF* — 2MEF + NE?)sin®6) =
1 1 2
= oo ((MEW — LEW) sin26 + LWZJF%SQJr
1 — cos?260

+ (LF* — 2MEF + NEz)f) =

1 LW? — LF? + 2MEF — NE?
= W((MEW — LFW)sin26 + +2 M cos 26+
N LW? + LF? — 2MEF + NE?>

2

MEW — LFW)sin 20 + LW? cos? 6+

=0 + psin26 + 17 cos 20

dove

L(W? + F?) —2MEF + NE?
2EW?2
(ME — FL)W
EW?
_ L(W?—F?)+2MEF — NE?
T= 2EW?

5:

Avremo quindi che

KN = 0 + psin26 + 1 cos 26

e se 0 e scelto in modo che

: _ n
sin26y = o
cos 20y = N

Vit

possiamo scrivere che

kN = 6+ 1/ 12 + 1%(cos 20 cos 20 +sin 20 sin 20) = & + 1/ u% + 5% sin2(6 + 6p)

Otteniamo quindi che
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k1 = maxky = 6+ \/ u% + n?
Ko = maxky = 6 — /2 + 12

K1 € K2 sono le curvature principali (Massima e Minima);
H = Kler—'Q ¢ la curvatura media

K = k115 e la curvatura Gaussiana.

Si calcola che

_ LN-—M?

GL—-2FM+EN
K= H = +

EG — F2 ’ ~ 2(EG-F?)
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