
1. IL TEOREMA DEL LIMITE CEN-
TRALE

Il teorema del limite centrale è un risultato di grande importanza in
quanto sancisce il fatto che la sovrapposizione di un gran numero di
variabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce ad una
variabile con distribuzione normale (gaussiana).

Più precisamente possiamo dire che
Siano

ξ1, ξ2, ....., ξn

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di proba-
bilità con media µ e varianza σ2.

Siano
η1, η2, ....., ηn

le corrispondenti variabili normalizzate

ηk =
ξk − µ

σ

e consideriamo la variabile aleatoria ζ definita da

ζn =
η1 + η2 + ... + ηn√

n

(Poichè E(ηi) = 0 avremo che E(ζn) = nE(η1 + η2 + ... + ηn) = 0 e
inoltre, poichè Var(ηi) = 1 avremo che Var(η1 + η2 + ... + ηn) = n e
quindi Var(ζn) = 1)

Si ha
ζn =

ξ1 + ξ2 + ... + ξn − nµ√
nσ

e si può dimostrare che

lim
n→+∞

P(α ≤ ζn ≤ β) =
1√
2π

∫ β

α
e−x2/2dx

o equivalentemente che

lim
n→+∞

P(a ≤ ξ1 + ξ2 + ... + ξn ≤ b) =
1√
2π

∫ b−nµ√
nσ

a−nµ√
nσ

e−x2/2dx
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1.1 Un caso particolare del Teorema del Limite Centrale: il teo-
rema di DeMoivre-Laplace

Sia ξn la variabile aleatoria binomiale definita dalla somma di n vari-
abili Bernoulliane indipendenti ξ relative ad una prova con probabilità
di successo p e probabilità di insuccesso q = 1− p.

ξn = ξ + ξ + ξ + .... + ξ

La media di ξ è µ = p, la sua varianza è σ =
√

pq per cui la media di
ξn è np la sua varianza è

√
npq mentre la sua densità di probabilità è

definita, per k− 1
2 ≤ x ≤ k + 1

2 da

Bn(x) = P(ξn = k) = P(k− 1
2
≤ ξn ≤ k +

1
2
) =

(
n
k

)
pkqn−k

e, utilizzando la Formula di Stirling,

Bn(h) ≈≈
nne−n

√
2πn

hhe−h
√

2πh(n− h)(n−h)e−(n−h)
√

2π(n− h)
phq(n−h)

Sia
ζn =

ξn − np
√

npq

la variabile aleatoria ottenuta normalizzando ξn e sia Gn(x) la sua PDF.
Avremo che

∫ k+ 1
2
√

npq

k− 1
2
√

npq

Gn(x)dx = P(k− 1
2
√

npq
≤ ζn ≤ k +

1
2
√

npq
) =

= P(k√npq− 1
2
≤ ξn − np ≤ k

√
npq +

1
2
) =

= P(np + k
√

npq− 1
2
≤ ξn ≤ np + k

√
npq +

1
2
) =

= Bn(np + k
√

npq)

da cui

1
√

npq
Gn(k) ≈ Bn(np + k

√
npq)

e
Gn(k) ≈

√
npqBn(np + k

√
npq)

Possiamo ora mostrare che

√
npqBn(np + k

√
npq)→ 1√

2π
e−

k2
2

Avremo
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Bn(h) =≈
nne−n

√
2πn

hhe−h
√

2πh(n− h)(n−h)e−(n−h)
√

2π(n− h)
phq(n−h) =

=
1√
2π

√
n

h(n− h)
nn

hh(n− h)n−h phq(n−h)

e definendo δ = k
√

pq,

h = np+ k
√

npq = np+ δ
√

n da cui n− h = n−np− k
√

npq = nq+ δ
√

n

si ha

√
npqBn(np + δ

√
n) ≈

= αnβn =

(
√

npq
1√
2π

√
n

(np + δ
√

n)(nq− δ
√

n)

)
(

nn

(np + δ
√

n)(np+δ
√

n)(nq− δ
√

n)(nq−δ
√

n))
p(np+δ

√
n)q(nq−δ

√
n)

)

Osserviamo subito che

αn =
√

npq
1√
2π

√
n

(np + δ
√

n)(nq− δ
√

n)
→ 1√

2π

e che

βn =
nn

(np + δ
√

n)(np+δ
√

n)(nq− δ
√

n)(nq−δ
√

n)
p(np+δ

√
n)q(nq−δ

√
n) =

=
nnp+δ

√
n+nq−δ

√
n

(np + δ
√

n)(np+δ
√

n)(nq− δ
√

n)(nq−δ
√

n)
p−(np+δ

√
n)q(nq−δ

√
n) =

npnp+δ
√

n

(np + δ
√

n)(np+δ
√

n)

nqnq−δ
√

n

(nq− δ
√

n)(nq−δ
√

n)

Si ha

βn =

(
1 +

δ

p
√

n

)−np−δ
√

n (
1− δ

q
√

n

)−nq+δ
√

n
=

= e
(−np−δ

√
n) ln

(
1+ δ

p
√

n

)
+(−nq+δ

√
n) ln

(
1− δ

q
√

n

)



4

Ma

(−np− δ
√

n) ln
(

1 +
δ

p
√

n

)
+ (−nq + δ

√
n) ln

(
1− δ

q
√

n

)
≈

≈ (−np− δ
√

n)
(

δ

p
√

n
− δ2

2p2n

)
+(−nq+ δ

√
n)
(
− δ

q
√

n
− δ2

2q2n

)
≈

− npδ

p
√

n
+

npδ2

2p2n
− δ2

p
+

δ3

2p2
√

n
+

nqδ

q
√

n
+

nqδ2

2q2n
− δ2

q
+

δ3

2q2
√

n
=

= +
δ2

2p
− δ2

p
+

δ3

2p2
√

n
+

δ2

2q
− δ2

q
+

δ3

2q2
√

n
→

→ −
(

δ2

2p
+

δ2

2q

)
=

= −h2 pq
2p
− h2 pq

2q
= −h2

2

Pertanto

βn → e
−k2

2

ed infine

√
npqBn(np + k

√
npq) =

√
npqBn(np + δ

√
n)→ 1

2
√

π
e−

k2
2

Quindi possiamo affermare che

P(a ≤ ξn ≤ b) = P(a ≤ ξ + ξ + ξ + .... + ξ ≤ b) ≈

≈ 1√
2π

∫ b−np√
npq

a−np√
npq

e−x2/2dx = G(
b− np
√

npq
)− G(

a− np
√

npq
)

dove
G(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−x2/2dx

è la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata.

1.2 Un altro caso particolare del Teorema del Limite Centrale

Sia ξn la variabile aleatoria definita dalla somma di n variabili Poisso-
niane ξ di media λ.

ξn = ξ + ξ + ξ + .... + ξ

La media di ξ è µ = λ, la sua varianza è σ =
√

λ per cui la media di
ξn è nλ la sua varianza è

√
nλ mentre la sua densità di probabilità è

definita da

Hn(k) = P(ξn = k) =
(nλ)k

k!
e−nλ
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Possiamo normalizzare la variabile aleatoria ξn mediante la

ξn − nλ√
nλ

la cui funzione densità di probabilità è data da
√

nλHn(nλ + k
√

nλ)

Possiamo mostrare che
√

nλHn(nλ + k
√

nλ)→ 1√
2π

e−
k2
2

Avremo infatti che

√
nλHn(nλ + k

√
nλ) =

=
√

nλ
(nλ)nλ+k

√
nλe−nλ

(nλ + k
√

nλ)nλ+k
√

nλe−nλ−k
√

nλ

√
2π(nλ + k

√
nλ)

=

=
1√
2π

√√√√ 1
1 + k√

nλ

1(
1 + k√

nλ

)nλ+k
√

nλ

1

e−k
√

nλ
=

Si verifica subito che

1√
2π

√√√√ 1
1 + k√

nλ

→ 1√
2π

mentre
1(

1 + k√
nλ

)nλ+k
√

nλ

1

e−k
√

nλ
= e−εn

dove

εn = (nλ + k
√

nλ) ln
(

1 +
k√
nλ

)
− k
√

nλ

Usando lo sviluppo di Taylor del logaritmo avremo allora

εn ≈ (nλ + k
√

nλ)

(
k√
nλ
− k2

2nλ

)
− k
√

nλ =

= k
√

nλ− k2

2
+ k2 − k2

2
− k3

2
√

nλ
− k
√

nλ→ k2

2

Se ne deduce che
εn → e−

x2
2

e si può concludere.
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1.2.1 Approssimazione della Distribuzione Binomiale mediante la
Distribuzione Normale

Il teorema di De Moivre-Laplace, qualora il numero di prove n sia
grande, permette di approssimare una distribuzione binomiale medi-
ante la distribuzione normale standardizzata.

Nella pratica l’approssimazione si usa se np, nq ≥ 5 essendo p la
probabilità di successo e q = 1− p.

Ad esempio si può calcolare la probabilità che su 10 lanci di una
moneta non truccata si abbiano un numero di teste ξ compreso tra 3 e
6, tenendo conto che

P (3 ≤ ξ ≤ 6) = P

(
3− 1

2 − 5√
2.5

≤ zn ≤
6 + 1

2 − 5√
2.5

)
=

= P (−1.58 ≤ zn ≤ 0.95)

Se G è la CDF Gaussiana standardizzata avremo:

P (−1.58 ≤ zn ≤ 0.95) = G(0.95)−G(1.58) = 0.8289− 0.0571 = 0.7718

Possiamo confrontare il risultato con quello ottenuto direttamente
mediante i valori della distribuzione cumulativa binomiale B10 relativa
a 10 lanci; in questo modo si ottiene

B10(6)− B10(2) = 0.8281− 0.0547 = 0.7734

ed osservare che l’errore di approssimazione commesso è dell’ordine
di 0.0016

Seguono le istruzioni Matlab per calcolare

G(0.95)− G(1.58)) = normcdf(0.95,0,1)-normcdf(-1.58,0,1)

e

B10(6)− B10(2) = cdf(’bino’,6,10,1/2)-cdf(’bino’,3,10,1/2)



2. I Test Statistici

2.1 Le distribuzioni legate ai test statistici.

2.1.1 La distribuzione χ2

La variabile aleatoria χ2 a ν gradi di libertà restituisce la somma dei
quadrati di ν variabili aleatorie ξi indipendenti, aventi distribuzione
gaussiano con media 0 e varianza 1 (distribuzioni normali standardiz-
zate).

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + ... + ξ2
ν

Distribuzione χ2 ad 1 grado di libertà.

0 1 2 3
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 2.1: .

Per ricavare la PDF della distribuzione χ2 a ν gradi di libertà è
opportuno procedere come segue.

2.1.2 χ2 ad 1 grado di libertà

Se ξ è una variabile aleatoria gaussiana standard e se η = ξ2, la PDF
ϕ di η è data da

ϕ(t) =

 1√
2π

e−
s
2√
s s ≥ 0

0 s < 0

Infatti si ha

P(η ≤ α) = P(ξ2 ≤ α) = P(−
√

α ≤ ξ ≤
√

α) =

=
1√
2π

∫ √α

−
√

α
e−

t2
2 dt =

2√
2π

∫ √α

0
e−

t2
2 dt =

posto s = t2, per cui ds = 2tdt

=
2√
2π

∫ α

0

e−
s
2

2
√

s
ds =

1√
2π

∫ α

0

e−
s
2
√

s
ds
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2.1.3 χ2 a 2 gradi di libertà

Se η1, η2 sono variabili aleatorie ηi = ξ2
i con ξi gaussiana standard e

se η = η1 + η2, la PDF ϕ di η è data da

ϕ(t) =

 1
2 e−

s
2 s ≥ 0

0 s < 0

Infatti, se chiamiamo ϕi la PDF di ηi, si ha

ϕ(s) =
∫ +∞

−∞
ϕ1(t)ϕ2(s− t)dt =

=
∫ s

0
ϕ1(t)ϕ2(s− t)dt =

1
2π

∫ s

0

e−
t
2 e−

s−t
2

√
t
√

s− t
dt =

=
1

2π
e−

s
2

∫ s

0

1√
t
√

s− t
dt

Distribuzione χ2 a 2 gradi di libertà
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Figure 2.2: .

Posto
√

t(s− t) = ut si ha

t(s− t) = u2t2 , s− t = u2t , s = (1 + u2)t

t =
s

1 + u2 , dt = − 2us
(1 + u2)2 du

per cui

∫ 1√
t(s− t)

dt =
∫
− 2us

ut(1 + u2)2 du =

=
∫
− 2us

u s
1+u2 (1 + u2)2 du = −2

∫ 1
1 + u2 du =

= −2 arctan(u) = −2 arctan

√
s− t

t

Ne viene∫ s

0

1√
t
√

s− t
dt = −2 arctan

√
s− t

t

∣∣∣s
0
= 2

π

2
= π

e si può dedurre che

ϕ(s) =
1

2π
e−

s
2 π =

1
2

e−
s
2

è la distribuzione di η.

2.1.4 χ2 a ν gradi di libertà

Possiamo ora provare che la variabile aleatoria

η = η1 + η2 + ·+ ην = ξ2
1 + ξ2

2 + ·+ ξ2
ν
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dove ξi sono variabili aleatorie gaussiane normalizzate, ha una PDF
definita da

ϕν(u) =
1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)u

ν
2−1e−

u
2

Distribuzione χ2 a 6 gradi di libertà

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figure 2.3: .

Le verifiche fatte precedentemente consentono di affermare che la
precedente affermazione è vera per ν = 1 e per ν = 2. Pertanto per
verificare la medesima è sempre vera sarà sufficiente provare che, sup-
posta vera per ν è vera anche per ν + 2.

Si ha

ϕν+2(u) = ϕν(u) ∗ ϕ2(u) =
∫ u

0

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) (u− t)

ν
2−1e−

u−t
2

1
2

e−
t
2 dt =

=
1

2
ν
2 +1Γ

(
ν
2
) e−

u
2

∫ u

0
(u− t)

ν
2−1du =

1

2
ν
2 +1Γ

(
ν
2
) e−

u
2

[
− (u− t)

ν
2

ν
2

]u

0

=

=
1

2
ν
2 +1Γ

(
ν
2
) e−

u
2
(u)

ν
2

ν
2

=
1

2
ν
2 +1Γ

(
ν
2 + 1

)u
ν
2 e−

u
2

Media, varianza della variabile aleatoria χ2 sono date da

µ = ν

σ2 = 2ν

Infatti

µ =
∫ +∞

0

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)uu

ν
2−1e−

u
2 du =

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ +∞

0
u

ν
2 e−

u
2 du =

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ +∞

0
(2t)

ν
2 e−t2dt

2
ν
2 +1Γ

(
ν
2 + 1

)
2

ν
2 Γ
(

ν
2
) =

2
ν
2 +1 ν

2 Γ
(

ν
2
)

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) = ν

mentre

∫ +∞

0

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)u2u

ν
2−1e−

u
2 du =

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ +∞

0
u

ν
2 +1e−

u
2 du =

1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ +∞

0
(2t)

ν
2 +1e−t2dt

2
ν
2 +2Γ

(
ν
2 + 2

)
2

ν
2 Γ
(

ν
2
) =

2
ν
2 +2( ν

2 + 1) ν
2 Γ
(

ν
2
)

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) = 4(

ν

2
+ 1)

ν

2

e
σ2 = 4(

ν

2
+ 1)

ν

2
− ν2 = 2ν
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Inoltre la generatrice dei momenti della variabile aleatoria χ2 è

Mχ2(t) = (1− 2t)−ν/2

2.1.5 La distribuzione T di Student.

È la distribuzione di una variabile aleatoria T che restituisce il rapporto

T =
ξ√

η
ν

dove ξ è una variabile aleatoria con densità di probabilità gaussiana
normale (media 0 e varianza 1) ed η è una variabile aleatoria con dis-
tribuzione χ2 a ν gradi di libertà

Per ricavare la PDF di student cominciamo con l’osservare che:

2.1.6

Se ξ è una variabile aleatoria con densità χ2 a ν gradi di libertà, la sua
PDF sarà data da

ϕν(u) =
1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)u

ν
2−1e−

u
2

Sia η la variabile aleatoria definita da

η =

√
ξ

ν

Avremo che

P(η ≤ α) = P
(√

ξ

ν
≤ α

)
= P(ξ ≤ να2) =

=
1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ να2

0
u

ν
2−1e−

u
2 du =

posto t =
√

u
ν da cui u = νt2 e du = 2νtdt

=
1

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) ∫ α

0
tν−2ν

ν
2−1e−

νt2
2 2νtdt =

1

2
ν
2−1Γ

(
ν
2
) ∫ α

0
tν−1ν

ν
2 e−

νt2
2 dt

e possiamo concludere che la PDF di η è data da

ϕ(t) =


1

2
ν
2−1Γ( ν

2 )
tν−1ν

ν
2 e−

νt2
2 t ≥ 0

0 t < 0

2.1.7

Sia ora η1 una variabile aleatoria gaussiana standard, la cui PDF è
ovviamente data da

g1(u) =
1√
2π

e−
u2
2
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e sia η2 =
√

ξ
ν dove ξ è una variabile aleatoria con densità χ2 a ν gradi

di libertà; per quanto detto in precedenza la PDF di η2 è nulla prima
di 0 ed è data da

g2(t) =
1

2
ν
2−1Γ

(
ν
2
) tν−1ν

ν
2 e−

νt2
2

per t ≥ 0.
La variabile aleatoria T di student è definita mediante la

T =
η1

η2

e possiamo ricavarne la PDF ϕ ricordando che si tratta del quoziente
di due variabili aleatorie di cui conosciamo la densità di probabilità.

Avremo:

ϕ(t) =
∫ +∞

0
x

1

2
ν
2−1Γ

(
ν
2
) xν−1ν

ν
2 e−

νx2
2

1√
2π

e−
t2x2

2 dx =

=
ν

ν
2

√
2π2

ν
2−1Γ

(
ν
2
) ∫ +∞

0
xνe−

x2
2 (ν+t2)dx =

posto x2

2 (ν + t2) = s si ha x =
√

2s
ν+t2 e dx =

√
2ds√

ν+t22
√

s

=
ν

ν
2

√
2π2

ν
2−1Γ

(
ν
2
) ∫ +∞

0

2
ν
2 s

ν
2

(ν + t2)
ν
2

e−s
√

2√
ν + t2

1
2
√

s
ds =

=
ν

ν
2 2

ν
2−

1
2

√
2π2

ν
2−1Γ

(
ν
2
) 1

(ν + t2)
ν+1

2

∫ +∞

0
s

ν
2−

1
2 e−sds =

=
ν

ν
2

√
πΓ
(

ν
2
) 1

(ν)
ν+1

2 (1 + t2

ν )
ν+1

2

∫ +∞

0
s

ν+1
2 −1e−sds =

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
)
(1 + t2

ν )
ν+1

2

Distribuzione di Student a 5 gradi di libertà
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Figure 2.4: .

Pertanto la funzione di distribuzione della variabile aleatoria T a ν

gradi di libertà è data da:

ϕ(t) =
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) (1 +

t2

ν

)− ν+1
2

La media e la varianza di T risultano essere

µ = 0

σ2 =
ν

ν− 2
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Infatti

µ =
∫ +∞

−∞

Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) t
(

1 +
t2

ν

)− ν+1
2

dt = 0

per la simmetria dell’integranda;
Inoltre

σ2 =
∫ +∞

−∞

Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) t2
(

1 +
t2

ν

)− ν+1
2

dt =

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) ∫ +∞

−∞

νt
2

(
− 2

ν− 1

)
d
dt

(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

dt =

integrando per parti

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
)
−( νt

ν− 1

)(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

∣∣∣∣∣∣
+∞

−∞

+
ν

ν− 1

∫ +∞

−∞

(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

dt

 =

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) ν

ν− 1

∫ +∞

−∞

(
1 +

t2

ν− 2
ν− 2

ν

)− ν−1
2

dt =

posto s = t
√

ν−2
ν

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) ν

ν− 1

∫ +∞

−∞

(
1 +

s2

ν− 2

)− ν−1
2
√

ν

ν− 2
ds =

=
Γ
(

ν+1
2

)
√

νπΓ
(

ν
2
) ν

ν− 1

√
ν

ν− 2

√
(ν− 2)πΓ

(
ν−2

2
)

Γ
(

ν−1
2

) =

=
Γ
(

ν+1
2

)
Γ
(

ν
2
) ν

ν− 1
Γ
(

ν−2
2
)

Γ
(

ν−1
2

) =
ν
2 −

1
2

ν
2 − 1

=
ν

ν− 2

2.1.8 La distribuzione F di Fisher.

È la distribuzione di una variabile aleatoria F che restituisce il rapporto

F =
η/µ

ξ/ν

dove η ed ξ sono variabili aleatorie con distribuzione χ2 a µ e ν gradi
di libertà, rispettivamente.

Per ricavare la PDF di F ricordiamo che la PDF g di η/µ è data da

g(u) =
µ

2
µ
2 Γ
( µ

2
) (µu)

µ
2−1e−

µu
2

mentre la PDF f di ξ/ν è data da

f (u) =
ν

2
ν
2 Γ
(

ν
2
) (νu)

ν
2−1e−

νu
2
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Possiamo quindi ricavare la PDF ϕ di F = η/µ
ξ/ν usando quanto

conosciamo sul rapporto di due variabili aleatorie.
Avremo

ϕ(t) =
∫ +∞

0
x

ν

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)ν

ν
2−1x

ν
2−1e−

νx
2

µ

2
µ
2 Γ
( µ

2
)µ

µ
2−1(tx)

µ
2−1e−

µtx
2 dx =

=
ν

ν
2 µ

µ
2

2
ν
2 Γ
(

ν
2
)

2
µ
2 Γ
( µ

2
) ∫ +∞

0
x

ν
2 e−

νx
2 t

µ
2−1x

µ
2−1e−

µtx
2 dx =

= t
µ
2−1Cν,µ

∫ +∞

0
x

ν+µ
2 −1e−

x
2 (ν+tµ)dx =

posto x
2 (ν + tµ) = s si ha dx = 2

ν+tµ ds

= t
µ
2−1Cν,µ

∫ +∞

0

(
2s

ν + tµ

) ν+µ
2 −1

e−s 2
ν + tµ

ds =

=
t

µ
2−1Cν,µ2

ν+µ
2

(ν + tµ)
ν+µ

2

∫ +∞

0
s

ν+µ
2 −1e−sds =

=
ν

ν
2 µ

µ
2 Γ
(

ν+µ
2

)
2

ν+µ
2

2
ν
2 2

µ
2 Γ
(

ν
2
)

Γ
( µ

2
) t

µ
2−1

(ν + tµ)
ν+µ

2

=

=
ν

ν
2 µ

µ
2 Γ
(

ν+µ
2

)
Γ
(

ν
2
)

Γ
( µ

2
) t

µ
2−1(ν + tµ)−

ν+µ
2

Distribuzione di Fisher a 10 e 5 gradi di libertà
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Figure 2.5: .

Pertanto la funzione di distribuzione della variabile aleatoria F è
data da

ϕ(t) =


ν

ν
2 µ

µ
2 Γ( ν+µ

2 )
Γ( ν

2 )Γ( µ
2 )

t
µ
2−1(ν + tµ)−

ν+µ
2 t > 0

0 altrimenti

la media e varianza risultano essere

µ =
ν2

ν2 − 2

σ2 =
2ν2

2(ν1 + ν2 − 2)
ν1(ν2 − 4)(ν2 − 2)2

Infatti posto

C(µ, ν) =
ν

ν
2 µ

µ
2 Γ
(

ν+µ
2

)
Γ
(

ν
2
)

Γ
( µ

2
)
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∫ +∞

0
tk+1 ϕ(t)dt = C(µ, ν)

∫ +∞

0
t

µ
2 +k(ν+ tµ)−

ν+µ
2 dt = C(µ, ν)

∫ +∞

0
t

µ
2 +k

(
ν
(

1 + t
µ

ν

))− ν+µ
2 dt =

= C(µ, ν)ν−
ν+µ

2

∫ +∞

0
t

µ
2 +k

(
1 + t

µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

ν− 2k− 2
µ + 2k + 2

µ

ν

)− ν+µ
2

dt =

posto s = ν−2k−2
µ+2k+2

µ
ν t

= C(µ, ν)ν−
ν+µ

2

∫ +∞

0
s

µ
2 +k

(
ν

µ

µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

) µ
2 +k+1 (

1 + s
µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

)− ν+µ
2

dt =

= C(µ, ν)ν−
ν+µ

2

(
ν

µ

µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

) µ
2 +k+1 ∫ +∞

0
s

µ
2 +k

(
1 + s

µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

)− ν+µ
2

dt =

= ν−
ν+µ

2

(
ν

µ

µ + 2k + 2
ν− 2k− 2

) µ
2 +k+1 C(µ, ν)

C(µ + 2k + 2, ν− 2k− 2)
=

=
ν

ν
2 µ

µ
2 ν−

ν+µ
2 ν

µ
2 +k+1(µ + 2k + 2)

µ
2 +k+1

µ
µ
2 +k+1(ν− 2k− 2)

µ
2 +k+1(ν− 2k− 2)

ν
2−k−1(µ + 2k + 2)

µ
2 +k+1

Γ
(

ν+µ
2

)
Γ
(

ν
2 − k− 1

)
Γ
( µ

2 + k + 1
)

Γ
(

ν
2
)

Γ
( µ

2
)

Γ
(

ν+µ
2

) =
νk+1

µk+1

Γ
(

ν
2 − k− 1

)
Γ
( µ

2 + k + 1
)

Γ
(

ν
2
)

Γ
( µ

2
)

Siamo così in grado di calcolare i momenti rispetto all’origine di
ogni ordine

Per k = 0 otteniamo il momento di ordine 1, Cioè la media,

∫ +∞

0
tϕ(t)dt =

ν

µ

Γ
(

ν
2 − 1

) µ
2 Γ
( µ

2
)(

ν
2 − 1

)
Γ
(

ν
2 − 1

)
Γ
( µ

2
) =

ν

ν− 2

mentre per k = 1 possiamo calcolare la varianza come segue

∫ +∞

0
t2 ϕ(t)dt =

ν2

µ2
Γ
(

ν
2 − 2

) µ
2
( µ

2 + 1
)

Γ
( µ

2
)(

ν
2 − 1

) (
ν
2 − 2

)
Γ
(

ν
2 − 2

)
Γ
( µ

2
) =

=
ν2

µ2
µ(µ + 2)

(ν− 2)(ν− 4)

σ2 =
ν2

µ2
µ(µ + 2)

(ν− 2)(ν− 4)
−
(

ν

ν− 2

)2
=

2ν2(µ + ν− 2)
µ(ν− 2)(ν− 4)

2.1.9 La Distribuzione T2

Il quadrato T2 di una variabile aleatoria di Student a ν gradi di libertà
è una variabile aleatoria di Fisher con (1, ν) gradi di libertà, infatti T è
una variabile aleatoria che restituisce il rapporto

T =
ξ√

η
ν
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dove ξ è una gaussiana normale ed η ha distribuzione χ2 a ν gradi di
libertà, per cui

P(T2 ≤ α) = P
(

ξ2

η
ν

≤ α

)

Osservando che ξ2, in quanto quadrato di una gaussiana normale,
ha una distribuzione χ2 a un grado di libertà, possiamo concludere
che T2 è una distribuzione di Fisher a (1, ν) gradi di libertà.

2.1.10 Test Statistici.

Definiamo
H0 l’affermazione che vogliamo sottoporre a test
e
Ha o H1 una affermazione alternativa.
Va subito detto che Ha non è necessariamente la negazione di H0

ed anzi, in corrispondenza di una stessa ipotesi H0 si possono pro-
grammare diversi test semplicemente scegliendo differenti ipotesi al-
ternative Ha ciascuna delle quali in grado di mettere in luce differenti
aspetti significativi.

Un esempio classico in grado di illustrare la situazione è il meccan-
ismo di giudizio in un sistema giuridico nel quale:

Un individuo è considerato non colpevole fino a che non è provata
la sua colpevolezza oltre ogni ragionevole dubbio.

Implicitamente una tale affermazione ritiene molto più grave giudi-
care colpevole un non colpevole piuttosto che giudicare non colpevole
un colpevole.

Nei termini prima espressi avremo
H0 non colpevole
e
Ha colpevole oltre ogni ragionevole dubbio.
Rigettare H0, nel caso in cui H0 sia vera, significa giudicare colpev-

ole un non colpevole ed è considerato più grave di di accettare Ha nel
caso in cui Ha sia falsa, cioè nel caso in cui si giudichi non colpevole
oltre ogni ragionevole dubbio un colpevole.

Diciamo che si commette un errore di I specie se si rigetta H0 nel
caso in cui H0 è vera. (Si condanna un innocente).

Diciamo che si commette un errore di I I specie se si rigetta Ha nel
caso in cui Ha è vera. (Si assolve un colpevole, ma non oltre ogni
ragionevole dubbio).

Definiamo inoltre
P( errore di I specie) = α livello di significatività del test.
P( errore di I I specie) = β potenza del test.
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2.1.11

Riprendendiamo il semplice ma significativo esempio che abbiamo già
in precedenza considerato:

progettare un test per stabilire se una moneta è truccata;
con lo scopo di sottolineare la corrispondenza tra definizioni teoriche

e scelte pratiche.
Cominciamo con lo stabilire un chiaro quadro di riferimento.
Indichiamo con p la probabilità che esca Testa e con q la probabilità

che esca Croce. e lanciamo la moneta n = 100 volte; chiamiamo T il
numero di teste uscito e stabiliamo di adottare un livello di significa-
tività α = 0.05.

Se la moneta non è truccata T è una variabile aleatoria che ha una
distribuzione binomiale (bernoulliana) di media µ e scarto quadratico
σ dati da

µ = np = 50 , σ =
√

npq = 5

e può essere approssimata con una variabile aleatoria normale stan-
dardizzata z definita dalla

z =
nt − µ

σ

2.1.12

Consideriamo l’ipotesi da testare
H0 la moneta non è truccata cioè p = q = 1

2 .
a fronte della’ipotesi alternativa
Ha la moneta è truccata cioè p 6= 1

2 , q 6= 1
2 .

In questo caso giudicheremo la moneta truccata se T è troppo grande
p > 0.5 oppure se T è troppo piccolo p < 0.5 ed avremo un livello di
significatività α = 0.05 se

P(z < −za oppure z > za) = 0.05

Dovrà quindi essere

0.05 = P(z > za)+ P(z < −za) = 2P(z > za) = 2(1− P(z < za)) = 2(1− F(za))

da cui

F(za) = 1− 0.025 = 0.975 , za = F−1(0.975) = 1.96

Rigetteremo cioè H0 se z < −za = −1.96 oppure se z > za = 1.96
cioè se

T − µ

σ
< −1.96 oppure

T − µ

σ
> 1.96

T < µ− 1.96σ ≈ 40 oppure T > µ + 1.96σ ≈ 60
Figure 2.6: .
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Riassumendo possiamo affermare che decidendo di accettare l’ipotesi
H0 che la moneta non sia truccata a fronte dell’ipotesi alternativa Ha

che p 6= 0.5 nel caso che il numero di teste uscite sia compreso tra 40
e 60, la probabilità di commettere un errore di prima specie e cioè di
rigettare l’ipotesi la moneta non è truccata, quando realmente non è
truccata, è 0.05

2.1.13

Consideriamo l’ipotesi da testare
H0 - la moneta non è truccata cioè p = q = 1

2 .
a fronte della’ipotesi alternativa
Ha - la moneta è truccata cioè p > 1

2 .
In questo caso giudicheremo la moneta truccata se T è troppo grande

ed se stabiliamo un livello di significatività di α = 0.05 possiamo cal-
colare

P(z > za) = 0.05 = 1− F(za)

da cui

za = F−1(0.95) = 2.571

Rigetteremo cioè H0 se se z > za = 2.571 da cui

T − µ

σ
> 2.571

T > µ + 2.571σ ≈ 63

Figure 2.7: .

Riassumendo possiamo affermare che decidendo di accettare l’ipotesi
H0 che la moneta non sia truccata a fronte dell’ipotesi alternativa Ha

che p > 0.5 nel caso che il numero di teste uscite sia maggiore di 63, la
probabilità di commettere un errore di prima specie e cioè di rigettare
l’ipotesi la moneta non è truccata, quando realmente non è truccata, è
0.05

2.1.14

Con riferimento ai due esempi precedenti osserviamo che se otteni-
amo un numero di teste T = 62, a parità di livello di significatività,
nel primo caso rigettiamo l’ipotesi che la moneta sia truccata mentre
nel secondo caso la accettiamo; ciò in conseguenza alla diversa formu-
lazione dell’ipotesi Ha che deve essere scelta in modo da esprimere le
esigenze del problema.

Se ad esempio il test è condotto allo scopo si stabilire se è equo
giocare a Testa o Croce con quella moneta e si ha intenzione di puntare
su Testa è chiaro che il secondo test meglio si adatta alla situazione.



18

2.2 Il Test χ2

2.2.1 Il Test χ2 CASO 2 eventi

Si consideri un esperimento in cui sono possibili 2 uscite

A1 , A2

di cui si ipotizzano le probabilità

p1 , p2

Si supponga di eseguire n volte l’esperimento e di ottenere delle
frequenze di accadimento

x1 , x2

relative alla variabile aleatoria ξ = (ξ1, ξ2 he ha una distribuzione
binomiale

Uno stimatore delle differenza tra frequenze osservate e frequenze
ipotizzate si può definire come

χ2 =
(x1 − np1)

2

np1
+

(x2 − np2)
2

np2
(2.1)

Chiaramente x1 ed x2 non sono indipendenti e si ha

χ2 =
(x1 − np1)

2

np2
+

(x2 − np2)
2

np2
=

(x1 − np1)
2

np1
p2 +

(x2 − np2)
2

np2
p1 =

=
(x1 − np1)

2 p2 + ((n− x1)− n(1− p1))
2 p1

np1 p2
=

=
(x1 − np1)

2 p2 + (−x1 + p1))
2 p1

np1 p2
=

(x1 − np1)
2(p2 + p1)

np1 p2
=

=

(
x1 − np1√

np1 p2

)2

Dal momento che
x1−np1√

np1 p2
tende ad una distribuzione normnale standard per il teorema

del limite centrale, si ha che
(

x1−np1√
np1 p2

)2
si può approssimare mediante

una ditribuzione con densità χ2 ad un grado di libertà.

2.2.2 Il Test χ2 in generale

Si consideri un esperimento in cui sono possibili k uscite

Aj j = 1..k
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di cui si ipotizzano le probabilità

pj j = 1..k

Si supponga di eseguire n volte l’esperimento e di ottenere delle
frequenze di accadimento

xj j = 1..k

relative alla variabile aleatoria ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk) che ha una dis-
tribuzione multinomiale

Uno stimatore delle differenza tra frequenze osservate e frequenze
ipotizzate si può definire come

χ2 =
k

∑
j=1

(xj − npj)
2

npj
(2.2)

tenendo conto che nj = npj è il valor medio di ξ j

Consideriamo ora la variabile aleatoria η che ha k componenti in-
dipendenti con distribuzione di Poisson di media λj = npj condizion-
ate da

η1 + η2 + · · ·+ ηk = n

Abbiamo visto in precedenza che η ha la stessa distribuzione di ξ e
quindi possiamo utilizzare il luogo della 2.2 la

χ2 =
k

∑
j=1

(yj − λj)
2

λj
=

k

∑
j=1

yj − λj√
λj

2

(2.3)

Se ora facciamo n → +∞, per il teorema del limite centrale, possi-
amo affermare che

yj − λj√
λj

→ ζ j

dove ζ j ha distribuzione normale standard, pertanto avremo che

χ2 =
k

∑
j=1

ζ2
j = ζ2

1 + ζ2
2 + · · ·+ ζ2

k

è la somma di k variabili aleatorie normali standard condizionate da

0 = η1 + η2 + · · ·+ ηk − n =

√
n
(
√

p1
η1 − np1√

np1
+
√

p2
η2 − np2√

np2
+ · · ·+√pk

ηk − npk√
npk

)
=

√
n
(
√

p1
η1 − λ1√

λ1
+
√

p2
η2 − λ2√

λ2
+ · · ·+√pk

ηk − λk√
λk

)
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da cui

0 =

(
√

p1
η1 − λ1√

λ1
+
√

p2
η2 − λ2√

λ2
+ · · ·+√pk

ηk − λk√
λk

)
ed, al limite,

0 =
√

p1ζ1 +
√

p2ζ2 + · · ·+
√

pkζk

Sia ϕ la PDF della variabile aleatoria ottenuta; avremo che

ϕ(x) = P(ζ2
1 + ζ2

2 + · · ·+ ζ2
k ≤ x|√p1ζ1 +

√
p2ζ2 + · · ·+

√
pkζk = 0) =

lim
ε→0
P(ζ2

1 + ζ2
2 + · · ·+ ζ2

k ≤ x||√p1ζ1 +
√

p2ζ2 + · · ·+
√

pkζk| < ε) =

Dal momento che ζ j è una variabile normale standard, la sua PDF è

gj(u) =
1√
2π

e−
u2
2

per cui

P(ζ2
1 + ζ2

2 + · · ·+ ζ2
k ≤ x||√p1ζ1 +

√
p2ζ2 + · · ·+

√
pkζk| < ε) =

1√
2π

k

∫
V e−

u2
1+u2

2+···+u2
k

2 du1 du2 . . . , duk

P(|√p1ζ1 +
√

p2ζ2 + · · ·+
√

pkζk| < ε)

essendo V la parte della sfera n-dimensionale compresa tra i piani

√
p1ζ1 +

√
p2ζ2 + · · ·+

√
pkζk = ±ε

Poichè l’integranda dipende solo dalla distanza dall’origine e |√p1ζ1 +√
p2ζ2 + · · ·+

√
pkζk| < ε rappresenta la parte di spazio delimitata da

due piani paralleli ed equidistanti da un piano per l’origine, il calcolo
non dipende da come è inclinato il piano e possiamo quindi sostituire
la condizione data con la

|√pkζk| < ε

Ne segue che

1
√

2π
k

∫
V

e−
u2

1+u2
2+···+u2

k
2 du1 du2 . . . , duk ≈

≈ 1
√

2π
k 2ε

∫
Vk−1

e−
u2

1+u2
2+···+u2

k−1
2 du1 du2 . . . , duk−1 =

1√
2π

2εχ2
k−1(x)

essendo Vk−1 la sfera (n− 1)-dimensionale di raggio x e, conseguente-
mente, χ2

k−1 la CDF di una variabile aleatoria di tipo χ2 a k− 1 gradi
di libertà
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D’altro canto
√

p1ζ1 +
√

p2ζ2 + · · ·+
√

pkζk è una variabile aleatoria
normale standard in quanto combinazione lineare di variabili aleatorie
normali standard per cui la sua PDF è

g(u) =
1√
2π

e−
u2
2

e quindi

P(|√p1ζ1 +
√

p2ζ2 + · · ·+
√

pkζk| < ε) =
1√
2π

∫ +ε

−ε
e−

u2
2 = approx

1√
2π

2ε

Ne segue che

P(ζ2
1 + ζ2

2 + · · ·+ ζ2
k ≤ x||√p1ζ1 +

√
p2ζ2 + · · ·+

√
pkζk| < ε) =

1√
2π

2εχ2
k−1(x)

1√
2π

2ε
= χ2

k−1(x)

(supponendo che le frequenze teoriche possano essere stimate senza
dover stimare statisticamente i parametri della popolazione).

Poichè i dati sono discreti e la variabile χ2 è continua può essere
opportuno apportare una correzione allo stimatore usando

χ̄2 =
k

∑
j=1

(|xj − npj| − .5)2

npj

χ̄2 si chiama correzione di Yates.
Gli stimatori introdotti possono essere usati in test che tendano a

stabilire se le frequenze teoriche pj siano in accordo con i risultati ot-
tenuti xj.

2.2.3 Test sulle Medie

2.2.4

Siano ξ1, ξ2, .., ξn variabili aleatorie costituenti un campione di grandezza
n. ( Con ciò si intende che ξk è una variabile aleatoria che si ottiene
estraendo un elemento dalla popolazione).

Definiamo una nuova variabile aleatoria ξ̄, che chiamiamo media
campionaria, mediante la

ξ̄ =
ξ1 + ξ2 + .. + ξn

n

La distribuzione di probabilità di ξ̄ è detta distribuzione campi-
onaria della media.
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Si può verificare che, se la popolazione ha media µ e varianza σ2

allora la media e la varianza di ξ̄ sono date da

µξ̄ = µ , σ2
ξ̄
=

σ2

n
,

(
σξ̄ =

σ2
√

n

)
Si può inoltre dimostrare che la variabile aleatoria

ξ̄ − µ

σ/
√

n

ha, per n grande, una distribuzione normale standard.
ξ̄−µ

σ/
√

n si usa come stimatore della media.

2.2.5 Test sulle Varianze

2.2.6

Siano ξ1, ξ2, .., ξn variabili aleatorie costituenti un campione di grandezza
n. ( Con ciò si intende che ξk è una variabile aleatoria che si ottiene
estraendo un elemento dalla popolazione).

Definiamo una nuova variabile aleatoria s2, che chiamiamo varianza
campionaria, mediante la

s2 =
(ξ1 − ξ̄)2 + (ξ2 − ξ̄)2 + .. + (ξn − ξ̄)2

n

La distribuzione di probabilità di s2 è detta distribuzione campi-
onaria della varianza.

Si può verificare che, se la popolazione ha media µ e varianza σ2

allora la media di s2 è data da

µs2 =
n− 1

n
σ2

Inoltre se la popolazione è distribuita normalmente, la variabile
aleatoria definita da

ns2

σ2

ha una distribuzione di tipo χ2 con n− 1 gradi di libertà.
ns2

σ2 si usa come stimatore della varianza.

2.3 Stima di parametri

2.3.1 Popolazioni

Diciamo che è assegnata una popolazione se è assegnato un insieme U
ed una variabile aleatoria ξ definita su U .

Se ad esempio siamo interessati a stimare il diametro di sfere di
acciaio per cuscinetti, possiamo considerare la popolazione i cui ele-
menti sono le sfere prodotte e la variabile aleatoria ξ che associa ad
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ogni sfera sk il suo diametro ξ(k) = dk . La variabile ξ che restituisce il
diametro di ciascuna sfera descrive la popolazione che stiamo esami-
nando. ξ potrebbe ad esempio avere una funzione di distribuzione, ad
esempio gaussiana di media µ e varianza σ2.

2.3.2 Campioni

Data una popolazione definita dalla variabile aleatoria ξ sullo spazio
U diciamo che è assegnato un campione di taglia n se sono assegnate n
variabili aleatorie x1, x2, ...., xn sullo spazio U Indichiamo con x la n-pla
delle variabili aleatorie x1, x2, ...., xn che costituiscono il campione.

Ad esempio possiamo considerare xk come la variabile aleatoria che
restituisce il diametro di una k-esima sferetta scelta in U .

2.3.3 Stimatore

Diciamo che è assegnato uno stimatore, o riassunto campionario, se è
assegnata una funzione φ = φ(x1, x2, ...., xn) .

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle
sferette considerando la media dei diametri delle n sferette che abbi-
amo estratto per costruire il campione.

In tal caso

φ(x1, x2, ...., xn) =
1
n
(x1 + x2 + .... + xn)

Uno stimatore è a sua volta una variabile aleatoria.

2.4 Risultati sulle distribuzioni campionarie

Si consideri una popolazione individuata da una variabile aleatoria
ξ su un insieme U di media µ e varianza σ ed un campione x =

(x1, x2, ...., xn) di taglia n.
Sia

µ = E(ξ)

la media della popolazione e

x̄n =
1
n
(x1 + x2 + .... + xn)

la media campionaria

2.4.1 La media campionaria

Sia µx̄n la media della variabile aleatoria x̄n, cioè il valor medio della
media campionaria; si ha
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•
µx̄n = E(x̄n) = µ

infatti

E(x̄n) =
1
n
(E(x1) + E(x2) + · · · E(xn)) =

nµ

n
= µ

•

σ2
x̄n = E((x̄n − µx̄n)

2) = E((x̄n − µ)2) =
σ2

n

infatti, tenendo conto che le variabili xi sono indipendenti,

E((x̄n − µx̄n)
2) = E((x̄n − µ)2) =

=
E((x1 − µ)2) + E((x2 − µ)2) + · · · E((xn − µ)2)

n2 =
nσ2

n2 =
σ2

n

2.4.2 Distribuzione della media campionaria

x̄n è distribuito normalmente con media µ e varianza σ2/n. Infatti,
poichè ξ è distribuita normalmente con media µ e varianza σ2 allora
anche ciascuna delle xi segue la stessa distribuzione e, dal momento
che la somma di distribuzioni gaussiane è ancora gaussiana, anche x̄n

ha una PDF Gaussiana la cui media e varianza sono, in accordo con il
punto precedente, µ e σ2

n , rispettivamente.
Inoltre, per il teorema del limite centrale, si ottiene che

x̄n − µ
σ√
n

è asintoticamente (n ≥ 30) distribuito normalmente con media 1 e
varianza 0.

2.4.3 La varianza campionaria

Chiamiamo varianza campionaria la variabile aleatoria definita da

S2
n =

(x1 − x̄n)2 + (x2 − x̄n)2 + ..... + (xn − x̄n)2

n
Si ha che

E(S2
n) =

n− 1
n

σ2

infatti possiamo facilmente calcolare che

(xi − x̄n)
2 = (xi − µ + µ− x̄n)

2 =

= (xi − µ)2 − 2(xi − µ)(x̄n − µ) + (x̄n − µ)2
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perciò

n

∑
i=1

(xi − x̄n)
2 =

n

∑
i=1

(xi − µ)2 − 2(x̄n − µ)
n

∑
i=1

(xi − µ) + n(x̄n − µ)2 =

=
n

∑
i=1

(xi−µ)2− 2n(x̄n−µ)2 +n(x̄n−µ)2 =
n

∑
i=1

(xi−µ)2−n(x̄n−µ)2

(2.4)

e ne segue

E(S2
n) =

=
1
n

E

(
n

∑
i=1

(xi − x̄n)
2

)
=

1
n

(
E

(
n

∑
i=1

(xi − µ)2

)
− nE(x̄n − µ)2)

)
=

=
1
n

(
nσ2 − n

σ2

n

)
=

n− 1
n

σ2

Definiamo inoltre

Ŝ2
n =

(x1 − x̄n)2 + (x2 − x̄n)2 + ..... + (xn − x̄n)2

n− 1
Ŝ2

n è una definizione alternativa di varianza campionaria per la
quale si ha

nS2
n = (n− 1)Ŝ2

n =
n

∑
i=1

(xi − x̄n)
2

2.4.4 Indipendenza di media e varianza campionaria

Possiamo dimostrare che, nel caso in cui le variabili aleatorie xi siano
Gaussiane di media µ e varianza σ2, la media campionaria x̄n e la
varianza campionaria Ŝ2

n sono tra loro indipendenti.
Infatti, supponiamo, senza perdere di generalità , che µ = 0 e σ = 1,

avremo che

Ŝ2
n =

1
n− 1

(
(x1 − x̄n)

2 +
n

∑
i=2

(xi − x̄n)
2

)
=

essendo ∑n
i=1(xi − x̄n) = 0

1
n− 1

( n

∑
i=2

(xi − x̄n)

)2

+
n

∑
i=2

(xi − x̄n)
2

 =

Ora sia ϕ(t) = ϕ(t1, t2, . . . , tn) la PDF congiunta delle variabili aleato-
rie indipendenti gaussiane (x1, x2, . . . , xn)

ϕ(t) =
1

(2π)
n
2

e−
1
2 ∑n

i=1 t2
i
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e, posto t̄ = 1
n ∑ ti, consideriamo la trasformazione di coordinate definita

da: 
s1 = t̄

s2 = t2 − t̄

· · ·
sn = tn − t̄

La trasformazione è lineare ed il suo Jacobiano è 1
n inoltre si ha

ti = si + s1 per i = 2, . . . , n e

t1 =
n

∑
i=1

ti −
n

∑
i=2

ti = nt̄−
n

∑
i=2

ti = t̄−
n

∑
i=2

ti + (n− 1)t̄ =

= t̄−
n

∑
i=2

(ti − t̄) = t̄−
n

∑
i=2

si = s1 −
n

∑
i=2

si

per cui possiamo esprimere ϕ in funzione di s mediante la

ϕ(s) =
n

(2π)
n
2

e−
1
2 ((s1−∑n

i=2 si)
2+∑n

i=2(si+s1)
2)

e dal momento che

(
s1 −

n

∑
i=2

si

)2

+
n

∑
i=2

(si + s1)
2 =

= s2
1 +

(
n

∑
i=2

si

)2

− 2s1

n

∑
i=2

si +
n

∑
i=2

s2
i +

n

∑
i=2

s2
1 + 2s1

n

∑
i=2

si =

= ns2
1 +

(
n

∑
i=2

si

)2

+
n

∑
i=2

s2
i

si ha

ϕ(s) =
n

(2π)
n
2

e−
1
2 ns2

1 e−
1
2

(
(∑n

i=2 si)
2
+∑n

i=2 s2
i

)

Quindi, se (y1, y2, . . . , yn) è la variabile aleatoria ottenuta da (x1, x2, . . . , xn)

mediante la trasformazione lineare indicata, si ha che y1 è indipen-
dente da y2, . . . , yn e x̄ è indipendente da Ŝ2

È un risultato notevole che la variabile aleatoria definita da Ŝ2
n ha

una distribuzione di tipo χ2
n−1, cioè ha una distribuzione di tipo χ2 ad

(n− 1) gradi di libertà. Infatti, dal momento che

x̄n+1 =
xn+1 + nx̄n

n + 1
= x̄n +

1
n + 1

(xn+1 − x̄n)



27

si ha

nŜ2
n+1 =

n+1

∑
i=1

(xi − x̄n+1)
2 =

n+1

∑
i=1

(
(xi − x̄n)−

1
n + 1

(xn+1 − x̄n)

)2
=

=
n+1

∑
i=1

(
(xi − x̄n)

2 − 2
(xn+1 − x̄n)(xi − x̄n)

n + 1
+

(xn+1 − x̄n)2

(n + 1)2

)
=

=
n

∑
i=1

(xi− x̄n)
2 +(xn+1− x̄n)

2− 2
1

n + 1
(xn+1− x̄n)

2 +
n + 1

(n + 1)2 (xn+1− x̄n)
2 =

= (n− 1)Ŝ2
n +

n
n + 1

(xn+1 − x̄n)
2

Ora
Ŝ2

2 =
1
2
(x1 − x2)

2

ha una distribuzione χ2
1 in quanto quadrato di una gaussiana;

inoltre la formula precedente consente di verificare che Ŝ2
n+1 ha

una distribuzione χ2
n se Ŝ2

n ha una distribuzione χ2
n−1 ricordando che

n
n+1 (xn+1 − x̄n)2 è gaussiana.

Pertanto per il principio di induzione Ŝ2
n ha una distribuzione di

tipo χ2
n−1 per ogni n ∈N

Possiamo quindi affermare che la variabile aleatoria

ξ2 =
n

∑
i=1

(
xi − x̄

σ

)2

ha una distribuzione di tipo χ2 ad n− 1 gradi di libertà.

2.4.5 T-Test

Abbiamo quindi verificato che

x̄− µ
σ√
n

è una variabile aleatoria gaussiana standard (media 0 e varianza 1).

n

∑
i=1

(
xi − x̄

σ

)2
=

n
σ2 S2 =

n− 1
σ2 Ŝ2

è una variabile aleatoria con distribuzione di tipo χ2 ad n− 1 gradi di
libertà.

Quindi √√√√∑n
i=1

(
xi−x̄

σ

)2

n− 1
=

√
nS2

σ(n− 1)
=

√
Ŝ2

σ

è la radice di una variabile aleatoria di tipo χ2 ad n− 1 gradi di libertà
divisa per i suoi gradi di libertà
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e pertanto

x̄−µ
σ√
n√
Ŝ2

σ2

=
√

n
x̄− µ

Ŝ
=
√

n− 1
x̄− µ

S

ha una distribuzione di Student ad n− 1 gradi di libertà.

2.4.6 F-Test

2.4.7

Se ξ1, ξ2 sono due popolazioni normalmente distribuite con varianza
σ2

1 , σ2
2 e se X1, X2 sono due campioni di taglia n1 ed n2 rispettivamente

estratti dalle due popolazioni, le variabili aleatorie

ni

σ2
i

S2
i =

ni − 1
σ2

i
Ŝ2

i

hanno distribuzioni di tipo χ2 ad ni − 1 gradi di libertà. Poichè

n1
(n1−1)σ2

1
S2

1
n2

(n2−1)σ2
2

S2
2
=

1
σ2

1
Ŝ2

1

1
σ2

2
Ŝ2

2

possiamo affermare che
1
σ2

2
σ2

1
1
Ŝ2

1
Ŝ2

2

ha una distribuzione di probabilità di Fisher con n1− 1, n2− 1 gradi
di libertà.
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