1. ILTEOREMA DEL LIMITE CEN-
TRALE

I teorema del limite centrale & un risultato di grande importanza in
quanto sancisce il fatto che la sovrapposizione di un gran numero di
variabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce ad una
variabile con distribuzione normale (gaussiana).

Piti precisamente possiamo dire che

Siano

gl/ 62/ """ ’ é’n

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di proba-
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1.1 Un caso particolare del Teorema del Limite Centrale: il teo-
rema di DeMoivre-Laplace

Sia ¢, la variabile aleatoria binomiale definita dalla somma di n vari-
abili Bernoulliane indipendenti § relative ad una prova con probabilita
di successo p e probabilita di insuccesso g =1 — p.

Chn=C+C+C+..+¢

La media di ¢ & 4 = p, la sua varianza & ¢ = ,/pq per cui la media di
Cn € np la sua varianza e ,/71pg mentre la sua densita di probabilita e
definita, per k — % <x<k+ % da

e, utilizzando la Formula di Stirling,
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la variabile aleatoria ottenuta normalizzando ¢, e sia G,(x) la sua PDE
Avremo che
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e definendo ¢ = k,/pqg,
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Pertanto
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Quindi possiamo affermare che
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¢ la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata.

1.2 Un altro caso particolare del Teorema del Limite Centrale

Sia ¢ la variabile aleatoria definita dalla somma di n variabili Poisso-
niane ¢ di media A.

Cn=C+C+C+...+C

La media di & @ u = A, la sua varianza & ¢ = \/A per cui la media di
¢n € nA la sua varianza e V/nA mentre la sua densita di probabilita e
definita da

(n/\)k —nA

K¢




Possiamo normalizzare la variabile aleatoria ¢, mediante la

Gn —nA
Vi
la cui funzione densita di probabilita ¢ data da
ViAH, (nA + kvVnA)
Possiamo mostrare che
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Avremo infatti che
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Usando lo sviluppo di Taylor del logaritmo avremo allora
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1.2.1  Approssimazione della Distribuzione Binomiale mediante la
Distribuzione Normale

Il teorema di De Moivre-Laplace, qualora il numero di prove n sia
grande, permette di approssimare una distribuzione binomiale medi-
ante la distribuzione normale standardizzata.

Nella pratica I'approssimazione si usa se np,ng > 5 essendo p la
probabilita di successoe g =1 — p.

Ad esempio si puo calcolare la probabilita che su 10 lanci di una
moneta non truccata si abbiano un numero di teste ¢ compreso tra 3 e
6, tenendo conto che

=P (-1.58 <z, <0.95)
Se G ¢ la CDF Gaussiana standardizzata avremo:
P(—1.58 <z, <0.95) = G(0.95) — G(1.58) = 0.8289 — 0.0571 = 0.7718

Possiamo confrontare il risultato con quello ottenuto direttamente
mediante i valori della distribuzione cumulativa binomiale By, relativa
a 10 lanci; in questo modo si ottiene

B1o(6) — B1o(2) = 0.8281 — 0.0547 = 0.7734

ed osservare che l'errore di approssimazione commesso ¢ dell’ordine
di 0.0016
Seguono le istruzioni Matlab per calcolare

G(0.95) — G(1.58)) = normcdf(0.95,0,1) -normcdf(-1.58,0,1)

e

B1o(6) — B1g(2) = cdf(’bino’,6,10,1/2)-cdf(’'bino’,3,10,1/2)



2. I Test Statistici

2.1 Le distribuzioni legate ai test statistici.

2.1.1 La distribuzione x>

La variabile aleatoria x* a v gradi di liberta restituisce la somma dei
quadrati di v variabili aleatorie {; indipendenti, aventi distribuzione
gaussiano con media 0 e varianza 1 (distribuzioni normali standardiz-
zate).

X=0+8+.+8

Per ricavare la PDF della distribuzione x> a v gradi di liberta &
opportuno procedere come segue.

2.1.2 x?*ad 1 grado di liberta

Se ¢ & una variabile aleatoria gaussiana standard e se 7 = ¢2, la PDF
¢ din e data da

1 e >
p(t) = V2 Vs 520
0 s<0

Infatti si ha
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1 va oy _£2
= — 77 t
V21T /—\/&e \/271/
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Figure 2.1: .



2.1.3 x?* a2 gradi di liberta

Se 771,77, sono variabili aleatorie 77; = ¢? con ; gaussiana standard e
se § = #1 + 12, la PDF ¢ di 17 & data da

le=3 s>0
o(t) =%
0 s<0

Infatti, se chiamiamo ¢; la PDF di #;, si ha

WQ:[?&MWW—Q&:

s—t

Distribuzione x2 a 2 gradi di liberta / s ( f) ( ) Ndt — 1 S e 2€ T
15 = 2

0.9- 0 #1 ¢ \[, /s —
0.8~
s = Lo / L u
0.5 / 27 0 \/E\/S—t
0.4~
03} / Posto \/t(s —t) = ut si ha
0.2~
0.1+
”t)/i 3 3Em‘1 1213 14 15 16 17 18 19 20 t(S - t) = u2t2 , 8 — t = uzt , S = (1 + uz)t
Figure 2.2: .
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s 1 —tys T
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e si puo dedurre che
(s) = ie S = 167%
P = on 2

e la distribuzione di 7.

2.1.4 x> av gradi di liberta

Possiamo ora provare che la variabile aleatoria

N=m+mt+ -+ =8+ + +



dove ¢; sono variabili aleatorie gaussiane normalizzate, ha una PDF

definita da
pv(u) = S uzle”
22T (%)

Le verifiche fatte precedentemente consentono di affermare che la

u
2

precedente affermazione e vera per v = 1 e per v = 2. Pertanto per
verificare la medesima & sempre vera sara sufficiente provare che, sup-
posta vera per v & vera anche per v + 2.

Si ha
u 1 u—t1 ¢
= = - — )2 1o~ — 7§dt:
posalu) = pula) 5 a0 = [ e =i T e
vu
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() F 20 (540)
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o2 =2
Infatti
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Inoltre la generatrice dei momenti della variabile aleatoria x? &

Mp(t) = (1-2t)7"/2

2.1.5 La distribuzione T di Student.

E la distribuzione di una variabile aleatoria T che restituisce il rapporto

dove ¢ e una variabile aleatoria con densita di probabilita gaussiana
normale (media 0 e varianza 1) ed # € una variabile aleatoria con dis-
tribuzione x* a v gradi di liberta

Per ricavare la PDF di student cominciamo con 1’osservare che:

2.1.6

Se ¢ & una variabile aleatoria con densita x% a v gradi di liberta, la sua

PDF sara data da 1

= — uz 13_%
2T (3)

Sia # la variabile aleatoria definita da

ov(u)

Avremo che

1 v v o
= / uz lem2dy =
0

posto t = \/g da cui u = vt? e du = 2utdt

1 o v V2
= Vi/ F2y5 Lo T outdt =
25T (3)

1 /"‘
— t
25T (3) Jo
e possiamo concludere che la PDF di # & data da

ét"’lv%e_# t>0
p(t) = ¢ 227'1(3)
0 t<0

2.1.7

Sia ora #1 una variabile aleatoria gaussiana standard, la cui PDF &
ovviamente data da




esianp = \/g dove & & una variabile aleatoria con densita x> a v gradi
di liberta; per quanto detto in precedenza la PDF di 7, & nulla prima
di 0 ed e data da

2

]. v v
)= 5t lv2e" T
g2(t) S5-I )
pert > 0.
La variabile aleatoria T di student ¢ definita mediante la
T=1
M2

e possiamo ricavarne la PDF ¢ ricordando che si tratta del quoziente
di due variabili aleatorie di cui conosciamo la densita di probabilita.

Avremo:
too ]. v vx2 ]_ t2x2
t :/ x———xV" 2T T e 2 dx =
o=, 22711 (%) V271
_ vi Ty —ﬁ(v-i-tz) _
CV2m2sIr () /o we =

posto "2—2(1/ +t?)=ssihax= Vistz edx = \/ﬁﬁfgs\@
_ vz /+°° 2352 - V2 1 s —
Vem2: I () Joo (v+ )2 Vu+ 225
1/%2%_% 1 Ty 1
= NIET: @ (y+t2)% : s272¢ %ds =
v 1 +ms%_1e_sds =

Pertanto la funzione di distribuzione della variabile aleatoria T a v
gradi di liberta & data da:

11

Distribuzione di Student a 5 gradi di liberta

1-
0.9+
0.8+
0.7+
0.6~
0.5+
0.4+
0.3+

(J.l/// I..
| 0 1 2 3 4

Figure 2.4: .



12

Infatti
too T (VTH) 2\
= \/ﬁf(g)t<l+> dt =0
per la simmetria dell’integranda;
Inoltre
2= F(VTl) t? (1+t2) %dt:
~eo Vv (3)

integrando per parti

T N T
N val (%) v—1 v v—1/) v
B F<VT+1> v /+°°<l £2 V_2>_l21dt—
VAl (3)v—1J-w v—2 v B
postos =t VV;Z
_\/vnl‘(% 1/—1/—00 Jr1/—2 v_2%=
B r(vzil) v v J(v=2 nF(VT’Z)_
C VYAl (§)v—-1Vv-2 r(%) B
T(H) vored) _s-d
T (%) v—1r(v2;1)_g—1_u—z

2.1.8 La distribuzione F di Fisher.
E la distribuzione di una variabile aleatoria F che restituisce il rapporto

n/u
F=—_—-+-
¢/v
dove 7 ed ¢ sono variabili aleatorie con distribuzione x? a y e v gradi
di liberta, rispettivamente.
Per ricavare la PDF di F ricordiamo che la PDF g di #/yu e data da




Possiamo quindi ricavare la PDF ¢ di F = % usando quanto
conosciamo sul rapporto di due variabili aleatorie.
Avremo

v K
VZuz FOy wx g op g _px
= — y}, / x2e” 2tz Ix2 7l T dyx =
22T (5) 22T (5) /0
+o0
E_ vip 1 _x
— 2 1CW x 7 lem (i) gy —

; v 25\ 2
— ti*lCV,‘u/ ( > e s ds =
0 v+t vty

B_ vip
_tz7lc, 2 /+oo vin
0

" vt+p
2

t27 Ny tp) "2

Pertanto la funzione di distribuzione della variabile aleatoria F &
data da

>t%*1(v + ty)*# t>0

0 altrimenti

la media e varianza risultano essere

V2
Vp — 2
) 203 (v + 12 — 2)

O T U —4) (1 —2)?

‘u:

Infatti posto

13

. Distribuzione di Fisher a 10 e 5 gradi di liberta
0.9~ //
0.8+
0.7+ /
0.6+ /
0.5+ /

0.4+ /
0.3+
0.2+ '

m—/ .h
O

Figure 2.5: .
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Foo +oo v ~+o0
/ tk+1(P(t)dt:C(;¢,v)/ t%+k(y+ty)*%dt:(:(y,v)/ fhrk (V (1+t%)
0 0 0

vAp
B vk [T u+2k+2 v—2k— 2]1 2 _
=C(u,v)v 2/0 tz <1+t k=2 ni kT2 v dt =

posto s = #-33 11
Lkt e
Cvt [T (v op+2k+2)\ 2T pA+2k+2\ "2
= 2 2 B — - - —
Clu,v)v /0 s <ﬂ T — 1+S1/—2k—2 dt
Bkt _vn
_vin (v p42k+2\2F /+°° T pt2k+2)\ 2
= 2 _— 2 1 _— t:
Cluv)v (y v—2k—2 o ° T k2 a

T e AL C,v) _
N wv—2k—2 Clp+2k+2,v—2k—2)
v M vip p

V§y7U77V7+k+1<]x[+2k+2)%+k+l
y%+k+l(v_2k_2)%+k+l(v_zk_z)%fkfl(y+2k+2)%+k+l
+
PF)T G-k DTGHk+D)  poir(y k- 1)r(h+hr)
)

r(yr () A r(3)T (%)

Siamo cosi in grado di calcolare i momenti rispetto all’origine di
ogni ordine
Per k = 0 otteniamo il momento di ordine 1, Cioe la media,
oo v T(§y—-1)5T v
/ ot = - T & 1(r)” T2
0 HE-)I(E-YT(3)

mentre per k = 1 possiamo calcolare la varianza come segue

o, v T(5-2
dt = —
o=
_ vV u(p+2)
2 -2 —9)

V2 u(p+2) _( v )2: 202 (u+v —2)
(v—=2)(v—4) v—2 uv—2)(v—4)

‘ﬁN‘ <

2.1.9 La Distribuzione T?

Il quadrato T? di una variabile aleatoria di Student a v gradi di liberta
¢ una variabile aleatoria di Fisher con (1, v) gradi di liberta, infatti T &
una variabile aleatoria che restituisce il rapporto

T =

e
< |3



dove & & una gaussiana normale ed 7 ha distribuzione x? a v gradi di
liberta, per cui

P(T2ga):7><€,72§a>

v

Osservando che &2, in quanto quadrato di una gaussiana normale,
ha una distribuzione x? a un grado di liberta, possiamo concludere
che T? & una distribuzione di Fisher a (1,v) gradi di liberta.

2.1.10 Test Statistici.

Definiamo

Hj l'affermazione che vogliamo sottoporre a test

e

H, o Hy una affermazione alternativa.

Va subito detto che H, non & necessariamente la negazione di Hy
ed anzi, in corrispondenza di una stessa ipotesi Hy si possono pro-
grammare diversi test semplicemente scegliendo differenti ipotesi al-
ternative H, ciascuna delle quali in grado di mettere in luce differenti
aspetti significativi.

Un esempio classico in grado di illustrare la situazione & il meccan-
ismo di giudizio in un sistema giuridico nel quale:

Un individuo e considerato non colpevole fino a che non e provata
la sua colpevolezza oltre ogni ragionevole dubbio.

Implicitamente una tale affermazione ritiene molto pit1 grave giudi-
care colpevole un non colpevole piuttosto che giudicare non colpevole
un colpevole.

Nei termini prima espressi avremo

Hj non colpevole

e

H, colpevole oltre ogni ragionevole dubbio.

Rigettare Hy, nel caso in cui Hj sia vera, significa giudicare colpev-
ole un non colpevole ed & considerato piti grave di di accettare H, nel
caso in cui H, sia falsa, cioe nel caso in cui si giudichi non colpevole
oltre ogni ragionevole dubbio un colpevole.

Diciamo che si commette un errore di I specie se si rigetta Hy nel
caso in cui Hj e vera. (Si condanna un innocente).

Diciamo che si commette un errore di /1 specie se si rigetta H, nel
caso in cui H, e vera. (Si assolve un colpevole, ma non oltre ogni
ragionevole dubbio).

Definiamo inoltre

P( errore di I specie) =a  livello di significativita del test.

P( errore di II specie) = B potenza del test.

15



16

2.1.11

Riprendendiamo il semplice ma significativo esempio che abbiamo gia
in precedenza considerato:

progettare un test per stabilire se una moneta é truccata;

con lo scopo di sottolineare la corrispondenza tra definizioni teoriche
e scelte pratiche.

Cominciamo con lo stabilire un chiaro quadro di riferimento.

Indichiamo con p la probabilita che esca Testa e con g la probabilita
che esca Croce. e lanciamo la moneta n = 100 volte; chiamiamo T il
numero di teste uscito e stabiliamo di adottare un livello di significa-
tivita a = 0.05.

Se la moneta non é truccata T & una variabile aleatoria che ha una
distribuzione binomiale (bernoulliana) di media y e scarto quadratico
o dati da

u=np=>50 , o= ./npg=>5
e puo essere approssimata con una variabile aleatoria normale stan-
dardizzata z definita dalla

ng—H
g

ya—

2.1.12

Consideriamo l'ipotesi da testare

Hj la moneta non e truccata cioé¢ p = g = %

a fronte della’ipotesi alternativa

H, la moneta & truccata cioe p # 3,9 # 1.

In questo caso giudicheremo la moneta truccata se T & troppo grande
p > 0.5 oppure se T e troppo piccolo p < 0.5 ed avremo un livello di
significativita « = 0.05 se

P(z < —z, oppure z > z;) = 0.05
Dovra quindi essere
0.05=P(z >2z)+P(z< —z5) =2P(z > z5) =2(1-P(z < z5)) =2(1 —F(z,))
da cui

F(zy) =1-0025=0975 ,  z,=F 1(0975) =19

Rigetteremo cioe Hy se z < —z, = —1.96 oppure se z > z, = 1.96

o cioé se T T
—H —H
— < -1 —>1.
- < 96 oppure - > 1.96
T <u—190 =~ 40 oppure T > p+1960 ~ 60

-1.96 1.96

Figure 2.6: .



Riassumendo possiamo affermare che decidendo di accettare l'ipotesi
Hj che la moneta non sia truccata a fronte dell’ipotesi alternativa H,
che p # 0.5 nel caso che il numero di teste uscite sia compreso tra 40
e 60, la probabilita di commettere un errore di prima specie e cioe di
rigettare l'ipotesi la moneta non & truccata, quando realmente non &
truccata, e 0.05

2.1.13

Consideriamo 1'ipotesi da testare

Hj - la moneta non ¢ truccata cioe p = g = %

a fronte della’ipotesi alternativa

H, - la moneta é truccata cioe p > %

In questo caso giudicheremo la moneta truccata se T & troppo grande
ed se stabiliamo un livello di significativita di & = 0.05 possiamo cal-
colare

P(z>2z,) =0.05=1—F(z,)

da cui
z, = F71(0.95) = 2.571

Rigetteremo cioe Hy se se z > z; = 2.571 da cui
it B X%
o

T > u+25710 ~ 63

Riassumendo possiamo affermare che decidendo di accettare l'ipotesi
Hj che la moneta non sia truccata a fronte dell’ipotesi alternativa H,
che p > 0.5 nel caso che il numero di teste uscite sia maggiore di 63, la
probabilita di commettere un errore di prima specie e cioe di rigettare
I'ipotesi la moneta non & truccata, quando realmente non & truccata, &
0.05

Figure 2.7: .

2.1.14

Con riferimento ai due esempi precedenti osserviamo che se otteni-
amo un numero di teste T = 62, a parita di livello di significativita,
nel primo caso rigettiamo l'ipotesi che la moneta sia truccata mentre
nel secondo caso la accettiamo; cid in conseguenza alla diversa formu-
lazione dell’ipotesi H, che deve essere scelta in modo da esprimere le
esigenze del problema.

Se ad esempio il test & condotto allo scopo si stabilire se ¢ equo
giocare a Testa o Croce con quella moneta e si ha intenzione di puntare
su Testa e chiaro che il secondo test meglio si adatta alla situazione.

2.571

17
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2.2 Il Test x>

2.2.1 1l Test x> CASO 2 eventi

Si consideri un esperimento in cui sono possibili 2 uscite

Al s A2

di cui si ipotizzano le probabilita

P1 7 | %]

Si supponga di eseguire n volte 1’esperimento e di ottenere delle
frequenze di accadimento

X1 s X2

relative alla variabile aleatoria & = (&;,¢> he ha una distribuzione
binomiale

Uno stimatore delle differenza tra frequenze osservate e frequenze
ipotizzate si puo definire come

P (x1 —np1)? + (x2 —npa)? (2.1)
1’1}71 ﬂpz

Chiaramente x; ed x, non sono indipendenti e si ha

2= (1 —np)? | (2 —npa)? (¥ - ”P1)2p2+ (x2 — npa)? Py =
npz np2 np1 np2
_ (i —np)’pa+ ((n—2x1) —n(1—p1))’p1 _
npip2
_ (—np)’pe+ (2 +p))pr (i —np)*(p2+p1)
np1p2 npip2

_ (xl — ”Pl)
\/1P1P2
Dal momento che

X1—npi

V1p1p2
del limite centrale, si ha che (

tende ad una distribuzione normnale standard per il teorema

X1—hp1
V1P1P2

una ditribuzione con densita x? ad un grado di liberta.

2
) si pud approssimare mediante

2.2.2 Il Test x? in generale

Si consideri un esperimento in cui sono possibili k uscite

A

i j=1lk
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di cui si ipotizzano le probabilita
Si supponga di eseguire n volte 1’esperimento e di ottenere delle
frequenze di accadimento
X]‘ ] =1.k
relative alla variabile aleatoria ¢ = (¢1,8&,...,¢) che ha una dis-

tribuzione multinomiale
Uno stimatore delle differenza tra frequenze osservate e frequenze

ipotizzate si pud definire come
MG~ - i (2.2)

R

tenendo conto che n; = np; ¢ il valor medio di ¢;
Consideriamo ora la variabile aleatoria # che ha k componenti in-

dipendenti con distribuzione di Poisson di media A; = np; condizion-

ate da
mtnt-+ip=n

Abbiamo visto in precedenza che # ha la stessa distribuzione di ¢ e

quindi possiamo utilizzare il luogo della 2.2 la

2
N e - T
—y WAy (U @)
j=1 ] =1\ (/A
Se ora facciamo n — 4-oo, per il teorema del limite centrale, possi-

amo affermare che
] ] N g]

\/;T].

dove ¢ j ha distribuzione normale standard, pertanto avremo che

k

=L =a+a++ g

¢ la somma di k variabili aleatorie normali standard condizionate da

O=m+m+---+ny—n=
k—”Pk> _

n—npi M2 — » n
i (VP e ey
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da cui

171—/\1 772—/\2 17k—)\k)
0= / + ./ 44/
< PL VA P2 VA Pk VA

ed, al limite,
0= Pl +p2la+ -+ /Pilk

Sia ¢ la PDF della variabile aleatoria ottenuta; avremo che

o(x) = PB4+ +2 < x|\ /Pl +/Pala+ -+ /Prle = 0) =
lig})P(ﬁJréﬁJr---Jré%§x||mgl+\/pjg2+...+m€k|<€):

Dal momento che ; & una variabile normale standard, la sua PDF &

per cui

PGE+G+ 40 <xllVpili+ vpla+ -+ /Pclkl <€) =
1 M%+Ll%+m+u%
ﬁfve_fdul duy ..., duy
P(lv/P1l1+ /P2la + -+ /Prlk| <€)

essendo V la parte della sfera n-dimensionale compresa tra i piani

VPG + /P20 + -+ /Pl = Ee

Poiche l'integranda dipende solo dalla distanza dall’origine e |/p1{1 +
VP282 + - -+ /Prlk| < € rappresenta la parte di spazio delimitata da
due piani paralleli ed equidistanti da un piano per l'origine, il calcolo
non dipende da come e inclinato il piano e possiamo quindi sostituire

la condizione data con la

|V/Prlk| <€
Ne segue che
1 U2 U3+t u?
rk/ e*%dul duy ..., du, ~
2m 'V
1 u%+u%+~-'+u%71 1 2
~ = 2 /Vk e~z dwduy ..., duj_q = Eze?fk—l(@
/27T —1

essendo Vj_q la sfera (n — 1)-dimensionale di raggio x e, conseguente-
mente, )(él la CDF di una variabile aleatoria di tipo XZ a k—1 gradi
di liberta
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Draltro canto /p11 + /P22 + - - - + /PxCk € una variabile aleatoria
normale standard in quanto combinazione lineare di variabili aleatorie
normali standard per cui la sua PDF &

e quindi

1 te 2 1
PUVPIG+ PGt 4 VAl <€) = = [ e = approx e

Ne segue che

PB+3+  + 03 <x|VPili+ VPl + -+ VPl <€) =

1 2
P U

Lo
——=2¢
V21
(supponendo che le frequenze teoriche possano essere stimate senza
dover stimare statisticamente i parametri della popolazione).
Poiche i dati sono discreti e la variabile x> & continua pud essere
opportuno apportare una correzione allo stimatore usando

2= i (Jxj — np;| — 5)
=1 npj

X? si chiama correzione di Yates.

Gli stimatori introdotti possono essere usati in test che tendano a
stabilire se le frequenze teoriche p; siano in accordo con i risultati ot-
tenuti x;.

2.2.3 Test sulle Medie

2.2.4

Siano &1, G2, .., G variabili aleatorie costituenti un campione di grandezza
n. ( Con cio si intende che i ¢ una variabile aleatoria che si ottiene
estraendo un elemento dalla popolazione).

Definiamo una nuova variabile aleatoria &, che chiamiamo media
campionaria, mediante la

G1+8+..+8n
n

&=

La distribuzione di probabilita di ¢ & detta distribuzione campi-
onaria della media.
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Si puo verificare che, se la popolazione ha media y e varianza ¢?

allora la media e la varianza di ¢ sono date da

o2 o2

Si puo inoltre dimostrare che la variabile aleatoria
C—n
o/\/n

ha, per n grande, una distribuzione normale standard.

Lon si usa come stimatore della media.

o/\n

2.2.5 Test sulle Varianze

2.2.6

Siano &1, G2, .., G variabili aleatorie costituenti un campione di grandezza
n. ( Con cio si intende che ¢, & una variabile aleatoria che si ottiene
estraendo un elemento dalla popolazione).

Definiamo una nuova variabile aleatoria s2, che chiamiamo varianza
campionaria, mediante la

PN GRS R (3%

o n

La distribuzione di probabilita di s> & detta distribuzione campi-
onaria della varianza.
Si puo verificare che, se la popolazione ha media y e varianza o
allora la media di s? & data da
n—1
n

0,2

Hs2 =

Inoltre se la popolazione é distribuita normalmente, la variabile

aleatoria definita da s

ns
72
ha una distribuzione di tipo x? con n — 1 gradi di liberta.
%522 si usa come stimatore della varianza.

2.3 Stima di parametri

2.3.1 Popolazioni

Diciamo che ¢ assegnata una popolazione se ¢ assegnato un insieme I/
ed una variabile aleatoria ¢ definita su i.

Se ad esempio siamo interessati a stimare il diametro di sfere di
acciaio per cuscinetti, possiamo considerare la popolazione i cui ele-
menti sono le sfere prodotte e la variabile aleatoria ¢ che associa ad



ogni sfera sy il suo diametro (k) = dy . La variabile ¢ che restituisce il
diametro di ciascuna sfera descrive la popolazione che stiamo esami-
nando. ¢ potrebbe ad esempio avere una funzione di distribuzione, ad

esempio gaussiana di media y e varianza 2.

2.3.2  Campioni

Data una popolazione definita dalla variabile aleatoria ¢ sullo spazio
U diciamo che & assegnato un campione di taglia 7 se sono assegnate n
variabili aleatorie x1, x, ...., x;; sullo spazio U Indichiamo con x la n-pla
delle variabili aleatorie x1, xp, ..., X, che costituiscono il campione.

Ad esempio possiamo considerare x; come la variabile aleatoria che
restituisce il diametro di una k-esima sferetta scelta in /.

2.3.3 Stimatore

Diciamo che ¢ assegnato uno stimatore, o riassunto campionario, se &
assegnata una funzione ¢ = ¢(xq,xp, ...., Xp) .

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle
sferette considerando la media dei diametri delle n sferette che abbi-
amo estratto per costruire il campione.

In tal caso

1
(x1+x2+ oo + x5)

P(x1, X0, w0y X)) = -

Uno stimatore ¢ a sua volta una variabile aleatoria.

2.4 Risultati sulle distribuzioni campionarie

Si consideri una popolazione individuata da una variabile aleatoria
¢ su un insieme U di media y e varianza ¢ ed un campione x =
(x1,x2, ..., x,) di taglia n.
Sia
= E()

la media della popolazione e

_ 1
Ty = E(xl + X0+ o+ xp)

la media campionaria

2.4.1 La media campionaria

Sia g, la media della variabile aleatoria X, cioe il valor medio della
media campionaria; si ha

23
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infatti

infatti, tenendo conto che le variabili x; sono indipendenti,

E((%n — pz,)%) = E((%a — p)?) =
_ E(Ga =) +E((r2 = p)?) + - E((en —p)?) _ no?

‘ |

n2 n2 n

2.4.2  Distribuzione della media campionaria

Xn € distribuito normalmente con media y e varianza 2 /n. Infatti,
poiche ¢ & distribuita normalmente con media y e varianza ¢ allora
anche ciascuna delle x; segue la stessa distribuzione e, dal momento
che la somma di distribuzioni gaussiane & ancora gaussiana, anche ¥,
ha una PDF Gaussiana la cui media e varianza sono, in accordo con il
punto precedente, y e ‘772, rispettivamente.

Inoltre, per il teorema del limite centrale, si ottiene che

¢ asintoticamente (n > 30) distribuito normalmente con media 1 e
varianza 0.
2.4.3 La varianza campionaria

Chiamiamo varianza campionaria la variabile aleatoria definita da

(x1 — %)% + (x — %)% 4 oo + (x5 — %)

i =
" n

Si ha che
n—1 ,
o

B2 =

infatti possiamo facilmente calcolare che

P (xi—pp— %)’ =

= (x; = p)* = 2(x; — p) (% — p) + (%p — p)?

(x; — Xn)



i=1 i=1 i=1
=Y (xi—p)? —2n(%y —p) > +n(%n—p)> = Y (x; — p)* —n(Zy — p)*
i=1 i=1
(2.4)
e ne segue
E(Sy) =

Definiamo inoltre

5\2 . (X] —.fn)z‘i' (XZ —Xn)z‘l' ..... ‘l’ (xn —.fn)
" n—1

$2 & una definizione alternativa di varianza campionaria per la

quale si ha

ns: = (n—-1)8 = Z(xi —%,)?

2.4.4 Indipendenza di media e varianza campionaria

Possiamo dimostrare che, nel caso in cui le variabili aleatorie x; siano
Gaussiane di media u e varianza ¢?, la media campionaria %, e la
varianza campionaria 52 sono tra loro indipendenti.

Infatti, supponiamo, senza perdere di generalita,che y =0ec =1,

avremo che

n—

o 1 n
Sz = . (x1 — )2 Z Xj — %y)?
0

essendo Y! 4(x; —X,) =

! (i(xi—xn>+z i— %) | =

n—1 =

Orasia ¢(t) = ¢(t1,t,...,ts) la PDF congiunta delle variabili aleato-
rie indipendenti gaussiane (x1,x,...,Xy)

1 6_% i=1 tzz
(277)

P(t) =

Nl=
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e, posto f = % Y t;, consideriamo la trasformazione di coordinate definita

da:
S]ZiT
Sy =1ty —f
Srl:tn_f

La trasformazione ¢ lineare ed il suo Jacobiano & % inoltre si ha
ti=s;+syperi=2,...,ne

TS S R T

per cui possiamo esprimere ¢ in funzione di s mediante la

QD(S) __n . e—%((51—21:2Si)2+Zf’:2(Si+51)2)
)’

e dal momento che
n 2 n
Z + Z S; + 51)2 =
=2 =2
n n n n n
=si+ | Y s —25125i+25$+2s%+25125i:
i=2 i=2 i=2 i=2 i=2

si ha

o(s) = e~ bt ((Tan) +EEa )

Quindi, se (y1, Y2, ..., yn) & la variabile aleatoria ottenuta da (x1, xp, . . .
mediante la trasformazione lineare indicata, si ha che y; & indipen-
dente da yy,...,y, e ¥ & indipendente da 52

E un risultato notevole che la variabile aleatoria definita da 52 ha
una distribuzione di tipo x2_;, cioé ha una distribuzione di tipo x* ad
(n —1) gradi di liberta. Infatti, dal momento che

_ Xp41 +nx _ i
Tt = T T et g (e — )

/xi’l)
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si ha
o n+1 ) n+1 1 2
1 = L5t = L (=) = g (o =5 ) =
i—1 i—1 n+1
n+1 — _ - \2
- \2 (Xp+1 — %n) (x; — %) (Xn41— %n)
Z <(xl %) o HENCES)
n 1 n+1
= \2 - \2 = \2 z )2
l;(XZ )"+ (Xnt1— Xn) n+1(xn+l Tn)"+ (n+1)2 (Xn41— %n)
A n B
= (n-1)5 + m(xn+1 — %)
Ora 1
5% = E(xl - X2)2

ha una distribuzione x? in quanto quadrato di una gaussiana;

inoltre la formula precedente consente di verificare che 52 41 ha
una distribuzione x2 se $2 ha una distribuzione x2_, ricordando che
et (g1 — %,)? & gaussiana.

Pertanto per il principio di induzione $2 ha una distribuzione di
. 2 .
tipo x;,_; per ogni n € N

Possiamo quindi affermare che la variabile aleatoria

G = i <xi;x)2

i=1

ha una distribuzione di tipo x? ad n — 1 gradi di liberta.

2.4.5 T-Test

Abbiamo quindi verificato che

€ una variabile aleatoria gaussiana standard (media O e varianza 1).

no i =%\ on ., n—1u
Z =55 =—55
= o o o

€ una variabile aleatoria con distribuzione di tipo xX>adn—1 gradi di

liberta.
2
i1 (lerx) B ns? 52
n—1 S Voe(n-1) | o

Quindi
¢ la radice di una variabile aleatoria di tipo x? ad n — 1 gradi di liberta

divisa per i suoi gradi di liberta
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e pertanto
X—p
Vi X—p_ =%
= ~ — —].
s Vg "
o2

ha una distribuzione di Student ad n — 1 gradi di liberta.

2.4.6 F-Test

2.4.7

Se ¢1, &> sono due popolazioni normalmente distribuite con varianza
0%, 03 e se X1, X, sono due campioni di taglia n; ed n, rispettivamente
estratti dalle due popolazioni, le variabili aleatorie

Mgy Mi—le

R
i i

hanno distribuzioni di tipo x? ad n; — 1 gradi di liberta. Poiche

n 2 182
(m-1)o7"1 o771
n 2 ls?
(np—1)oz 72 o372
possiamo affermare che
1 52
0_2 52
2

ha una distribuzione di probabilita di Fisher con n1 — 1, n, — 1 gradi
di liberta.
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