1. Potenze ad Esponente Intero

Definizione 1.1 Sia a € R, a > 0; definiamo
e g">0Vn>0

o s0=1 e Sea<l,alloraa”>1Vn>0

e La funzione a — a" & crescente stret-

n_ ,n—1
® 0" =aqg a vn>1 tamente Vn > 1

e La funzione a — a" & continua Vn >

Teorema 1.1 Siza € R, a > 0; si ha che: 0
. linéa” =0Vn>1
e 4" >0Vn>0 “
- - e lim a"=+4c0Vn>1
a—r—+oco

Sea<1,alloraa™ >1Vn>0

* La funzione a — a" é crescente strettamente Vn > 1 . 2> 0Yn >0

* La funzione a — a" & continua Vn > 0 * Sea<l,allorag” >1Yn >0
e La funzione a — a” & crescente stret-
e lima"=0Vn>1 tamente Vn > 1
a—0 -
e La funzione a + a" & continua Vn >
e lim a"=+ooVn>1 0
a—r+o00
e lima"=0Vn>1
DIMOSTRAZIONE. a0
° i n _—
Si procede per induzione. L, = oo Vn 21

Ciascuna delle affermazioni & vera per n = 1 ed inoltre se & vera per
n allora ¢ vera anche per n +1
d

Teorema 1.2 Valgono le sequenti proprieta
o "M — g™ Ym,n €N

o (a")™ =a" Vm,neN

(ab)" = a"b"

DIMOSTRAZIONE. Si procede per induzione.

Per definizione

inoltre se a"t™ = g"q" allora

gt m+1) — gntm+l _ ondmy _ gnpmg o anom+1



¢ Si ha, dalle definizioni,

¢ Per definizione
(ab)! = ab

inoltre se (ab)" = a"b" allora

(ab)n+1 — (ab)"(ab) — a"b"ab = an+lbn+1

Lemma 1.1 Siaa € R,a > 0;siha

n
a a

DIMOSTRAZIONE. Per n = 0 e per n = 1si ha

Inoltre, se

allora

Pertanto e lecito definire

Definizione 1.2 Siaa € R, a > 0; definiamo

1 1\"
at=— == Vn>1
a a

Teorema 1.3 Siaa € R, a > 0; si ha che:



e g ">0Vn>0

e Sea<l,alloraa ™ <1Vn>0

* La funzione a — a~" é decrescente strettamente ¥n > 1
* La funzione a — a~" e continua Vn > 0

e lima "=+4+ooVn>1
a—0

e lim a"=0Vn>1
a—r 400

Teorema 1.4 Valgono le sequenti proprieta
o gt = g'g"m Ym,n€Z
e (a")" =g"" Vm,neZ

o (ab)" =a"b" VneZ

DiMmosTRAZIONE. Occorre dimostrare le uguaglianze nel caso in cui Puo essere utile ricordare che, poiche
almeno uno tra n ed m & un intero negativo. 1.

Se —n, —m sono interi entrambi negativi si ha ab

si ha

e o—n—m _— 1 1 _ 11 _ —n,—m llzl

a = grm = gugm = gugm — @4 74 ab ab
° (a7n>fm — 1nm —_ 1 = 1 __ 1 _ nm

= 1N\ 7 —mn
RN (O O
- 1 1 11 —n,—

OIS

Nel caso in cui uno sia positivo , 1, ed uno sia negativo, —m, possi-
amo supporre che n > m > 0 ed avremo
o g" =qa"""g" percuia"" = a”uim =a'qa™"

n—-m _ 1 _ 1 __ _—nm
° (11) _(an)m_W_a






2. Potenze ad esponente razionale

Le proprieta dimostrate consentono di affermare che

Teorema 2.1 Siaa € R, a > 0, n € Z, allora la funzione a — a" ¢
strettamente monotona e surgettiva su IRy e pertanto é invertibile.

DiMOSTRAZIONE. La monotonia e gia stata dimostrata mentre la
surgettivita segue dalla continuita e dai limiti agli estremi del campo
di definizione, anche questi provati nei precedenti teoremi.

O

E pertanto possibile considerare I'inversa di una potenza ad espo-
nente intero e porre la seguente definizione.:

Definizione 2.1 Sina € R, a > 0, n € Z, definiamo la funzione a — an
come l'inversa della funzione a — a" ;
quindi si ha

Lemma 2.1 Sia f : Ry — Ry crescente strettamente .

Se
im0 = oo
. Allora
. —1 _
Jim ) = e
Se
li =0
xg})hf(X)
. Allora
lim f'(x)=0
S

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0 e sia dc = f(€)
Allora se y > J¢ si ha

F ) > 10 = (fle) =

Sia € > 0 e sia dc = f(€)



Allora se y < é si ha

FHy) <o) = fH(fle) =¢

Teorema 2.2 ¢ La funzione a — an ¢ crescente strettamente \Vn >1
* La funzione a — a~ i ¢ decrescente strettamente \fn > 1

L lima_ma% =0Vn>1

. lima_>+ooa% =+4ooVn>1

e lim, .o A = 4+ooVn >1

o limy 4000 7 =0Vn >1

Teorema 2.3 Si ha:

DIMOSTRAZIONE.
e Sia
1

an =x , bn =
per cui

a = x'rl , b= yn
Avremo

ab = x"x" = (xy)"
per cui

1
n

anbi = xy = (ab)

=

e perm=1siha (a!)" = (g

avremo
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.1
e Siagmm = x, avremo x" =g e

1 1
n n

S
I
=

3

a — (XVLWI)

- ()
)

Il secondo punto del precedente teorema giustifica la seguente definizione

da cui

S|
3=

1
anm — X = (a

Definizione 2.2 Definiamo

Possiamo dimostrare i seguenti fatti

Teorema 2.4 Siha

km m
® kn = (gn

14 mq+np
q

DIMOSTRAZIONE.

P
q

.ooom
e Siaan =xea’l =y, neseguechea” =x"ea’ =y

Ne viene che

a™ — ™ e abt — ynq
da cui
ng __ n ng __ m np __ . mg+n
(0y)" = (x)"1(y)"1 = a"a" = "
ed infine
m P ma-+np
anagl =xy=a ™

mp
am

~
_
EIE]
N———
Il
/N
/N
—
AN
3
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==
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=
N~
Q=
Il
7 N
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O
I risultati riguardo le proprieta delle funzioni composte ci consentono
di enunciare il seguente teorema:

Teorema 2.5 Siaa>0,nc€Z,ne€N.

=[3

e an >0



. mo
* La funzione a — an é crescente strettamente se m > 0
. m-
* La funzione a — an e decrescente strettamente se m < 0
. m
e lim, ,gan =0sem >0
. m
e lim; y40an = +oosem >0
. m
e lim, .gan = +ocosem <0
. nm
¢ lim; yy0an =0sem <0

Teorema 2.6 Se a > 1, allora la funzione Q > s +— a° é strettamente
crescente.
Se 0 < a <1, allora la funzione Q > s +— a°é strettamente decrescente.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo a > 1, essendo la dimostrazione del
tutto analoga per 0 < a4 < 1. Sia s < t Dal momento che a' —a° =
a*(a'~* — 1) basta osservare che a° > 0, e a'™> > 1 perche t —s € Q.

O

Vale il seguente risultato dovuto a Bernoulli.

Teorema 2.7 Sea > 1, allora

a—1
a%—lg

Se0 < a < 1allora

si ha
a=14+wy)" > 14 nwy,
e
a%—lzwn_a_l
n
Inoltre .
1_a*%:”"1_1 <1<t
an n




Pertanto

1—a 1—a
ar  — an
¢ 1 1
1 1 —a —a
1—an <an <
an an
Inoltre
1
1\ " _1-1
a n
Pertanto
a n—1 1—a
i an
e
1 11—a 1—a
an—1<an <
an an

Teorema 2.8 Sina > 1.
Per ogni € > 0 esiste ne s € N tale cheser,s € Q, [r —s| < L siha

Ne,s

l[a" —a®| <e

Se inoltre r,s < p € Q possiamo affermare che, per ogni € > 0 esiste
ne € N tale che se [r —s| < n% si ha

l[a" —a®| < aPe

e si ha l"'uniforme continuita dell’esponenziale sui razionali minori di p.
Risultati analoghi valgono se 0 < a < 1.

D1MOSTRAZIONE. Possiamo supporre r > s ed abbiamo che

a—1
S <e

1
a—a*=a°@’-1)<a’(are —1) <a
ne
; sa—1
non appena si scelga n > a®4—.

Inoltre se #,s < p avremo a° < a” e l'uniforme continuita dell’esponenziale
inbaseasu {reQ, r<p} O






3. Potenze ad esponente reale

Definizione 3.1 Sia a > 0 e sia a € R definiamo

Ac={d :reQ, r<a}
Ac={d" 1 reQ,r<a}
A>={da" :reQ,r>a}
A-={ad" : reQ,r>a}

si ha che

A CAc , AsCAs

Quindi A< ed A> sono sottoinsiemi separati in R e pertanto esiste A € R
tale che
a < A<dqd Vr,s € Q , s<a<r

Inoltre, poiche é possibile trovare r,s € Q , s < a <r, r—s < % per
ogni n € N se ci fossero A'e)” soddisfacenti le condizioni di cui sopra, si
avrebbe

N =M <d —a*<e , Ve>0

Definiamo

si ha evidentemente che

* Sea>1
a“* =sup A =supA< =infA> =inf A

e Se0<axl

a* =infA. =infA< =sup A> =sup A~

Teorema 3.1 Sia a > 0 avremo
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DIMOSTRAZIONE. Sia 7, — «
1 1 o1 . 1\ 1\*
— = ——— =lim— =1lim|( - = -
a®  lima'™ arn a a

Teorema 3.2 Siaa > 0. Allora
a8 = %P

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo a > 1., essendo la dimostrazione del
tutto analoga per 0 < a < 1.
Per definizione si ha

a* =sup{a” : reQ, r<a}

af =sup{a® : scQ, r<p}
P =sup{a : teQ,r<a+p}

Osserviamo cheser,s € Qr <a,s < Ballorar+s€ Qer+s =
t<a+p.

Viceversaset € Q, t < a + 3 e se scegliamo s € Q tale che t —a <
s < pB,postor =t—s,avremochetf—s<waer+s=t

Teorema 3.3 Sia a > 0 avremo

per cui

Teorema 3.4 Se a > 1, allora la funzione x — a* e strettamente crescente.
Se 0 < a <1, allora la funzione x — a* é strettamente decrescente.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo a > 1, essendo la dimostrazione del
tutto analoga per 0 < a < 1. Sia y > x Dal momento che 4/ — a* =
a*(a¥~* — 1) basta osservare che a* > 1, per ogni x > 0 in quanto
a">1perognire Q,r>0

O

Teorema 3.5 sia a > 0, allora

lima"—1=0
h—0

Ne segue che la funzione x — a* é continua.



DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per semplicita, a > 1.
Siae > 0esiane € N, ne > % ; sia inoltre 6. < n%
Se |h| < J¢ allora

1 a—1
a'h‘—lgaﬂ—lﬁ

< _
- <e(a—1)

Pertanto se x,x9 € R, (x > x¢) si ha

ax _ ax() — axo(axfo _ 1)

e ne segue la continuita; di x — a*.
O

Teorema 3.6 Siaa > 0, « € R Sia r,, una successione, r, € Q ,ry, - o ,
rn < « Allora

supa™ a>1
a* = P = lima'™
infa™ O0<a<1

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo a > 1, essendo la dimostrazione del
tutto analoga per 0 < a < 1.
Dal momento che
a* =sup Ac

possiamo affermare che a* > a™ per ogni r,, ed inoltre , fissato € > 0
possiamo trovare p. € Q, pe < a tale che

a* —e < abe < a*

Dal momento che r, — a , r, < a possiamo trovare n, tale che
Pe < 1y, < & per cui

a* =supa’™

Inoltre
a* —am=ag"(1—-a"""*) =0
in quanto r;, — &
Teorema 3.7 Siaa > 0, « € R; allora
a“b"* = (ab)*
DIMOSTRAZIONE. Siano r,, € Q , 1, — «; 1, < &; allora

A at Wb, (ab)™ — (ab)®

13
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Ma, essendo r,, € Q
a’"p"™ = (ab)™

e
a*b* = (ab)*
O
Teorema 3.8 Siaa > 0esianoa € R,n,m € N allora
° (aa)n — ghu
o g — (g"‘)%
e quindi
(@) = (a%)n" = (am)" = a%
DIMOSTRAZIONE.
e Siha (a*)! = a1
Inoltre se (a*)" = a™ si ha
(atx)n+1 —_ (aa)naa — gt = utx(nJrl)
® Siha, per il precedente punto,
(g%)” = a%n = g%
da cui
o 1
an = (a”‘)ﬁ
O

Teorema 3.9 Siaa >0, a, B € R; allora
(a*)F = a*F

DIMOSTRAZIONE. Possiamo sempre ricondurci al caso in cui &, § > 0.
Infatti qualora fosse ,ad esempio, & < 0 possiamo osservare che

a* = 1 '
a
Sias, € Q, ty, = B, sy < B.
Allora

(aa)lg = lim(a"‘)sﬂ = lim g% = a"‘ﬁ



Teorema 3.10 Sia a > 0. Allora la funzione x — x“ é continua e stretta-
mente crescente per x > 0

DIMOSTRAZIONE. Siano x,y > 0 avremo

xa

yuixu :xu(y 71)

pertanto sara sufficiente dimostrare che
x* =1 se x—1

Per defnizione possiamo trovare r € Q tale che x* — x" < € per

N

cui dal momento che la funzione x — x" & continua, se |x — 1| €
sufficientemente piccolo si ha
|2 — 1] < [x" —x"| + |x" — 1| < 2e

Inoltresey > x > 1 avremo y/x > 1e

O
Possiamo ora studiare le proprieta di una successione di notevole
importanza.
Sia E,; la successione definita da

1 n
n
si ha che E, & una successione strettamente crescente ed inoltre

2<E; <3

Infatti si ha

E, = <1+i)n—k20<z>nlk

per cui
E,>1+4+n(1/n)=2

Per dimostrare che E, & crescente osserviamo che si ha

1\" 1 n—1
En:(1+n> Z<1+H) =Ey

(=)= () ()

se e solo se

15
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se e solo se

se e solo se

e l'ultima disuguaglianza si deduce immediatamente dal lemma ??.
Infine, dal momento che si puo facilmente provare per induzione
che
(k+1)!>25 perk>0

si ha
DR g g
Ey, < — =1+ — <1+ — <3 (3.1)
= k! = (k+1)! = 2k

Pertanto E;; € una successione crescente e limitata per cui possiamo
affermare che
lim E,
n

esiste ed e reale e pertanto é lecito definire chiamare e il suo limite.
e = lim El’l
n

Se x, € una successione a termini positivi, x, — x si puo provare
(si veda il capitolo successivo sulla continuita) che

limlog, x, = log, x
e pertanto si ha
limnlog, (1 + 111) =log,e
Osserviamo anche che
log,e=1 & a=e

per cui si & naturalmente indotti a privilegiare il numero e come base
per i logaritmi.
Si ha con 51 cifre decimali esatte

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959
Definizione 3.2 Definiamo funzione esponenziale la funzione
exp: R — Ry

mediante la
exp(x) = e*
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Per quanto gia visto exp(-) é una funzione invertibile e
Definiamo logaritmo naturale la funzione
In: ]R+ — R

inversa dell’esponenziale.

Ovviamente la funzione esponenziale e la funzione logaritmo natu-
rale sono continue ovunque.
Dal momento che

E(x) <x<E(x)+1
si ha

1 1 1
1+ ———<14+-<14 -
+E(x)+1< TS +E(x)

e

<1+E(X;+1>E(X)§<1+E(x;+1)x<<1+i>x§(1+E(1x))xg<1+E(1x)>E(X)+l

Pertanto, poiche

ed anche

D’altro canto

da cui

, A . a 1

im (1--— =e edanche lim (1—-x)=* = lim (1x)* =e
X—+00 X x—0t x—0~

Ne segue che

fim RO =) L)~ limin ((1 + x)%) =In(e) = 1
x—0

x—0 X x—0 X

Inoltre, sostituendo y = e* — 1

Lo —1
lim
x—0 X

— & —
= \me_mln(l er) 1



Ne segue che

X __ X0 X—X0 __ 1
. e e . e
lim =% lim —— =¢%
X—xpg X — xO X—Xg X — xO
e
(ex>/ — ex
Inoltre
1 1

(In(y))" = m = g

Teorema 3.11 Sia f : Ry — Ry crescente strettamente .
Se

i ) = oo
. Allora
. -1 o
Jim 7 (x) = oo
Se
li =0
A S
. Allora
lim f~'(x)=0
A S

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0 e sia dc = f(€)
Allora se y > . si ha

Fw) > 10 = (fle) =

Sia € > 0 e sia dc = f(€)
Allora se y < J¢ si ha

F ) <10 =f1(fle) =e

Per la continuita della funzione potenza si ha , per x > 0,

o = (hgn (1+z)z)x = lim (1+%)n

£ 0D (53




Ne segue che

P x\" x
_ - <
e _h,?f‘(l"" ) 1+x+

2

(3-3)
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