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CAPITOLO 1

SPAZI EUCLIDEI n-DIMENSIONALL.

Per lo studio delle funzioni di pivariabili reali occorre aver presenti
alcune propriet degli spazi euclidei ad dimensioni.

E inoltre indispensabile conoscere qualche progritlle applicazioni
lineari inR™ e delle forme bilineari e quadratiche.

1. Norma e Prodotto scalare

DEFINIZIONE 1.1. Indichiamo conR™ lo spazio vettoriale costituito
dallen — ple ordinate di numeri reali; in altre parole

reR" & x=(r1,x9,....,x,) CONzy € R.

In R™ si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno
scalare mediante le

l’+y:(.Il-f—yl,ﬂfg-f-yg,....,ﬂfn—l—yn) s .T,yGRn

ar = (axy, oy, ....,ax,) , « € Rz e R
L'insieme dei vettori

costituisce una base &"; si avia pertanto che, se € R"

n
zzg Xi€;.
i=1

DEFINIZIONE 1.2. Si definisce norma ifR™ una funzione che si indica
con
|- : R* =R

che verifica le seguenti proprit

(1) ||zl =0 Ve € R"

) lz =0 & 2=0

(3) ||ax|| = |af||=]| Va e R, Vzr e R”

@) llz+yll < llzll+llyll  Vz,y e R"
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DEFINIZIONE 1.3. Si definisce prodotto scalare iR una funzione
() :R"xR" — R

tale che

alz, z) + By, 2) Vx,y,z € R", Vo, € R.

Come nel caso del valore assoluto per i numeri reali, si ha

izl =1yl < flz =yl

LEMMA 1.1. Sianozx,y € R™, allora
e -Disuguaglianza di Schwarz-Holdersel/p+1/q=1,p,q >

’leyl < Z |zillyi| < (Z |2;|P) /P (Z ly:|4)1/4

e -Disuguaglianza di Minkowski-

(Z |z + ?Jz’|p> v < (Z |2;|P)/P + (Z i)/

La disuguaglianza di Holder si riduce alla ppinota disuguaglianza di
Schwarz pep = ¢ = 2.

—_

Perp = ¢ = 2 la disuguaglianza di Schwarz pessere riscritta come
[{z, )| < [l llyl]
e pw essere dedotta osservando chies R

0 < |lz+tyl]® = (z +ty, x + ty) = [ly[|* + 2t(z, y) + [|z]?

Cio implica infatti
(2, 9)* = ll=*lylI* <0

La corrispondente disuguaglianza triangolare segue da

4+ ylI? = |21 + [lylI* + 2(z, y) < =[* + lyl* + 2]z /||yl
Osserviamo che

[z, 9)] = ll=([lly]]
se e solo se esistec R tale cher + ty = 0, ovveroz ey sono paralleli.
Pertanto

]l = sup{{z, y) - |yl <1} = max{|[(z, )| - [[y]| <1}
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Sono esempi di norme iR" le seguenti
lzlly = Jaa?)? p>1
k=1

|2||o = maz{|z;| : i=1,..,n}.
Mentre un esempio di prodotto scal@eato da

(e.y) = (3 2

Ovwviamente si hdz, z) = ||z||3.

In R™ useremo abitualmente [|a/|, chee detta norma euclidea in quanto
||lz||» coincide con la distanza euclidea del vettorgall'origine.

Nel seguito faremo riferimento, a meno di espliciti avvisi contrari, a tale
norma e scriveremf - || in luogo di|| - |2.

Osserviamo altreshe il prodotto scalare sopra definito, pur non essen-
do 'unico possibile, sarl'unico da noi considerato.

Si vede subito che

<P1,P2> = |P1||P2| COS(QQ — 01)
Infatti, facendo riferimento ai? e alla figura4.5, si ha

(P1, Py) =
= 212 + Y1Yy2 = | P1|| P2| cos(62) cos(601) + | Pr|| Pz| sin(6s) sin(6,) =
= |P1|| P2| cos(0s — 61)
L'osservazione appena fatta giustifica il fatto che

Diciamo che due vettoriz,y € R™ sono ortogonali se(x, y) = 0.
Diciamo che sono paralleli se esisté € R tale chex = \y. Sex edy
sono paralleli(z,y) = [|z[||[y]]

Se| - ||l. €] - ||l» sono due norme iik" si dice che sono equivalenti se
esistono due costanti redli e K tali che

Hlzlly < [lzfle < K]l
Si pw dimostrare che

In R” tutte le norme sono equivalenti.

E anche interessante osservare che
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P =(z1,41)

JFr=la2y2)

|2}
#
4 P2l

]
o

FIGURA 1.1.

La funzione p — ||z||, € decrescent&/z € R" e si ha
| lleo = lim |z, = infflll, - p =1}
inoltre
[2lloo < Mlzlly < [lzlls < nllzllo < nllzlly < nllzfly Vp,g =1
e pertanto le norme|| - ||, sono tutte equivalenti.

Le notazioni vettoriali introdotte consentono di esprimere facilmente
condizioni che individuano rette piani e sfere.

Possiamo individuare i punti di una retta che passa per il putay, zo)
ede parallela alla direziong, b, ¢) semplicemente sommande, y, z) con
il vettoret(a, b, ¢) al variare dit € R.

Otterremo in tal caso che

(1’73/; Z) = (1’073/0720) + t(a7b7 C)
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che scritta componente per componente

T =2x9+ta

y=1yo+1tb

z=2zy+tc
fornisce le equazioni parametriche della retta.

Set € R, avremo una delle due semirette in ¢uj, yo, z0) divide la
retta intera, mentre se € [a,b] ci limitiamo ad un segmento della retta
stessa.

Un piano passante per l'origine pessere individuato dai vettori per-

pendicolari ad un vettore assegnato; I'equazione del piano s poindi
scrivere come

((z,y,2),(a;b,c)) =0
mentre il piano parallelo che passa peyt, yo, 29) € dato da
<(‘T —Zo,Y — Yo,2 — zO)a (a7 ba C)) =0

come abbiamo givisto una sfera puessere individuata come 'insieme
dei punti che hanno distanza dal centrg, yo, o) minore del raggiar;
Una sfera sar pertanto individuata dalla condizione

||<x_x07y_y072_2:0)|| S R

2. Applicazioni Lineari

DEFINIZIONE 1.4. Si chiama applicazione lineare una funzione
f:R"—=R™
tale che

flax+By) = af () + f(y) Vr,y eR", Va,f€R
L(R™ R™) & linsieme delle applicazioni lineari sSR™ a valori in R™.
L(R" R) si chiama anche spazio dualef.

Gli elementi di£(R™, R™) possono essere messi in corrispondenza biu-
nivoca con le matrici aventh righe edn colonne M™*",

Piu precisament& (R, R™) ed M™*" sono isomorfi in quanto ogni
applicazione linear¢ puo essere scritta nella forma

f(z) = Az conA € M™*".

e d’altro cantof (z) = Az é lineare.
In particolare

Le applicazioni lineari da R™ in R sono tutte e sole quelle della forma
f(z) =(z",x) con x* € R"
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DEFINIZIONE 1.5. Sef € L(R™, R™) definiamo norma df,

[fllo = sup{[[f ()] : [l < 1}.

Possiamo identificargé con la matriced per la quale risultg (z) = Az,

per cui possiamo anche definire
[Allo = sup{||Az]| : [[=| < 1}.
D’altro canto si po definire
1Al = O lay )7 p=>1
ij
e
|Allo = max{|a;;| : i=1,..,m,j=1,..,n}
esattamente come negli spazi euclidei e s psservare che
[Allo < [[All2 = [[All

la disuguaglianza essendo stretta ad esempib-sel .
Possiamo anche provare che

Si ha che
|Allo = sup{[{Az,y)| : [|z| <1, [[y|| <1}
ed inoltre, seA € M™" = M"™ e simmetrica
|Allo = sup{|(Az,z)| : [jz]| <1=A

dove
A=maz{\; : i=1,2,.n} =X\,

3. Forme Bilineari e Quadratiche

DEFINIZIONE 1.6. Si chiama forma bilineare ilR™ una funzione

fiR"xR" >R
tale chef(-,y) e f(x, ) siano funzioni lineari SR™.

Le funzioni bilineari sUR™ sono tutte e sole quelle definite da

f(x,y) = (z, Ay) = (Bz,y) con A, B € M"

doveB e la matrice trasposta di. (si ottiene dad scambiando le righe con

le colonne. Solitamente si dendfa= A*).

DEFINIZIONE 1.7. Sef e una forma bilineare ifR™; la funzione

g:R"—R
definita da

g(x) = f(z, )
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si chiama forma quadratica iR".
Si pw sempre trovare una matricé € M™, non unica, tale che

g(x) = (z, Ax)

possiamo inoltre sempre sceglietdn modo che sia una matrice simmetri-
ca; in tal casoA si dice matrice associata alla forma quadratica e risulta
univocamente determinata.

Seg e una forma quadraticay si dice semidefinita positiva (negativa)
se

glx) >0 (<0) VxeR"
g si dice definita positiva (negativa) se
glx) >0 (< 0) VzeR"{0}.
Si possono provare i seguenti:

TEOREMA 1.1. Siag una forma quadratica e sia la matrice ad essa
associata; allora

e ¢ e definita positiva se e solo se, dettg il minore principale di
ordinek di A, si ha

det A, > 0 Vk;
e g e definita negativa se solo se
(—1)*det A, > 0 Vk.

TEOREMA 1.2. Siag una forma quadratica e sia la matrice ad essa
associata; allora

e ¢ e definita positiva (negativa) se e solo se, dgtti suoi autova-
lori, si ha

A >0 (< 0) Vk;
e ¢ € semidefinita positiva (negativa) se e solo se
M >0 (<0) Vk
Il prodotto scalare ifR"
f(x,y) = (z,y)
e il piu semplice esempio di funzione bilineare; la forma quadratica
9(x) = f(x,x) = (z,z) = ||z

si riduce alla norma euclidea [R™ La matrice di rappresentazione della
forma bilineare associata al prodotto scakata matrice identica.
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4. Proprieta Topologiche
Una successione IR™ € una applicazione
r:N— R"
Nok—zx,eR"

Le proprieta di una successione inR" possono essere studial
componente per componente.

(e

DEFINIZIONE 1.8. Chiamiamo sfera aperta di centre, e raggior,
l'insieme
S(zg,r) ={x € R" : |z — x| <r}
SeACR"

e 1) € Asidice interno ad4 se esiste > 0 tale cheS(zy, ) C A.
e 1, € punto di frontiera ped C R" se

V5 >0 S(z0,0)NA#D e S(zo,0) N A+ @

L'insieme dei punti did che sono interni si indica comt A.

A C R™ si dice aperto se tutti i suoi punti sono interni, eiseA =
int A.

A C R™ si dice chiuso se il suo complementaraperto.

0A e l'insieme dei punti di frontiera di .

La chiusura diA & I'insieme

cdA={z eR" : Tz, € A, 2 — x}.

Si pw verificare che

SeA C R"
eclA=0AUA
e A e aperto se e solo s€x € A, Vay, x, — x, Sihax, € A
definitivamente;
e Aechiusoseesolosér, € A, z, — z,Sihazx € A.

DEFINIZIONE 1.9. Un insiemed C R” si dice

limitato, se esiste > 0 tale cheA C S(0,r);

convesso, seézr,y € A, VA € [0,1], \x + (1 — Ny € 4;
compatto, s&/x;, € A, esiste un’estratta;, — x € A;
connesso, se non esistono due insiemi apdrtid, tali che A; N
A%@,AQQA%@,AQ(AlﬂAQ)ZQ,ACAlLJAQ
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Si pw dimostrare che

e A e compatto se e solo sd e chiuso e limitato.
e In R gli insiemi connessi sono tutti e soli gli intervalli.

¢ Gli insiemi connessi ed aperti diR™ possono essere caratteriz

zati dalla seguente condizione
Vz,y € A esiste una funzione

¢:la,b) — A
continua, lineare a tratti (il cui grafico e costituito da segmen

paralleli agli ass) tale che¢(a) = x e p(b) = y.
e Se A e convesso, allorad & connesso.

y







CAPITOLO 2

LE FUNZIONI DI Pl U VARIABILI

Questo capitole dedicato allo studio delle propréeti continuit e
differenziabilita delle funzioni

FiR" R

conn,m > 1,
DEFINIZIONE 2.1. E data una funzione
f:R*" — R™

se sono assegnati

e uninsiemed C R”
e una corrispondenza

re€A— f(x)eR"
che ad ognit € A associa uno ed un solo vettof¢r) € R™.

Si dice cheA ¢ il dominio di f e si scriveD(f) = A e, nel caso che
tale dominio non sia esplicitamente indicato, si suppone la corrispondenza
f definita per tutti glic € R™ per cuié possibile considerargz).

Si definisce rango df

R(f)={yeR™ : Jw e A y=f(z)}
e grafico dif.

G(f) ={(x,y) e R" X R™ : y = f(x)}

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso rea-
le e parimenti simile la definizione di iniettiva, surgettivia, bigettivig.

1. Limiti

Lo studio dei limiti di una funzione di pi pu essere condotto sempli-
cemente ripercorrendo i risultati ottenuti nel caso di una funzione reale di
una variabile reale, avendo cura di puntualizzare solo qualche particolare
sui valori infiniti.

13
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Quandon = 1, si estendeR mediante due punti all’infinito che vengono
denominati +oc € —oo, in quanto e ben chiaro che due punti diR pos-
sono sempre essere confrontati nella relazione d’ordinéR(e totalmente
ordinato). Sen > 1 cade la possibilia di ordinare totalmente R"™ e per-
tanto si preferisce estender&R™, n > 1, con un solo punto all'infinito
che viene denominato semplicements. Ricordiamo che, anche se meno
utile, questa possibilit esiste anche iR

DEFINIZIONE 2.2. Sen = 1 exy € RU {00}, definiamo, pep > 0

(p, +00) se x = +00
I(zo,p) =4 (o — p,xo+p) sex €R
(—00, —p) sexr = —00

Definiamo inoltrel®(z, p) = I(xo, p) \ {x0}-
Sen > 1, xy € R" U {0}, definiamo pep > 0

I(zg,p) = {ro € R : ||zol| < p} = S(w0,p) 20 €R”
0 {:L’O c R" . ||l'0|| >p} Ty = 00

anche qui poniamd®(zg, p) = I(zo, p) \ {70}

DEFINIZIONE 2.3. SiaA C R™, sidice chery € R" U {oo} & un punto

di accumulazione ped seVr > 0 I%(zy,7) N A # 2.
Indichiamo corD(A) I'insieme dei punti di accumulazione di

SiaA C R", zp € R*"U{o0}; xg € D(A) se e solo sélzy, € A, x # o,
T — Xo-.

DEFINIZIONE 2.4. Siaf : A — R", A C R" e siax, € D(A); diciamo

che
lim f(z)=1/¢

T—xo

se

Ve >0 30(e) > 0 talechesex € I°(zq,6(c)) N Asiha f(x) € I((,¢)
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Si pw facilmente provare che:

ogni funzione che ammette limite finitoe localmente limitata;

il limite di una funzione, se esisteg unico;

sem = 1 vale il teorema della permanenza del segno;

il limite di una somma e uguale alla somma dei limiti, ove

guesti esistono finiti;

e il limite del prodotto di una funzione a valori reali per una
funzione a valori vettoriali € uguale al prodotto dei limiti, ove
questi esistono finiti;

e sem = 1 il limite del reciproco di una funzione € uguale al
reciproco del limite della funzione stessa, ammesso che non sia
nullo.

e sem = 1 valgono i risultati sul confronto dei limiti del tipo
considerato per le funzioni reali di una variabile;

e il limite di una funzione pu0 essere caratterizzato per

successioni come per le funzioni di una variabile.

Ricordiamo anche I'enunciato che permette di calcolare il limite di una
funzione composta

Siaf: A— R" ACR" 2y € D(A)esiag: B— A, B C R?,
Yo € D(B), g(B) C A; supponiamo che
lim f(z)= e lim g(y) =0
Y—Yo

Allora, se una delle due seguenti condiziorg verificata
e o & dom f
o f(wog) =14
si ha
lim f(g(y)) = L.

Yy—Yo

2. Continuita

DEFINIZIONE 2.5. Siaf : A — R™, x5 € A C R", diciamo chef e
una funzione continua im, seVe > 0 35(¢) > 0 tale che

sex € A, ||lx — x| < d(e) siha| f(x) — f(xo)| < e.

Nel caso in cuiry € AND(A), la condizione sopra espressaquiva-
lente alla

lim f(x) = f(xo)

T—T0
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f sidice continua inA seé continua in ogni punto di A.
Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

la somma di funzioni continuee continua;

e il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione
a valori scalari, entrambe continue,é continua;

e sem = 1, il reciproco di una funzione continuae continuo dove
ha senso definirlo;

¢ vale la caratterizzazione della continuif per successioni data,
nel caso reale;

e la composta di funzioni continuee una funzione continua.

e selim, .., f(z) = Aelim, .., g(z) = p, con\, u € R™ si ha

Jim (£(2),9(2)) = )

e In particolare la funzione (-, -) : R™ x R™ — R & continua

Valgono per le funzioni continue i soliti teoremi

TEOREMA 2.1. -degli zeri- Siaf : A — R, A C R", A aperto e
connesso e supponiamo chsia una funzione continua; allora se esistono
x1, 1o € Ataliche f(x1) f(x2) < 0 esiste anche, € Atale chef(xy) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Poicke A e connesse possibile congiungere, ed
x5 con una linea spezzata costituita di segmenti paralleli agli assi coordinati.
Sianoz; gli estremi di ciascuno dei segmenti, nel caso infui;) = 0
per qualchg, il teoremaé dimostrato, in caso contrario esisterampory, ;1
tali che f(zy) f (z+1) < 0.
Allora la funzione[0,1] 5 t — ¢(t) = f(zr + t(zp1 — 1) € R €
continua e si pa applicare a il teorema degli zeri. O

TEOREMA 2.2. - Weierstral3- Sia f : A — R una funzione continua
e supponiamo chd sia un insieme compatto; allora esistong, x5 € A
tali che

f(z1) = min{f(z) : x € A}
f(zg) = max{f(x) : x € A}

DIMOSTRAZIONE. Sia, ad esempia = inf{f(z) : = € A}, allora
esiste una successiong € A tale chef(z;) — A e, dal momento che
A e compattog possibile trovare una successiane — z; € A. Si ha
pertantof (zx,) — A e, per la continué di f, f(zx,) — f(z1). Ne segue
che) = f(x;) e latesi. 0

TEOREMA 2.3. - Weiertsral3 generalizzato- Sia f : R — R una
funzione continua e supponiamo che esistaR” tale che

Jim f(z) > ()
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FIGURA 2.1. Il teorema degli zeri

allora esister; € R" tale che
f(z1) = min{f(z) : =z € R"}
DIMOSTRAZIONE. Sia
A=inf{f(z) : z € R"}

sihaf(z) > A

Sia poié > 0 tale che sdlz|| > ¢ si abbiaf(x) < f(z) + &, cone > 0.

Sia ancora;;, € R™ tale chef(zy) — A.

Allora, perk abbastanza grande, sifiar;,) < f(#)+e e quindi||x|| <
0.

Si pw pertanto estrarre da, una successiong,, tale chex;, —

x1 € si pw concludere utilizzando le stesse argomentazioni del teorema
precedente. O

DEFINIZIONE 2.6. Siaf : A — R™, A C R"™; f si dice uniforme-
mente continua i se
Ve > 035(e) > Otale che ser,y € Aeljx —y|| < é(¢), siha

1f(x) = fF)ll <e.

TEOREMA 2.4, - Heine-Cantor - Siaf : A — R™, A C R"; se
f e una funzione continua s& ed A e un insieme compatto alloré e
uniformemente continua sd.

COROLLARIO 2.1. Siaf : R® — R™, lineare; allora
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e f e uniformemente continua &¥;
e f trasforma insiemi limitati diR™ in insiemi limitati diR™.

3. Differenziabilita e Derivabilita

DEFINIZIONE 2.7. - Siaf : A — R™, A C R", A aperto,z, € A;
diciamo chef e differenziabile inc, se esiste una applicazione lineare

L:R" — R™

tale che

o 10+ 1) = Flao) = L)
s o1

L’applicazione linearel, si chiama differenziale df in zy e si indica
solitamente comf (xy).

La matrice che la rappresenta si chiama matrice jacobiang di =, e
verra indicata conV f(z,). Si ha perod

L(h) = df (zo)(h) = V f(z0)h

=0

Quandom = 1, V f(z) si riduce ad un vettore di R" e si indica col
nome di gradiente di f in z,; faremo uso del nome gradiente anche se
m > 1.

Osserviamo infine cheV f : A — R™*" = M™x™

Siaf : A — R™, posto

_ (o +h) — f(xo) — df (o) (h)|
7]
per la definizione di differenziabiftsi ha

w(h)

}lllir(l)w(h) =0

per cui

f(zo +h) = f(x0) — df (x0)(h) = ||h|w(h)
Se viceversa vale l'uguaglianza precedente si perificare chef e
differenziabile.
Naturalmente

1f (o + h) = f(@o)|| < [wlh) + lldf (zo) I] || 2]
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e siha
lim f(wo +h) = f(wo)
per cui

Ogni funzione differenziabile & continua.

DEFINIZIONE 2.8. Siaf : A — R, A C R", A aperto,zq € A;
diciamo chef e parzialmente derivabile im, rispetto alla variabilex; se

f(xo +tei) — f(wo)

lim
t—0 t
esiste finito.
In tal caso denotiamo il valore di tale limite con il simbolo

af

(%i(:co) oppure con  f,.(xo)

e lo chiamiamo derivata parziale dirispetto adz; calcolata inx.
(Osserviamo chee; = (0,0, ..,¢,..,0,0) ).
Sey € R, diciamo chef e derivabile inx, rispetto al vettore, se
i @0 +ty) — f(zo)

t—0t+ t

esiste finito.
In tal caso denotiamo il valore di tale limite cofi(zo, y).
E’ facile vedere chef e derivabile rispetto alla-esima variabile se e
solo sef’(xo, e;) ed f'(zg, —e;) esistono e
f/(xm ei) = _f/(x()y _ei)
In tal caso si ha
f/(Io,Gi) = —f,(xo, —e;) = fxi(x())-

TEOREMA2.5.Siaf: A — R,z € A C R", A aperto e supponia-
mo chef sia differenziabile inzy; allora f e derivabile inxz, lungo ogni
direzione e si ha

f'(wo,y) = df (x0)(y) = (Vf(20),y)
Se ne deduce in particolare, scegliengo= ¢; edy = —e; che f €
derivabile inx, rispetto adz; e che

DiMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢ e differenziabile,

Conhmhﬂo W(h) = 0.
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Perh =ty cont > 0 si ha
|f (2o + ty) — f(x0) — (Vf(20), ty)| = tllyllw(ty)

f(zo +ty) — f(wo)
t

—(Vf(20),9)| = llyllw(ty)

Quindi
f/(ﬂvo, y) = (Vf(wo),y) = df (z0)(y).

Osserviamo che, sge differenziabile inz, allora si ha

f'(xo,y) = —f' (w0, —y)

e pertanto
lim f(xo +ty) — f(xo) ~ lim J(xo +ty) — f(xo)
t—0t t t—0— t

O

TEOREMA2.6.Siaf : A — R™, zp € A C R", A aperto e sia
f= (fl,fg, ..... ,fm) Confj :A— R, 7=12 .. m.

Allora f e differenziabile inc, se e solo s¢; e differenziabile inc, per
ognij=1,2,...,m.

Inoltre si ha

Vfi (»To)
sz(xo)
V(o) = ‘

V fon(ao)

TEOREMAZ2.7. -Derivazione delle Funzioni Composte Siaf : A —
R™, ACR" esiag: B— A, B CRP.

Possiamo allora considerarg(g(-)) : B — R™.

Sianox, € A, yo € B talicheg(yo) = xo, f € g siano differenziabili in
xo edyy, rispettivamente.

Allora f(g(+)) e differenziabile iny, e si ha

Vf(9(yo)) = V(o) - Va(yo) = Vf(9(y0)) - Vg(yo),
essendo il prodotto tra matrici inteso righe per colonne.

DIMOSTRAZIONE. Si ha
f(ao +h) = f(xo) = Vf(ao)h = [[hflwi () con lim w, (h) =0
ed anche
9(yo + k) = 9(yo) = Vg(yo)k = [[kjwa(k) con lim w, (k) =0

Pertanto posto
h(k) = g(yo + k) — g(yo)
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si ha

lim h(k) = 0

e quindi
Fla(yo + k) — flg(yo)) — Vf(20)Vg(yo)k _
1%
_ Vi (@o)lg(yo + k) — 9(yo) = Vg(yo) k] + [[A(F)l|lwr (h(K))
%]

= V [(zo)wa(k) +

[[A.(k)[Jwr (R (K))
%]

dal momento che
[R(B)[| < |[K][(wa (k) + cost)
O

Esplicitiamo in caso semplice il teorema di derivazione delle funzioni
composte con lo scopo di illustrarne l'uso.

Sia

f:R* =R , g:R*— R?
(@,y) = flzy) (L) (@t s)y(ts))

e consideriamo la funzione

¢(t7 3) = f(.??(t, 3)>y(tv S)) = f(g(ta 8))

Utilizzando il teorema possiamo affermare che

(0:(L,5), 0s(t, 5)) = Vo, s) = V[f(g(t, s)) - Vg(t, s)

Ma
Vi(@y) = (fole,9), fulzy), . Vglt,s) = @ZE? 3 zg 3)
per cui

(Pu(t, s), Ps(t,s)) =
(fx(l‘,y),fy(x,y)) (xt(ta 8) xs(t, 8)) _

yi(t,s)  ys(t,s)
(fo(z,p)ze + fy(z, 9y, folx, y)zs + fy(z,9)ys)
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Sef : A — R™ A cC R", A aperto, e differenziabile in A e se
definiamo
o(t) = flz +th)
si ha che¢ e derivabile per i valori di ¢ tali che z + th € A (cioé almeng
inun intorno (—4,4) di 0) e si ha
&' (t) = Vf(x+th)h
Nel caso in cuif assuma valori reali si ha
¢'(t) = (Vf(z+th),h)

Il teorema di Lagrange applicato alla funziopeppena introdotta per-
mette di affermare che

Se f assume valori reali ede differenziabile in A; allora, allora
flx+h)— f(x)=(Vf(x+71h),h) T €(0,1)

di conseguenza
[f(z+h) = f(o)] < |[A]] sup [V f(z+th)]]

te(0,1)

Tenendo conto che geassume valori ilR™ allora f = (fi, .., fi), CON
f; avalori reali, si po concludere che

Sef: A— R™, A C R", e differenziabile in A; allora,
[f(z+h) = f@) <Al sup [[Vf(z+th)o.
te(0,1)

infatti poich e esistep, € R™, di norma 1, tale che

2.1) |[f(z+h) = f(@)| = (pn, flx+h) = fz)) =
= (pn, Vf(x +Th)h) <
< Hh”tS%PU IV f(z +th)lo

Quando la funzionef assume valori iNRR™, m > 1, il precedente
risultato pu non essere vero.
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Siainfatti f : R — R? definita daf (t) = (cost,sint); si ha
(0,0) = f(2m) — f(0) # 2w(—sin t,cost) =2nV f(t) Vt € (0,2)

Poiche la definizione no di immediata verificag utile avere condi-
zioni sufficienti che assicurino la differenziakditli una funzione.

Sef: A — R, A C R", A aperto, ammette derivate parziali pri-
me continue in A (indicheremo questo dicendo clfec C'); allora f &
differenziabile in A.

Infatti: se ad esempio consideriamo il case- 2, indichiamo con(z, y)
un punto diA e supponiamo che le derivate parziali prirfieed f,, siano
continue inA; avremo

f((L’ + h7y+ k) - f(xvy) - fx(xvy)h - fy({L‘7y)k _
(2 + )
fle+hy+k)—flx+hy+ flz+hy)
VTR
—f(CC,y) - fx(iC,y>h - fy(l',y)k _
ViTT R

per il teorema di Lagrange applicato alle funzigiti + A, -) e f(-,y)
(fa(&y) = falz,y))h + (fy(z + h,n) — fy(z,y)k

(h? + k?)
conlz —¢| < hely—n| <k.
Pertanto, osservando che
h o k
h? + k2| — h?+ k2| —

per la continuid di f, ed f, l'ultimo membro tende & quando(h, k) —
(0,0).
Possiamo affermare in maniera simile che

Sef: A— R™ A C R", A aperto, ammette derivate parziali prime
continue in A (cioé se ognuna dellex componentif; € di classeC!: f; €
Ch); allora f e differenziabile in A.

Sef: A— R, A C R" A aperto, e chiamiamo derivata parziale
seconda dif rispetto alle variabiliz; ed z;, calcolata inxz, e scriviamo
f.z; () la derivata rispetto a; della Funzionef,,, calcolata in.
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Nel caso in cuh = 2 e le variabili inA si indichino con(z, y) possiamo
calcolares derivate parziali seconde:

fxxa fxya fyx» fyy

Si pw dimostrare che

TEOREMA 2.8. -Schwartz- Siaf : A — R, A C R", A aperto, e
supponiamo ch¢ sia parzialmente derivabile due volte the che almenp
unatraf,, e f,, sia continua; allora

f:ty(xa y) = fyx(ma y)

Infatti se ad esempio supponiamo cfyg sia continua, posto

w(h, k) = f(x+hvy+k)—f(x+f;;é/)—f(x,y+k;)+f(:c,y)

si ha
fay(x) = lim lim w(h, k)

k—0 h—0

fye(z) = lim lim w(h, k)

h—0 k—0
Pertanto se proviamo, che

lim  w(h, k)
(h,k)—(0,0)

esiste finito, avremo che

lim  w(h, k) =limlimw(h, k) = lim lim w(h, k)
h,k)—(0,0) k—0 h—0 h—0 k—0

e 'uguaglianza delle due derivate seconde
Applicando il teorema di Lagrange alla funzione

h— f(x+hy+k)— f(z+hy)
si ha

ed applicando ancora Lagrange alla funzione

k— folz+&y+ k)

, —h<&<h

si ottiene
wlh, k) = foy(x +&y+n), —k<n<k
Ora
fim, o) (&) = (0,0)

(h,k)—(0,0
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e pertanto, per la continaitdi f,,

I _ |
) &R k) = Fay ()

In generale possiamo enunciare il seguente teorema

TEOREMA2.9. Siaf : A — R™, A C R", A aperto, e supponiamo
che f sia parzialmente derivabile due volte # allora

fxixj (z) = fzsz<x>
per tutti gliz € A ove almeno una trd, ., e .., € continua.

Le derivate parziali di ordine superiore si definiscono in maniera del
tutto simile.

Le derivate parziali seconde caratterizzano il gradiente della funzione
Vfinfatti, sef : A — R, A C R", A aperto,e differenziabile inA,
possiamo considerare la funzione

Vi:A—R"

SeV f e a sua volta differenziabile (ricordiamo che basta che le derivate
parziali prime diV f siano continue), possiamo considersreV f)(z) e si
vede che

V fu, (2) Jore () faya, (%)
V@) = - = - o

V fon (2) Joner (@) 0 fopz,(2)

La matriceV(V f)(z) si indica solitamente coi f(z) e si chiama
matrice Hessiana dfi in .

La funzione quadratica(h) = (h, H f(x)h) viene di solito indicata con
il nome di forma quadratica hessianafdin .

Qualoraf ammetta derivate parziali seconde continud iff € C%(A)),
per il teorema di Schwarz, la matrié¢éf(x) € simmetrica.

Per fissare le idee ricordiamo che nel caso di una funzione di due varia-
bili a valori reali

_ AV )\ ((fe(zy)  fay(xy)
Hflw,y) = VVi)i@y) = (me,w) - (fwm,w fyyu,y))
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4. Formula di Taylor

Consideriamo una funzionef : A — R, A C R", A aperto,xy € A, e
siah € S(0,r) dover > 0 e scelto in modo cher, + S(0,r) C A.
Definiamo¢ : (—1,1) — R mediante la

o(t) = f(zo +th)
se supponiamof € C* (cioé see derivabilek volte in A), avremo cheyp &
derivabile k volte in (—1,1) e siha

' (t) = df (vo + th)h = (h, V f(x0 + th))

d n
/ . .
©'(t) = T ;1 hifo; (20 +th) =

n

=" WV fu, (w0 + th), h) = (b H f (o + th)h)

=1

Possiamo pertanto ottenere una formula di Taylor anche per funzioni di
piu variabili, sviluppando la funzione. Ci limitiamo al secondo ordine
in quantoe 'unico di cui abbiamo necesaitd in ogni case I'ultimo che
possa essere enunciato senza eccessive digfifotnali.

TEOREMA 2.10.Sef : A — R, A C R", A aperto,z € A e se
f € C*(A), (e quindie differenziabile due volte).
Allora per h abbastanza piccolo si ha

f(@+h) = f(x) + (h, Vf(x)) + (h, Hf(z + Eh)h) /2, € € (0,1)

(formula di Taylor con il resto di Lagrange)
[ ]

fla+h) = f(z) + (h, V() + (b, Hf(x)h)/2 + ||h[[Pw(h)
conlim;_ow(h) =0ew(0) =0
(formula di Taylor con resto di Peano).

DIMOSTRAZIONE.
Applicando ap la formula di McLaurin otteniamo

¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) +¢"(§)/2 0 < ¢ <1
da cui tenuto conto che
¢'(t) = (h,Vf(z + th))
¢"(t) = (h, Hf(z + th)h)
si ricava la prima affermazione
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Inoltre
fla+h) = f(2) +(Vf(z), k) + (b, Hf(x)h)/2 + ||h][Pw(h)
non appena si definisca

(h, (Hf(x +&h) — Hf(x))h)
2||hl[>

dovelim,,_.o w(h) = 0 in quantoH f & continuo e
w(h)| < [Hf(x+&h) = Hf(2)Nl/2, [[€ah]l < [|A]].

w(h) =

5. Massimi e Minimi Relativi

DEFINIZIONE 2.9. Diciamo chex € un punto di minimo (massimo)
relativo per f se esiste una sferd(z, ), r > 0, tale che

fy) = flx) (fly) < flz)) Yy € S(x,r)NA
TEOREMA 2.11. Sex € un punto di minimo (massimo) relativo pgr
interno al suo dominio, allora

e sef & differenziabile inc sihaV f(z) = 0;
e sef ammette derivate seconde continue jiif{ f(x) & semidefinita
positiva (negativa).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare chdt) = f(x + th) ammette un
punto di minimo relativo ird e chevh € S(0,r)

0=¢'(0) = (Vf(z) h)
ed anche
0 < ¢7(0) = {(h, H f(x)h)

La prima condizione assicura cRéf(z) = 0, mentre la seconda, per
definizione, la semidefinitezza i f (x). O

SeVf(z) = 0e Hf(x) € una forma quadratica non definita, allora
none ré punto di massimo relativoérpunto di minimo relativo pef; un
punto siffatto viene solitamente indicato con il nome di ‘punto sella’.

TEOREMA2.12. Sef € C?(A),

o Vf(z)=0
e H f(x) e definita positiva (negativa)

allora z & punto di minimo (massimo) relativo pgr
DIMOSTRAZIONE. Si ha
fl@+h) = f(x) = (h, Hf(x)h) /2 + [|h]*w(h)

conlimy,_ow(h) = 0 = w(0).
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Se ne deduce che

f(x+h)—f(x)_1< h H(x) h >+w(h)2

1112 2\l [
> min {%(u, Hf(x)u) : ||lu|| = 1} +w(h) = % + w(h)

dove
M = min{(u, H f(z)u) : [|u]| = 1} = (up, H f(x)ug) >0

in quanto||ug|| = 1

(I minimo esiste per il teorema di Weierstral&d > 0 percle Hf(x) &
definita positiva ey # 0.)

Pertanto, per il teorema della permanenza del segno,sspegliere
p > 0in modo che, sé € 5(0, p), si abbia

flz+h) = fz)
1112

>0

e la tesi. O

6. Convessia

DEFINIZIONE 2.10. Siaf : A — R, A C R"™ convesso; diciamo che
f & convessa se

FOa+ (1= Ny) SA(@)+ 1= Nf(y) Yr,yeA VA€ (0,1)
Inoltre f si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza stretta.

Si prova facilmente che Sge convessa allora
Ly ={(z eR" : f(z) <o}

€ un insieme convesso.

Con qualche difficolt in pit si prova che una funziong convessa su
un apertoA e continua.

Inoltre applicando i risultati noti per le funzioni convesse di una varia-
bile alla funzione

o(t) = f(z +ty)

possiamo dimostrare che
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e Sef & convessa su un apertd, f'(z,y) esisteVx € A, Vy € R™.
e sef € C*(A), allora sono fatti equivalenti:
— f e convessa

fy) = f(@) +(V[f(z),y —z) Ve,yeA
— H f(z) & semidefinita positiva.
e le seguenti condizioni sono ciascuna sufficiente per |la
successiva:
— H f(x) e definita positivavz € A;
=) > fl@)+(Vf(@),y—x)Vo,y € A,y #x;
— f e strettamente convessa.

7. Funzioni Implicite

Se
f:A—R A C R?
e una funzione reale di due variabili reali possiamo considerare I'insieme
definito inR? da

G={(z,y)eA: f(z,y) =0}

E naturale, per studiare tale insieme, cercare una funzioheui gra-
fico coincida localmente cofy.

Cio e equivalente a risolvere rispetto adequazionef(z,y) = 0, ed
e il procedimento che si segue quando, per studiare il luogo dei punti del
piano in cui

2?4yt =1

siricava, ad esempio,

y=V1-—a? oppure  y=—v1-—2?

Nel caso in cui non sia facile esplicitare una delle due variabili in fun-
zione della seconda, siamo interessati a sapeeemssibile definire una
delle due variabili in funzione dell’altra e a studiare qualche proitiet-
la funzione che evidentemente neénpossibile scrivere esplicitamente in
termini di funzioni elementari.

TEOREMA 2.13. - Dini - SiaA = (xg — a,z9 + a) X (yo — b, yo + b),
f: A — R e supponiamo che le seguenti condizioni siano verificate:
feci(4)

f(xo,yo) =0

fy(an yU) 7& 0
Allora esistes > 0 ed esiste) : (zg — , 2 + 0) — (yo — b,yo + b) tale
che

¢(370) = Yo
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flz,y) =0 & y=0¢(x), Voe (rg—70x0+9)
¢ € derivabile in(zg — 6,29 + 0) €

fy(z, o(x))

FIGURA 2.2. Il teorema delle funzioni implicite

DIMOSTRAZIONE. Sia f,(zo,y0) > 0 e sianoa, § scelti in modo che
O<a<a0<p<befr,y >M>0selz—xo| <aely—y| <
(cio e possibile per la contindgitdi f, e per il teorema della permanenza del
segno).

Ora, evidentementef(zq,-) € una funzione strettamente crescente in
[vo — 5,0 + 3] € pertanto

f(xo, 90 — B) < f(mo,90) =0 < f(zo,90 + )

Ancora per il teorema della permanenza del segno, applicgto ag —

B)eadf(-,yo + (), Si pw sceglierd) < § < «, in modo che se
|z — x| <6
si abbia
f(xayo_ﬁ) < 07 f(%yO‘f‘ﬁ) >0
Pertanto séx — zo| < 0, |y — yo| < [, Siha
fy(xay) > Oa f(33>y0 _ﬁ) < Oa f('I?yO +ﬁ) >0

e per ognic € (xg — 6,z + &) Si puw affermare che esiste uno ed un solo
valorey € (yo — (3, yo + ) tale chef(x,y) = 0 (teorema degli zeri e stretta
crescenza df (x, -)).

Possiamo pertanto definite: (zq — d, 20 + ) — (yo — 5,40 + )
mediante lap(z) = v.
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+++ 4+ 4+ ++++++ o+

Yo+

Yo

Yo— 8

Tog+ o

FIGURA 2.3. Il teorema delle funzioni implicite

Vediamo ora di provare chge continua e derivabile iwy — 0, xo + 9).
Sianoz,z + h € (xg — 0,9 + 9), allora

f(@+h,é(x+h)) = f(z,¢(x)) =0
e pertanto, se definianmigh) = ¢(x + h) — ¢(z), avremo
f(@+h, o(x) + k(h)) = f(z,6(x)) =0
Per il teorema di Lagrange si ha
fo(x + Th, ¢(x) + Tk(R))h + f,(x + Th, ¢(z) + Tk(h))k(h) =0

con0 <7 <1,2+7h € (v9—06,20+9) €p(x)+7k(h) € (yo—B,vy0+ ),
per cui
e+ Th d(x) + TK(R))
A ) = ) = i o) + ()

e dal momento ché¢, ed f, sono continue e

fy2M>0 se (xay)e[ﬂfo—aa%‘i‘a]X[Z/O—ﬂayO‘i‘ﬂ]
si ha

lim ¢z +h) — ¢(x) = lim k(h) =0

Inoltre

¢l +h)—o(@)  folz+7h ¢(z) + 7k(h))

h N fy(x + 7h, ¢(x) + Tk(h))
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e tenuto conto chéh, k(h)) — 0 perh — 0 si pw concludere che &
derivabile inz e
fo(@, 9(2))

fylz, o(x))
O

La dimostrazione fatta evidentemente valida solo nel caso in du
R? ed f assuma valori reali, ma I'enunciato, con le dovute modifiche, sus-
siste anche sd C R™ x R™ ed f assume valori ifR™.

o) = -

TEOREMA 2.14. - funzioni implicite - Siaf : A x B — R™,
A={z eR" : |z — x| < a} , B={y e R™: ||y — yol| < b}
e supponiamo che:

e f€C'(AxB)

i f(xm Yo) =0
o V,f(x0,yo) Sia invertibile.

Allora esistong, § > 0 ed esiste una funzione
¢o:D—FE
ove
D={zeR" : |z —xl <p} edE={yeR™: |ly—yl <o}
tali che

b ¢< ) =%
e fz,y)=0 & y=¢(x), Ve eD
e ¢ e differenziabile inD e si ha

Vo(z) = =V, f(2,6(2)] "' Vaf (2, 6(x)) Yz € D.

8. Massimi e Minimi Vincolati
Moltiplicatori di Lagrange

DEFINIZIONE 2.11.Siaf : A — Resiag: A — R™, A Cc R™;
diciamo cher, € A € un punto di massimo (o di minimo) relativo pgér
vincolato ag seg(z,) = 0 e se esisté > 0 tale che

f(x) < fwo) (f(x) = flwo)) Vo e{z e A g(z)=0}nS(xo,0).
A tale proposito possiamo provare il seguente risultato.

TEOREMA 2.15. - dei moltiplicatori di Lagrange - Sianof : A — R
eg: A— R™ ACR",m < n, Aaperto, f,g € C}(A); supponiamo
inoltre che f abbia inzy, € A un punto di minimo (o di massimo) relativo
vincolato ag.

Allora esistono\ € R™ e € R non contemporaneamente nulli e tali
che

#V f (wo) Z AiVgi(wo)
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Inoltre, seVg(x,) ha caratteristica massimg= m), allora . # 0 e si pw
supporrey = 1.

TEOREMA 2.16. Sianof : A — Reg: A — R™, A C R" aperto,
m <n, f,g € C'(A), xy € A; supponiamo che esista> 0 tale che

flzo) < f(x),Vee{x e A : g(x) <0,i=1,..,m}NS(xg,J)
Allora, esistonq: € R, A € R™ tali che

=1

essendo\; = 0 seg;(zy) < 0.

Se inoltreVg(z() ha caratteristica massima, si pwsupporrey = 1 e
si ha

Ai >0 se gi(zg) =0.

TEOREMA 2.17. - Kuhn-Tucker - Sia A C R™ aperto, convesso e
sianof,qg; : A — R, i = 1,2,...,m funzioni convesse; supponiamo che
f,g: € C}(A) e cher, € A sia scelto in modo che

gi(ro) =0 peri=1,2,...k <m
gi(zg) <0 peri=k+1,...m
Supponiamo inoltre che, sia estremale per la funzione

F(z) = f(z) + Z Aigi(z)

essendo\;, > O peri =1,2,...,k; allora
f(zo) < f(x) Vo € Atali che g;(x) <O0.

TEOREMA2.18.Siaf : A — R, A C R" convesso, chiuso e limitato,
f convessa e continua; allora il massimoftlin A & assunto anche in punti
che sono sulla frontiera di A.

DIMOSTRAZIONE. Sia
f(x) = max{f(y) : y € A}

allora, ser e interno adA, dettiy, z € A gli estremi del segmento ottenuto
intersecando! con una qualunque retta passantexesi ha

r=Ay+(1—-N)z

f@) <Af(y) + (1= N f(z) <max{f(y), f(2)}

OsservazioneNel caso in cuid sia poliedrale, cie se
A={z eR" : gi(z) <0, g; lineare, i =1,..,m }
il massimo si po cercare solo tra i vertici della frontiera.






CAPITOLO 3

INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI DI PIU’
VARIABILI.

* La teoria dell'integrazione per le funzioni reali di pi U variabili
deve tenere conto che si pintegrare su sottoinsiemi di dimensione
non necessariamente uguale al numero delle variabili. Ad esempio
se f dipende d& variabili reali avremo bisogno di definire cosa si intende
per integrale dif su un sottoinsieme dk?, che possiamo intuitivamente
definire come un solido (dimensione=3), una superficie (dimensione=2) o
una linea (dimensione=1).

Ricordiamo esplicitamente che il concetto di dimensione&sampli-
ce re univocamente individuato: possiamo parlare di dimensione vettoriale,
di dimensione topologica, di dimensione frattale; qui abbiamo fatto sem-
plicemente ricorso ad un concetto intuitivo che si potrebbe precisare, ed in
parte si precisex, parlando di dimensione topologica.

Per semplificare le notazioni e per facilitare la comprensione descrive-
remo il caso delle funzioni di variabili, essendo facile estendere i concetti
al caso delle funzioni con pivariabili, a prezzo di una certa complicazione
delle notazioni.

1. Integrali Multipli

Cominciamo con il dare la definizione di integrale di una funzione limi-
tata su una classe patrticolare di sottoinsien®tgli intervalli; successiva-
mente estenderemo la definizione ad unagenerale classe di insiemi.

1.1. Definizione di Integrale.

DEFINIZIONE 3.1. Sianoly, I5, I3 intervalli chiusi e limitati,/; = [a;, b;],
della retta reale.
Diciamo che

R = [1 X [2 X [3
& un intervallo chiuso e limitato ifR3.

Nel seqguito intenderemo riferirci sempre ad un intervallo chiuso e limi-
tato, anche se queste due progiedn saranno esplicitamente menzionate.
L'interno di R risulta essere

int R = (al,bl) X (ag,bg) X (agybg)

35
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DEFINIZIONE 3.2. Sia R un intervallo inR3; chiamiamo partizione
di R il prodotto cartesianoP = P, x P, x P3 doveP; € una partizione
dell'intervallo J;

Denoteremo cofP(R) I'insieme di tutte le partizioni dell'intervalldg.

SeP € P(R), i punti di P dividono R in un numeroN di intervalli
chiusi la cui unionee R. Tali intervalli saranno indicati con

(Ry : k=1,2,..,N}

DEFINIZIONE 3.3. Sia R un intervallo inR?* e sianoP, @ € P(R);
diciamo cheP e una partizione pi fine diQ) e scriviamoP < ) seP D Q.

In altre parole P e piu fine di(Q se e solo se ognuno degli intervalli in
cui P suddivideR & contenuto in uno degli intervalli in cd) suddivider.

DEFINIZIONE 3.4. Sia R un intervallo inR?, definiamo misura dR il
numero

mis R = (by — ay)(ba — az)(bs — a3)

FIGURA 3.1.

FIGURA 3.2.

DEFINIZIONE 3.5. Sia R un intervallo e siaP € P(R); siano Ry,
k=1,2,.., N, gliintervalli in cui la partizioneP suddivideR.
Siaf : R — R una funzione limitata e supponiamo che
m< f(x) <M VreR

Definiamo
my = inf{f(x) : © € Ry}
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My =sup{f(z) : = € Ry}
definiamo inoltre

N
L(f,P) = ka mis Ry,
k=1

N
U(f,P)=>_ M, mis Ry
k=1

N
R(f,P,E) =) f(&) misR, , &€ Ry
k=1
essend& una funzione di scelta che assegna ad ogni interv&jlain punto

€

L(f,P)edU(f,P) si dicono rispettivamente somme inferiori e som-
me superiori dif rispetto alla partizioneP. R(f, P,=) si dice somma di
Riemann dif rispetto alla partizioneP e dipende, come espressamente
indicato, anche dalla scelta dei purgii in Ry.

Esattamente come nel caso di una funzione reale di una variabile reale
Si puw provare che

TEOREMA 3.1. Siano R un intervallo diR3, f : R — R limitata,
allora, seP,Q € P(R) eseP < @

mmis R < L(f,Q) < L(f, P) < R(f,P.E) <U(f,P) U(f,Q) < Mmis R
e per ogniP, @ € P(R)
mmis R < L(f,Q) <U(f,P) < Mmis R

DEFINIZIONE 3.6. Sia R un intervallo inR3 e siaf : R — R una
funzione limitata, definiamo

/Rf(x)dx =inf{U(f,P) : P € P(R)}

/Rf(x)dx =sup{L(f,P) : P P(R)}

essi si dicono rispettivamente, integrale superiore ed integrale inferiore
della funzionef sull’ intervallo R.

E’ immediato provare che

mmis R < /f(:v)d:pg/f(x)deMmisR
JR R




38 3. INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI DI PIU’" VARIABILI.

1.2. Condizioni di Integrabilita - Proprieta degli Integrali.

DEFINIZIONE 3.7. Sia R un intervallo inR3 e siaf : R — R una
funzione limitata; diciamo che:

e f eintegrabile se

_/R o)z = /; F(w)da

ed il valore comune ai due integrali superiore ed inferiore si chia-
ma semplicemente integrale flsu R e si denota

/Rf(a:)da:

e f soddisfa la condizione di integrabgitseve > 0 3P. € P(R)
tale che0 < U(f, P.) — L(f, P.) < ¢;

e [ eintegrabile secondo Cauchy-Riemanrigec R tale cheve >
03P. € P(R) talechese” € P(R), P < P.siha|R(f,P,=Z) —
I| < e V=il valore I sichiama anche questa volta integrale/di
SUR.

Osserviamo che se la condizione di integrabilit € soddisfatta se e solo
se
comunque si scelga” € P(R), P < P.si ha

0<U(f,P)— L(f,P) <U(f, P.) — L(f, F:) <e.

Come per una sola variabile, si enuncia e si prova che
TEOREMA 3.2. Sia R un intervallo inR3 e siaf : R — R una
funzione limitata; sono fatti equivalenti:
e f eintegrabile
e f soddisfa la condizione di integrabit
e f e integrabile secondo Cauchy-Riemann.
TEOREMA 3.3. Sia R un intervallo inR3 e sianof,g : R — R
funzioni limitate ed integrabili su; allora
o Vo, 3 > 0, af + (g € integrabile suRk e

[ laf@)+ dat@ds = o [ f@)ie+5 [ gl

e fg e integrabile suR;
e seS eT sonointervalliinR? taliche R = SUT emis(SNT) = 0,

/Rf(a:)d:c _ /Sf(:c)datJr/Tf(x)dx
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sef >0

/R F@)dz >0

sef>g

/Rf(x)dx > /Rg(x)dx

se f e continua,f > 0,

/f(x)dx:() = [f=0
R

| f| & integrabile sur e

/R f(w)ds| < / f(2)\de

seS eT sonointervalli,S C T C Resef >0,

/S f(@)de < /T f(x)de

TEOREMA 3.4. Sef : R — R, R C R? intervallo, & continua, alloraf &
integrabile.

1.3. Formule di Riduzione. L'integrale che abbiamo definito non @u
tuttavia essere calcolato, come per il caso delle funzioni di una variabile
reale, facendo uso del concetto di primitivaRs; il concetto di primitiva
ed il teorema fondamentale del calcolo integrale trovano la loro naturale
estensione nell’ambito delle forme differenziali e del teorema di Stokes, di
cui parleremo pi avanti.

Il calcolo di integrali multipli si p@ pe ricondurre al calcolo di pi
integrali semplici mediante quelle che si chiamano formule di riduzione.

SeA cC R?, la funzione

xa:RP—R
definita da
1 z€A
XA(JJ):{O rd A

si chiama funzione caratteristica diA.
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TEOREMA3.5. SiaR unintervallo inR? e siaf : R — R integrabile.
Allora si ha

bi bz b
/f(x)dxz/ / f(z1, e, x3)drsdrodr,
R ai az Jas

ogniqualvolta esiste il secondo membro.

DIMOSTRAZIONE. SeP € P(R), Rx = X|ax;, by;], allora si ha
mixr,(2) < f(z) < Mixg,(z) Vo€ Ry

integrandan volte suay;, bx;| € Sommando sk si ottiene

bl bn
kamiSRk < / f(z1, .., zp)dx,..dry < ZMkmiSRk

n

Poicte f e integrabile, soddisfa il criterio di integrabdlite si ha la tesi.O
E’ necessario estendere la nozione di integrabdii insiemi che siano
piu generali di un intervallo ifR3.
A guesto scopo occorre precisare la classe dei sottoinsiei®i dui
quali e possibile integrare una funzione.

1.4. Misura di sottoinsiemi diR>.

DEFINIZIONE 3.8. SiaA C R3 uninsieme limitato e si& un intervallo
che contiened. Definiamo

mis~ (A) = _/R xa(x)dz , mist(A) = /R xa(x)dx

mis~ (A) e mis*(A) si dicono, rispettivamente misura interna e misura
esterna diA.

Diciamo cheA & un sottoinsieme misurabile®? semis™ (A) = mis™ (A);
in tal caso definiamanis(A), misura diA, il loro comune valore.
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FIGURA 3.3.

E’ immediato verificare che la precedente definizione non dipende dalla
scelta dell’ intervallo R tra tutti quelli che contengono A.
Si puo inoltre verificare che

mis~(A) = sup L(xa, P mist(A4) = inf U(yxa, P
()= s LaP) i ()= i Ul P)

In altre parole

e mis™ (A) e I'estremo superiore delle somme delle misure deg

intervalli chiusi che sono contenute inA

e mis™(A) & I'estremo inferiore delle somme delle misure deg|

intervalli chiusi che contengono punti di A

Infine si puo vedere con qualche attenzione che I'estremo superiore e

I'estremo inferiore non cambiano se si considerano intervalli aperti in
luogo degli intervalli chiusi.

E intuitivamente evidente, si veda la figu##, anche se non immediato
da dimostrare che

TEOREMA 3.6. Sia A C R? un sottoinsieme limitato, allora
mist(0A) = mist(A) — mis™ (A).

Inoltre A & misurabile se e solo g4 € misurabile ed ha misura nulla.
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Osserviamo anche che

misA=0 & Ve>03P.€P(R) : U(xa,P.)<ce
Inoltre, tenuto conto che, semis A = mis B = 0 allora mis AU B = 0,
dal precedente teorema e dal fatto che

(AUB) C 0AUOB  9(ANB) C 9AUOB  O(A\B) C JAUOB

si ottiene che, sel e B sono misurabili, allora AU B, AN B, A\ B sono
misurabili.
Infine, tenendo conto che

XAUB = XA+ XB — XAnB

si ottiene
misAUB =misA+misB—misANB

Abbiamo con cid che, seA, B C R? sono misurabili e disgiunti, e se
r € R3, siha

e misA >0

e misAUB =mis A+ mis B
mis(z + A) = mis A
mis(x}, [0,1]) =1
Si potrebbe anche vedere che tali propried sono, da sole, in grado d
caratterizzare la misura sui sottoinsiemi diR?

TEOREMA 3.7. SiaR C R? un intervallo e siaf : R — R limitata;
supponiamo inoltrg’ continua inR \ D, mis D = 0, allora f & integrabile
in R.

TEOREMA 3.8. Siaf : A — R™ continua,A C R? chiuso e limitato,
allora

mis(gph(f)) = 0.

COROLLARIO 3.1. Siano gf A — R, A C R? chiuso e limitato;
allora, sef e g sono continue

{(z,y) e R™ ¢ g(x) <y < fla)}
€ misurabile.

1.5. Integrazione su Domini Normali. Definiamo ora l'integrale di
una funzione limitata su un insieme misurabile.
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DEFINIZIONE 3.9.Siaf : R — R, A C R C R? A limitato e
misurabile, R intervallo in R3; si definisce

/ e / ya(@) f(2)dz.

E’ banale verificare che la definizione non dipende dalla scelta dell'inter-
vallo R che contiened.

Possiamo dare il seguente criterio di integradilit

TEOREMA3.9.Siaf : A — R, A C R3 chiuso, limitato e misurabile;
f continuainA\ D, mis D = 0. Allora f & integrabile su A.

DEFINIZIONE 3.10. Diciamo cheA ¢ R™*! & un dominio normale in
R"*! se esistono un insiemB C R” chiuso e limitato, e due funzioni
continueg, h : D — R tali che

A={(r,y) eR"xR : 2 €D, g(x) <y < h(z)}
oppure se
A={(z,y) e R"xR : a<y<b,zeD,}
doveD, € un insieme misurabile iR".

e si pw verificare che

Ogni dominio normale in R™™! & un insieme misurabile.

Pertantce lecito integrare funzioni continue, a meno di insiemi di mi-
sura nulla, su domini normali e si ha il seguente

TEOREMA 3.10. Sia A un dominio normale ilR* e siaf : A — R
una funzione continua id \ D conmis D = 0.
Allora f & integrabile suA e si ha

@1 [ flas- /R ya(@) f()de =
by pbo pbs
:/ / / Xa(w1, T, 23, ) f (21, T2, T3, y)dydwsdrodr, =

(z1,22 905)
/ / 1'1,1’2, "'7xn7y)dyd$3daj2dxl

(z1,22,23)
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oppure
@2 [ jwiiz= [ xalw)f(e)ds -
A R
b1 by b3
:/ / / XA($17$2,9037y)f(951,$27$3,y)dyd$3d$2d$1 =

b
= / f(xla L2y .oey Ty y)d$3d$2d$1dy
a J Dy

1.6. Trasformazione di coordinate inR3. E spesso utile, per tenere
conto delle caratteristiche di un insieme, considerare un cambiamento di
variabili in R3.

Per cambiamento di variabili intendiamo una applicazione

V:R*—>R?
definita da

RS 9 (t7 S? T) = V(t7 S? T) = (x(t7 S? r)? y(t7 S’ r)? Z(t7 s? T)) E Rg
che risulti di class€' sia invertibile e sia tale che

o Ty Y 2t
M — det Ts Ys Zs ;é O
o(t,s,r) v oy 2

Sono esempi di trasformazioni di coordinate
e |l cambiamento di variabili lineari

r = a1u+ byv + cqw

Y = Ao + bov + cow , u,v,w€eR, zeR
2z = azu + b3v + csw
cioe
T a; b ¢ U
yl| =1ax by ¢ v
z as by c3 w

e Le coordinate cilindriche definite da

x = pcosb
y =psinf , pel0,+o0),0€[0,2n], z€R
z =2z

e Le coordinate sferichedefinite da

xr = pcoslcoso
y = psinfcos¢ , p€[0,+00), 8 €0,2n], ¢ € [-7/2,7/2]
z =psing
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Si verifica in tali casi che
e Per il cambiamento lineare

by c
o a1 1 1
@Y%) _ et (4w by
O(u, v, w) a5 b s

e Per le coordinate cilindriche

Ow,y,z)

d(p,0,2)

e Per le coordinate sferiche
o(z,y,2)

A(p,0,0)

TEOREMA 3.11. - Cambiamento di variabili per integrali multipli -
Sia

= pcos ¢

$:B—R3
doveB C R® aperto ep € C*(B).
Supponiamo chd sia un insieme misurabile can A C B, tale cheg
e una funzione invertibile ¥¢ € una matrice invertibile sint A;
allora se f & limitata sug(A) e continua sunt¢(A), si ha

flada = [ f(o()ldet(To(e)lds.

$(A)

1.7. Integrali Impropri in R3. lllustriamo ora per sommi capi il pro-
blema di definire l'integrale di una funzione non limitata su un insieme
limitato o non limitato.

DEFINIZIONE 3.11. Siaf : A — R, A C R3, f limitata ed integra-
bile in ogni compatto misurabil& C A. Definiamo

/ f(x)dx = sup {/ flz)de : K CA ,Kcompattoemisurabile}
A K

La definizione si pdi facilmente estendere a funzioni di segno qualun-
gue, non appena si ricordi che= f, + f_.

Per il calcolo dif,, f(x)dxz & opportuno dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.12. SiaA C R? diciamo chek; & una successione di
domini invadentiA se
e K; sono insiemi compatti, misurabilly; C A
e Kiy1 DK,
e VK C A, K compatto, misurabileji tale cheK; D K.

TEOREMA 3.12. Sia A C R?® misurabile e siaf : A — R, una
funzione integrabile in ogni insiem€ C A, compatto e misurabile.
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Allora se K; € una successione di domini invadenti A, si ha

Af@mx:@3éf@mx

DIMOSTRAZIONE. Si ha

/ f(@)dz < / f(@)de

e fK dx € una successione crescente per cui

I@AJWMFw@{@f@W%SAﬂ@M

D’altra parte, dal momento cheéX’ C A esisteK; D K, si ha
Sup{/ f(x)dx} > Sup{/ flz)de : K CA } :/ f(z)dz
K; K A

TEOREMA 3.13.Siaf : A — R, A C R? misurabile, chiuso e
limitato; siaz, € A, sia f continuainA\ {z.} e

lim f(z) =400

T—X0

Allora se "
fe) L —————  H>0,a<?2
| — ol
f € integrabile in senso improprio sd.
Se invece e
1" —_—

e seA contiene un cono di vertlceJ e ampiezza positiva, allora

!Af@Mx:+m.

DIMOSTRAZIONE. SiaAy = cl(A\ S(xg, 1/k)), A € una successione
di domini invadenti4; siah € N, si ha, s& > h

fayde = [ f(a)de - / f(2)da
Ay Ap, Ap\Ag

1/h
/ zr)dr < / d@/ —pdp
Ah\Ak

non appena si sia convenuto di indicare goa6 Ie coordinate polari nel
piano, centrate .

Per quel che riguarda il secondo enunciato, digte 6, gli angoli che
le semirette delimitanti il settore formano con I'assesi ha

01 1/h H
/ fz)dz > / d@/ —pdp
Ap\Ay 9o e P°

inoltre
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O
In maniera analoga si puyprovare il seguente

TEOREMA3.14.Siaf : A — R, A C R? non limitato; siaf continua.
Se
f(z)] < 7=
]|
allora f e integrabile in senso improprio sAl.
Se invece

,H>0, a>2

H
f(x)ZW s H>0,0é§2
x|l

e seA contiene un cono di ampiezza positiva, allora

/Af(a:)da: = 4-00.

2. Integrali dipendenti da un parametro.

Passiamo infine a illustrare brevemente il comportamento di un integrale
rispetto a parametri contenuti nella funzione da integrare.

Questo tipo di problematiche si incontra, ad esempio, quando si stu-
diano le trasformazioni integrali (Fourier, Laplace) o nella definizione di
funzioni notevoli (come,ad esempio, la funzidne

TEOREMA 3.15.Siaf : A x I — R, A C R3 chiuso e limitato,
I = [a, b]. Supponiamg € C°(Ax I), allora F : Ax I x I — R definita

da
Ry

e continuaind x I x I; inoltre £, ed F’, esistono e sono continueix [ x I.
SeV,f eCl (A xIxI), aIIora F e differenziabile rispetto ad,

V.F(x,y,2) /Vfwt

e quindi risultaV, F' & continuoinA x I x e F € C*(Ax I x I).

TEOREMA 3.16.Siaf : A x I — R, A C R? chiuso e limitato,
I = [a, +00), una funzione continua. Consideriamo
+oo

F(zx) = f(x, t)dt

Se esist® : I — R tale che

+o00
o, t)] < o(t) Vo e A; / o(1)dt < oo

allora I € definita e continua inl.
Se inoltreV, f esisteg continuo inA x I, e se esiste : I — R tale
che

+o00o
IVaf(z,6)]| < w(t) Vo e A : / b(t)dt < +oo
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allora F e C'(A) e
+o0

VF(z) = V. f(z,t)dt .



CAPITOLO 4

ARCHI E SUPERFICI NELLO SPAZIO.

In questa parte definiamo i concetti di arco, di superficie, di lunghezza
di un arco e di area di una superficie nello spazio euclideo a tre dimensioni
R3 .

La generalizzazione dei concetti esposti al casi'fin > 3, € imme-
diata, come del rest® ovvio che per ottenere una trattazione delle curve in
R? & sufficiente porre = 0.

1. Linee ed integrali di linea
DEFINIZIONE 4.1. Chiamiamo curva iR3 una funzione

vilab] — R () = (x(t), (), 2(1)).
Chiamiamo traccia dty, o piu raramente supporto dj, I'insieme
I'=R(y)={(z,y,2) €R’ : 3t € [a,b], (w,y,2) = (x(t), y(t), 2(t))}
Indichiamo cony = (i(t), y(t), 2(t)) la derivata di~.
Una curvay si dice:
e semplice see iniettiva,
e chiusasey(a) = v(b),
e regolaresey € C([a,b]) e||¥| # 0.
Osserviamo che la condiziorie# 0 significa che le tre derivate, 3, 2
non sono mai contemporaneamente nulle sgpesso espressa nella forma
P2+ 4+ 22 >0

DEFINIZIONE 4.2. Sia~ una curva regolare inR?* definiamo versore
tangente alla curva nel punto(x(t), y(t), z(t)) il versore

g a(t) yt) (1)
™0~ i = (Fer e o)

dove

YOI = Va2 (t) + §2(t) + 22(0).

1.1. Lunghezzadi una Linea.Passiamo ora a definire la lunghezza di
una curvay.
Sia~y una curva regolare iR3.
Definiamo poligonale inscritta ifi, associata alla partizione = {t, <
t1 < ty < ...t,}, la spezzata poligonal&(T", P) avente per vertici i punti
V()
49
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FIGURA 4.1.

Possiamo calcolare la lunghezza della poligordle, P) mediante la

- Z Iy (t:) = y(tim)|| =

= Z V(@ (t:) — x(ti1))? + (y(t:) — y(ti1))? + (2(t:) — 2(ti-1))?

Usando il teorema di Lagrange, 8ec P(a,b), si ha

= 37 + ) + )~ 1)

essenda;,t?,t3 € (t;_1,t;), mentre d’'altro canto, le somme di Riemann di

17710 7

I¥|| sono date da

R4, P.= Z ViR, )+ 2t ti)

(AT, P)) = R(|[Y], £.E) = R(I7ll. P, =) + (AT, P)) =
R(|1Y], .= +Z|F tzl,tf,tf’ (7,7, m) (6 — tiz1)

non appena si sia definifa: [a b]> — R mediante la
F(r,s,t) = \/22(r) )+ 22(t)
Dal momento ché’ e continua sul cub{:n, b]* ,si pw dimostrare ricor-
rendo al concetto, non banale, di uniforme contiagie pur di scegliere la
partizioneP sufficientemente fine si gusupporre che

[F(t22.8) = F(rimi,m)| < c
—Qa

poiche al raffinarsi della partizion® si ha

b
R(AI, P.E) — / 4(8) e
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(AT, P)) = R([I9], =) — 0
possiamo concludere che|se e integrabile, allora

(AT, P)) — / (0|t

DEFINIZIONE 4.3. Diciamo che due curve;, v, regolari in R3 sono
equivalenti se, essendo

" la, b — Ry (t) = (21(2), 11 (t), 21(1))

vl d — R p(t) = (22(t), y2(1), 22(1)),
esiste una funziong : [a,b] — |c, d] tale che
o 71(t) = 12(0(t)),
e ¢ € C'(a,b]),
e p(a) =c,o(b) =d, o(t) >0Vt € (a,b).
Ci riferiremo alla funzionep come ad un cambiamento regolare di
parametrizzazione relativo alle curve , ..
Ovviamente, dal momento che2 invertibile, anche)~! & un cambia-
mento regolare di parametrizzazione URirecisamente mentretrasforma
72 in 1, ¢~ opera la trasformazione dj; in 7,.

1.2. Lunghezza d’Arco.

TEOREMA 4.1. Sia~ una curva regolare inR® e sia~* una curva
regolare inR? ad essa equivalente; si ha

U(y) =L(v")

DIMOSTRAZIONE. Sia¢ un cambiamento regolare di parametrizzazio-
ne relativo alle curve ev* , ¢ : [a,b] — [c, d] e sia

V() =" (o(t)).

Dal momento che > 0,

/ 5 ()lde = / I(d/de)y (6(8) 1 dt =
= [ ewinia = [ 1ol

e applicando il teorema di integrazione per sostituzione

¢~ (d) i d
)= [ @ ena = [ @l = )
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Se~ & una curva regolare inR3, la funzione
s:[a, b)) — R

= [ Inlar

si chiama lunghezza d’arco della curvay.

Per le ipotesi fatte, s € una funzione di classe’!([a,b]) strettamente
crescente e(¢) misura la lunghezza del percorso compiuto da un punto
che si muova, a partire day(a), lungo la traccia della curva~ fino al
punto ().

Inoltre s & una funzione invertibile e dettat = s~! la sua inversa essa
pure risulta strettamente crescente e di classé! ([0, ¢(7)]).
Pertanto e possibile considerare come un cambiamento regolare di
parametrizzazione e, dettay* la curva che si ottiene day mediante tale
cambiamento si ha

definita da

Poiche

si ottiene

DEFINIZIONE 4.4. Siaf : A — R, A C R3 e supponiamo che sia
una curva regolare ifrR? con traccia contenuta il (o pill brevemente sia
~ una curva regolare ird).

Definiamo integrale di linea df su~y

[ sas - [ rawnast = [ sl

gualora l'ultimo integrale esista.

E’ immediato verificare che sef € una funzione continua sud e~ € una
curva regolare in A allora f e integrabile su~.

1.3. Curvatura - Terna Intrinseca. Ricordiamo infine brevemente le
definizioni di alcuni utili elementi di una curva.
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Abbiamo ga definito il vettore tangente ad una curva semplice regolare
in R* mediante la

e abbiamo di provato che

120(5) = ((Goolt(6). Zovle(e), 401 )

€ un versore.
Definiamo curvatura di nel punto(z(t), y(t), z(¢)) il valore

RO AR
50 ="mor

(ove con il simboloA si sia indicato il prodotto vettoriale iR?).
Definiamo altresraggio di curvatura diy nel punto(z(t), y(t), z(t)) il
valore
1
K5(t)
La definizione po giustificarsi nella seguente maniera:
Indichiamo conv I'angolo formato dai vettoriy(t) e (¢t + At).
E’ naturale definire come curvatura mediaydiell'intervallo [¢, ¢ + At]
il rapporto

Rv (t) =

|As|
essendd\s = s(t + At) — s(t).
PostoA~(t) = v(t + At) — v(t), dal momento che si ha
() A3+ Ad]|
@O + A

sino =
si ottiene
17(t) A AY(@)|

I @Ny(E + At)]]
non appena si tenga conto del fatto che

Y+ AL) = (1) + A(t)

sino =

() A(E) =0

Ma allora
a a  sinao

|As| ~ sina |As|
e, poicte o — 0 quandoAt — 0 per quanto abbiamo visto sopra, si ha

L RO AMB/A @ A5
a0 [As] ~ st [ROIIRE+ ADlAs/AL ~ O
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Chiamiamo piano osculatore anel punto(z(t),y(t), z(t)) il piano
definito dall'equazione

((z,y,2),(t) AF(t)) =0
La definizione di piano osculatore si@interpretare geometricamente
come segue.
Consideriamo il piano che individuato dai vettoriy(t) e 4(t + At);
una normale a tale piano sadata da

(0 A LBy 210

e, seAt — (0 essatende a
Y(t) A(1)

Pertantoy(t) A 4(t) € normale al piano che si ottiene come limite del piano
considerato.

FIGURA 4.2.

In altri termini il piano osculatore alla curvanel punto(x(t), y(t), z(t))
contiene i vettoriy(t) e y(¢).

Nel caso in cui la curva sia parametrizzata secondo la lunghezza d’arco,
dal momento ché+|| = 1 si ha

(54) = AEI/2 =0

4(s) si dicevettore tangenta-y in ~y(s)
4(s) si dicevettore normale principalay in (s)

F(s) A 4(s) si dicevettore binormaley in (s) .

| vettori 4(s) , 4(s) , 7(s) A ¥(s) costituiscono iltriedro principale o
naturale, della curvg nel punto(z(s),y(s), z(s)); il triedro principalee
anche noto comterna intrinsecadella curva.

Ricordiamo infine alcune classiche definizioni senza mtrare nei
dettagli.

Se~ : [a,b] — R? € una curva tale che(t) = 0, diremo chey & una
curva piana.

Il vettore (—y, &) si dice vettore normale alla curva
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SiaR,(t) il raggio di curvatura diy; diciamo centro di curvatura diil
puntoc, (¢) centro del cerchio che ha per ragdio(¢) ede tangente a.

¢, (t) descrive, al variare di una curvay* che si definisce evoluta della
curvar; v, a sua volta, si dice involuta della curya.

Sev(t) = (z(t),y(t)) , le equazioni della evoluta disono date da

- P2(t) + 92(t)

a#(t) = x(t) — y(t)x'(t)gj(t) —y(t)i(t)
- P2(t) + 93(t)

y# (t) =y(t) + x(t)x(t)y(t) —y(t)x(t)

2. Superfici ed Integrali di Superficie

In analogia con quanto fatto per la lunghezza di una linea definiamo

DEFINIZIONE 4.5. SiaR = [a, ] x [c, d], chiamiamo superficie para-
metrica inR? una funzione

S:R— Rg ) S(U, U) = (ZL’(U, U)7y(u7v)7 Z(U, U))
Chiamiamo traccia o supporto di I'insieme

Y ={(z,y,2) €R® : I(u,v) € R, (x,9,2) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)}

Sl

FIGURA 4.3.

Osserviamo ch& = R(S) e il rango della funzion&. Una superficie
parametricaS in R? si dice

e semplice see iniettiva,
e regolareseS € C*(R) e

S\ (V.S
vs=($) - (w:3)

ha caratteristica massimé= 2).
Chiamiamovettore normalad S in (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) il vettore
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N(u,v) = Sy(u,v) A Sy(u,v) =

(e (2 =) (Y (2 ) -
Yv 2o Ty 2o Ty Yo
0
0

FIGURA 4.4.

E’ d’'uso indicare conA, B, C' le componenti del vettord'. Pertanto

_(0ly,2) O(zx) O(z,y)\ _
N(u’v)_((‘?(u,v) 0(u,v) a(u,v)) (4,8,C)

NIl = V& + B+ C?

Per definire I'area di una porzione di superficie possiamo utilizzare le
approssimazioni lineari della funziorteche definisce la superficie stessa.

SiaQ? = P x @ una partizione dell'intervalld? , P € P(a,b) , Q €
P(c,d), e siano{ Ry , k = 0..n} i rettangoli in cuiP divide R.

SiaS : R — R3 una superficie semplice, regolare; chiamiamo appros-
simazione lineare della superficierelativa alla partizioné? ed alla scelta
=, I1(S, 2, E) la superficie

H(‘Su Qa E)(U, U) - S(§27 le) + <VS(§'L7TIJ)7 (U — G, U — T]z)>7 (u7 U) € Rz]
Definiamo approssimazione lineare dell’area della supeticrelativa
alla partizioneﬂ ed alla scelt&,

a(S,Q,2) = Zmls (S,Q,2)(Ry;)).

Diciamo infine che la superflc@ ha areaA(S) seVe > 0 esiste). € P(R)
tale chev() < ., V= si ha

La(S,Q,E) — A(S)| < e
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ne segue che s& & una superficie parametrica semplice e regolai®?in

allora
- / (s, ) | dudv
R
infatti si ha

mis(I(S, 2, E)(Rig)) = [[Sul&is i) A Sul&ymi)l[(ws — wim1)(vj — vj-1)
da cui

n m

4.1) AS,QE) =D (& m)ll(uw — wi1)(v; — vjm1) =
=1 j=1
= R(|ln]), 2, 5)
Ricordando la definizione di integrabdisecondo Cauchy-Riemann si
ha che
Rl 2.2) = [ nldude
e quindi

- / In(u, o) dudv
R

A(S) = /S do

ed indichiamo

FIGURA 4.5.

Si pw provare, usando il teorema di cambiamento di variabili negli
integrali multipli, che se
S:R—TR? ed S :R —R
sono due rappresentazioni equivalenti della stessa superfi@deseio
S(U’a ’U) - Sl (¢(u7 U))
con
(Zﬁ R — R1
, invertibile, ¢ € C'(R), allora

/Hn(u,v)”dudv:/ s (u, ) || dudv.
R Ry
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Cio consente di affermare che la definizione di area di una superficie
non dipende dalla parametrizzazione scelta.

DEFINIZIONE 4.6. SiaS una superficie parametrica semplice e regola-
reinR3 e siaX ¢ A C R?; siainoltre f : A — R; definiamo

[ iz = [ (St o) ntu. o).

3. Forme Differenziali in R3

Il inguaggio delle forme differenziaé abbastanza complesso ed astrat-
to nonostante 6i le applicazioni della relativa teoria sono numerose € la
teoria stessa consente di formulare I'estensione del teorema fondamentale
del calcolo integrale alle funzioni di pivariabili.

Ci limitiamo ad illustrare le definizioni ed i risultati fondamentali, senza
formalizzare le prime e senza dimostrare i secondi, nel caRd.di

In R? possiamo considerare
¢ forme differenziali di ordine 0 o 0—forme
wo = f(z,y,2)
e forme differenziali di ordine 1 o 1—forme
wy = f(x,y, 2)dx + g(z,y, 2)dy + h(z,y, z)dz
¢ forme differenziali di ordine 2 o0 2—forme
wy = f(x,y,2)dy Ndz + g(x,y, 2)dz N dx + h(x,y, z)dz A\ dy
e forme differenziali di ordine 3 o 3—forme
ws = f(x,y, z)dx N dy N\ dz

essendq’, g, h funzioni definite inR? a valori inR.

Non precisiamo la natura dei simbalt dy e dz e delloperazione di
prodotto esterno.

Diciamo soltanto che i simboliz dy e dz ci daranno indicazioni su
come trattare ciascuna delle forme mentre il prodotto esterno soddisfa la
seguente tabellina

A dz dy
dx 0 dx N\ dy
dy || —dx N dy 0

Simmetricamente
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Possiamo considerare ilR3

e varieta Q, di dimensione0 o 0—varieta
cioe unione finita di punti a ciascuno dei qualie associato
un segno ¢ o —)
e varieta €2; di dimensionel o 1—varieta
cioe unione finita di linee a ciascuna delle qualé associato
un segno ¢ o —)
e varieta ), di dimensione2 o 2—varieta
cioe unione finita di superfici a ciascuna delle qualie
associato un segno o —)
e varieta (23 di dimensione3 o 3—varieta
cioe unione finita di volumi a ciascuno dei qualie associato
un segno ¢ o —)

Possiamo poi considerare due operazioni:

e Un’operazione che indichiamo cehche trasforma unéd—forma
inuna(k + 1)—forma

e Un’operazione che indichiamo caéhche trasforma una—varieta
inuna(k — 1)—verietd

L'operazioned si definisce mediante le seguenti regole che riportia-
mo omettendo di scrivere esplicitamente la dipendenzé&cdg, 2) delle
funzioni f, g, h e delle loro derivate.

dwo = fo(z,y, 2)dx + fy(x,y, 2)dy + f.(z,y,2)dz = fedx + f,dy + f.dz

dwy = (fodx + fydy + f.dz) A dx+
+ (9.dz + g, dy + g.dz) N dy+
+ (hydx + hydy + h.dz) N dz =
= fodx Ndz + fydy Ndx + f.dz A\ do+
+ gzdx N dy + gydy N dy + g.dz N dy+
+ hpdx A dz + hydy AN dz + h.dz N dz =
= (fy — g2)dy Ndx + (f, — hy)dz N dx+
+ (hy — g-)dy N dz
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dwy = (fodz + fydy + fodz) Ady A dz+
(gzdx + gydy + g.dz) A dz N\ dx+
(hpdx + hydy + h.dz) Adx A dy =

=(fo+gy,+h)de Ndy Ndz

_I_
+

Si ha inoltre che

dws = fydx Ndx AN dy ANdz + f,dy Adx Ady A dz+
+ fodz ANdz Ndy Ndz =0

Per quanto riguarda I'operaziofeusiamo le seguenti definizioni
SeV = V(t,s,r) € una3—varieta, cice se

V :la,b] x [c,d] x [a, 8] — R?

Chiamiamo frontiera di/ e scriviamodV la 2—varieta che si ottiene
considerando I'unione delle superfici definite dalle seguenti parametrizza-
zioni a ciascuna delle quali attribuiamo un segno che chiamiamo orienta-
mento della superficie secondo la seguente regola:

Attribuiamo I'indice 0 al primo estremo e l'indice 1 al secondo estre
mo di ciascuno dei segmentia, b|, [c,d], [a, 3] € assegnamo ad ogni
parametrizzazione il segno

(_ 1)posto della variabile+indice dell'estremo

V(a,s,r)  conil segne- [(—=1)™7]
V(b,s,r) con il segne- (1)
V(t,c,r) conilsegne-  [(—1)**7]
V(t,d,r) con il segne- [(=1)*"]
V(t,s,a)  con il segne- [—1)*]
Vit s,[) con il segne- [(=1)*"]

SeS = S(u,v) € una2—variet , cice se
S :la,b] x [c,d] — R?

Chiamiamo frontiera diS e scriviamodsS la 1—variet che si ottiene
considerando I'unione delle linee definite dalle seguenti trasformazioni a
ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato
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S(a,v)  con il segne- [(—1)™°]
S(b,v) conilsegne-  [(—1)'*']
S(u,c) con il segne- [(—1)**°]
S(u,d)  con il segne- [(=1)*™]

Sey = v(t) € unal—variet , cie se
v:[a,0] = R

Chiamiamo frontiera diy e scriviamody la 0—varieta che si ottie-
ne considerando I'unione dei punti definiti dalle seguenti trasformazioni a
ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato

v(a)  conilsegne-  [(—1)"*7]
7(b) con il segne- [(—1)]

Per comprendere il significato dei segni occorre prima chiarire come
unak—forma pw essere integrata su uhavarieta occorre cie definire il

Ck

e Sewy = f(z,y,2) eCy = P (cioé é la zero variei costituita dal
puntoP = (z,y, z) con il segnat)

/Cowo_if(P)

e Sew; = f(x,y,2)dx + g(x,y,2)dy + h(z,y,z)dz e C; = +v
(cioé & lal—variet costituita dalla curva = ~(t) con il segnot)

/C ==+ / FO)EE) + g(r()i(e) + hl () 2(t)de

e Sew, = f(z,y,2z)dy Ndz+ g(z,y, z)dz ANdx + h(zx,y, z)dz A\ dy
e C; = +S (cioe e la2—varieta costituita dalla superfici® =
S(u,v) con il segnat

[ [ [ sty soistoneie

+ h(S(u, v))ggi’ z;dudv

e Sews = f(z,y,2)dx NdyNdzeCs = £V =V (t,s,r) (cioee la
3—variet costituita dal volumé&” con il segnat)

/ ///f (t,5,7)) (( ))dtdsdr
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A gquesto punto possiamo anche chiarire il significato del segno che
abbiamo attribuito a i vari pezzi di frontiera di una vadiet

3.0.1. Un’idea per rendersi conto dei segnConsideriamo und —
forma

w2 — f<x7 y? ’Z>dx + g(I7 y? Z)dy + h<x7 y? Z>dz
ed la2— variet S, costituita dal quadratf, 1] x [0, 1] nel pianoz = 0.
Possiamo parametrizzafg = S (u, v) nella seguente maniera

r=u
Sedy=v : (u,v) € [0,1] x [0, 1]
z=10

0S5, la frontiera diS,, € una curva costituita dalle lineg(u) = Ss(u, 0),
Ya2(v) = S2(0,v), y3(u) = Sz(u, 1), 7a(v) = Sa(1,v),

4 (
=u r=1

M yZO 7UE[071] T2yY="0 706[071]
z2=0 z2=0

\ \
r=u x =
wey=1 L,uel0,1] wuiy=v ,vel0l]
\z:O Kz:O

Con le regole prima descritte attribuiamo il segha-y; e, ed il segno

— a’73 6’74.
/ Wy = / w2 / Wa / ] / Wa
9S2 71 Y2 73 Y4

Pertanto

Se conveniamo che attribuire il segroad un lato significa che quel
lato e percorso nella direzione positiva dell’asse earallelo mentre il
segno— indica chee percorso in direzione oppostaimmediato verificare
che con tali scelte di segno si vede che il perimetro del quadtatohe
costituisce la frontieras,, € percorso in senso antiorario, se visto dall’alto
(cioe da un punto di vista che giace nel semipians 0).

Se non avessimo fatto uso dei segni avremmo percorso i-{adth,
in senso antiorario, mentre i tratl e v, sarebbero stati percorsi in senso
orario.

Ancora seS; ¢ la varied definita da

r=t
Yt)qy=0 ,te(0,1]
z=0

avremo che la frontier@y e costituita dai due punti
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Py, =~(0) con il segno-
P, =~(1) con il segno+
Sewy = f(z,y, z) &€ unad—forma

4.2) /8 Lun=- /P et /P = f(P) ~ f(R)

Si pw provare che
TEOREMA4.2. Siaw,, unan — forma in A, allora

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il risultato nel caso in cui; € una
1-forma inR3

w1 = fidxy + fadzs + fadas
siha
dw1 = %dl'g VAN d[El + %dl'g N dl‘l +

61'2 8I3

+ %dxl N dIQ + %dxg N de +
c%l 8903
0 0

+ ﬁdxl N d$3 + ﬁd!ﬁz N d$3
0:1:1 8332

e tenendo conto chér; A dx; = —dz; A dz;,
9 f1 O fi
d(d = dxs Ndxs Nd
( wl) 8$385L’2 = = et 85(728$3

0% f, 9 fa
d d d
6x38x1 s Aoy A dwy + 81‘181'3

0% fs 9 fs
dro Ndzi Nd
8$285L’1 2 = T3 ¥ 85(718%2

e ogni termine elide il successivo. O

dl’g A dl’g VAN dilfl +

d.l’l A dCL’g A dl’g +

dl’l A dl‘z VAN dili'g

DEFINIZIONE 4.7. Siaw,, unan — forma differenziale inA, diciamo
chew, &|esatta se esiste ungn — 1) — forma Su4, n,_, tale che
dT/n—l = Wn

Nn—1 Si chiama primitiva div,,.

Diciamo chew,, €| chiusa|se

dw,, = 0.
E’ immediata conseguenza del precedente teorema il seguente risultato.

TEOREMA 4.3. Siaw,, unan — forma SUA. Sew,, € esatta, allorav,,
e chiusa.
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DIMOSTRAZIONE. Sew,, € esattay, = dn,,_; €

dw, = d(dn,—1) = 0.

Inoltre

Ogni 3 — forma in R3 & chiusa

A questo punt@ importante riconoscere trade— forme suR? quel-
le esatte e determinarne le primitive. Questo problema infatti ha notevoli
riscontri sia dal punto di vista matematico che dal punto di vista fisico.

TEOREMA 4.4. Sia w,, una n—forma differenziale su un insiemé
aperto e stellato; allora se,, e chiusa si ha che,, € esatta.

Poiche ci limitiamo a considerare soltanto forme differenzialiRa,
possiamo discutere I'enunciato precedente in ognuno dei tre casi che si pre-
sentano e dal momento che i risultati che riguardano le forme differenziali
sono strettamente collegati alla teoria dei campi vettoriali, ricordiamo che

& assegnato un campo vettoriale iiR? see data una funzione
F:A—DR ACR?

F(:'U7y7 Z) - (f('r7y7 Z)7g(x7 y7 Z)7 h(‘/r’ y7z)>
fg,h: A—R

Ad un campo vettoriale F' si puo associare tanto unal —forma
wy = fdx + gdy + hdz
che una2—forma
wy = fdy Ndz + gdz A\ dz + hdx N\ dy

e gli integrali di linea di w, e di superficie diw, rappresentano, rispetti-
vamente il lavoro lungo una linea ed il flusso attraverso una superficie
del campo vettoriale F'.
Una0 — forma ed una3—forma sono semplicemente identificate da
una funzione
f:A—DR} ACR
mediante le
wo=f , w3y = fdx Ndy N dz
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Si definisce| divergenza | di un campo vettorialé’ la funzione scalare

. _9f dg  Oh
leF—a—x—Fa—y—F%

mentre si definiscerotore | di un campo vettorialé’ la funzione vettoriale

rot F' = (hy — 9z, fz - h:mgx - fy)
Se introduciamo il vettore formale

g 9 0
p= (L 2 9
<31:’(9y’(9z)

possiamo scrivere che

div F = (D, F)
rot F=DAF
Ricordiamo anche
0% 0% 0%¢
di = =A
v Ve 0x? + 0y? + 072 ¢

A¢ si chiama laplaciano della funziomeed € di fondamentale impor-
tanza in svariati campi della matematica e della fisica.

3.1. Primitive di 1—forme. Consideriamo una—forma
wy = f(z,y,2)dx + g(x,y, 2)dy + h(z,y, 2)dz

ed il campo vettoriale
F=(fgnh)
ad essa associato. Si ha

dwy = (fy — gz)dy Ndx + (f, — hy)dz Ndx + (hy, — g.)dy N dz

e pertanto, affinobiw; sia esatta deve essefe;, = 0 e quindi

fy — Gz = 0

fz - hx =0

hy —09: = 0

cioe che
rot FF' =0
La 0—formaw, = ¢(z,y, z) € una primitiva div; sedw, = w; Cioe se

Pz = f
Py =49
. =h

ed in termini di campo vettoriale se
F=Vop
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Possiamo definire
X
Alx,y,z) = / f(t,y, z)dt
zo

e scegliere
olz,y,2) = Az, y,2) + aly, 2)
Deve anche essere
9(x,y,2) = w0, (t,y,2) = Ay(t,y, 2) + ay(y, 2)
Poicke a dipende soltanto dgy, z), affinche la precedente uguaglianza sia
possibile occorre che la funzione
9(37, Y, Z) - Ay(I, Y, Z)
non dipenda da; per verificare se questovero possiamo derivare rispetto
adzx ed otteniamo
gx_Ayx:gm_A:vy:gx_fyzo

in quanto valgono le condizioni necessarie.

Pertanto l'uguaglianza

ay(yu Z) - g(ZL’, Y, Z) - Ay(xa Y, Z)
e possibile e possiamo concludere che
Yy
a(y, z) = / (g(x, n,z) — Ay (x,n, z))dn +b(z) = B(y, 2) + b(2)

Yo
Ma allora

o(x,y,2) = Az, y,2) + By, z) + b(2)
e deve infine essere
sz(xa Y, Z) - Az(xa Y, Z) + Bz(ya Z) + bz(z) - h(CL’, Y, Z)

Affinche sia possibile trovarkin modo che la precedente uguaglianza
sia soddisfatt& necessario che

AZ(SL’, Y, Z) + Bz(y7 Z) - h(]}, Y, Z)
dipenda solo da e quindi che

(h(x, y,2) — A (x,y, 2) — B,(y, z)) =0

xT

<h(x, y,z) — A, (z,y,2) — B.(y, z)> =0

Yy
Siha
(h—=A,—B.)yg=hy — Ao —Goo = hy — Age = hy — f. =0
(h—A,—-B,)y=h,—A,y—Gy=hy,— A,y —g. +F. =hy—g. =0
E allora sufficiente porre

buw=/7h—Af—%xa%<m<

20
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3.2. Primitive di 2—forme. Consideriamo una—forma
wy = f(x,y,2)dy Ndz + g(x,y, 2)dz N dx + h(x,y, z)dz A dy
ed il campo vettoriale
F=(f9,h)
ad essa associato. Si ha
dws = (fy + gy + hz)dx N dy A dx
e pertanto, affinobw, sia esattalw, = 0 e quindi
cioe che
divF =0
La 1-formaw; = a(x,y, 2)dx + B(x,y, 2)dy + v(x,y, z)dx cui asso-
ciamo il campo vettorial® = (a, 3, 7), € una primitiva div, sedw; = wo,
cioe se
Ty — ﬁz = f
Ay =Yz = ¢
By —oy=h
ed in termini di campo vettoriale se
d =rot I
Possiamo scegliere di cercare una primitiva per la quale risulti
7(1‘7 Y, Z) =0
per cui, le prime due condizioni sono soddisfatte se
_ﬁz = f
o, =4¢g

e allo scope sufficiente definire

alz,y, z) = /Zg(x, y,Q)d¢ + a(z,y) = B(x,y,2) + a(z,y)

Sz = [ Ty, OdC + b, y) = —Alz,9,2) + bz, y)

Per quel che riguarda la terza condizione osserviamo che@sigipo-
niamo soddisfatta la condizione necessaria per I'esistenza della primitiva di
wy, Si ha

(ﬁx_ay_h)z:ﬁxz_&yz_hz:
:ﬁzx_azy_hz:_gy_fx_hz:()
ammesso che la condizione necessaria sia soddisfatta, e quindi

By —ay —h
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e costante rispettoae si ha
(Bz — ay = h)(2,y,2) =0 — (B — ay = h)(2,y,20) =0
Ma allora, poicle

By(z,y,2) = / g(@,9, Q)dC

20

Ay(e,y,2) = / £y, O)de

20

avremo

(ﬁa} - ay - h)(l‘7ya ZO) =
=(by—a,— A, — B, —h)(z,y,20) = (by —a, — h) (z,y,2) =0

e l'ultima uguaglianza verificata se scegliamo, ad esempio,

ar.y) =0, bay) = /zh@,y,z)dg

o

3.3. Primitive di 3—forme. Consideriamo und—forma

wy = f(z,y,z)dx Ndy A dz
si ha sempre
du)g =0
e pertantav; € sempre esatta
La2—formaws = a(z,y, z)dx + (z,y, 2)dy + v(z,y, z)dx cui asso-
ciamo il campo vettorial® = («a, 3, ), € una primitiva div; sedw; = ws,
cioe se
Qy + ﬁy +7. = f
ed in termini di campo vettoriale se

divd = f

Si verifica subito che possiamo trovare una primitiva definendo

a@,y,2) = Be.y2) =0 A(w,y,2) = / F(,y0)de

4. || Teorema di Stokes

Il teorema di Stokes costituisce la naturale estensione del teorema fon-
damentale del calcolo integrale, c@®me il concetto di potenziale di una
forma differenziale costituisce la naturale estensione del concetto di primi-
tiva di una funzione di una variabile reale, edli grandissima importanza
nella teoria e nelle applicazioni.

Con le definizioni precedenti il teorema di Stoke® @ssere enunciato
come segue
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TEOREMAA4.5. - Stokes -Siaw,,_; una(n — 1) — forma differenziale
sulR” e siaC unan-varieta in R*; allora

/ Wn—-1 :/dwnl'
oC C

Il teorema di Stokes suscettibile di significative conseguenze sigin
che inR? soprattutto se si tiene conto del fatto che, ad esempiR’jre
1—forme e le2—forme possono essere identificate con un campo vettoriale.
(in R? soltanto lel —forme)

4.1. Ilteorema della divergenza inR3. Consideriamo una-forma in
Ri’:

wa(z,y,2) = f(z,y,2)dy Ndz + g(z,y, 2)dz AN dx + h(z,y, z)dv A dy
ed il campo vettoriale che la identifica

F=(fg,h)
Siha
dwy = (fy + gy + h2)dx A dy N dz
SeV = V(t, s,r) & una3—variet la cui frontierad

OV = +V(1,s,r)U=V(0,s,r) U=V (t, 1,r)U+V (t,0,r)U+V (¢, s, 1) U=V (t,s,0)
si ha

(4.3) fdyAdz+gdzAd:U+hdxAdy=/(fx+gy+hz)d:v/\dy/\dz
oV %

E, se si tiene conto che la normal@¥ & data da
v L(0ly:z) O,z) 0w y)\ _1(0y,2) O(zx) dwy)
v \O(u,v) A(u,v) O(u,v)) v \O(u,v) d(u,v) O(u,v)

- () (e ()
/avfdy/\dz—gdx/\dz—i—hdx/\dy:
=[5 U5~ oot + vy vt =

A
://D<F,N>ududv=//ac<FaN>d‘7

si ottiene
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Pertanto si ha

(4.4) / /a V(F,Ne>da: / / /V div Fdzdydz

ove N, = N sgn JV e il versore normale &V orientato verso I'esterno di

V.
La 4.3 & nota come teorema di Gauss edld e la formulazione del
teorema della divergenza.
Possiamo dimostrare il teorema della divergenza come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che

// fxdﬂf/\dyAdz:/ fdy N dz
v oV

t=

Si ha

/avfdy/\dz—/
L

dd—

-
///dt( o) adsir-
L () asears
L () waas

/ fdy A dz =

oV
/ / / (faxe + fyye + fo2t) g(Z’i) + f— gEZ’iSdmd—
)

) )

(5.1)

B . B 3(72) d Oy, z sdr
/O/O/O(f“Jrfystrfz §) Br) dsf)(t,r)dtdd+
s ow.2) , Ay,

T /0 /O /0 (e e+ 12) G0+ WL S dudsr =

B 1 1 1 a(y7z>_
/0 /0 /0 (fx$t+fyyt+fzzt) B(s,r)

— (fos + fyys + f22s) (?9((75 ) Ay, 2)

")
[ (e - wae ey ) das
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Ma

d(s,r) dsd(t,r)  dr (L, s)
d s s d yt 2t d
det — —det — det
(dt ¢ (yr Zr) dS ¢ (yr Zy d ¢ ys
:(1t(%t %)+wht<% Z“)—wht(ws %)—wkt(
yrt Zr yr Zrt yrs Zr
+ det <ytr Zt) + det <yt
yST ZS yS

do(y,z) doly.z)  doy.2)\ _
(3509303 2209)-

per cui

) dtdsdr+
Y

71

Zt .

Zs o

Yt Zts> +
Yr  Zrs

thr . O
ZST

L (e o e s

=
&
+

. 0y, 2)\ _
d(s,r) *o(t,r "0t s
(zt det (ys Zs) — zgdet (yt Zt) + z, det (yt
yr ZT y'l" Z?" ys

Possiamo concludere

7))
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/ fdy A dz =
[ (D a5 S i
///fmdet zt 3 ; dtdsdr =
///f ffr /// fedz A dy A dzdtdsdr

O

4.2. |l Teorema del Rotore. Se consideriamo unaforma inRR?
= fdx + gdy + hdz

e se

=(f,9,h)

e il campo vettoriale ad essa associato, si ha

dwi = (g, — fy)dz Ndy + (hy — g:)dy Ndz + (hy — f.)dz N dz
Sia$S = S(u,v) una2—varie@, cic sia
S:[0,1] x [0,1] — R?

e siads la sua frontiera

05 =—-S(1,v) U+S(0,v) U+S(u,1)U—S(u,0)
siha

(4.5) fdz + gdy + hdz =
s

_ /(gm —f)dz Ady + (hy — g)dy Adz + (he — f.)da A dz
S

Ricordando che il versore tangentéé & dato da

T = ‘ Y -
VA2 + 92+ 22 a2+ 2 4+ 22 [ + 2 + 22
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si ha
b
fdx + gdy + hdz :/ (f& 4 gy + hé)dt =

b
:/ <F,T>\/x'2+92+22dt:/ (F. T)ds
a oS

08

mentre
/(gz — fy)dx ANdy + (hy — g.)dy Ndz + (hy — f.)dx Ndz =

- /D% ((gx - fy)?Ez: g% + (hy — gz)ggz: i; + (hy — fz@éiii) vdudy —

_ / /D (rot F, Nvdudy — / /S (rot F,jN)da

Si ottiene per@ che

(4.6) /6 (RT)ds = / /C (rot F, Ndo

La 4.6 e nota come teorema del rotore.
Osserviamo che nella formula compaY¥ee non.V.,.
Le formule4.6 e 4.4 assumono un’interessante aspetto nel caso in cui

F=Vo.
Si ha infatti in tal caso che, &, € una2-varieta eCs € una3-varieta

(4.7) /8 ) (Ve, T)ds =0

/ /8 CS<V¢, N.)ds = / / 3 A¢drdydz

Possiamo dimostrare il teorema del rotore come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui
F=1(0,0,h(x,y,2))

per cui
rot F' = (hy(x,y, 2), —hy(x,y, 2),0)

In tal caso si ha
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/BS(F, T)ds = /as hdz = /0 h(x(u,0),y(u,0), z(u,0))z,(u,0)—
— h(z(u,1),y(u, 1), 2(u, 1))z, (u, 1)du+

+/O h(z(1,v),y(1,v),2(1,v))z,(1,v)—
— h(z(0,v),y(0,v), 2(0,v))2,(0,v)dv =

1 1
—/ / ih(m(u,v),y(u,v),z(u,v))zu(u,v)dvdu—i—
o Jo dv
1 1 d
+/ / —h(z(u,v),y(u,v), z(u,v))z,(u, v)dudv =
o Jo du
1l
:/ / _(h’u’v‘rv+h’yyv+h’zzv)Zu_hzuv+(hxxu+hyyu+hzZu)Zv+hZUudUdU:
0 Jo

1 p1
= / / ho(Tu 20 — Tp2y) + hy(Yuzo — Tp2y)dudv =

/ / 8y, dudv—// (rot FN)d
as

4.3. La formula di Green nel piano. Consideriamo ld — forma in
R2

wi(z,y) = f(z,y)dx + g(z,y)dy
ed il campo vettoriale sR?
=(f.9)
Avremo
dwr = (= fy + g)dz N dy
Siay = v(t) unal—variet inIR?, cioe sia

v : [a,b] — R?
avremo
9y = +v(b) U —(a)
si ha
(4.8) fdx + gdy = /(—fy + g.)dx A dy.
Oy v
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Ora, seN e il versore normale &,

\/i,Q_}_yQ’ \/¢2+:y-2

e pertanto

b
; fdx—gdyz/ (f& + gy)dt =
y a

= /ab<F, N)(@* + ¢*)dt = /87<F, N)ds

La 4.8e nota come teorema di Green e solimostrare come segue.
DIMOSTRAZIONE.

[ "
—// (T, 9)[Tys — xsy]dtds =
// (T, Y)TYs — 9o (T, Y) Tyt

+ 95, y)Yrys gy(x,y)ysyt] dtds —

// (2 )2s + g, (e, y)u s =
= [ ([ (otote.n) e spir) as-
[ (] (ototen) wte.opas ) ai =

= /Cd <[g(¢(t, $)ys(t, )] /abg((b(t, S))yst(t7s)dt) ds—

_/ab<[g(¢(t, s))uit, s)]z_i—/c g(qb(t,s))yts(us)ds) g —
— /cd [g(¢(b, $))ys(b, s) — g(o(a, s))ys(a, 3)}615_

dtds =

_/ab [g(cb(t,d))yt(t,d) _g(gf)(t’(j))yt(t?(j)] gt —

= /mg(a?,y)dy

O
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4.4. Campi conservativi. Concludiamo questo paragrafo precisando i
risultati ottenuti per lel-forme in R? nell’ambito dello studio dei campi
vettoriali.

DEFINIZIONE 4.8. SiaA C R? aperto e siano
frgh:A—R . fg,heC*A)
Sia
w = fdx + gdy + hdz
e
F=(fgh)
w e la 1-forma differenziale corrispondente al campo vettoriale reci-
procamenter e il campo vettoriale che corrisponde alla 1-forma

Diamo ora alcune definizioni che sono la controparte relativa al campo
F delle definizioni date in precedenza, pei{®ormew.

DEFINIZIONE 4.9. SiaF : A — R3, A C R? aperto, un campo

vettorale " = (f, g, h). Diciamo cheF' € un campo chiuso se
rot F' = (hy — Gz fo = Pgy Go — fy) = (0707())
Diciamo cheF’ e conservativo, oppure chié ammette potenziale, se esiste
p:A—R
tale che
Vo=F

In tal caso¢ si chiama potenziale dt'.

Osserviamo che, evidentemente, un campo vettogialsuso o conser-
vativo se e solo se la corrispondentéormaw € chiusa o esatta, rispettiva-

mente.
E’ pertanto conseguenza dei precedenti risultati che

TEOREMA4.6. SiaF : A — R*, A C R* aperto; sel’ & conservativo
allora F' e chiuso.

Possiamo osservare che il teoreeneanmediata conseguenza del teore-
ma di Schwarz.
Si pw anche dimostrare che

TEOREMA4.7. SiaF : A — R3? A C R? aperto, stellato. Sé’ &
chiuso, alloraF' e conservativo.

Il campo vettorialeF’ : R? \ {(0,0)} — R? definito da

mostra che la condiziond stellato nore inessenziale. Essa @tuttavia
essere un po’ attenuata.
A questo scopo definiamo
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DEFINIZIONE 4.10. SiaF' : A — R3, A C R? aperto, e siay una
1-varie@ inR* ~(¢) = (x(t), y(t), 2(t)), t € [a, b]; definiamo

/F:/wz/fwmmw+mwmmwwmwvwﬁ=

= [FOO) OV PO+ PO = [T

doveT’,(t) indica il vettore tangente unitario alla curva

Possiamo dimostrare che
TEOREMA 4.8. SiaF : A — R*, A C R* aperto e connesso, un
campo vettoriale; sono condizioni equivalenti

(1) F e conservativo;
(2) f7 F = 0 su ogni curva chiusg contenuta in4;

(3) f7 F dipende solo dagli estremi di.

(Per sempliciad la funzioneF e la funzioney sono supposte di classe
C?%, mae sufficiente”” € C° e regolare a tratti.)

DIMOSTRAZIONE.
1) =2)
SeF =V¢cong: A— R, siha

49) [F = [ 0.00a(0-+ 8,00000) + 0.60):(00 -

=/”%mwmﬁ:¢ww»—¢wm»=o

2) = 3). Siano~; e, due curve con gli stessi estremi; alloya=

V1 — Y2 € chiusa e
/F:/ F—/ F=0
v 7 2

3) = 1). Poicle vale 3), se € una qualunque curva avente per estremi
P=(z,y,z) € Ae Py = (xo, 0, 20) € Afissato, possiamo definire

Si ha allora, ad esempio

o(r+ty,2) —dlx,y,2) 1
zLF

t
essendo/*(s) = (z + 5,9, 2), 0 <
Pertanto

¢(x+t7y7 35 my’ /f:p—{—s Y, 2 f($+0tayaz)
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0<o. <te

tim PO Y2 2O 2) gy p 46 = fa)

t—0 t t—0

O

DEFINIZIONE 4.11. SiaA C R3, diciamo cheA & semplicemente con-
nesso se ogni curva chiusa contenutalipuo essere deformata con conti-
nuita sino a ridursi ad un punto senza uscire da

Per la precisione, sey,v; : [a,b] — A sono due curve chiuse,
diciamo chey, e, sono omotope se esistec C?,

¥ :[0,1] X [a,b] — A
tale che, se € [0,1] et € [a, }]
¢(07t) - 70(t> ) ¢(17t) = 71(t)7 1/}(3’(» - ¢(S7 1)

Diciamo cheA & semplicemente connesso se ogmarieta chiusa a
valori in A € omotopa ad un punto d.

TEOREMA4.9. SiaF : A — R? un campo vettoriale chiuse} C R3,
e sianoy, e, due curve chiuse a valori id, omotope, allora

/F:/ F
Y0 7

DIMOSTRAZIONE. Poicte ~, ey, sono omotope, esistetale che
S :10,1] x [a,b] — A
tale che, se: € [0,1] ev € [a, }]
S(0,v) =(v), S(1,v) =mn(v), S(u,0)=2S5(u,1)
Definiamo
Yo (u) = S(u,0) = S(u,1) , u € [0,1]
Per il teorema di Stokes avremo
IS=7rm+7—72—%

/F—I—/F—/F—/F:/ w:/dwzo
2 71 Y2 Y0 oS S

e si pw concludere che
/ F / ~0
71 Y2

COROLLARIO 4.1. SiaF : A — R* un campo vettorialeA C R*
semplicemente connesso, alldraz conservativo se e solo $ee chiuso.

per cui

O
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