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CAPITOLO 5

LE SERIE

Il problema di sommare un numero non finito di quantitmeriche stato per lungo tempo considera
to privo di senso, ma giustificabile facilmente, anche dal punto di vista intuitivo, non appena si consi
il seguente esempio.

Sial = |0, 1] e consideriamo una successione di intervalli cigdinita: poniamo

I =[0,1/2]

L =1[1/2,1/4]
Iy =[1/4,1/8]
I, =1[1/8,3/4]

E’ ovvio che
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ed inoltre la lunghezza del segmerijoe data da
((I;) = 1/2F

Pertanto
+oo 1

1=1¢([0,1]) = Zz—k

k=1
Possiamo cercare di puntualizzare il concetto di somma infinita mediante la seguente definizio

DEFINIZIONE 5.1. Siaa; una successione di numeri reali e definiamo

n
Sn = E Qe
k=1

Selim S,, esiste finito, diciamo che

+oo
Z a, =S =lim S,
k=1

In tal caso si dice chg_, > a; & una serie convergente che ha per sonfina
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Selim S, = +oo (—o0) diciamo che}"; a;, & una serie positivamente (negativamente) divergent
Selim S,, non esiste diciamo che la serie nenleterminata.

Consideriamo ora qualche esempio importante di seriecSfaR possiamo considerarg, = 2" e
avremo

n n
Sn:Z akzz =14+ 22+23+... +2"
k=0 k=0
Se osserviamo che
S, =z + 2>+ 23 + 2t + .. + 2"
Si ottiene
(1-1z)S, =1—z"*!

e, perr # 1,

1— xn—i—l

S, =
1—=2x

Di qui si vede che
e selz| < 1limS, =
esexr>11limS, =+
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e sex < —1lim S,, non esiste.
Pertanto

+o0o

>t se |z| <1
— T

k=0

mentre per i restanti valori di la seriee divergente o indeterminata.

2 a*

si chiama serie geometrica di ragioner.

Possiamo ottenere facilmente altri esempi di serie convergenti. usando la formula di Taylor.
Consideriamo lo sviluppo di McLaurin della funzioa&
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dove il restoR?,, ., Si puw esprimere nella forma di Lagrange mediante la
+1 +1
c |x’n < || ’x|n

| B ()] = € (n+1)! = € (n+1)!

llell < Il

Pertanto, se definiamo

k

Sa=Y. 7
k=0

si ha ;
o) 2™t

T — < < —_—
€ = 52l < [Run(@)] < Mo

e tenendo conto che
|x|n+1 .
lim ' =(0perogniz e R

(n+1)!
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In maniera del tutto analoga si prova che

“+00
$2k+1

sin(z) = ;(—l)km‘v’x eR

+o0 k
k=12

In(l+2)=>» (-1) Ve € [-1/2,1]

Dal momento che, pet grande

n ko n
Doak=) at Y a
k=1 k=1

k=ko
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e dal momento che

possiamo dire che una serie converge divergeimdeterminata indipendentemente dal termine a part
da quale si inizia a sommare; ovviamente la somma della serie cambia, cambiando il punto di parte

Pertanto il carattere di una serie, cie il fatto che sia convergente, divergente o indeterminata, nog
influenzato dalla scelta del primo indice di somma.

+oo
I%n = E ag
k

=n+1
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si chiama resto ennesimo’ della serie dataeada serie che ha lo stesso carattere della serie stessa pc

N
SN—Sn:Zak
k=n

siricava, petN — +oo
R,=5-25,
e quindilim R,, = 0 se e solo se la ser&econvergente.
Dalla definizione di serie e dal criterio di convergenza di Cauchy possiamo subito dedurre che

TEOREMA5.1. Condizione necessaria e sufficiente affeah a, sia convergenté che

n-+p
Ve >0 dn. tale che Yn >n., Vp € N st ha Z ap | < €.
k=n+1

DIMOSTRAZIONE. Si ha infatti che)_ a; € convergente se e solo se la successione delle sue rid
ennesimed convergente af € R.
Pertanto ad essa si @papplicare il criterio di Cauchy e si pwaffermare che:
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Ve > 0 dn. € Ntale che, s&, m > n,
|Sn — Sm| < €

0, equivalentemente, se> n. ep € N

n—+p

|Sn+p — Syl = Z ag | <¢€

k=n+1

O
Come conseguenza immediata otteniamoyper 1, che,Ve > 0 In. € N tale che, se. > n. (per
p=1)

|@nt1]| = [Sns1 — Sn| <&

e quindi
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Condizione necessaria affincé

o

lima; = 0

sia convergentee che

Sottolineiamo che la condizioresolo necessaria e pertanto non assicura, da sola, la convergenza
serie; viceversa, se nansoddisfatta, permette di concludere che la serieenmomvergente.
Se ad esempio consideriamo

si halim % = 0 e tuttavia la seri@ divergente.
Infatti le sue ridotteS,, formano una successione crescente che quindi ammette limite; tale limite
pud essere finito in quanto n@nsoddisfatto il criterio di Cauchy pereh

k— 2n
k=n+1
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Sea; > 0, 0 pit in generale se ha segno costante, la successione delle ridotte en@esonetona;
pertanto illim S,, esiste, essendo possibili i valerbo e —oc.

Sia
>

una serie a termini positivi, allora essaé 0 convergente o positivamente divergente.

DEFINIZIONE 5.2. Diciamo che) _ ;. & assolutamente convergente se risulta convergehfe;|.
Diciamo che}_ a, € assolutamente divergentese|ax| = +oo.

TEOREMAS.2. Se) a;, € assolutamente convergente, alléraonvergente.

Infatti
n—+p n—+p

Z ag| < Z |l

k=n+1 k=n+1
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e si pw concludere per il criterio di convergenza di Cauchy.

1.1 Criterio del confronto di Gauss. Sianom > 0, > ai €Y by due serie tali cheQ a;, < mby;
allora:

e se) b, converge anch®_ a; converge
e se) a; diverge anché b, diverge.

Infatti detteS¢ ed S? le ridotte di>_ ay. € > by , rispettivamente, si ha:

0<S*<mS,.

Inoltre S¢ ed S® sono successioni crescenti e pertanto ammettono limite.
Possiamo anche enunciare il criterio nella seguente forma
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Siano ) a; e ) by due serie tali cheay, b, >0 e supponiamo che esista un indicg, tale che, pe
k > ko
O<m<E<m
bi
allora si ha che}_ a; € > b, hanno lo stesso carattere.
Se invece

a
O<m§—k
b

si ha che se)_ a;, converge allora anched b, € convergente, mentre sé b, diverge allora anche
> ay € divergente.

1.2 Criterio del confronto asintotico. Poicke il carattere di una serie (non la sua somma) ne
dipende dall'indice da cui si parte a sommare, possiamo affermare che:

sed_ ai e)_ by sono due serie a termini positivi e se supponiamo che

lim % —¢eR,
br

allora le due serie hanno lo stesso carattere.

Se invece

lim =% =
br

si ha:
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e sed ay e divergente, allord b, & divergente;
e sed b, € convergente, allora’ a, € convergente.
1.2 Critero del rapporto D'Alembert. Sia) | ax una serie tale che, >0 e supponiamo che
lim Bkl _ {eR.
ag
e Sel < 1 allora)_ a; & convergente
e se/ > 1allora) a & divergente.
Infatti se/ < 1 si ha, definitivamente
e (l+¢e)<1
ag
e pertanto se ne deduce che
Arp < (L +€)P ag
la serie di terminé/ + ¢)? a;, € una serie geometrica di ragiorel e quindié convergente.
Se/l > 1, definitivamente, si ha

L2 (l—e)>1
Qg
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e quindi
Apyp > (0 —€)Pay,

edaj, non tende &.

LA criterio della radice di Cauchy. Sia) | ag una serie tale che, > 0 e supponiamo che

e Sel < 1allora)_ a; & convergente
e sel > 1allora)’ a; € divergente.

Infatti se/ < 1 si ha, definitivamente

Va, <(l+¢e)<1 ea,< ({+e)

mentre s€ > 1 si ha, definitivamente

Va, >l —¢)>1ea,>1
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150 lerteno dellintegrale di Mce Laurin-Cauchy . | concetti di serie e di integrale. sono profon
damente affini ed il fatto si riflette nel seguente criterio
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Sia
f : [17 +OO) - R-i-
decrescente e sia; = f(k), allora

n n+p n
/ o fz)dx < Z ap < / - f(z)dz
n T=m, n—1

e ne deduciamo chef & integrabile in senso improprio su[l, +co) se e solo s&  a;, € convergente.
Inoltre, posto
+oo
I, = / f(z)dz

0<S-5,=R,<1I,

si ha

n+1
‘S— <Sn+m>‘ < 1/ )i

2 2

Dal momento ch¢g e decrescente si ha

"<ty < [ fo)de

k k—1
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e sommando pef = n, .., n + p Si ottengono le prime due disuguaglianze.
Inoltre la funzione

Flz) = /1 "t

& definita e continua per € R, edeé crescente iR in quanto, sé < = < y si ha

F(y) - F(z) = / " (0t >0

Ne deduciamo chém,_. ., F'(z) esiste e per le disuguaglianze precedenti I'integrale improprio €
serie hanno lo stesso carattere.
Inoltre I'errore che si commette considerando una rid6ttal posto della somma della serie, essenc
ay > 0, e per difetto e sih& — S,, > 0.
Piu precisamente
OSIn—i-lSS_Sn:RnSIn
L'approssimazione della somntadella serie pa essere ancora migliorata se si sceglie

Sn =+ (In + In+1)/2
in luogo diS,,.
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In tal caso si ha infatti

|S —Sn — (In + In+1)/2| i |Rn _ (In + In+1)/2’ <

n+1
< (In—Int)/2= % /n f(z)dz

Il precedente teorema consente di stabilire il carattere della serie armonica generalizzata
+oo
1
Z — a>0
k-a
k=1

Si ha infatti

io 1 f+4oo perd < a < 1
ke |SeR. perl<a
160 Crtero dellordine di infinitesimo . La serie armonica generalizzagadi grande aiuto nel-

I'applicazione del criterio del confronto asintotico. Infatti, usando la definizione di ordine di infinites
possiamo affermare che
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Sia > a; una serie a termini positivi e supponiamo cheq; sia infinitesima di ordine « (non
necessariamente reale); allora
e sea>f3>1,0€R,laseriee convergente
e sea < 1 la seriee positivamente divergente .

Osserviamo che, se > 1 e none reale, non si puaffermare ché  a, & convergente, come si vede
dal seguente esempio:
sia

1

~ khnk

lima, = 0 conordinenr > 1, maa < VG € R, 3 > 1.
Non si pw pertanto applicare il criterio dell’ordine di infinitesimo ma, per il criterio dell'integrale,

Sempre per il criterio dell'integrale
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+00 sel0<a<l1
SeR, sel<a

Z 1 )t se0<a<l1
~~ klnk(nlnk)>  |SeR, sel<a

1.7 Serneelescopiche! Seay € una successione, alloya(ay1 — ax) € convergente, divergente

indeterminata a seconda chgsia convergente, divergente, indeterminata.
Infatti si ha

n

Sp = Z(GIH-I - Gk) = OQp+1 — A1

k=1

Siaay una successione di numeri non negativi e sia
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k=0
In questa situazione parliamo di serie a segni alterni; per le serie a segni alterni vale il seg
risultato.

2.0 Cntero di Letbnitz . Supponiamo chey > a1 >0,Vk € N e che inoltrdim a;, =0. Allora
¢ la seriee convergente a#;
e 5) <5 <5, e pertantaS > 0;
e VneN

Son — @ont1 = Sont1 < S < Sop = Son1 + a2y

e le ridotte di indice pari approssimaoper eccesso mentre quelle di indice dispari approssime
S per difetto;
o |S . Sn| S Ap41-
Cominciamo con il mostrare che la successione delle ridotte di indiceepdecrescente, mentre |
successione delle ridotte di indice dispagrescente.
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Si ha
(5.1) Sont2 = Son — Aan41 + G2nt2 < Sop

Sonts = Sont1 + Aont2 — Aonts > Sont1

inoltre
Son — Sop—1 = ag, >0

Pertantdim S,,, = S’ elim Sy, 1 = S” esistono finiti e si ha
S/ — S” = lim Sgn — Sgn+1 = lim Aoy = 0

da cui deriva subito ch® = S = S = lim S,,.
Per [a5.1si ha inoltre

0<ap—a; =51 < Spmq1 <5< 52, <50 = ag

A proposito della maggiorazione del resto di una serie a segni aléeenidente che tanto pi buona
quantoe piu grande l'ordine di infinitesimo della successiane Si pw migliorare la maggiorazione del
reston-esimo non appena si tenga presente il seguente che
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Siaa; una successione tale che, > a,; > 0 V € N e supponiamo chdim a; = 0.

Allora si ha
“+o00

ar — ak+1
> (—1)a + E 1)f =
k=0
Evidentementeb, ., > b, > 0 ed moltre
Qg
lim b, =lim — =
= tlzr-ir-loo k . k

Infatti by, 1 — by, = %(a,m —apy1+aks1 —ag) > 0 eluguaglianza dei due limiti puessere dimostrata
usnado i teoremi sulle medie di Cesaro di un successione
In questo modo si ottiene una nuova serie a segni alterni, avente la stessa somma della serie

avente un termine generale infinitesimo di ordine superiore a quello del termine generale della serie
Infatti

Qg
b = —
k k? +wk

conw, — 0 e
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Uguaglianza di Brunacci-Abel Seay e b, e se definiamo

n—+p

Bup= > b

k=n+1
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Infatti si ha

n+p

§ agby = any1bng1 + angobpyo + .+ a'n+pbn+p —
k=n+1

. a'n-l—an,l + an+2(Bn,2 - Bn,l) A eee o an—l—p(Bn,p - Bn,p—l) -
= nvl(an+1 — an+2) + Bn,2(an+2 - an+3) = oooTE

+ Brp-1(n4p-1 = Gnip) + GnipBnyp =
n+p—1

— an—l—an,p + E Bn,k—n(a/k - ak+1)
k=n+1
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Criterio di Dirichlet

Supponiamo che le ridotteB,, di ) b siano limitate da M e chea, sia decrescente e convergente
Zero.

Allora > a;bi, € convergente ed inoltre

+oo

Z agbi| < 2Mayq;.
k=n+1

Criterio di Abel
Supponiamo che) b, sia convergente e, sia convergente e monotona. Allorg  a,b, € convergente.

Per quel che concerne la somma Sbmlimostrare che




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

TEOREMA5.3. Siano) _a; e > b, due serie convergenti e sia€ R, allora > (ax + by) € > aay,
sono convergenti e si ha

° Z(ak —I—bk) = Zak +Zbk
[} Z Al — Z ag
Per quanto riguarda il prodotto di due serie occorre innanzi tutto cercare di definire il termine k-
della serie prodotto.
Cio pw essere fatto in vari modi; qui consideriamo il prodotto secondo Cauchy, che siaiwtler
guando tratteremo le serie di potenze.
In proposito si po dimostrare il seguente risultato.

TEOREMA5.4. - Mertens - Definiamo

k
Ty = E a;b—;
i—0

Allora, se) a; € assolutamente convergent& é b, & convergente, anchg, ¢, & convergente ed

inoltre, se

Zak:A, ZkaB, ch:C
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si ha
AB =C

Se nessuna delle serie di cui si fa il prodott@ssolutamente convergente, ma entrambe sono s
convergenti, il teorema guessere falso, come si vede considerando

_ _(=DF

BCEER @=0

ap =

Si ha infatti

(-1 (=D DFS
i+ D) (k—i+ 1) Z (2 + 1)( —z—l—l)]

=

e si vede subito che
15

k
1
|Ck|22(k+1)2 ,leazl
1=0 i=0

da cui, pel0 < o < 1/2, lim ¢, non pw essere .
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Per quanto riguarda la possitélitli raggruppare i termini di una serie, possiamo provare un semp
risultato.

Precisiamo prima di tutto cosa intendiamo per raggruppamento dei termini di una serie.

DEFINIZIONE 5.3. Consideriamd  a,, € consideriamo una successigfea valoriin N, strettamente
crescente e coh; = 1. Definiamo

n+1_1

k
bn: Z a;

i=kn
La serie) b, si dice ottenuta dalla serig _ a,, raggruppando i termini secondo il riordinamentq.
E’ evidente che, dette

n m
/ 1/
Sn = E ag Sm = E bn
k=1 n=1

m  kny1—1 km41—1

"o § : § _ E _ g
Sm = a; = a; = Skm+1—1
=1

n=1 i=kn,
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e dal momento chg” ,, & una estratta di;,, si pw affermare che:

TEOREMAS.5. Se)  a;, € una serie convergente, allora ogni serie ottenuta da essa, raggruppando i
termini, & convergente alla stessa somma.

Viceversa la convergenza Mi b, per una particolare scelta della successione che genera il raggruppa-
mento, nore sufficiente per assicurare chéa, converga; se infatti
ap, = (—1)" e k,=2n-1

si ha
2n

o= Y (-1)F=0.

Trattiamo per ultimo il problema del riordinamento dei termini di una serie e precisando, innanzi tutto.
cosa intendiamo per riordinamento.

DEFINIZIONE 5.4. Consideriamo)_ a;, e supponiamo che N — N sia una applicazione iniettiva
e surgettiva.
Diciamo che la serie

Z @i(5)
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e ottenuta riordinando i termini d} _ ..
Per brevita chiamiamo I'applicazione i riordinamento dei termini della serie.

TEOREMAS.6. Se) | a;, & assolutamente convergenteigd € un riordinamento, allora anchg’ a,(;
e assolutamente convergente e si ha
D_ak = ) ai

Nel caso in cud  a; Sia convergente, ma non assolutamente convergegmbssibile trovare un riordi-
namento dei termini e due successiohe n” in modo chesS,, e S,,» siano convergenti allo stesso limite
o a limiti diversi, o siano divergenti.

Piu precisamente

TEOREMA 5.7. - Riemann-Dini - Supponiamo che a; sia convergente, ma non assolutamen
convergente. Siano inoltke < (5, essendo possibile che= —c e § = +o0.
Allora esiste un riordinamento i dei termini della serie in modo che la successione

h
Sp = Z i)
j=1

abbia due estratte, 'una convergente ad I'altra convergente &.
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Concludiamo ora ricordando che la convergenza asseélefguivalente alla convergenza di ogni s
riordinamento.

DEFINIZIONE 5.5. Diciamo che)  a;, converge incondizionatamente se ogni suo riordinamento ce
verge alla stessa somma.

TEOREMA 5.8. - Cauchy-Dirichlet -) a;, converge assolutamente se e solo se converge incondi
natamente.
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CAPITOLO 6

LE SERIE DI FUNZIONI.

Lo studio di una serie di funzioni dipende, come per il caso delle serie numeriche dallo studio
successione delle sue ridotte.

Occorre pertanto definire cosa si intende per successione di funzioni ed i concetti di limite ad
collegati.

DEFINIZIONE 6.1. Chiamiamo successione di funzioni una applicazione definita

Non— S,

Sp: I CR—R

DEFINIZIONE 6.2. SiaS,, una successione di funzioni sudiciamo che
e S, converge puntualmente &tse, per ognic € I, Ve > 0,esisten. , € N tale che

|Sn(z) — S(z)| < € Y > ney
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e S, converge uniformemente &tlin [ seVe > 0, esisten, € N tale che
Vn > n. |Sy(z) — S(z)| <e, Vn>n.,Veel

Possiamo subito verificare che
S, converge puntualmente &tlin / se

lim S, (x) = S(z) Vexel

mentreS,, converge uniformemente &din 7 se e solo se

limsup |S,,(z) — S(z)| =0
noxel

Usando il criterio di convergenza di Cauchy, sbmaffermare che

S, converge puntualmente se e solo se la successione numerftdz) soddisfa la condizione di
Cauchy

Per quanto riguarda la convergenza uniforme 8i @oalogamente ottenere che
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Criterio di Cauchy uniforme
Condizione necessaria e sufficiente affinéuna successione di funziors,, converga uniformementse
su/ e cheVe > 0 esisten, € N tale che, sen,n > n. siha

|Sn(x) — Sp(x)| <e Vxel

E’ inoltre evidente che

SeS, e una successione di funzioni uniformemente convergente &tin I, allora S,, € puntualmente
convergente adS per ognizx € I.

Non e viceversa vero che una successione puntualmente convergente sia anche uniformeme
vergente, infatti la successione

Sp(z) = 2" su  [0,1]

Se una successione di funzioni converge uniformemente le pramietontinuif, integrabilia e
derivabilita della successione sono mantenute anche al limitepsinfatti dimostrare che
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seS,, e una successione di funzioni continue sii e seS,, converge uniformemente adS su I, allora
S & continua sul.

Infatti siazy € I e proviamo cheg' e continua incy.
Si hache

1S(2) = f(2o)| < [S(x) = Sno ()] 4 [Sng () = Sng (0)| + [Sno (20) — S(0)]

per cui
|S(x) — S(z0)| <e+e+e =3¢
dal momento che, puo essere fissato in modo che

|Spo(x) — S(z)| <e Ve el

e che, pefx — x| < 0.

‘Sno(x) . Sno(x0)| <ée
Si ha anche che
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Se.S,, una successione di funzioni continue sl = [a, b] e seS,, converge uniformemente adS su I,
allora

/ Sn(t)dt converge uniformemente ad/ S(t)dt sul

Poicle S, e di conseguenzé sono continue s, risultano anche integrabili §u, z] C I ed inoltre

/ax Sn(t)dt — / S(t)dt’ < /x 1S, (t) — S(B)]dt < e(x — a) < (b — a)

non appena si sia tenuto conto ckieconverge uniformemente &isu [a, b] e si sia scelta abbastanza
grande.

Osserviamo che l'ipotesi di contirmue comoda e ragionevole ma non indispensabile; con qual
complicazione pa essere sostituita con I'ipotesi di integralailit

In questo senso possiamo provare che
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Se S,, € una successione di funzioni integrabili in senso improprio ina, +o0), se .S, converge
uniformemente ad .S su|[a, b] per ognib > a e se esiste una funziong su [a, +o0) tale che

|Sn(z)] < g(x) , Vx € [a,+00] / - g(x)dx < 400

allora S risulta integrabile in senso improprio in [a, +c0) e si ha

+oo +o0
lim/ Sp(x)dx :/ S(x)dz

Infatti

/a+00 Sp(z)dr — /a+00 S(z)dx| <

< [ |Su(z) — S(x)|dx + /b+°° |Sn(x) — S(x)|dx <

a

+o0o
<5—|—2/ g(x)dr <e+2e =3¢
b
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sen e abbastanza grande elsefissato in modo che

+o0
/ g(x)der <e
b

Per quanto riguarda la derivabdit
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SeS, € C'((a,b)) e se
e S/ converge uniformemente ap su (a, b)
e esister € (a,b) tale che
Sn(zo) — .
Allora S,, converge uniformemente alla funzioneS definita da

S(x)=a+ /z o(t)dt

e risulta

d .. . d
. lim S, (z) = lim %Sn(az).

Infatti

Sp(x) = Sp(xo) + /z S (t)dt

e pertantoS,, converge uniformemente &t
Inoltre

lim 5, (z) = ¢(z) = 5'(x) = (lim f,)'(x)

Si puw anche provare che
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Se f,, € una successione di funzioni derivabili in(a, b) e sesS! converge uniformemente in(a,b) e
esistex, € (a,b) tale che S, (xy) & convergente alloraS,, converge uniformemente in(a,b) ad una
funzione S cheé derivabile e si ha

S'(x) =1lim S/ (z)

Sia f,, una successione di funzioni continue s, b] tali che f,(z) & decrescente rispetto ad e
lim f,,(z) = 0 per ogni fissatox € [a, b].
Allora f,, converge uniformemente alla funzione identicamente nulla s{, b].

Sia f,, una successione di funzioni continue s, b] tali che f,,(x) € decrescente rispetto ad e converr
gente verso f(x)Vz € [a, b]. Se inoltre f risulta continua in [a, b] , allora f,, converge uniformements
ad fin [a, b].
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Sia f,, una successione di funzioni continue ira, b] allora f,, converge uniformemente infa, b] se ¢
solo sef,, converge uniformemente in(a, b).

Sia f,, una successione di funzioni sia, b) un uniformemente convergente adf. Supponiamo che
lim f,(z) =C,

r—b—

IimC, =C

lim f(x)=C

r—b—
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Ricordiamo alcune definizioni a proposito delle serie
Ad ogni successiong, di funzioni su/; possiamo associare, come per le serie numeriche la suc
sione delle sue ridotte definite da

e possiamo scrivere

S() =) ful®)

qualora illim S, (x) esista finito in senso puntuale o uniforme.

Diciamo, nel primo caso chg’ f; converge puntualmente ihmentre, nel secondo caso diciamo ¢
> fx converge uniformemente ih

Diciamo inoltre ché)_ fi. converge assolutamenteirse) | fx| converge puntualmente ih
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Diciamo infine che) | f; converge totalmente ihse, posto

A = sup{| fi(2)|}

zel

>~ A\ € convergente.
Vale la pena di ricordare che, per il criterio di Cauchy

Condizione necessaria e sufficiente affinéy  f; sia uniformemente convergente in/ € cheve > 0
esistan. € N tale che sex > n., Vp € N siha

n—+p

Z fulx)| <e Vxel

k=n+1

Ne segue pep = 1
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Se)  fi converge uniformemente in/ allora la successiong;, converge uniformemente a zero iry.

inoltre

> fx converge uniformemente in/ se e solo se la successiofiy definita da

Ru(x)= ) filx)

k=n+1
converge uniformemente a zero in.

Poiche

n—+p n—+p n—+p

Y @< Y @< D M

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

il criterio di convergenza di Cauchy permette di affermare che




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Convergenza Totale

/ \

Convergenza Uniforme Convergenza Assoluta

\y 4

Convergenza Puntuale

mentre le due serie
+oo

= k=1

mostrano che le implicazioni mancanti possono essere false.

Infatti la prima serie converge uniformementélinrma none ivi né assolutamentertotalmente con-
vergente, mentre la seconda converge assolutamejiitd jnoma nore ivi né uniformemente&totalmente
convergente.

Il fatto che la convergenza totale implichi la convergenza unifoenspesso indicato con il nome d
criterio di Weierstraf} possiamo anche vedere che
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> fr € totalmente convergente in/ se e solo se esiste una successione numerigaale che
1fe@)] <X e D> M <+oo

Ricordiamo ora tutta una serie di risultati sulle serie di funzioni che derivano dai risultati sulle ¢
numeriche e sulle successioni di funzioni.

Siano f; e ¢, due successioni di funzioni su tali che

| fr ()] < |or(z)] Vz e I.

Se Y |¢x| € uniformemente convergente sul allora anche > |fx| € Y. fx € uniformemente
convergente sul allora anche)_ | fx| € fx € uniformemente convergente su.
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convergente sul.

g decresca uniformemente @ su /.

Siano f e g, due successioni di funzioni su tali che le ridotte £, di )" fi siano uniformemente limi-
tate in I e siag, decrescente e convergente uniformemente a 0 $uAllora > frgx € uniformemente

Alla stessa conclusione si piarrivare supponendo ched f;. sia uniformemente convergente su e

e uniformemente convergente siu, b|.

Sia f : [a,b] — R una successione di funzioni continue e decrescenti a zero; allora

Y (FF fula)
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Se f;. € una successione di funzioni continue slie se) | f;. € ivi uniformemente convergente, allora

S(a) =7 fu()

e una funzione continua inI.

Se f;, € una successione di funzioni integrabili ifa, b] e se>_ fx € ivi uniformemente convergente a
S, allora si ha

/ab S(z)dx = :Zj /ab fr(x)dx
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Se f;, € una successione di funzioni integrabili in senso improprio sii, +00) e sed_ fi € unifor-

memente convergente adb su ogni intervallo [a,b], conb > a; se inoltre esiste una funzione) su
[a, +00) tale che

|Sn(z)] < o(x) VY € la,+00) e /+oo o(z)dr < +oo
allora ’

/a+00 S(x)dx = :z; /a+0° fr(x)dx.
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Sia f; una successione di funzioni di class€'((a,b)) e supponiamo che}_ f; converga unifor-
memente su(a,b) ad una funzione s e che esistar, € (a,b) tale che ) fi(zo) converga ac
Q.

Allora Y fj risulta uniformemente convergente sua, b) alla funzione S definita da

S(z) =a+ /:v s(t)dt

Zo

ed inoltre
—+o0

LS W@ =Y <)

k=1

Sia f; una successione di funzioni derivabili in (a,b) tali ché)_ f; sia puntualmente convergente i
zo € (a,b); supponiamo inoltre che)_ f; sia uniformemente convergente ad in (a, b).

Allora Y fi € uniformemente convergente in(a,b) ad una funzione S derivabile e risulta S = s
ovvero
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Sia fi, una successione di funzioni continue e non negative §u b]; Se>  f; & puntualmente conver
gente adS e seS risulta continua in [a, b], allora )" f; € uniformemente convergente ads su [a, b].

Sef € C*((a,b)) e sex, € (a,b) possiamo allora considerare la formula di Taylor di ordinger f
centrata inry per qualunque valore di ed avremo che

n ) (1
@) =32 a4 Be)

!
e~ K

F(E)

(n + 1)| (LL‘ — xo)n-i-l é‘ € (CL, b)

Ry (r) =

e il resto nella forma di Lagrange.
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Se poniamo

e risulta

QualoraR,,(x) — 0, quandon — +oo, perz € I C R, possiamo affermare che

f(z) = Sp(x) = Ry(x) - 0 per zel

(k) . S
e quindi la seri& ;> £ (2 — ) risulta convergente e la sua somenA(z)
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Possiamo quindi scrivere che

+oo (k)
- S
k=0 ’

e diciamo chef e sviluppabile in serie di Taylor nel punig perx € I.
Risulta quindi interessante conoscere condizioni sufficienti &figh(x) — 0 perz € I e, in
proposito, possiamo dimostrare che

o se|f®)(x)| < HMP" per ogniz € (a,b) e per ognik € N allora R,,(z) — 0 per z € (a,b);
e se|f®(x)] < HM*K! per ogniz € (a,b) e perognik € N allora R,(z) — 0 perz €
(w0 — 1/M, 70 + 1/M).

Infatti nel primo caso si ha

(M(b—a))™*
(n+1)!

|f(z) — Sp(x)| < H Vx € (a,b)
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mentre, nel secondo caso
|f(z) — Sp(z)| < H(M|z — zo|)"*"  Vz € (a,b).

e Si pw concludere osservando che in entrambi i casi i secondi membri tendono a zero, nelle i
considerate (si puad esempio usare il criterio del rapporto.
Osserviamo che puaccadere che la serie (21.1) sia convergente senzA siaesviluppabile in serie
di Taylor. Se infatti consideriamo
{6_1/””2 x#0

@) =1, 220

si ha chef € C=(R), f®)(0) = 0 Vk, e pertanto

+oo (k)
ka—'(o)mkzo%f(m) Vi # 0
k=0 '

| criteri di cui sopra permettono di trovare facilmente gli sviluppétiisin z , cos z .
E anche possibile dimostrare un criterio di sviluppadilit serie di Taylor facendo uso del resto i
forma integrale.
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TEOREMA 6.1. -Bernstein- Sigf € C* ((a, b)) e sianoz, « € (a,b),zy < a.
Sef®)(z) > 0 perzy < x < a. Allora f & sviluppabile in serie di Taylor di centrg, in [z, o]

Poicle le serie di Taylor sono anche serie di potenze sgpedere che la serie converge ina, a.
Usando il teorema precedente sbgurovare che la serie binomiale convergé-in, 1).

Si tratta delle serie della forma

—+o0 “+oo
Z ag(r — azo)k =ay + Z ag(x — :Uo)'C
k=0 k=1

dovez, € R e fissato e si chiama centro della serie. mentre i valosi dicono coefficienti della serie.
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E’ chiaro che a meno di una traslazione possiamo sempre suppotrg eh@e pertanto consideriamo
soltanto serie di potenze centrate nell’origine eedilella forma:

E akazk

k=0

A proposito della convergenza di una serie di potenze &iqubito verificare che

Se la serie

converge perz = « allora converge assolutamente in—/, 5] per ogni 8 < |«|

Infatti, perz € [—(3, 3], avremo che




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

k k
o] < Jagl* = apl 2ot < M <E>
(0%

ok

dal momento che
lax|a® € infinitesimo in quanto termine generale di una serie convergented Iﬁicllreg <1

o

e il termine generale di una serie geometrica convergente eotscpucludere, usando il criterio di
Weierstral3.

In pratica quindi, se una serie di potenze converge in un punto, converge anche in tutto il segme
congiunge il punto all’origine (centro della serie).

Cio autorizza a definire quel che si chiama raggio di convergenza della serie di potenze come

R =sup{a >0: Z |ag|a® € R}
Si prova che
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e una serie di potenze converge totalmente per:| < f < R
e una serie di potenze non converge Se| > R

Infatti poiche la serie converge per= 3 + ¢ < R avremo che essendo la convergenza|pek [ é
garantita da quanto abbiamo detto in precedenza

Se viceversa la serie convergesse anche solo puntualmente-per > R allora ci sarebbe conver-
genza assoluta pér| < v — e ey — e > R, e questo contraddirrebbe la definiziongi

Non siamo invece in grado di dire qualcosa sul comportamento della serie quardd .

Consideriamo infatti
k

k
P DL DY

E’ facile vedere che in tutti i cagt = 1, mentre quandér| = 1 si ha che

e |la prima serie no® convergent¥&z;
e la seconda serie converge:se- —1 e diverge se: = 1;
e |a terza serie convergeér.

Vele il seguente teorema
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TEOREMA 6.2. - Abel - Consideriamd_ a;z* e siaR > 0 il suo raggio di convergenza.

Z CLkRk

converge alloray_ a,z* converge uniformemente [0, R].

Se la serie

DIMOSTRAZIONE. Possiamo intanto supporie¢ = 1 a meno di considerarg in luogo diz Per
'uguaglianza di Brunacci-Abel avremo che posto

n—+p

>

k=n+1

n-+p n+p—1

_ ot
E apx® = 2"*PB g = E By k—n(Tk — Ti1)
k=n-+1 k=n+1
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per cui

n+p n-+p—1
Z akxk S |$Un+an7p| aF Z |Bn,k—n(xlC _ xk+1)| S
k=n+1 k=n+1
n+p—1
< |z"PB,,| + Z | B pnl|z® — 2"
k=n+1

Pern abbastanza grande avremo ¢Bg | < ¢ e quindi se consideriamo chec [0, 1]

n+p
> apat <5—|—EZ M) <e(1+1))
k=n+1
O
Possiamo calcolare il raggio di convergenza di una serie applicando il criterio del rapporto o il cr
della radice alla serie
> Japa]
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| criteri citati sono inutili quando il limite del rapporto o della radieé; osserviamo che questo cast
si verifica negli estremi dell'intervallo di convergenza.
Possiamo anche affermare che

TEOREMA6.3. Se
. 1 . |ag]
lim lim

\k/ |ak| |ak+1|

esistono, allora sono uguali al raggio di convergenzali >_ a;z*.

4.1. Derivabilit a di una serie di potenze Consideriamo

E akxk

e supponiamo ch& > 0 sia il suo raggio di convergenza, definiamo inoltre
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Allora f € derivabile e si ha

f(z) = Z kayaz™

k=1
per|z| < R;
Se infatti consideriamo la serie di potenze

poiche

perk > |z|, possiamo affermare che se la serie delle derivate converge assolutamente allora anche
di partenza converge assolutamente, inoltre, goich

k—1
|kakxk"1| < |akyk"1|k <||m_||>
Yy
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e quindi se la serie di partenza converge assolutamente allora anche la serie delle derivate cc
assolutamente.

In altre parole le due serie hanno lo stesso raggio di convergenza e quindi possiamo applicare il te
di derivazione per serie per giustificare quanto affermato.

Inoltre si pw dimostrare per induzione che

f™(0)
k!
per cuif & sviluppabile in serie di Taylor ed il suo sviluppo di Tayéodato da

= Qg.

E akzk

Concludiamo questo paragrafo illustrando brevemente come possono essere ricavati gli svil
Taylor delle funzioni (realilin(1 + x) e arctan(x); osserviamo che lo sviluppo della prima funzion
puo essere ricavato anche elementarmente e qui ne estendiamo solo il campo di svilappadéiiire
lo sviluppo della seconda funzione nenfacilmente ricavabile in maniera diversa da quelia gotto
illustrata.
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Tali sviluppi sono ottenuti per integrazione da particolari serie geometriche. Ci limitiamo ad indi
le operazioni da compiere precisando solo che tali operazioni sono giustificate dai precedenti teo
integrazione per serie.

Siha

per—1 <z <1
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+o00 B
= Z(—l)k/ t*hdt =
k=0 0 =

per—1 <z <1
Osserviamo altreshe si pw vedere che lo sviluppo di(1 + =) & valido in(—1, 1].

5. Le serie di Fourier.

E spesso utile saper rappresentare una funzione

fi[-m,7]—-R
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mediante la somma infinita
1 o
F(z) = 590 + ,;_1 (ay, cos kx + by sin kx)

per opportune scelte dei coefficientie by.

Chiaramente la funzioné’ ottenutae periodica di period@7 e pw non coincidere cory fuori
dall'intervallo [—, .

Gli enunciati relativi alla possibilit di ottenere una rappresentazione di questo tipo trovano colla
zione naturale in uno spazio di funzioni per definire il qualaecessario conoscere la teoria dell’inte
grazione secondo Lebesgue, tuttavia possiamo trovare un ragionevolmente semplice ambiente d
considerando la seguente classe di funzioni.

Chiamiamo F? lo spazio vettoriale delle funzioni
fi:[-m7]—-R

tali che f ed f2 sono integrabili in [—, 7]
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Possiamo verificare chE? & uno spazio vettoriale e definiamo

[flloe = sup{|f(z)| : = € [-m, 7]}

1= ([ (ryvas) -

Si pw verificare, che

[fll2 < 27| flloo

e quindi sef,, & una successione di funzioni f

| fn = flloo — 0
se e solo s¢,, converge uniformemente gde [, 7]
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Cio suggerisce la possib#itdi dire chef,, converge in media quadratica #dce

[fn = fllz — 0

Questo tipo di convergenzamolto naturale nell’ambito che stiamo esaminande @utuitivamente
evidente che esso tiene conto del comportamento medio delle furfzioni

Quanto abbiamo in precedenza osservato permette di affermare ghe@®erge uniformemente ad
f, allora f,, converge in media quadratica alla stessa funzione.

Infine si pw verificare che se
z+mT\"
fnl@) = ( 21 )

f» converge in media quadratica ma non uniformemente.
Cominciamo con 'osservare che affirchi possa avere
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i coefficientia,, eb,, devono essere definiti in un certo modo; infatti, sbalcolare, integrando ed usand
le formule di bisezione e di prostaferesi che

/ cos? kxdr = / sin kzdr = 7

—T —T

cos kxdr = / sin kxdx = 0

—T

cos kx cos hxdx = / (sin kx sin hx)dr = / cos kx sin hadx = 0

- —T =uw

per ogni scelta dk, h = 1,2, ... e quindi, moltiplicando la

+oo
f(z) %ao + Z (ag cos kx + by sin kx)

k=1
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percos kz € persin kx ed integrando, possiamo ottenere che deve risultare

1 [" 1 [7
ak=—/ f(t)coskt dt bkz—/ f(t)sin kt dt
TJ TJ

perk=0,1,...n,...
Le precedenti uguaglianze risultano pertanto necessarie affla¢l) = F(x) sia verificata e quindi
e d’obbligo porre la seguente definizione.

Sef € F?, chiamiamo coefficienti di Fourier di f i valori

1 [7 1 /"
ak:%/ f(t)coskt dt bk:—/ f(t)sinkt dt

™ —T

perk=0,1,..,n,...

Osserviamo che
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La serie

1 X
F(z) = zap+ Z ay, cos kx + by, sin kx

2
5=l
si chiama serie di Fourier associata alla funziong'. Indichiamo con F,, le sue ridotte.

E’ importante stabilire sotto quali condizioni accade che

Perf € F?2, usando opportunamente le regole del calcolo integrale (integrazione per sostituzion
parti ...) si pw verificare che
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e sef éparia, =2 [ f(t) cosktdt, b, = 0;
e sefedisparia, =0,b, =2 [ f(t)sin ktdt;
e sef e derivabile suR e f’' € F?

aj, = % / 1 (t) cos ktdt = kby,

b, = %/ f'(t) sin ktdt = —kay,

Si possono inoltre dimostrare i seguenti risultati:

Sef € F? e ser e tale che

fla+) = Tim f(@) , fe=) = lim (), folo) , L@

z—0—

esistono finiti. Allora

Slf(et) + f(z-)] = Fla)
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Sef € F?,sef & continua suR ed ' € F? allora
lim ||f — Fpolles =0

Se supponiamo chef € F2, allora

lim||f — |2 =0

5.1. Polinomi trigonometrici e Ridotte della serie di Fourier. Le ridotte di una serie di Fourien

sono della forma

1 n
F.(z) = zap+ Z (ay, cos kx + by sin kx)

2
k=1
Si tratta pertanto di combinazioni lineari delle funzioni

sinkx , coskr ,k=0,1,2,3,....n,...




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

ottenute usando i coefficienti di Fourief e by,.
Simili combinazioni lineari, ma a coefficienti generici

1 n
T.(x) = 500 + Z (ay, cos kx + By sin kx)
k=1

doveay, B, € R . siindicano di solito con il nome di polinomi trigonometrici.

Possiamo pertanto affermare che le ridotte di una serie di Fourier sono particolari polinomi trig
metrici.

Indichiamo con7™ l'insieme dei polinomi trigonometrici di grade. e verifichiamo che i7", le
ridotte £, godono di particolari propriat

Possiamo calcolare usando le uguaglianze trigonometriche che abbiamo citato in precedenza
T,, € un polinomio trigonometrico, allora

1 n
i = o+ 3 o 40

k=1
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ed, in particolare, s¢ € F?
1 n
Il = = 33 ).
k=1

Si verifica che, fissatd € F2, tra tutti i polinomi trigonometricil;, di gradon, quello che rende
minimo lo scarto quadratico medio

I1f = Tall3

e quello i cui coefficienti sono i coefficienti di Fourier.
Infatti se ricordiamo che

(f, Ta) =

= /7T f(@)Th(x)dz = (%aoao + > (arou + bkﬁk)) =

—Tr

k=1
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si ha

If = Tallz = 1£13 = 1Fall3 + 1ERlI3 + 1 Tall3 — 2(f, Tn) =
i ”ng = HFan + HFan + ”Tn”% = 2<Fan> =
= |Fn = Tll3 + /15 = |1 Fall3

quindi

min{||f — T3 © To € 7" } = |I£I5 = 1Eu]15

ed il minimoe assunto quandg, = F,, .
Poiche quindi

1f = Tallz = 1£12 = I Fnllz

possiamo infine ottenere che
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Disuguaglianza di Bessel - Pef € 72,
1, &

1
506+ Y _(ak +07) < || £
k=1

Avremo inoltre che
If = Fall3 = IL£13 = 1 Full3
e, poicke perf € F? la serie di Fourier converge in media quadratica, otteniamo

lim [|£[3  [1al13 = 0

Cio si pw riscrivere nella forma

uguaglianza di Parseval -

1
(@ +52) = =1

uit
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Ricordiamo infine un risultato di stima dell’errore per le serie di Fourier

Sef, f?) ¢ F2ese
If®ls < M

allora

2M
|f(x) = Fu(z)] < m(2p — 1)np-1/2

E anche molto interessante studiare il comportamento delle medie di Cesaro della successio
ridotte di una serie di Fourier, in quant@g@ermette di provare un importante teorema di approssimazic
per le funzioni continue e periodiche.

Ricordiamo che, date una successiaenesi chiamano medie di Cesaro di i termini b,, della
successione definitada = 1 >/ | a;
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Siaf € F? definiamo le medie di Cesarg, della successione delle ridotte della serie di Fourier ne
seguente maniera:
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Sia f € F? e siaK,,(t) definito da

ed inoltre

Teorema di Fejér - Sia f continua in R e periodica di periodo 27. Allora la successioneC,, delle
medie di Fejer converge uniformemente adf suR.

Teorema di approssimazione di WeierstrassE possibile approssimare uniformemente ogni funzion
continua suR periodica di periodo 27 mediante polinomi trigonometrici.
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5.2 Serie di Fourier suintervalll genericl. Naturalmente accade di voler sviluppare in serie
Fourier una funzione
fila, b = R
per cuié opportuno studiare come i risultati ottenuti[sur, 7| possano essere usati per il caso in esam
A tal fine e sufficiente considerare la funzione

g:[-mm]—R
definita da

o(z) = f <a +(z+ w)b;‘>

Se infatti consideriamo il suo sviluppo in serie di Fourier

1 X
G(z) = —ag + Z ay, cos kx + by, sin kx

2
k=1

™

1
g(t) cosktdt |, by = —/ g(t) sin ktdt
7r

—T
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perk =0,1,..,n,... e, sotto opportune condizioni pgrpossiamo affermare che

61 @) =g (~r+ -] -

1 = 2m . 21
5%4—2 a cos k <—7r (x—a)b_a> + bgsink <—7r (a;—a)b_a>

k=1
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Occorre a questo punto esprimere i coefficientie b, in funzione di f e questo pa essere fatto
integrando per sostituzione.

1 T 1 ™ —
ak:—/ g(t)cosktdt:—/ f(a+(t+7T)b2—a> cos ktdt =
s T

™

—T —T

L[ oyt (<m0 (e -2 ) -

L /bf(x)cosk<—7r+(x—a)b2_ﬂa)da:z

T rb—a
b
= bfa/a f(z)cosk (—7r+(w—a)b2_7ra> dx
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In maniera del tutto simile si calcola che

4 1 2 2
/ g(t)sinktdt:: T 81nk<—7r+(x—a)b i )dx:

) b_a/f smk( +(z—a)

Poicte, usando ad esempio le formule di addizione, si ottiene che

cos(km + ) = £ cos(f)
sin(km + §) = £5sin(B)

possiamo scrivere che

+o0
(6.2) f(x) %ao + Z ay, cos k ((x — a)bQ—Wa) +  bsink <(x — a)b2_7TCL>
k=1

con

uit
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ap = bfa/bf(x)cosk((x—a)biﬂa> dx
b
bk:bza/a f(:z:)sink:(—l—(x—a)bz_ﬁa) dx

CasiPartcolarn interessant. Per particolari scelte significative dell'intervall, b] troviamo
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Per [a,b] = [0, 2T

“+o0o
§a0 + ; ay, COS k:v% + by, sin kx%

1 2T

(x) cos k%xdw

(x) sin k%xdw

Perfa,b] = [-T,T]
L=

flx) = =ag+ akcoskx+Tz+bksink:x+T
2 T
k=1

/e

T

1 [ s@eoshie + D
ak—T . I ) COS KT T:IZ

17 T
by = T/—T f(zx) sink(m+T)Tda:




ed anche
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fz) =

1 —
§a0 + kz:; ay, COS kx% + by, sin kx

™

T

A
ag = T/—T f(z) cos kx%dm

I . T
by = T /_Tf(x) sin kx?daz

uit
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in quanto

% = :I:coskx%

m m
T~ Lsink(r—
sin (xT

cosk(x +1T)
sink(x +1T)

540 Sere di Fourier in forma complessa Consideriamo lo sviluppo di una funziongésu un
intervallo[—¢, T'] (si veda il paragrafo precedente); dalle formule di Eulero otteniamo che

1k

T — cos kb ink ~
e Ccos T:v—l—zsm 7

kT ™ . T
e *T? = cosk—x — 1sink—x
T T
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1 — T s
F(z) =< E k—x + bisink—x =
(x) ag + 2 ay cos ko + b sink—x

2 T

Se teniamo conto che
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ricaviamo infine che
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1,1
= ﬁ/—:rf(x)5 (cosk%x - zsink%x) =

1 4 1 —kTx
= ﬁ/;Tf(x)Ee ™,

Riassumendo avremo che
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Sostituendo i valori di;, nella serie otteniamo, nel caso in dui= F e cice f sia sviluppabile in serie
di Fourier,

T s
/ f(s)e_ZkT(s_:")ds ~
_T

1 e

—zk%(s—w)d
non appena si suppongaassolutamente integrabile sue 7" sufficientemente grande.
Se ora definiamo
1 [t

o) =5 | fls)e Flas
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Passando al limite pe€ff — +oo € quindi naturale affermare, e si @ulimostrare sotto opportune
condizioni, che

s m
2. T (kf) — /_oo +oop(w)dw
Otteniamo in questo modo che, sotto opportune ipotesi,

f(z) % /_+°0 < - f(s)e_Zk“’(S_”“‘)ds) dw

(e.9]

f(z) = % /+00 e thwe ( - f(s)e““‘“sds) dw

—00

Quest’ultima uguaglianza nota come Uguaglianza integrale di Fourier e costituisce la base su ¢
fonda la teoria delle trasformate di Fourierurecisamente si gudimostrare che
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Se f € assolutamente integrabile sRR e se inz € R

[ flota)=flat), [ [feri=ted),,

S -5 S

esistono finiti pero > 0 allora

Osserviamo esplicitamente che l'integrale esterné da intendersi nel senso della parte principale,
del valore principale) , ovvero
+oo T
/ = lim :
—&9 T—4o00 _T

DEFINIZIONE 6.3. Se fe assolutamente integrabile; chiamiamo trasformata di Fourief & funzio-
ne F definita inR da

+oo

flw) = ft)e " dt

—0o0
Osserviamo che
“+o00 +oo

f(w) f(t)e ™dt = f(t) cos(wt)dt — 1 £(t) sin(wt)dt
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e poicle | f| & integrabile ¢ lecito affermare I'esistenza dei tre integrali.

Il teorema integrale di Fourier consente di affermare che

1 [t

ft) = o flw)e dw

T o e

intendendo il secondo integrale convergente nel senso della parte principale e consente di ricost
funzione nota la sua trasformata.

Procediamo ora ad elencare le progridelle trasformate di Fourier.

Sef, g sono assolutamente integrabili, allora

e perognia,f €R

(of + Bg) = af + B3
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o sep(t) = f(at) ,a # 0
N » 1 ~/w
Plw) = |a] (a)
e sep(t)=f(t—ty),to €R ) A
P(w) = e f(w)
o sep(t) = et f(t),wy €R
¢(w) = f(w — wo)
Se inoltre f e derivabile e sef’ € assolutamente integrabile sR, allora
[ J
f'(w) =wf(w);
e sep,(t) = t"f(t) e sep e assolutamente integrabile si ha

()" Fnw) = = Fw)

dw™

+oo
/ £ £ (t)|dt < HM"n!

o
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allora

= 55

per |w| < 1/M, dove

My = /+Oo " f(t)dt

o

e il momento di ordinen di f.
Se la maggiorazione vale senzal, lo sviluppo in seriee valido per ogniw € R.

DEFINIZIONE 6.4. Se f e g sono assolutamente integrabili, ed almeno undimitata definiamo
prodotto di convoluzione df per g la funzione, che indicheremo cghnx g, definita da
“+oo

(f *9)(t) = f(s)g(t — s)ds

Osserviamo subito che si ha
“+o0 —+o00

(f *9)(t) = f(s)g(t — s)ds = f(t —u)g(u)du = (g * f)(t)
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Si pw dimostrare che

6.1l teorema del camplionamento di Shannon Consideriamo una funziong che non abbia
componenti di frequenza maggioredi cioe supponiamo che

A

Flw)= f(w)=0 per lw| > w

Possiamo allora sviluppat€ in serie di Fourier ed ottenere che, se definiaipd prolungamento di
F per periodicia,
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1
Cp = —
2(4)() —wo

(Osserviamo che i segni negli esponenziali che compaiono nella serie e nella definizione dei coeff
hanno segno opposto a quello solitamente usatonen cambia la sostanza in quanto la seristesa a
tutti gli interi)

Se adesso chiamiamo
1 |w| <wg

H(w) =
@) lw| > wy

possiamo scrivere che

ed, antitrasformando,
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Pertanto
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zwo(kujr—o—t) N e—zwo(k%—t)
Wk —1t) a

sin(wo(kZ- — 1))
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e quindi

F(w)e™ @6 dw = o
7r

sin(wo(kZL — 1))

wo
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Siaf : [0,+00] — R una funzione continua a tratti che supponiamo prolungatsitareali negativi;
definiamo
~ +Oo .
flo+iw) = f(t)e~eHltgy
0
ovVvero, s& = o + iw
+o0o

f€) F(t)e¥dt

0
per quei valori d € C per cui l'integrale risulta convergente. _
Allo scopo di chiarire la struttura del campo di definiziong dii pud dimostrare che: seé¢,) esiste;

allora f () risulta definita anche per Re> oy.
Osserviamo che, se definiamo

fo(t) =

fte ™ t>0
0 t<0
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si vede subito che
flo+iw) = fo(w)
Diremo nel seguito che una funziorfie R — R e nella class& se

o f(t)=0pert <0
e f € continua a tratti
e |f(t)] < He™ conH, oy > 0.

Si pw vedere che s¢ € £ allora f & definita almeno nel semipiafitt > oy.

Elenchiamo di seguito alcune propgetella trasformata di Laplace

Siano f,g € £ e supponiamo chef ed § siano definite nei semipianiR¢é > oy e RE > oy
rispettivamente.

Allora

(af + Bg)(€) = (af + B7)(E)

seRE > max{oy, 01}
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e sep(t) = flat),a>0
§

(07

56 =27 (
° SeQS(t) = f(t — to) yto >0

P(&) = e 0 f(&) , RE> a9

) , Re& > aoy

o sep(t) = e(t) , & e C

P(&) = f(§ — &) , Re€ > g+ Rep
e sef e derivabile, sef’ e continua a tratti
F1(€) = £f(€) = £(0) , Re& > oy
o seq(t) = [i f(s)ds

9)(€) = =f(&) Reé > o
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e se¢p(t) =tf(t) siha¢ € L e si pw affermare che

GO = [ Fs)glt—s)ds = [ siate—sas

allora si ha
frxg=17
nell'intersezione dei rispettivi semipiani di definizione

E anche possibile dimostrare un teorema di inversione per le trasformate di Laplace.
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Sex € R, e tale che

[[lera=ttn,, [ |ferdfed),,

S -5 S

esistano finiti perd > 0.

Allora si ha
fla+) + f(z—
2

) 1 +o0 +oo .
= / 0 f@)e” D dtdy | Yo > o

Osserviamo che si ha

flat) + fz—-) / T oo ( - f(t)e_("”“’)tdt) dw =
— 0

o

1 [t

“om et f(o + jw)dw =
. 1 ¢ (otiw)z ¢ 2
= lim — [ e f(o+iw)dw

a—+oo 27T

—a

operando il cambio di variabile = ¢ + iw si ottiene
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o) +5@) g L e,

a—+oo 271 =

e Cio si esprime scrivendo

2 T2 ),
Quest'ultima formulaé nota come formula di inversione di Mellin e la funzione a secondo membrt
chiama antitrasformata di Laplace.

f(.’L'+) + f(.’E—) _ 1 /O'-HOO e“f(s)ds.
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CAPITOLO 7

EQUAZIONI E SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE.

Sial C R un aperto e sial C R un aperto; sidd =1 x A CR? x9 € I,y € A, Cio (z9,0) € Q.
Sia ancorgf : Q — R? una funzione e consideriamo il problema di trovare una funzione

y:(zro—0,20+0) — A

derivabile e tale che

(7.1) {y’(x) = flz,y(x)) €l

y(To) = Yo
Il problema enunciato si chiama problema di Cauchy.

E importante dimostrare un teorema di esistenza ed arpeit questo problema.

TEOREMA7.1.-Picard-Sef : I x A — R", [ =[zg—a,zo+a], A={y eR: |y —yo| < b} e
se sono verificate le seguenti condizioni:
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e fecontinuain) =1 x A;
= |f(x7y1) —f(5’37y2)| S Llyl —y2|Va: € vayb:g? €A

Allora, posto
b
M = max{|f(z,y)| : (z,y) € Q} e 0 =min{a, -7}
esiste una ed una sola funziope I; — A soddisfacente il problema di Cauchy

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzi tutto che risolvere il problema di Cauehsquivalente a
dimostrare esistenza ed uniili una funzione definita sul; continua e soddisfacente la

(7.2) v =w+ [ Sy, zel

Per questo scopo definiamo una successione di funzioni

ykI[5—>A
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mediante le
Yo(T) = Yo .
s =wn+ [ (o)
o
Le y, sono note comapprossimazioni di Picard della soluzione del problema di Cauchy

Procediamo nella dimostrazione mettendo in evidenza i passi principali
. La definizione diy, € coerente in quanto possiamo verificare per induzione che

yk(z) € A, Veel, , VkeN
Si ha infatti
Yo(z) =yo € A Vo € I;

ed inoltre, supposto
yr(z) € A Vo € Is

si ha

k@)~ wl < [ If(t,yk(t))ldt‘ < Mz — o] < M6 < b

o
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yrr1(z) € A Vo € I

. Proviamo ora che la successiaopnee uniformemente convergente &u
Si ha
k+1
pele =@t

|yk+1(2) — ye(z)| < M &+ 1)!

infatti

@ -w@) <| [ 176 yo)\dt‘ < Mz -

Zo

e, per induzione, supponendo

Ik
() i ()] < pppr 2=l
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si ottiene subito che

@) = @) < | [ 156 u0) - 16, yk_1<t>>|dt\ <

zo

<z|[ |yk(t)—yk_1(t)|dt‘ <

zo

MLF| [* |z — o)L
< ¢ — zolFdt] < Mol
= TR /Iol Zol ‘— (k+1)!
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Possiamo pertanto affermare che

p
|Yk+p () < (@) = s (@)] <
h=1

< MLk+h—1 |.'1? B ‘T0|k+h _

p
Z k+h|x_x0|k+h<

. Ora, dal momento che

®Go Back ®Full Screen @Close

®Quit
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perk sufficientemente grande si ha di, ,| < ¢ per ognip € N e quindiy; converge uniformemente s
15 ad una funzione che denoteremo gon

Inoltre y € continua sus in quantoe limite uniforme di funzioni continue.
. Verifichiamo chey € soluzione del problema di Cauchy.

Se passiamo al limite pgr— +oco otteniamo

ly(z) — ye(x % _Z: . (e” —

essendd¢| < Lo.
Owviamentdim,, £, = 0 e, dal momento che

yrra(@) = 30+ / At ye(t))dt

o
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e che

[t - st y(t))]dt‘ <

Zo

<|[ L -yl < Lo,

zo

si ha, petk — 400

T

y@) =yo+ [ ft,y(t))dt

zo
edy e soluzione di.2 e quindi del problema di Cauchy.
. Per quanto riguarda I'unictdella soluzione osserviamo che,ise z sono soluzioni del problema di
Cauchy, allora

(@) — 2(z)| < L / ) — z<t)|dt’

Zo

e per il lemma di Gronwall si puconcludere.
O
Usando argomentazioni simili a quelle del teorema precedent®$inoware per induzione che:
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Con le notazioni e le ipotesi del teorema di esistenza ed uniaitsi ha

M (L5)k+1
v@) ~y(@)| < T

(k+ D)l

2. |l teorema di esistenza di Peano

DEFINIZIONE 7.1. Sial = [z —a,z0+a] , A={y e R" : |[y—y| <b}esiaf: I xA— A
continua; poniamo

M = max{[f(z,y)| : (z,y) € [ x A}

: b
0= mln{a,ﬂ}

Ti =0+ W0k , To < T S To+0

Sianod;, > 0, 6, — 0 ed

uit
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chiamiamoapprossimazioni di Eulero della soluzione del problema di Cauchya destra diz, , la
successione di funzioni

Yk - [l’o,l’o +5] — A
definita da:

Yr(zo) = Yo
yR@) = (@) -+ (@ yn(@))i e — :), 5 < 1 < 2

Osserviamo che la definiziogeconsistente in quant@(x) € A sex € [z, 2+ 3] € quindié possibile
calcolaref (z;, yx(x;)).
Infatti si hay(zo) = yo € A e supposty(z;) € A, j=1,....isiha

lyk(@it1) — Yol < M|zip1 — 20| < MJ <b.
Notiamo inoltre che evidentemente si hagse € [z, o + J],

19x(&) — ()| < M(§ —n)

in quantoy;. € una poligonale i cui tratti rettilinei hanno tutti coefficiente angolare minore, in modulo
M.
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Osserviamo infine che banale definire le approssimazioni di Eulero del problema di Cauchy anc
sinistra del punta;, e di conseguenza in tutto l'intervallo, — 9, zo + ¢].
E possibile provare il seguente teorema di esistenza dovuto a Peano.

TEOREMA7.2. - Peano - Siand = [zg —a,z90+a], A={y e R" : |y—uyo| <b}, f: I xA— A
continua.
Sia

M = max{|f(z,y)| : (z,y) € [ x A}

. b
d = min{a, M}
Allora esistey : [xg — §,z0 + §] — A, derivabile e tale che

y'(z) = f(z,y(x)), z € [z0— 0,70+ 0]
y(z0) = Yo
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Si pw inoltre provare che, qualora la soluzione sia unica, la successione di approssimanti di E
converge alla soluzione stessa.

Passiamo ora a valutare I'errore che si commette usando le approssimanti di Eulero in luoga
soluzione effettiva.

TEOREMA7.3. sia f € C*(I x A); denotiamo cor’, ed L, due valori tali che
0
Lew| <t Mz,

Allora si ha
lyr(z) — y(2)| < 8(Ly + LyM)(z — zo)el=0) /2

DIMOSTRAZIONE. Si ha

) = @) < | [ Lm0 = e mn(o)len| +

+ / Ak(t)dt' + / Ah(t)dt’
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dove
Ap(t) = | yu(t) — (& yu(z:))]

Inoltre dalle ipotesi introdotte si ottiene

|Ak(@)] < La|v — 2| + Lylyr(z) — yr ()] <
< Lyl — x| + LyM |z — z;| =

e pertanto

|98 (2) = yn(@)] < (Lo + Ly M)( + 0n) (2 — 20) /24

| [ Lalortt) w0

e, per il lemma di Gronwall,

k() — ya(@)] < (6 + 64) (Ly + Ly M)—2 5 0 Ly(a—m0)
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Pertantay, € convergente uniformemente@dhe, come nel teorema precedestspluzione del problema
di Cauchy. Facendb — +o0 si ottiene la tesi. O

Rendiamo a questo punto conto brevemente di quelleam@o come fenomeno di Peano. Per se
plicita consideriamo il caso di una sola equazione differenziale; in parole povere il fenomeno di cui
pud essere descritto come segue.

In presenza di condizioni che garantiscono I'esistenza, ma non l'arleita soluzione del problema
di Cauchy accade che, se esistono due soluzioni uscenti dal ftnig), comunque si scelga un punta
(x1,y1) nella zona di piano delimitata dalle due soluzioni e dalle refte ¢, esiste una soluzione uscente
da(xg, yo) che passa per il punt@, ;).

Si pw inoltre provare I'esistenza di una soluzione massima e di una soluzione minima per il prob
di Cauchy.

Accenniamo infine ai metodi di approssimazione della soluzione di un problema di Cauchy.
Abbiamo ga visto come le approssimazioni di Picard danno la possildliapprossimare la soluzione
ed abbiamo dato una maggiorazione dell’errore.
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Questo modo di procedere genera tuttavia numerose diffidolipo calcolistico, in quanto gli integrali
da svolgere spesso non ammettono primitive elementari.

Un secondo tentativo guessere fatto usando la formula di Taylor. In tal caso si sostituisce alla s
zioney(x) il suo sviluppo di Taylor di ordinen, P,,(z, h), relativo al puntar ed all'incrementd:. Si ha
cos

=0

e la soluzione® approssimata mediante le

Tpi1 = Tp+h
Yn+1 = Pm(xn7 h)
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Osserviamo chg® (z) si pw ricavare dai dati del problema, ricordando che

y =17
y/l:fm+fyy/:fm+ffy
y”/ — f:cac + fzyf+ fzfy + fy2f + ffyx + f2fyy

Osserviamo che nel caso in cui = 1, la formula appena descritta si riduce al classico meto
di Eulero, mentre per valori din piu grandi i calcoli si fanno troppo complicati e, per evitare ques
inconveniente¢ necessario considerare quelli che si chiamano metodi di integrazione ad un passo.
Essi si basano sull'idea di cercare una soluzione definita da

Tnt1 =2xp+h
Yn+1 = Yn + aoko + o1k + ... + ki,
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= hf(Zn, Yn)
= hf(z, + arh,yn + bioko)
= hf(xn + azh, yn + baoko + ba1 k)

\k'm — hf(xn + amh7 Yn + mekO = ooo TF bm,m—lkm—l)

Ora, sviluppando secondo Taylor le espressionikdesostituendo nelle precedenti uguaglianze
confrontando quanto si ottiene con lo sviluppo di Taylor della soluzione, si ha un sistema di equeé
algebriche sottodeterminato, che consente di trovareligina scelta dei coefficienti;, a; e b;;.

A seconda dell'ordine di sviluppo di Taylor e delle scelte effettuate nel risolvere il sistema, q
procedimento genera diverse formule di integrazione.

Qui di seguito elenchiamo quelletpdiffuse.
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- Metodo di Eulero (ordine 1)
Tpi1 = Tp +h

Ynt+1 = Yn + hf(xna yn)

- Metodo di Eulero modificato (ordine 2)

Tpt1 = Tp + h

kl — hf(xn7yn)
kQ — hf(xn + h7 Yn + kl)
Yn+1 = Yn + (kl + k2)/2
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- Metodo di Heun (ordine 3)

Tpt1 =Tn+h
ki = hf(Tn,Yn)
ky = hf(x,+h/3,yn + k1/3)
ks = hf(x, + 2h/3, yn + 2ka/3)
Ynt1 = Yn + (k1 + 3k3)/4
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- Metodo di Kutta (ordine 3)

Tpt1 =Tn +h
ki = hf(Tn,Yn)
ke = hf(xn + h/2,yn + k1/2)
ks = hf(xn + h,yn + 2ka — kq)
Ynt1 = Yn + (k1 + 4ko + k3) /6
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- Metodo di Runge-Kutta (ordine 4)
Tl = Ay =
ki =hf(xn,yn)
ko = hf(zn+h/2,yn + k1/2)
ks = hf(x, + h/2,yn + ka/2)
ks = hf(xn + h,yn + k3)
Ynt1 = Yn + (k1 + 2ko + 2k3 + k4) /6
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- Metodo di Runge-Kutta Il (ordine 4)
i) = AHS T
ki = hf(zn, yn)
ko = hf(zn+h/3,yn + k1/3)
ks = hf(x, +2h/3,yn + ko — k1/3)
ky=hf(x, 4+ h,yn + k1 — ko + k3)
Yn+1 = Yn + (k1 + 3k + 3ks + k4)/8

Infine esistono metodi di integrazione per equazioni differenziali che sono basati sulle form
guadratura aperte e chiuse per intervalli equispaziati.

Tali metodi sono basati sull'uso di una formula di quadratura aperta che usa iypupti., v, per
predire il puntoy,,, e di una formula di quadratura chiusa che fa uso dei pyntj, .., y,,+1 per correggere
la previsione fatta.

Per il loro modo di operare tali metodi si dicono metodi predictor-corrector: riportiamo qui di seg
i piu diffusi tra di essi.
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- Metodo di Eulero modificato (ordine 2)
Tpi1 = Tp +h
Yns1 = Yn + Af(Tn, Yn)
Ynt1 = Yn + A[f (Tn, yn) + f(Trg1, Ypy1)]/2

- Metodo di Milne a tre punti (ordine 4)

Tpi1 = Tp+h

y;—i—l = Yn-3 + h[Sf(xm yn) - 4f($n—17 yn—l) + 8f(xn—27 yn—Z)]/g
Yn+1 = Yn-1 + Alf (Tns1, Ypi1) +4F (@ns Yn) + f(@n-1, Yn-1)]/3
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- Metodo di Adams-Moulton (ordine 4)
Tni1 = Tpn +h
Yni1 = Un + h[55f(Tn, Un) — 59 (Tp—1, Yn—1)+
+ 37f(Tn-2, Yn—2) — 9f (Tn-3, Yn-3)]/24
Yol —Un + B9 f (21, 951 1) + 19F (@0, 1) —
= 5f(Tn-1,Yn-1) + f(Tn-2,Yn—2)]/24
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- Metodo di Milne a cinque punti (ordine 6)
Tpt1 =Zn+h
Yni1 = Yn—s + D33 (@, Yn) — 42f (1, Yn-1) + T8f (Tn-2, Yn—2)—
— 42 f(2n—3,Yn—3) + 33f (Tn—1,Yn—4)]/10
Ynt1 = Yn-3 + P14f (Tn11, Ypi1) + 64f (Tn, Yn) + 24f (Tn1, Yn1)+
+ 64f(Tn-2,Yn—2) + 14 (Tn—3, Yn-3)]/45

Abbiamo dimostrato un teorema di esistenza ed umdiitina soluzione locale del problema di Cauch
abbiamo cie provato che la soluzione esisteédnica in un intorno del punto iniziale.

Se esiste un’altra soluzione del problema di Cauchy assegnato, definita su un intetvghangie di
guello precedentemente trovato e coincidente con la prima nella parte comune diciamo che tale so
e prolungabile e che la nuova soluzianan suo prolungamento.

Piu precisamente diciamo chyed una soluzione prolungabile a destra se esiste

z:la,c) — A

soluzione, cor: > b ey(z) = z(x) Vz € [a,b).




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Una applicazione del lemma di Gronwall assicura che:

Sef e continuain() e se
|f(z,yn) = flx,y)l S Llyy —wa| , Voel,Vy,yac A
Allora, se y e z sono due soluzioni definite sugli intervallil; ed I, rispettivamente, si ha
y(x) = z(z) Ve e 1Ny

Sotto opportune condizioni una soluzione locale pssere prolungata;lpprecisamente:
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Sef e continuain() e se

|f(z,91) — f(@,92)| < Llyr — 32 Ve el, Vy,y € A
Allora, se y € una soluzione definita sua, b) e se poniamo
I ={(z.y(z)) : € [a,b)}
sono equivalenti le seguenti condizioni:

e y e prolungabile a destra;
e I' € limitato e d(T", 092) > 0. dove

dA,B)=inf{lz —y| : x€ A, ye B}

E anche possibile stabilire una semplice condizione sufficiente per la prolurgabiliba soluzione

e quindi per I'esistenza di quella che si chiama una soluzione globale: una soluziereheisia definita
per tutti i valoridil = (xg — a,zo + a).
Infatti se
f:IxR—R

e se

(7.3) |f(z,y)| < M + Lly|

per ogniz € I, edy € R
Allora esiste una ed una sola soluzione del problema di Cauchy definita si.tutto
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Per dimostrare questa affermaziansufficiente osservare che nelle condizioni assunte si ha

@)l = oo+ [ (e ule)dt] < ool +200 + | [ Lyl

x0 xo
e, per il lemma di Gronwall, éié sufficiente per affermare che la soluzigne limitata e quindi prolun-
gabile.
Le condizioni
o |f(xz,y)| < M perogniz € I,y € R, edinoltref & lipschitziana sugli insiemi limitati contenuti
in I x R;

o |f(z,91) — f(z,92)| < Lly1 — yo| perogniz € I, y1,y5 € R
sono entrambe sufficienti per fa3
Consideriamo la disequazione differenziale

{z’(as) < w(z, 2(z))
2(xg) < a

L'esistenza di soluzioni della disequaziod®vvia conseguenza del teorema di esistenza per le ec
zioni; non cossi pw ovviamente dire dell’'unicit.
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Si pw tuttavia provare il seguente notevole risultato

TEOREMA7.4. Sez € una soluzione della disequazione definita su un intervadisey € la soluzione
del problema

{y’(m) = w(z, y(x))
y(zo) = a

Allora si ha

2(z) < y(x)

DIMOSTRAZIONE. Siau(z) = z(z) — y(z), si hau(xzy) < 0; supponiamo che esista, > x, tale che
u(z1) > 0. Dal momento che & continua esisté tale cheu(¢) = 0 eu(x) > 0 perz € (&, 1]
Inoltre,

u'(z) = 2(z) =y (z) Sw(z,2(7)) — w(z,y(z)) <
< |w(z, 2(2)) = wlz, y(@))] < L2(z) —y(2)| = Llu(z)|

Poiche si ha
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otteniamo

T @) < [ (2)] < Llu(z)|
e, per il lemma di Gronwall

0 < u(zy) < u(€)ek@=9 =0
il che & assurdo. O

TEOREMA 7.5. Supponiamo che : [z, +00) — R sia continua,3 : R, — R, sia continua e
+00 1
——ds =400

(s)

Allora il problema
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ammette soluzioni definite per> x.

DIMOSTRAZIONE. Separando le variabili si ottiene

ed integrando

dove

B(u) = /u: %ds

Az) = /x:a(s)ds

Per le ipotesi fattd3 e crescente, invertibile e dal momento che

+oo

lim B(u) = Lds~|—/~c=—|—oo

u—to0o z  P(8)
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possiamo affermare chi# assume tutti i valori positivi, inoltre evidentement@ssume solo valori positivi
e possiamo affermare che

u(z) = B~ (A(z))
e definita per: > xq O

TEOREMA 7.6. Supponiamo chg : [z(,+00) x R* — R™ sia continua e lipschitziana i,
uniformemente rispetto ad sugli insiemi limitati. -~
Supponiamo inoltre che esistana [z, +00) — R continua,d : R, — R, continua e crescente,

con
+o00 1

——ds =400

0 (s)
|f(z,9)] < alz)B(lyl).

tali che

Allora il problema

{y'm = f(z,y())

y(zo) = Yo

ammette soluzioni definite per> x.
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DIMOSTRAZIONE. Utilizzando le ipotesi si ha che
#y@)| < a(2)B(ly()))
|y(zo)| = [yol
Per cui seu & la soluzione del problema di cui al teorema precedente:gen|y,| si ha
ly(2)] < u(z)

Poicte u e definita perr > x, |y| edy si mantiene limitata e quin@i prolungabile per < z,

Le soluzioni di un problema di Cauchy evidentemente cambiano se i dati del problema cambia

e importante conoscere quali alterazioni subiscono.
In particolaree utile sapere se piccoli cambiamenti dei dati provochino piccoli cambiamenti @

soluzioni.
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La questione: evidentemente importante in quanto i problemi di Cauchy sono di granda néglit
modellistica matematica e n@realistico sperare che le funzioni ed i dati che entrano a definire un mo
lo matematico descrivano il fenomeno da studiare senza alcun margine di errore o che non si introc
errori di approssimazione dovuti ai calcoli.

Lo scopo dello studio della dipendenza dai datperco di fornire una stima delle modificazioni
introdotte dall'approssimazione dei dati nelle soluzioni.

L'applicazione del Lemma di Gronwall permette di stabilire alcuni risultati nell’enunciare i q
supponiamo verificate le ipotesi di esistenza ed unidélla soluzione di un problema di Cauchy.
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Sianoy e z tali che

Is = [J)O = (S,CIIO I (5],
Allora si ha
L|z—zo)|

ly(z) = 2(2)] < yo — 20le
per ogniz € I.

Infatti

(o) — (@)1 < lyo — 2l + | 1 y(0) — F =)t | <

<loo -zl +| " Ly(t) — =()dt

o

e si conclude per il lemma di Gronwall.
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Sianoy e w tali che
Y (x) = f(z,y(x)) x€ls w'(z) = g(x,w(zr)) =€l
y(zo) = Yo w(zo) = Yo

I5 = [10 — d, 20 + 9]
Allora si ha

()~ w(o)] < | | 5 wit) — gt we)]dt] eHe

per ogniz € I;.
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Infatti

Iy@)—UKMIS‘/mﬁﬁﬂﬂﬂ)—g@ﬂdﬂﬂﬁlg
s(/xV@w@D—f@w@mﬁ

+—/mu<,@»—gmw@Mﬁ

(t)) — g(t, w(t))|dt

ed ancora si conclude per il lemma di Gronwall.
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Sianoy e w tali che
y(z) = f(z,y(x)) z€ls w(x) = flz,u(x)) =€l
y(wo) = Yo u($o) = Yo

Is = [JJQ — 5,1)0 = 5],
Allora si ha

[y(2) — u(@)| < M|& — ole" ™!
per ogniz € I.

Infatti

y(@) — u(z)] = / " Fy(6))d :f<t,u<t>>dt\ <

&o T
< f(t,U(t))dt‘+ / [f(t,yu))—f(t,u(t))]dt]s

o o
< Ml — 0| + / Lly() — u(t)ldt

ed anche qui si conclude per il lemma di Gronwall.
| tre risultati precedenti consentono di affermare che
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Seyewv sono tali che
y'(z) = f(z,y(z))
y(iﬂo) = Yo

Is = [(L‘O — 5,1)() = (5],
Allora si ha

[y(z) = v(@)] < [y(z) = 2(2)] + |2(2) — w(@)| + |w(z) = v(z)]

per ogniz € I.

| precedenti risultati assicurano in altre parole che piccoli cambiamenti dei dati del problema ind
piccoli cambiamenti nei valori delle soluzioni. Essi tuttavia perdono significato qualora si conside
valori grandi dell'ampiezza a dell'intervallfy.

In tal caso infatti, anche supponendo che le soluzioni del problema di Cauchy siano definite
semirettar > x,, le maggiorazioni ottenute tendono all’infinito.

Lo studio del comportamento delle soluzioni di una equazione differenziale sulla semieettg si
definisce studio della stabgit

A meno di considerare una equazione ottenuta con un semplice cambio di variabili, Gissppre
ricondurre allo studio della stabgitdella soluzione identicamente nulla.
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Infatti z & soluzione di

y'(z) = f(z,y(x)) T > I
se e solo se la funzione identicamente nulla risolve
Y (@) = flz,2(x) +y(z)) - 2(x), z2m
La stabilits assume particolare rilevanza nel caso in cui il problema di Cauchy sia autonomogsie
della forma

y'(z) = f(y(z))
y(wo) = Yo

Supporremo verificate le seguenti ipotesi

Siaf:A— A A={yeR": |yl <a}

e supponiamo che

|f(y1) = f(y2)| < Lplyr — 2|
Yy1,y2 € B ,B C A, limitato,
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f(0) =0.

Siaf:A— A, A={yeR": |y| < a}tale che
e f sia continuain[zg, +o0) x A,
[ ]
|f(y1) — f(y2)| < Lplyr — 2
Yy1,y2 € R VB C R limitato,
o f(0)=0

Le condizioni assunte assicurano che la soluzione del problema di Cauchy

{y'<x> = f(z,y(x))

y(ro) = Yo

esiste per € [xg, xo + ] , cond opportuno e ivi unicamente determinata.
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In accordo con il teorema di prolungakdlitonsidereremo sempre soluzioni definite su un interva
massimale a destra che indicheremo anb).

Le condizioni assicurano inoltre che la funzione identicamente nylta,= 0,z > z, , € soluzione
del problema di Cauchy con dato iniziale nullg,,= 0.

DEFINIZIONE 7.2. Diciamo che la soluzione nulla stabile per 'equazione data se per ogni> 0
esisted, > 0 tale
che sdy| < 4., la soluzione del problema di Cauckydefinita per: > x, e si ha

ly(z)| <e
per ogniz > x.

DEFINIZIONE 7.3. Diciamo che la soluzione nulla asintoticamente stabile per 'equazione data&se
stabile e se esiste> 0 tale che pefyy| < ¢,

lim y(z)=0.

T——+00

6.0.1. Stabilia per i sistemi lineari.E’ facile provare un criterio di stabifitper i sistemi lineari.
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Consideriamo il sistema lineare
y' () = Ay().
Sia G una matrice fondamentale del sistema; allora la soluzione identicamente nulla stabile se
solo se
|IG(z)| < K , Yoz > g
inoltre la soluzione nulla e asintoticamente stabile se e solo se

lim |G(z)]=0

Tr— 400

Infatti le soluzioni del sistema lineare possono essere scritte nella forma
y(x) = G(z)C : ceR”
mentre le soluzioni del problema di Cauchy sono date da
y(x) = G(z)G™(z0)yo
Pertanto

ly(@)ll < IG@)NIG (o) 3ol

Cio permette di concludere sulla sufficienza delle condizioni proposte per la stabifisintotica stabilé
della soluzione nulla. Inoltre

G(z) = (11(2), y2(2), s Yy (@)
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dovey,(x) € la soluzione del problema di Cauchy con dato inizigle:y) = e, (indichiamo core;, gli
elementi della base canonicalii.
6.0.2. Stabilita per i sistemi non lineari, (Criterio di Lyapunov)Nel caso dei sistemi non lineari

TEOREMA 7.7. Se esiste una funzione differenziabiile A — R tale cheV'(0) = 0, V(y) > 0 se
y € A\ {0}. e se accade che

(VV(y), fy)) <0 VyecA

allora la soluzione nulla stabile per I'equazione.
Sedipu

(VV(y), f(y)) <0  Vye A\ {0}
la soluzione nulla asintoticamente stabile.
DIMOSTRAZIONE. Si ha
min{V(y) : ly=e}=m>0
e, dal momento ch¥&(0) = 0, esiste) < ¢ tale che

V(y) <m sely| <é
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Sia orayy € A, |yo| < 9, sia y(x) la soluzione massimale del problema definitainb), e siav(z) =
V(y(z)); si ha
v(zo) = V(yo) <m
ed inoltre
V(z) = (VV(y(2)), f(y(z))) <O perz € [z,b) .
Pertanto
v(z) <wv(zg) <m perx € [xg,b)

e se esistesse € [xg,b), con|y(2)| > ¢, per il teorema dei valori intermedi sarebbe possibile trova
x' € [xg,Z conly(z’)| = € e si avrebbe

il che e assurdo.

Ne viene che y(xg limitato perz € [z, ) e pertantd = +oo per il teorema di prolungabibt

Per quel che riguarda il secondo enunciato osserviamo che, essendo ovviamente provatada ¢
della soluzione nulla, si ha

Ve > 0 36. > 0 tale che seyy| < J.
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ly(z)| <e per = >z,

inoltre come precedentemente visto
v(x) = V(y(z)) € decrescente per> x.
Pertanto
lim v(x)=A>0 e v(z) >\ sex > xo;

T— 400

se fosse\ > 0 si potrebbe sceglieng > 0 tale che, séy| < n, V(y) < A.
Allora, dal momento ch& (y(x)) > A si avrebbdy(z)| > n; sia

m = max{(VV(y), f(y)) : n <|y| <e} <0,

si ha
V(z) <m <0 sex>ux

v(z) < v(zo) + m(x — x0).
Facendar — +oo si ottienev(z) — —oo, il che & assurdo.
Pertanto
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lim V(y(z)) = lim o(z)=0.

T——400 T——+400

Se
lim y(z)#0

T——+00

esisterebbe,, — +oo tale chely(z,)] > ¢y >0e

V(y(wn)) > min{V(y) : eo < |y <e} =& >0

e cio é assurdo.
Possiamo anche formulare un risultato di instadilito invece essere cosformulato.

TEOREMA 7.8. Supponiamo che esistano un apeftaC A e due funzionV : G — R differenzia-
bile, £ : R — R, continua, tali che
(VV(y), fy)) 2 k(V(y)) >0 vy e G\{0}
Supponiamo inoltre che

e 0<V(yy <MVyeG
o V(y)=0sey e 0GN A
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e () € Od.
Allora la soluzione nullg instabile.

DIMOSTRAZIONE. Per la continua di V' e per la (jii), V6 > 0 Jy, € G tale chelyy| < 6 €0 <
V(o) <.
Siav = V(y); se la soluzione nulla fosse stabile per I'equazione (30.12) potremmo affermare ¢
soluzione y(x) di (30.11& definita per: > .
Sia ora
§=sup{z : y(z) € G},
come nel teorema 30.23 sipuvedere ch€ = +oo; pertanto se(z) = V(y(x) siha0 < v(zx) < M e

V' (z) = k(v(2)).

Ne deduciamo che

v(z) ds

e, detta’ una primitiva dil /£ si ha
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Dal momento chéd{ e crescente
K(M)> K(v(z)) > K(0) —xg+x perx > xg

il che & assurdo. O

6.1 Stabilita in prima approssimazione. Molto spesso, per studiare la stalglii un sistema non
lineare si procede allo studio della stakildel sistema lineare ottenuto usando lo sviluppo di Taylor ¢
primo ordine della funzione che compare a secondo membro. Tale sistema si chiama sistema linea
ed e interessante conoscere sotto quali condizioni la staliét sistema linearizzato sufficiente per la
stabilita del sistema originale.

Questo tipo di studio si chiama studio della stahilit prima approssimazione.

TEOREMA 7.9. Sia P una matricen x n e sianoA ={y ¢ R" : |y <a }edf: A — R, taliche
f(0) =0, f & continua e

im 1) _ g,

o Ja]




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Consideriamo il sistema

{y@uszm»+fwm»

y(@o) = yo
Allora, seP ha tutti gli autovalori con parte reale negativa, la soluzione nélatabile per il sistema.

DIMOSTRAZIONE. Se|y| < o si ha

«
< 5
HOIEE=T
e per il seguite lecito supporre che < o.
SiaG la matrice fondamentale principale del sistema linearizgate Py e siay la soluzione definita
in un intervallo massimalgr, b); posto

4@=Gu—mm+/“mw4ﬁmmﬁ

Zo
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Tenuto conto del fatto che

y'(z) = Py(z) + f(y(z)) ,

si ha

da cui
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Pertanto

x

y(@) =Gl@—zo)yo+ | Gz —1)f(y(t))dt

Zo

ed inoltre, poick gli autovalori diP hanno parte reale negativa
IG(z —t)| < Ke™®@D | go<t<uz.

Allora
—a(rT—x xa —o(r—
yla)| < Kemoegal+ [ GemeeDly(e)ja

Zo

T o .
ey < Kl + [ Sely(o)lds

Zo

e per il lemma di Gronwall
e Oy ()] < Klgoletr0r?

ly(x)| < Klyole ") < Klyo| , Va > xo
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Pertanto siha, se< ¢ < o ely| < ¢/K,

y(z)] <e , Vo € [z0,0)

e con le solite argomentazioni circa la prolungahitielle soluzioni si vede che deve esdete +oc.
Passando al limite per — +oco nella si conclude anche l'asintotica stafalit a
Si pw inoltre dimostrare che qualora la soluzione sia instabile per il sistema linearizzato allora &
il sistema di partenza instabile.
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