
1
Varietà

1

Si consideri l’insieme

D = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| ≤ 2 0 ≤ y ≤ 2 0 ≤ z ≤ x− x2}

1.1 Calcolare il volume di D

1.2 Calcolare la superficie totale di S = ∂D
Si consideri poi il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x + zy2, 0, z + 1)

1.3 Calcolare il flusso di F attraverso S

1.4 Calcolare il flusso di F attraverso la superficie

T = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| ≤ 2 0 ≤ y ≤ 2 0 ≤ z = x− x2}

2

Sia C = {(y, z) ∈ R2 : z = sin(y), y ∈ [0, π]}

2.1 Scrivere una parametrizzazione della superficie R ottenuta facendo
ruotare C di 2π radianti attorno all’asse z,

2.2 Scrivere una parametrizzazione della superficie T ottenuta traslando
C di 3 unità lungo l’asse x,
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2.3 Calcolare la superficie di R.

2.4 Calcolare la superficie di T

2.5 Calcolare il volume delimitato da R e dal piano z = 0

3

Si consideri la funzione

f (x, y) =
sin(θ(x, y)− φ)

ρ3(x, y)

ove ρ(x, y) e θ(x, y) sono le usuali coordinate polari nel piano asso-
ciate al punto (x, y) e φ ∈ [0, π] è fissato.

3.1 Determinare il campo di definizione

D = {(x, y) ∈ R2 : f (x, y) ∈ R}

di f

3.2 Trovare i sottoinsiemi di D in cui f è positiva, negativa o nulla.

3.3 Calcolare

lim
(x,y)→∞

f (x, y), lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)

3.4 Calcolare ∫ ∫
T

f (x, y)dxdy

ove
T = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}

3.5 Disegnare le curve di livello di f
Si consideri la funzione

f (k) =
∫ +∞

π

sin(kx)
x2 dx

3.6 Dimostrare che f è definita R

3.7 Stabilire per quali valori f è derivabile e calcolarne la derivata.

3.8 Esprimere, integrando per parti, f ′(k) in funzione di f
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3.9 Determinare esplicitamente f (k).

4

Si consideri il solido delimitato dalla superficie di equazioni para-
metriche

x(u, θ) = u cos θ

y(u, θ) = (1− u) sin θ

z(u, θ) = u
0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ θ ≤ 2π

4.1 Disegnare le sezioni del solido ottenute tagliandolo con i piani

z = 0 z = 1 z = 1/2

4.2 Disegnare le sezioni Sk del solido ottenute tagliandolo con i
piani z = k con 0 ≤ k ≤ 1.

4.3 Calcolare l’area delle sezioni Sk.

4.4 Calcolare il volume del solido

4.5 Calcolare le coordinate del baricentro del solido

5

Si consideri il tetraedro T definito da

T = {(x, y, z) ∈ R3; x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z− 1 ≤ 0}

ed il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, 0, 0)

5.1 Calcolare il volume di T, determinare una parametrizzazione
di ∂T e il vettore normale alla frontiera di T.

5.2 Calcolare
∫

T ÷F e
∫

∂T rot F

5.3 Individuare le facce del tetraedro attraverso le quali il flusso
del campo F è non nullo e calcolarlo.

5.4 Calcolare il flusso di F attraverso ∂T
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5.5 Stabilire se F è conservativo e, in caso affermativo, calcolarne
il potenziale

6

Si consideri il solido definito da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : y ≤ z ≤ 1 , y ≥ 0 , x2 + y2 ≤ 1}

6.1 Calcolare il volume di V supponendo il solido di densità costante
δ

6.2 Calcolare il volume di V supponendo il solido di densità lin-
eare con la distanza dall’origine

6.3 Calcolare la coordinata x del baricentro di V (supponendo la
densità costante)

6.4 Calcolare la coordinata y del baricentro di V (supponendo la
densità costante)

6.5 Calcolare la coordinata z del baricentro di V (supponendo la
densità costante)

7

Sia

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 2−
√

x2 + y2 , 0 ≤ z ≤ 1− x}

7.1 Disegnare la proiezione di V sul piano (x, y)

7.2 Determinare una formula di riduzione per il calcolo del vol-
ume di V

7.3 Calcolare la coordinata y del baricentro di V

7.4 Scrivere il piano tangente al grafico di f (x, y) = 2−
√

x2 + y2

nel punto (x, y) = (−1, 0)

7.5 Calcolare
max

(x,y,z)∈V
z

8

Si consideri il solido definito da:
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T = {(x, y.z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}∪{(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≤ z ≤ 2, x2 + y2 ≤ z2}

8.1 Disegnare l’insieme Tθ = {(ρ, z) : (ρ cos θ, ρ sin θ, z) ∈ T}

8.2 Determinare una parametrizzazione per ∂T

8.3 Calcolare il volume del solido T

8.4 Calcolare l’area della superficie ∂T

8.5 Calcolare il flusso del campo F = (0, 0, 1) attraverso la super-
ficie ∂T

9

Si consideri l’insieme D definito dalle

z ≥ 0 z ≥ x2 + y2 − 1 z ≤
√

4− x2 − y2

9.1 Calcolare il volume di D

9.2 Scrivere una parametrizzazione di ∂D

9.3 Calcolare la superficie di ∂D (è sufficiente fornire le formule
di riduzione dell’integrale)

9.4 Calcolare le coordinate x ed y del baricentro di D

9.5 Calcolare la coordinata z del baricentro di D (è sufficiente
fornire le formule di riduzione dell’integrale)

10

Si consideri, nel piano (x, z), la circonferenza di centro (2, 3) e rag-
gio 1, e sia S la superficie ottenuta ruotando tale circonferenza di un
giro completo attorno all’asse z.

10.1 Determinare una parametrizzazione di S.

10.2 Calcolare la massa di S, supponendo la sua densità superfi-
ciale proporzionale alla distanza dal piano z = 0.

Si consideri il campo vettoriale

F(x, y) =
(

ax
x2 + 2y2 − 1

,
2y + b

x2 + 2y2 − 1

)
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10.3 Stabilire per quali a, b ∈ R il campo è chiuso.

10.4 Calcolare, per gli a e b determinati al punto c), il lavoro fatto
dal campo F lungo la curva di equazionex(t) = 10 + t cos t

y(t) = t sin t
t ∈ [0, 2π

10.5 Sempre con gli a e b trovati al punto c), determinare, se es-
istono, tutti i potenziali di F.

11

Si consideri la parte di piano

D = {(z, y) ∈ R2 : y2 − z2 ≥ 1, z ≥ 2y− 2, y ≥ 0}

ed il solido V ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse z di un
giro completo

11.1 Determinare il volume di V

11.2 Determinare la superficie di ∂V

11.3 Calcolare ∫
∂V

xdxdy

11.4 Calcolare le coordinate del baricentro di V

12

Si consideri il cono generato dalla rotazione del segmento di retta
z = 1− x per x ∈ [0, 1] attorno all’asse z.

12.1 Scrivere le equazioni parametriche della parte di superficie
conica ottenuta.

12.2 Determinare il vettore normale alla superficie del cono

12.3 Verificare la ben nota formula che fornisce la superficie lat-
erale del cono mediante integrazione

12.4 Determinare le equazioni che identificano il percorso di una
pallina che partendo dal vertice del cono scende fino alla base man-
tenendosi aderente alla superficie conica in modo da compiere una
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rotazione di 2π attorno all’asse z durante il passaggio da una quota z0

alla quota z0 − h

13

Si consideri al variare di a, b ∈ R la famiglia di piani

π(a,b) :
1
a

x +
1
b

y + z = 1 a, b ∈ R+

e si indichi con

• - V(a, b) il volume della parte di spazio avente coordinate positive,
delimitata dal piano π(a,b)

• - S(a, b) l’area della parte del pianoo π(a,b) che è delimitata dal
primo ottante.

13.1 Calcolare l’area di S(a, b). (Può essere utile ricordare che
l’area di un parallelogrammo è uguale alla norma del prodotto vetto-
riale dei suoi lati.)

13.2 Calcolare il Volume di V(a, b)

14

Si consideri il solido V ottenuto facendo ruotare la parte di piano

D = {(x, z) : 1 ≤ x ≤ 2− z2}

attorno all’asse z, e la superficie S ottenuta facendo ruotare la parte di
piano

L = {(x, z) : 1 ≤ x = 2− z2}

attorno allo stesso asse z.

14.1 Scrivere una formula di riduzione per l’integrale triplo che
permette di calcolare il volume di V.

14.2 Calcolare il Volume di V

14.3 Scrivere una parametrizzazione di S. e una parametrizzazione
di S è

14.4 Scrivere una formula di riduzione per l’integrale di superficie
che permette di calcolare l’area di S.
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14.5 Calcolare
∫

S
dσ√

1+4z2 .

15

Si consideri il solido V ottenuto facendo ruotare la parte di piano

D = {(x, z) : 1 ≤ z ≤ 2− x2}

attorno all’asse x. ed il campo vettoriale F(x, y, z) = (x, 0, 0).

15.1 Calcolare ÷F e
∫

V ÷Fdxdydz

15.2 Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la super-
ficie S ottenuta facendo ruotare la parte di piano

D1 = {(x, z) : 1 = z ≤ 2− x2}

attorno all’asse x.

15.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la super-
ficie ∂V e attraverso la superficie T ottenuta facendo ruotare la parte
di piano

D2 = {(x, z) : 1 ≤ z = 2− x2}

attorno all’asse x.

15.4 Calcolare il rot F

15.5 Calcolare il lavoro di F lungo la curva descritta dai punti
(x, 0, z) con (x, z) ∈ D1

16

Si consideri il solido V

V = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x + y + z ≥ 0}

16.1 Scrivere le formule di riduzione che consentono di calcolare
il volume di T e calcolarlo

16.2 Determinare una parametrizzazione della superficie ∂T

16.3 Scrivere le formule di riduzione che consentono di calcolare
l’area di ∂T e calcolarla

17

Si consideri il solido V

V = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x + y + z ≥ 0}
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ed il campo vettoriale F(x, y, z) = (x, y, z).

17.1 Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la super-
ficie ∂T

17.2 Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la super-
ficie

S1 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x + y + z = 0}

17.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso la super-
ficie

S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z ≥ 0}

18

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 3 + 2x ≥ z ≥ x2 + 4y2}

18.1 Disegnare nel piano

D = {(x, y) ∈ R2 : (x, y, z) ∈ V}

18.2 Stabilire se V è limitato giustificando l’affermazione

18.3 Determinare il trasformato di D attraverso il cambio di vari-
abili {

x− 1 = ρ cos θ

2y = ρ sin θ

e disegnarlo nel piano (ρ, θ)

18.4 Calcolare il volume di V, indicando le formule di riduzione
usate per calcolare gli integrali usati a questo scopo.

19

deri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + x ≤ z ≤ 1 + x + y, y ≥ 0}

19.1 Disegnare nel piano la proiezione di V cioè l’insieme

D = {(x, y) ∈ R2 : (x, y, z) ∈ V}
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19.2 Stabilire se V è limitato giustificando l’affermazione

19.3 Calcolare il volume di V

19.4 Determinare le equazioni parametriche della superficie ∂V

20

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, x2 + z2 ≤ 1, x > 0, y > 0}

20.1 Determinare una parametrizzazione di A

20.2 Calcolare la misura di A
Sia

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, x2 + z2 = 1, x > 0, y > 0}

20.3 Determinare una parametrizzazione di B

20.4 Calcolare la misura di B

21

Si consideri

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

f (x, y) = 1 + E(θ)

V = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f (x, y)}

dove (x, y) e (ρ, θ) sono le usuali coordinate cartesiane e polari nel
piano ed E indica la parte intera.

21.1 Calcolare ∫
D

f (x, y)dxdy

21.2 Calcolare il volume di V

21.3 Calcolare l’area della frontiera ∂V di V
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21.4 Scrivere una parametrizzazione della frontiera di V

22

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y ≤ 0}

22.1 Determinare le equazioni parametriche di A

22.2 Calcolare il vettore N normale ad A

22.3 Calcolare la misura di A

22.4 Scrivere una parametrizzazione di

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y = 0}

22.5 Calcolare la misura di

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y = 0}

23

Si consideri

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4 g(x, y, z) = x2 + y2 − 1

23.1 Calcolare il volume del solido definito da f (x, y, z) ≤ 0, g(x, y, z) ≤
0, z > 0

23.2 Calcolare la misura della superficie definita da f (x, y, z) = 0,
g(x, y, z) ≤ 0, z > 0

23.3 Calcolare la misura superficie definita da f (x, y, z) ≤ 0, g(x, y, z) =
0, z > 0

23.4 Calcolare la superficie definita da f (x, y, z) ≤ 0, g(x, y, z) ≤
0, z = 024

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2, x2 + y2 ≤ (z− 1)2, z ∈ [0, 1]}



12

Calcolare il volume di V
Scrivere le equazioni parametriche di ∂V
Calcolare la superficie di ∂V
Calcolare le coordinate del baricentro di V

25

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y ≤ 0}

25.1 Determinare le equazioni parametriche di A

25.2 Calcolare il vettore N normale ad A

25.3 Calcolare la misura di A

25.4 Scrivere una parametrizzazione di

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y = 0}

25.5 Calcolare la misura di

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x2 + y2 − 2y = 0}

26

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x, x2 + y2 − 2y ≤ 0}

26.1 Calcolare il volume di A

27

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = e−x2−y2
, x2 + y2 ≤ 1}

27.1 Determinare le equazioni parametriche di A e calcolarne la
superficie

27.2 Scrivere una parametrizzazione di

B = {(x, y, z) ∈ R3 : z = e−x2−y2
, x2 + y2 = 1}
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e calcolarne la lunghezza.

28

Si consideri la superficie S generata, mediante rotazione attorno
all’asse z dalla curva definita da z = 2y− y2 con y ∈ [0, 2]

28.1 Determinare l’equazione cartesiana della superficie S.

28.2 Determinare una parametrizzazione di S.

28.3 Calcolare il vettore normale alla superficie S nel punto (0, 1, 1).

28.4 Calcolare l’area di S

28.5 Calcolare il baricentro di S

29

Si consideri la funzione

z = ln(2− x) x ∈ [0, 1]

e la superficie S ottenuta mediante una rotazione attorno all’asse z di
π/2.

29.1 Scrivere una parametrizzazione di S

29.2 Calcolare il vettore normale alla superficie S

29.3 Calcolare l’area della superficie S

29.4 Calcolare il volume del solido delimitato da S e dai piani
coordinati

29.5 Calcolare
max{z : (x, y, z) ∈ S}

30

Si consideri la funzione

z =
√

x + 2 x ∈ [0, 1]

e la superficie S ottenuta mediante una rotazione attorno all’asse z di
π/2.

30.1 Scrivere una parametrizzazione di S
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30.2 Calcolare il vettore normale alla superficie S

30.3 Calcolare l’area della superficie S

30.4 Calcolare il volume del solido delimitato da S e dai piani
coordinati

30.5 Calcolare
max{z : (x, y, z) ∈ S}

31

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≥ z ≥ x2 + y2, x ≥ 0, y ≥ 0}

31.1 Scrivere le equazioni parametriche della frontiera ∂V di V.

31.2 Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (0, 0, 1) attraverso
la superficie ∂V

31.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (0, 0, 1) attraverso
la superficie

{(x, y, z) ∈ R3 : 1 = z ≥ x2 + y2, x ≥ 0, y ≥ 0}

31.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (0, 0, 1) attraverso
la superficie

{(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≥ z = x2 + y2, x ≥ 0, y ≥ 0}

32

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

32.1 Scrivere le equazioni parametriche della frontiera ∂V di V.

32.2 Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (x, y, z) attraverso
la superficie ∂V

32.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (x, y, z) attraverso
la superficie

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0}
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33

Si consideri l’insieme definito da

D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0 , y ≤ 1− x , y ≥
√

x}

ed il volume V ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse y.

33.1 Calcolare il Volume di V

33.2 Determinare una parametrizzazione della superficie ∂V.

33.3 Calcolare l’area della superficie ∂V.

33.4 Calcolare ∫
∂V

xdy

34

Si consideri l’insieme definito da

D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0 , y ≤ 1− x , y ≥
√

x}

ed il volume V ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse x.

34.1 Calcolare il Volume di V

34.2 Determinare una parametrizzazione della superficie ∂V.

34.3 Calcolare l’area della superficie ∂V.

34.4 Calcolare ∫
∂V

xdy

35

Si consideri l’insieme

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 , x ≤ y ≤
√

3x ,
√

2 ≤ 2z ≤
√

3}

35.1 Scrivere una parametrizzazione di S

35.2 Calcolare l’area di S



16

35.3 Calcolare il flusso attraverso S del campo F(x, y, z) = (x, y, z)
(a prescindere dall’orientamento)

35.4 Calcolare il volume di

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1 , x ≤ y ≤
√

3x ,
√

2 ≤ 2z ≤
√

3}

36

Si consideri l’insieme

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2 , x ≤ 3y ≤ 3x , 1 ≤ z ≤ 2}

36.1 Scrivere una parametrizzazione di S

36.2 Calcolare l’area di S

36.3 Calcolare il flusso attraverso S del campo F(x, y, z) = (x, y, z)
(a prescindere dall’orientamento)

36.4 Calcolare il volume di

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≥ x2 + y2 , x ≤ 3y ≤ 3x , 1 ≤ z ≤ 2}

37

Si consideri la parte S ⊂ R3 di superficie cilindrica x2 + y2 = 1
delimitata dalle curve di equazioni parametriche

dove

γ(θ) =


cos(θ)
sin(θ)
θ

δ(θ) =


cos(θ)
sin(θ)
θ + 1

37.1 Scrivere una parametrizzazione di S

37.2 Calcolare il vettore normale ad S

37.3 Calcolare l’area di S

37.4 Calcolare il flusso attraverso S del campo F(x, y, z) = (1, 1, 0)
(a prescindere dall’orientamento)

38

Sia
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V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z− 1)2 ≤ 2 , x2 + y2 + (z + 1)2 ≤ 2}

38.1 Scrivere una parametrizzazione di ∂V

38.2 Calcolare il vettore normale ad ∂V

38.3 Calcolare l’area di ∂V

38.4 Calcolare il volume di V

39

Si consideri la linea in R3 definita da{
x2 + y2 = 1
x2 + z2 = 1

39.1 Determinare una parametrizzazione della linea

39.2 Calcolarne vettore tangente e lunghezza.
Sia

γ


x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

t ∈ [a, b]

e si consideri la superficie S definita da

γ


x = x(t)
y = y(t)
z = s

quad
{

t ∈ [a, b]
s ∈ [0, z(t)]

39.3 Calcolare il vettore normale ad S

39.4 Calcolare l’area della superficie S

40

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0 , y ≥ 0 , x2 + y2 + z2 ≤ 1}

40.1 Calcolare il volume di V

40.2 Determinare una parametrizzazione per

S1 = ∂V ∩ {x = 0} , S2 = ∂V ∩ {y = 0} , S3 = ∂V \ {S1 ∪ S2}
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Si consideri il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, y, 0)

40.3 Calcolare il flusso di F attraverso S1

40.4 Calcolare il flusso di F attraverso S2

40.5 Calcolare il flusso di F attraverso S3

41

Si consideri la funzione

z = f (x, y) = 4x2 + y2

e sia
V = {(x, y, z) ∈ R3 : 4x2 + y2 ≤ z ≤ 2 + 4x + 2y}

41.1 Disegnare il grafico delle funzioni

z = f (x, 0) z = f (0, y)

41.2 Disegnare la proiezione di V sul piano (x, y).

41.3 Scrivere le formule di riduzione che consentono di calcolare
il volume di V

41.4 Calcolare il volume di V

42

Si consideri l’insieme

D = {(x, z) ∈ R2 : x ≥ 0 , x− 1 ≤ z ≤ 0}

42.1 Disegnare nel piano (x, z) l’insieme D e si consideri il volume
V ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse z di 2π

42.2 Determinare le equazioni parametriche della superficie

S1 = ∂V ∩ {z = 0}

e della superficie
S2 = ∂V \ S1
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42.3 Determinare vettore normale ed area della superficie S2

Si consideri inoltre il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, y, 0)

42.4 Calcolare il flusso di F attraverso S1 ed il flusso di F at-
traverso S2

42.5 Calcolare rot F ed il flusso di rot F attraverso S2

42.6 Calcolare il lavoro compiuto da F sul cerchio definito da{
x2 + y2 = 1
z = 0

43

Si consideri la funzione

z = f (x, y) = 4x2 + y2

e sia
V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − 1 ≤ z ≤ y}

43.1 Disegnare il grafico delle funzioni

z = f (x, 0) z = f (0, y)

43.2 Disegnare la proiezione di V sul piano (x, y).

43.3 Scrivere le formule di riduzione che consentono di calcolare
il volume di V

43.4 Calcolare il volume di V

44

Si consideri l’insieme

D = {(x, z) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 , −(x− 1)2 ≤ z ≤ 0}

44.1 Disegnare nel piano (x, z) l’insieme D e si consideri il volume
V ottenuto facendo ruotare D attorno all’asse z di 2π

44.2 Determinare le equazioni parametriche della superficie

S1 = ∂V ∩ {z = 0}
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e della superficie
S2 = ∂V \ S1

44.3 Determinare vettore normale ed area della superficie S2

Si consideri inoltre il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, y, z)

44.4 Calcolare il flusso di F attraverso S1

44.5 Calcolare il lavoro compiuto da F sulla curva definita da
x = t
y = t + 1
z = 1− t

t ∈ [0, 2]

45

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 + x + y ≥ z ≥ x2 + y2 − x}

45.1 Calcolare il volume di V

45.2 Determinare una parametrizzazione per

S = ∂V

45.3 Calcolare l’area di S

45.4 Determinare una parametrizzazione per

γ = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 + x + y = x2 + y2 − x}

45.5 Calcolare la lunghezza di γ

46

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 + 2x + y ≥ z ≥ 0, x2 + y2 − x ≤ 1}

46.1 Calcolare il volume di V
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46.2 Determinare una parametrizzazione per

S = ∂V

46.3 Calcolare l’area di S

46.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, x + y, 0)

attraverso la superficie ∂S

46.5 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, x + y, 0)

attraverso il cerchio di equazione x2 + y2 − x ≤ 1 che giace nel piano
z = 0

47

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}

47.1 Calcolare il volume di V e l’area di ∂V

47.2 Scrivere una parametrizzazione di ∂V
Sia F il campo vettoriale definito da

F(x, y, z) =
(

1
1 + x2 + y2 ,

1
1 + x2 + y2 , 0

)

47.3 Calcolare il Flusso di F attraverso

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 + z2 = 1}

47.4 Calcolare il flusso del campo F attraverso ∂V

47.5 Verificare il teorema della divergenza per il campo F ed il
solido V

48

Si consideri l’insieme
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V = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + 1 ≤ z, x2 + y2 ≤ 1, z ≤ 3}

48.1 Calcolare il volume di V

48.2 Scrivere una parametrizzazione di ∂V
Sia F il campo vettoriale definito da

F(x, y, z) =
(

1
1 + x2 ,

1
1 + y2 , 0

)

48.3 Calcolare il lavoro compiuto da F lungo la curva

γ = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

x2 + y2, z = 3}

48.4 Calcolare il flusso del campo F attraverso la superficie

T = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

x2 + y2, z ≤ 3}

49

Si consideri l’insieme

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1,
1
2
≤ z ≤

√
3

2
}

49.1 Determinare una parametrizzazione di A

49.2 Calcolare l’area di A
Sia

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1,
1
2
≤ z ≤

√
3

2
}

ed F il campo vettoriale definito da

F(x, y, z) = (x, 2y, z)

49.3 Calcolare il volume di V

49.4 Calcolare il flusso del campo F attraverso ∂V

50

Si consideri l’insieme
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V = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≥
√

x2 + y2 + 1, z ≤ 2 + x + y, x ≤ 0, y ≤ 0}

50.1 Calcolare il volume di V

50.2 Calcolare il baricentro di V
Sia F il campo vettoriale definito da

F(x, y, z) = (0, 0, 1)

50.3 Calcolare il flusso del campo F attraverso ∂V

50.4 Calcolare il lavoro di F lungo la curva definita da{
z2 = 1 + x2 + y2

z = 2 + x + y

51

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1 , x2 + y2 ≤ z2}

51.1 Calcolare il volume di V

51.2 Calcolare l’area di ∂V

51.3 Determinare il flusso del Campo vettoriale

F(x, y, z) = (0, y, 0)

attraverso ∂V

51.4 Calcolare il lavoro del campo F lungo la curva

γ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 , x2 + y2 = z2, z ≥ 0}

52

Si consideri

V1 = {(x, y, z) ∈ R3 : 1− y ≤ z ≤
√

4− x2 , y ≤ 3}

e
V2 = {(x, y, z) ∈ R3 : |1− y| ≤ z ≤

√
4− x2 , y ≤ 3}
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52.1 Disegnare la proiezione di V1 sul piano (x, y)

52.2 Scrivere le formule di riduzione per il calcolo di∫∫∫
V1

dxdydz

52.3 Calcolare ∫∫∫
V1

dxdydz

52.4 Disegnare la proiezione di V2 sul piano (x, y)

52.5 Scrivere le formule di riduzione per il calcolo di∫∫∫
V2

dxdydz

52.6 Calcolare ∫∫∫
V2

dxdydz

53

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1− x , (x− 1)2 + (y− 1)2 + z2 ≤ 1}

53.1 Disegnare la proiezione di V sul piano (x, y)

53.2 Scrivere le formule di riduzione per il calcolo di∫∫∫
V

dxdydz

53.3 Calcolare ∫∫∫
V

dxdydz

54

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ 1− |y| , z ≤ 1− |x| , z ≥ 0}

54.1 Calcolare il volume di V
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54.2 Calcolare l’area di ∂V

54.3 Determinare il flusso del Campo vettoriale

F(x, y, z) = (0, y, 0)

attraverso ∂V

54.4 Calcolare il lavoro del campo F lungo la curva

γ = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 1 , z = 0 , 0 ≤ x ≤ 1}

55

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4 , y2 + z2 ≤ 1}

55.1 Calcolare il volume di S

55.2 Determinare una parametrizzazione di S = ∂V

55.3 Calcolare l’area di S

55.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F = (1, 0, 0)

attraverso S

56

Si consideri

L = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1 , x2 + (y− 1)2 ≤ 2}

56.1 Disegnare L
Si consideri la trasformazione di coordinate T definita da{

x = 1 + ρ cos(θ)
y = ρ sin(θ)

56.2 Disegnare il trasformato di L secondo il cambio di variabili
T

56.3 Scrivere le formule di riduzione per∫ ∫
L

f (x, y)dxdy
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usando il cambio di variabili T

56.4 Calcolare l’area di L

57

Si consideri

S = {(x, z) ∈ R2 : 0 ≤ z ≤ 1
x

, 1 ≤ x ≤ 2}

e considerare il solido V ottenuto mediante rotazione di 2π attorno
all’asse z

57.1 Calcolare il volume di V

57.2 Determinare una parametrizzazione di S = ∂V

57.3 Calcolare l’area di S

57.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (x, 2y, 3z)
attraverso ∂S

58

Si consideri

S = {(x, z) ∈ R2 : x2 + z2 ≤ 1 , z ≥ x ≥ 0}

e considerare il solido V ottenuto mediante rotazione di 2π attorno
all’asse z

58.1 Calcolare il volume di V

58.2 Determinare una parametrizzazione di S = ∂V

58.3 Calcolare l’area di S

58.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (x, 1, 1)
attraverso ∂S

59

Si consideri

V = {(x, , y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1 , z ≥ (x− 1)2 + y2}

59.1 Calcolare il volume di V
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59.2 Determinare una parametrizzazione di S = ∂V

59.3 Calcolare l’area di S

59.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (x, y, z)
attraverso ∂S

60

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1− |x| − |y|}

60.1 Calcolare il volume di V

60.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V

60.3 Calcolare la superficie di ∂V

60.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F = (0, 0, z)

attraverso la superficie ∂V

61

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1− x2 − y2}

61.1 Calcolare il volume di V

61.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V

61.3 Calcolare la superficie di ∂V

61.4 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F = (y, x, z)

attraverso la superficie ∂V

62

Si consideri
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V = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1− x2 − y2 , x2 + y2 + x ≤ 0}

62.1 Calcolare il volume di V

62.2 Determinare un parametrizzazione di ∂V e calcolarne l’area

62.3 Determinare il flusso del campo vettoriale (1, 0, 0) attraverso
la superficie

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1− x2 − y2 , x2 + y2 + x ≤ 0}

62.4 Determinare il massimo ed il minimo di g(x, y, z) = x2 +

y2 + z2 su V

63

Si consideri la parte di spazio V definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 , 2−
√

x2 + y2 ≥ z ≥ 0}

63.1 Calcolare il volume di V.

63.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V
Si consideri poi il campo vettoriale F definito da

F(x, y, z) = (x + 2y + z, z2 + y, x + z)

63.3 Calcolare il flusso del campo F attraverso ∂V

63.4 Calcolare il lavoro che il campo compie lungo il cerchio di
centro (0, 0, 0) e raggio 1 che giace nel piano y = x

64

Si consideri la parte di spazio V definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 , 2−
√

x2 + y2 ≥ z ≥ 0}

64.1 Calcolare il volume di V.

64.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V
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Si consideri poi il campo vettoriale F definito da

F(x, y, z) = (x + 2y + z, z2 + y, x + z)

64.3 Calcolare il flusso del campo F attraverso ∂V

64.4 Calcolare il lavoro che il campo compie lungo il cerchio di
centro (0, 0, 0) e raggio 1 che giace nel piano y = x

65

Si consideri la parte di spazio V definita da


x(t, s, u) = t sin(s)
y(t, s, u) = t cos(s)
z(t, s, u) = 2ut + (1− u)t

per t ∈ [1, 2] , s ∈ [0, 2π] , u ∈ [0, 1]

65.1 Calcolare il volume di V

65.2 Scrivere una parametrizzazione di ∂V

65.3 Descrivere i punti dello spazio definiti da V. 66

Si consideri la parte di spazio V definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x2 + y2 ≤ 1 , 1−
√

2x2 + y2 ≥ z ≥ 0}

66.1 Calcolare il volume di V.

66.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V
Si consideri poi il campo vettoriale F definito da

F(x, y, z) = (1, 1, 1)

66.3 Calcolare il flusso del campo F attraverso

S = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x2 + y2 ≤ 1 , 1−
√

2x2 + y2 = z}

67

Si consideri la parte di spazio definita da
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V = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 + y2 + z2 ≤ 4 , x2 + y2 ≥ 1}

67.1 Determinare il Volume di V

67.2 Determinare l’area della superficie di ∂V

67.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(x, y, z) = (0, 0, z)

attraverso ∂V

67.4 Calcolare il vettore normale a ∂V.

68

Si consideri la parte di spazio definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − y2 − x2 ≤ 4 , x2 + y2 + x ≤ 1}

68.1 Determinare il Volume di V

68.2 Determinare l’area della superficie di ∂V

68.3 Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(x, y, z) = (1, 0, 1)

attraverso ∂V

68.4 Calcolare il vettore normale a ∂V.

69

Si consideri la parte di spazio definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : −1 ≤ z ≤ 1−
√

y2 + x2 , x2 + y2 + z2 ≥ 1/4 , x2 + y2 ≤ 1}

e sia
F(x, y, z) = (x, 0, 0)

69.1 Determinare il Volume di V

69.2 Calcolare ∫∫∫
V
÷F(x, y, z)dxdydz
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69.3 Calcolare il flusso di F attraverso ∂V

69.4 Verificare il teorema della divergenza per il campo F sul vol-
ume V

70

Si consideri un cilindro con generatrici parallele all’asse z che inter-
seca il piano (x, y) lungo una circonferenza di centro l’origine e raggio
1 ed un piano passante per i punti (0, 0, 1) , (0, 1, 2) , (1, 0, 2).

70.1 Determinare le equazioni del cilindro e del piano.

70.2 Esprimere l’area A(x) delimitata sulla superficie S(x) del
cilindro dalla curva intersezione di cilindro e piano e dalla circon-
ferenza di centro l’origine e raggio 1 nel piano (x, y), compresa tra i
piani la cui equazione in coordinate cilindriche è θ = 0 e θ = x.

70.3 Calcolare A(π) .

70.4 Calcolare il flusso attraverso la superficie S(2π) del campo
vettoriale (sin(x), 0, 0)

71

Si consideri il volume definito da

V = {(x, y, z) ∈ R : 0 ≤ z ≤ e−y2
, 0 ≤ z ≤ e−x2

, |x|+ |y| ≤ 1}

71.1 Verificare che V è limitato.

71.2 Calcolare il volume di V

71.3 Determinare una parametrizzazione di ∂V

71.4 Calcolare la superficie di ∂V

72

Si consideri il volume definito da

V = {(x, y, z) ∈ R : 0 ≤ z ≤ 1
1 + x2 , 0 ≤ z ≤ 1

1 + y2 , max{|x|, |y|} ≤ 1}

72.1 Verificare che V è limitato.
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72.2 Calcolare il volume di V

72.3 Determinare una parametrizzazione di ∂V

72.4 Calcolare la superficie di ∂V

73

Si consideri il luogo V dei punti dello spazio definiti da:

x2 + y2 + z2 + 2xz = 1

73.1 Verificare che se (x0, y0, z0) ∈ V allora anche (x0 + t, y0, z0 −
t) ∈ V per ogni t ∈ R.

73.2 Disegnare la sezione determinata da V sui piani x = ±1.

73.3 Determinare una parametrizzazione della frontiera di

W = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 + 2xz ≤ 1,−1 ≤ x ≤ 1}

73.4 Scrivere le formule di riduzione per il calcolo dell’area della
frontiera di W

73.5 Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (z, x, y)
attraverso la frontiera di W.

74

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 = : x2 + y2 − z2 ≤ −1 , |z| ≤ 4}

74.1 Calcolare il volume di V

74.2 Calcolare l’area di ∂V

74.3 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (1, 0, 0) attraverso
∂V

74.4 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (1, 0, 0) attraverso
la superficie

{(x, y, z) ∈ R3 = : x2 + y2 − z2 = −1 , |z| ≤ 4}
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75

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 , x2 + z2 ≤ 1 , y2 + z2 ≤ 1}

75.1 Calcolare il volume di V

75.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V

75.3 Calcolare l’area di ∂V

75.4 Dimostrare che V è contenuto nel cubo [0, 1]3

76

Si considerino le funzioni{
f (x, y, z) = z2 − (1 + x2 + y2)

g(x, y, z) = x2 + z2 − 2

Rispondere a (almeno) 4 delle seguenti domande.

76.1 Calcolare il volume del solido V definito in R3 dalle disug-
uaglianze

f (x, y, z) ≥ 0 , g(x, y, z) ≤ 0

76.2 Calcolare l’area della superficie S definita da

f (x, y, z) = 0 , g(x, y, z) ≤ 0

76.3 Calcolare l’area della superficie T definita da

f (x, y, z) ≥ 0 , g(x, y, z) = 0

76.4 Calcolare la lunghezza della linea γ definita da

f (x, y, z) = 0 , g(x, y, z) = 0 , x > 0 , y > 0 , z > 0

76.5 Studiare l’esplicitabilità dell’equazione

f (x, y, z) = 0
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76.6 Studiare l’esplicitabilità del sistema di equazioni

f (x, y, z) = 0 , g(x, y, z) = 0

76.7 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (2x,−y,−z) at-
traverso S

76.8 Calcolare il lavoro del campo F(x, y, z) = (2x,−y,−z) lungo
γ

76.9 Calcolare, se esiste un potenziale di F

77

Si consideri

V1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + 4y2 + z2 ≤ 1} , V2 = {(x, y, z) ∈ R3 : 4x2 + y2 + z2 ≤ 1}

ed il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, x, x)

77.1 Calcolare il flusso di F attraverso ∂V dove V = V1 ∩ v2

77.2 Calcolare il lavoro di F lungo la linea definita da ∂V! ∩ ∂V2

77.3 Dimostrare che V è contenuto nel cubo [0, 1]3

78

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 ≤ 1 : 0 ≤ z ≤ 1}

ed il campo vettoriale

F(x, y, z) = (x, y, z + x)

78.1 Calcolare il flusso di F attraverso ∂V

78.2 Calcolare il lavoro di F lungo la linea definita da

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 1 : z = 1}
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78.3 Verificare il teorema della divergenza per F su V.

79

Si consideri l’insieme

A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1 , x2 + y2 − 2x ≤ 0}

79.1 Disegnare l’insieme A e determinarne, disegnandolo altresì ,
il suo trasformato nel piano (θ, ρ) essendo (θ, ρ) le usuali coordinate
polari.

Siano P e Q le intersezioni delle due circonferenze che definiscono
A e siano r ed s le semirette che partono dall’origine e passano per P
e Q. Si consideri l’insieme B definito dalla parte di A che é interna
all’angolo (minore tra i due ) che formano le semirette r ed s.

79.2 Disegnare B nel piano (x, y) e nel piano (θ, ρ).

79.3 Calcolare l’area di B.

79.4 Calcolare le coordinate del baricentro di B.

80

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 ≥ x2 + y2 − 1 , x2 + y2 + z2 ≤ 2}

Rispondere a (almeno) 4 delle seguenti domande.

80.1 Determinare la proiezione di V sul piano z = 0

80.2 Determinare la proiezione di V sul piano y = 0

80.3 Determinare la proiezione di V sul piano x = 0

80.4 Calcolare il volume di V

80.5 Calcolare l’area della superficie ∂V

80.6 Determinare massimi e minimi assoluti di f (x, y, z) = ln(x2 +

y2 + z2) su V

80.7 Determinare una parametrizzazione della linea

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 = x2 + y2 − 1 , x2 + y2 + z2 = 2}
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80.8 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (x, 0, z) attraverso
∂V

81

Si consideri il volume V definito dalle seguenti disuguaglianze in
R3

{
z ≤ 1− x2 − y2

z ≥ (x− 1)2 + y2

81.1 Calcolare il volume di V

81.2 Calcolare l’area della superficie di ∂V

81.3 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (x, y, 0) attraverso
∂V

81.4 Determinare tutti i potenziali di F precisando dove sono definiti.

82

Si consideri il volume V definito dalle seguenti disuguaglianze in
R3

{
|y| ≤ max{1, 1/x2}
|z| ≤ 1

82.1 Stabilire se V è limitato e se è chiuso.

82.2 Determinare massimo e minimo assoluti di f (x, y, z) = z su
V.

82.3 Calcolare il volume di V

82.4 Calcolare l’area della superficie di ∂V

83

Si consideri l’insieme

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − xy = 1}

83.1 Stabilire se si tratta di un volume. di una superficie, di una
curva o di altro, se V è limitato e se è chiuso.
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83.2 Determinare la sua proiezione W sul piano z = 0

83.3 Determinare le intersezioni della retta y = m(x − 1) con W
verificando che sono sempre due una delle quali coincidente con (1, 0)

83.4 Disegnare il grafico delle due funzioni che forniscono le co-
ordinate del punto di intersezione non costante al variare di m

83.5 Disegnare la curva che ha per equazioni parametriche le due
funzioni di cui al punto precedente.

84

Si consideri l’insieme

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 ≥ 1 + x2 + y2 , z ∈ [1, 2] ,
1√
3

x ≤ y ≤
√

3x}

84.1 Verificare che A è limitato.

84.2 Calcolare la misura di A

84.3 Determinare un parametrizzazione di ∂A

84.4 Calcolare la misura di ∂A85

Si consideri l’insieme

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 , z ∈ [−1, 0]}

85.1 Determinare il punto di A che ha distanza minima dal punto(1, 1, 1)

85.2 Determinare il punto di A che ha distanza massima dal punto(1, 1, 1)

86

Si considerino

f (x, y) = x− 1 , g(x, y) = x2 + (y− 1)2 − 1

86.1 Calcolare ∫
D

f (x, y)dxdy

essendo D definito dalla disuguaglianza g(x, y) ≤ 0



38

86.2 Determinare delle equazioni parametriche per la curva γ definita
da z− f (x, y) = g(x, y) = 0

86.3 Determinare delle equazioni parametriche per la superficie
ottenuta congiungendo ogni punto della curva γ con l’origine.

87

Si consideri la funzione

f (x, y) = 1 + xy

87.1 Determinare l’area della superficie S definita dalla parte del
grafico di f che si proietta sul cerchio di centro (1, 0) e raggio 1.

87.2 Calcolare il volume del solido V ottenuto considerando la
parte di spazio delimitata da S e dal piano z = 0

87.3 Calcolare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale di com-
ponenti (0, 0, z)

88

Si consideri il solido V definito in R3 dalle seguenti disequazioni

z ≥ (x− 1)2 + y2 x2 + y2 ≤ 1 z ≤ 5

88.1 Calcolare il volume di V

88.2 Determinare una rappresentazione parametrica di ∂V

88.3 Calcolare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale di com-
ponenti (2x, y2, z))

89

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ 1
2
(x + 1) , z ≥

√
x2 + y2}

89.1 Calcolare il volume di V

89.2 Calcolare la superficie di ∂V.
Si consideri
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C = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ 1 , z ≥
√

x2 + y2}

e
ω2 = zdxdy

89.3 Verificare che ∫
C

dω2 =
∫

∂C
ω2

90

Si consideri il solido V definito in R3 dalle seguenti disequazioni

(x− 1)2 + y2 + z2 ≤ 4 x2 + y2 ≤ 1

90.1 Calcolare il volume di V

90.2 Determinare una rappresentazione parametrica di ∂V

90.3 Calcolare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale di com-
ponenti (2x, y, z))

91

Si consideri il solido V definito in R3 dalle seguenti disequazioni

(x− 1)2 + y2 + z2 ≤ 2 x2 + y2 + z2 ≤ 1

91.1 Calcolare il volume di V

91.2 Determinare una rappresentazione parametrica di ∂V

91.3 Calcolare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale di com-
ponenti (x, 0, z))

92

Sia

D = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 − y2 = 1 , x2 − 2x ≤ 0}

92.1 Determinare una parametrizzazione di D

92.2 Calcolare l’area di D
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Sia

E = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − x2 − y2 ≤ 1 , x2 − 2x ≤ 0 , z ≥ 0}

92.3 Calcolare il volume di E

93

Si consideri l’ ellissoide E di equazione

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

Si consideri inoltre l’ellisse

x2

a2 +
y2

b2 = 1− ε2

c2 , nel piano z = ε ε > 0

e siano

• - N il vettore normale di E

• - T il vettore tangente di γ

Si consideri inoltre il campo vettoriale

F(x, y, z) =
(
0, a arctan

( x/a√
1− (x/a)2 − (y/b)2

)
, 0
)

93.1 Determinare una parametrizzazione di E e calcolare N.

93.2 Calcolare rot F

93.3 Calcolare ∫
E
〈rot F, N/‖N‖〉dσ

93.4 Determinare una parametrizzazione di γ e calcolare T.

93.5 ∫
γ
〈F, T/‖T‖〉ds

94

Si consideri la funzione

ϕ(x) =


1√
|x|

x > 0

− 1√
|x|

x < 0
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ed il campo vettoriale F definito da

F(x, y, z) = (ϕ(x + y + z), ϕ(x + y + z), ϕ(x + y + z))

94.1 Determinare A in modo che F sia chiuso su A.

94.2 Stabilire se e dove F è conservativo e determinarne il poten-
ziale precisandone il campo di definizione.

94.3 Calcolare
∫

S Fds, dove S è sfera di centro l’origine e raggio 1

94.4 Calcolare
∫

γ Fds, dove γ è la circonferenza intersezione di S
con il piano z = 0

95

Si consideri la funzione

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 ≤ 0 , |z| ≤ 1}

95.1 Disegnare le intersezioni di V con i piani coordinati.
Si consideri l’insieme

V = {(x, y) ∈ R3 : |z| ≤ sin(xy) , 0 ≤ x ≤ π , 0 ≤ y ≤ π, xy ≤ π}

95.2 Calcolare il volume di V

95.3 Calcolare il flusso del campo F di componenti (x, y, z) at-
traverso ∂V

95.4 Calcolare il flusso del campo F attraverso la superficie

V = {(x, y) ∈ R3 : |z| = sin(xy) , 0 ≤ x ≤ π , 0 ≤ y ≤ π, xy ≤ π}

95.5 Determinare una parametrizzazione della supercficie

V = {(x, y) ∈ R3 : |z| = sin(xy) , 0 ≤ x ≤ π , 0 ≤ y ≤ π, xy ≤ π}

96

96.1 Calcolare ∫
V

zdxdydz
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96.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V

96.3 Calcolare il flusso del campo F(x, y, z) = (1, 1, 1) attraverso
∂V

97

Si consideri l’insieme V generato dai cerchi di raggio 1, paralleli al
piano yz e centrati in ciascuno dei punti della circonferenza di centro
l’origine e raggio 2 giacente nel piano xy e compresa tra i piani y =

x/
√

3 e y =
√

3x.

97.1 Determinare una parametrizzazione di V e calcolarne il vol-
ume

97.2 Determinare una parametrizzazione di ∂V e calcolarne la su-
perficie

97.3 Determinare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale F(x, y, z) =
(x, y, z)

98

Si consideri la parte di spazio definita da

V = {(x, y, z) : z2 ≤ x2 + y2 + 1 , z2 ≥ 3(x2 + y2)− 1) , z ≥ 0}

98.1 -[10] Determinare una parametrizzazione di ∂V indicando se,
il vettore normale punta all’esterno o all’interno di V

98.2 -[10] Sia γ1 un’elica giacente sulla parte di ∂V per cui

z2 = 3(x2 + y2)− 1

con punto iniziale (1/
√

3, 0, 0) e punto finale (1, 0,
√

2) Determinare
una parametrizzazione di γ1

98.3 -[10] Sia γ2 un’elica giacente sulla parte di ∂V per cui

z2 = x2 + y2 + 1

con punto iniziale (1, 0
√

2) e punto finale (0, 0, 1) Determinare una
parametrizzazione di γ2

98.4 -[7] Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (0, 0, 1)
attraverso la superficie S1 costituita dalla parte di ∂V per cui

z2 = 3(x2 + y2)− 1
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98.5 -[6] Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x, y, z) = (0, 0, 1)
attraverso la superficie S2 costituita dalla parte di ∂V per cui

z2 = x2 + y2 + 1

98.6 -[7] Calcolare il lavoro del campo vettoriale F(x, y, z) = (0, 0, 1)
lungo la linea γ1

98.7 -[4] Calcolare il lavoro del campo vettoriale F(x, y, z) = (0, 0, 1)
lungo la linea γ2

99

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x/2 ≤ y ≤ 2x , 1− x ≤ z ≤ 1− x/2, x ≥ 2}

99.1 Disegnare la proiezione di V sul piano z = 0.

99.2 Calcolare ∫
V

dxdydz

99.3 Determinare una parametrizzazione di ∂V

100

Si consideri

A = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| ≤ z ≤ 1−
√

x2 + y2}

B = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| = z ≤ 1−
√

x2 + y2}

ed il campo vettoriale

F(x, y, z) = (−x, y, z)

100.1 -[6] Calcolare ∫
A
÷Fdxdydz

100.2 -[7] Determinare una parametrizzazione di ∂A

100.3 -[4] Calcolare ∫
∂A
〈F,

N
||N|| 〉dσ
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100.4 -[4] Calcolare ∫
B
〈F,

N
||N|| 〉dσ

100.5 -[4] Calcolare ∫
∂B
〈F,

T
||T|| 〉ds

Si consideri la curva γ definita da

2y3 + 6x2y + 3x2 − 3y2 = 0

100.6 - [6] Determinare al variare di m le intersezioni (x(m), y(m))

di γ con la retta y = mx

100.7 - [10] Disegnare il grafico di x(m) di y(m) e la curva γ

100.8 - [9] Calcolare l’area della parte limitata di R2 di cui è fron-
tiera la parte di γ che giace nel semipiano positivo delle ordinate.

101

Siano γ e S la curva e la superficie definite da{
z2 = 1 + x2 + y2

z = 1 + 1/2x

{
z2 = 1 + x2 + y2

z ≤ 1 + 1/2x

101.1 - Determinare una parametrizzazione di γ e verificare se γ

è semplice, regolare e chiusa.

101.2 - Calcolare la lunghezza di γ

101.3 - Calcolare
∫

γ xdy− ydx

101.4 - Determinare una parametrizzazione di S

101.5 - Calcolare l’area di S

102

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ 2− x ≤ 2 , z ≤ 2− y ≤ 2, x ≤ 1 , y ≤ 1}

e S = ∂V
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102.1 - Calcolare la misura di V

102.2 - Determinare una parametrizzazione di S e verificare se S
è semplice, regolare.

Si consideri

W = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ 1− x ≤ z ≤ 2− x ≤ 2 , 0 ≤ 1− y ≤ z ≤ 2− y ≤ 2}

e T = ∂W

102.3 - Calcolare la misura di W

102.4 - Determinare una parametrizzazione di T e verificare se T
è semplice, regolare.

103

Si consideri il cilindro C le cui generatrici sono parallele al vettore
(1, 1, 1) che interseca il piano z = 0 lungo la circonferenza di centro
l’origine e raggio 1.

103.1 - Determinare le equazioni parametriche di C

103.2 - Calcolare l’area della parte di C delimitata dai piani z = 0
e z = 1

103.3 - Calcolare Il volume della parte di spazio delimitata da C
e dai piani z = 0 e z = 1

103.4 - Calcolare il flusso attraverso la frontiera della parte di
spazio delimitata da C e dai piani z = 0 e z = 1 del campo vettori-
ale (x2, 0, 0)

104

Si consideri

V = {(x, y, z ∈ R3 , 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4 ,

√
3

3

√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
3
√

x2 + y2 , z ≥ 0}

e S = ∂V

104.1 - Calcolare la misura di V

104.2 - Determinare una parametrizzazione di S



46

104.3 - Calcolare la misura di S

104.4 - Calcolare il flusso uscente da S del campo vettoriale F di
componenti

F(x, y, z) = (x, y, z)

105

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 + z2 , y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0}

105.1 - Studiare la proiezione di V sul piano (x, y)

x

y

105.2 -[6] Parametrizzare ∂V

105.3 -[5]Calcolare l’area di ∂V

105.4 -[4] Calcolare il flusso attraverso ∂V del campo vettoriale di
componenti (0, 0, 1)

106

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + z2 = 1+ y2 , y2 + z2 = 1+ x2, z ≥ 0, |x| ≤ 1}

106.1 - Studiare V indicando se si tratta di un volume, una super-
ficie o una curva.
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106.2 - Parametrizzare V in accordo con quanto affermato prece-
dentemente.

106.3 - Calcolare la misura di V.

106.4 - Calcolare la misura di ∂V

107

Si consideri

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 + z2, 0 ≤ z ≤ 1, z ≤ 1 + y}

107.1 - Determinare una parametrizzazione di ∂V

107.2 - Calcolare l’area di di ∂V

107.3 - Calcolare il flusso del campo vettoriale di componenti
(0, 0, 1) attraverso ∂V

107.4 - Calcolare il flusso del campo vettoriale di componenti
(0, 0, 1) attraverso

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 + z2, 0 ≤ z ≤ 1, z ≤ 1 + y}

108

Si consideri la superficie definita da


x(t, θ) = cos(θ)
y(t, θ) = sin(θ)
x(t, θ) = θ + t

, θ ∈ 0..3π, t ∈ [0, a], a > 0

108.1 - Determinare per quali valori di a la superficie è semplice
e regolare.

108.2 - Calcolare, per tali valori, l’area della superficie.

108.3 - Calcolare il lavoro svolto da F(x, y, z) = (x, y, z) lungo ∂S

108.4 - Calcolare il flusso attraverso la superficie S del campo vet-
toriale F
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