1
Campi Vettoriali

I

Si consideri in campo vettoriale

F(x,y,z) = (0,0,y)

L-1 Calcolare rotF e —F

-2 Sia S la superficie S = {(x,y,z) € R® : x=0, 22+y*><
1} calcolare il vettore normale ad S ed il flusso di rot F attraverso S.

-3 Sia S la superficie S = {(x,y,z) e R® : x2+y*>+22=1}
calcolare il vettore normale ad S ed il flusso di rot F attraverso S.

I-4 Calcolare il lavoro di F sulla curva 7 intersezione di S =
{(x,y,2z) € R® : x> +y?>+2z? =1} con il piano x = 1/2.

-5 Calcolare il flusso di rot F attraverso la superficie S; = {(x,y,z) €

R : x=1/2,2+y*+22 <1}, S ={(x,,2) € R® : x <1/2,x*+
V422 =1}, S3={(x,y,z) eR® : x>1/2, 22 +y>+2z2 =1}.

2

Si consideri il campo vettoriale piano F associato ad una funzione
potenziale ottenuta sommando due quantita, rispettivamente, proporzion-
ali all’inverso dei quadrati delle distanze dai punti (0,1) e (0, —1).

2-1 Scrivere le componenti F; ed F, del campo F = (F;, F)
22 Calcolare [, F dove

v ={(xy) € R? : x* +y* = 10000}



2-3 Calcolare | WF dove

'y:{(x,y)e]Rz : x2+y2:2 y > x}

2:4 Stabilire se & vero che a%Fl = %Fz precisando, in caso affer-
mativo per quali (x,y) & vero.

2-5 Calcolare il flusso del rotore di G = (Fy, F,,0) attraverso un
quadrato avente un vertice in (0,0) e in (1/2,1/2)

3

Si consideri il campo vettoriale di componenti

Fowd) = (i e e )

x2_|_y2’ x2_|_y2’ x2_|_y2

3-1 Determinare il campo di definizione D di F
3.2 Stabilire se F & conservativo in D

3-3 Calcolare il flusso del campo F attraverso la superficie laterale
del cilindro C = {(x,y,z) € R : 1<x*+y><2, |z| <1}

3-4 Calcolare il flusso del campo F attraverso le superfici di base
del cilindro.

4

4-1 Scrivere le componenti di un campo vettoriale in R3 generato
da una forza diretta verso l'asse z avente intensita f(x,y,z)

4.2 Scrivere le componenti di un campo vettoriale in R3 generato
da una forza diretta verso 'asse z avente intensita proporzionale alla
distanza dall’origine degli assi.

4-3 Calcolare il flusso @, del campo vettoriale trovato attraverso
una corona sferica S, delimitata dalle sfere di raggio 1/n ed 1.

4.4 Calcolare
lim &,

4-5 Verificare il teorema della divergenza relativamente a S,

o)

Si consideri il campo vettoriale



m” y %
F(x,y) = (x2+y2 + 2x, x2+y2)

5-1 Determinare 'insieme I di definizione del campo F.
5-2 Verificare che F & chiuso in I.

5.3 Stabilire se il campo F & conservativo in A = {(x,y) € R?:
y > 0}, giustificando brevemente la risposta.

5.4 Stabilire se F @ conservativo in A, ed in caso affermativo trovarne
un potenziale

5.5 Stabilire se F & conservativo in I, ed in caso affermativo trovarne
un potenziale

5.6 Calcolare | +F dove v & 'arco di circonferenza di centro 'origine
e raggio v/2 compreso, nell’ordine, tra i punti (1,1) e (—1,1), giustifi-
cando brevemente le affermazioni.

6

Si consideri la forma differenziale

R R R | xz_yz_ldy
6:1 Determinare al variare di &, § € R, il campo di definizione di
w1 precisando se ¢ semplicemente connesso.
6-2 Stabilire per quali &, B € R, wj € una forma chiusa.
6-3 Stabilire per quali valori di «, § € R, w; € una forma esatta.
6-4 Determinare, se ne esistono, tutte le primitive della forma w;

7

Si consideri il campo vettoriale di componenti

Foo) = (G L)

ax?+y?2 +1"ax2+y2 +1

7-1 Determinare il campo di definizione di F e stabilire se F &
conservativo, al variare di 4,b € RR,



7-2 Calcolare ove esistono tutti i potenziali di F

7-3 Disegnare la curva < di equazioni parametriche

{x(t) = V2cos® t

y(t) = sint t& {07

7-4 Calcolare | p F
7-5 Calcolare, usando il teorema di Stokes,

2y
// e
ove D= {(x,y) € R* 4x*+4y> <1 x>0 y >0}
8

Si consideri il campo vettoriale di componenti

F(x,y,2) = (x,¥,0)
ed il solido T generato dalla rotazione di 27 attorno all’asse z dell’insieme

D={(x,z)€R? : 0<2<1,0<x<2—2z}

8-1 Stabilire se F e conservativo, precisandone il campo di definizione.
8-2 Calcolare ove esistono tutti i potenziali di F
8:3 Calcolare il flusso di F attraverso la superficie frontiera di T.
8-4 Calcolare il flusso di F attraverso le circonferenze definite da
{z=0x*+y* =4} {z=1x+y*=1}
8-5 Calcolare il flusso di F attraverso la superficie generata dalla
rotazione attorno all’asse z della curva

x=2—2z 0<z<1

9

Si consideri il campo vettoriale definito da

F(x,y,2) = (x,2,y)



9.1 Calcolare —F e rotF.

9-2 Calcolare il flusso di F attraverso la parte della superficie definita
daz? =1+ x% 4+ y? che si trova traipianiz=0ez = 1.

9-3 Calcolare il flusso di f attraverso il cerchio giacente nel pinao
z = 0 di centro l'origine e raggio unitario.

9-4 Calcolare il lavoro compiuto da rot F lungo la circonferenza
frontiera del cerchio di cui al punto precedente.

9-5 Verificare il teorema della divergenza sul volume identificato
dalle superfici di cui ai precedenti punti.

10

Si consideri il campo vettoriale di componenti
F(x,y,z) = (x In(x® + y* +2%), yIn(x® + y* + 22), zIn(x* + y* + zz))
L0-1 Determinare se il campo & conservativo e calcolarne i poten-
ziali.

10-2 Calcolare
/ (F, T)ds
v

Y={(xy2) ER® : z=0, > +y* +2> =1}

dove

10-3 Calcolare i
/ (rot F, N)do
JS

dove

S={(x,y,2) €R® : 220, ¥ +y*+22 =1}

10-4 Calcolare ~F e
~F dxdydz
/, y

dove
V={lx;y2) R} 2 4+y2+2% <1}

105 Calcolare
/ (F, N)dor
aV



I

Si consideri il campo vettoriale

| ax 2y+b
Foy) = <x2+2y2—1’x2+2y2—1)

Ll-L Stabilire per quali a,b € R il campo & chiuso.

L 1-2 Calcolare, per gli a e b determinati al punto c), il lavoro fatto
dal campo F lungo la curva di equazione

) =10+t t
x(t) +tcos € [0,27]
y(t) = tsint

L1-3 Sempre con gli a e b trovati al punto c), determinare, se es-
istono, tutti i potenziali di F.

12

Si consideri il campo vettoriale definito da

F(x,9,2) = (x,2,2)

Stabilire se, e dove, F ammette potenziale

Trovare un potenziale di F

Trovare tutti i potenziali di F

Determinare le superfici equipotenziali e descriverle.

Determinare le linee di forza di F, cioe le linee che hanno in ogni
punto direzione parallela al campo, e descriverle.

13

Si consideri il campo vettoriale

e =15 - 1o —1osl)

T+x 1+xy’ 14axy

13-l Determinare il campo di definizione di F e stabilire se il
campo ¢ chiuso (irrotazionale).

13-2 Calcolare, se esiste, un potenziale di F, precisandone il campo
di definizione



13:3 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la semicircon-
ferenza di centro (0,0) e raggio 1/2

13-4 Calcolare tutti i potenziali di F

14

Si consideri il campo vettoriale
1
F(x,y) = (Zx cos(x% +y2) — E,Zy cos(x? + yz))

14-1 Determinare il campo di definizione di F e stabilire se il
campo e chiuso (irrotazionale).

L4-2 Calcolare, se esiste, un potenziale di F, precisandone il campo
di definizione

14-3 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la semicircon-
ferenza di centro (0,0) e raggio 1/2

15

Si consideri il campo vettoriale definito da

2x 1
Fe0 = (Grep e w)

IS-1 Determinare il campo di definizione di F

L5-2 Determinare, se esiste, un potenziale di F

15-3 Determinare, se esistono, tutti i potenziali di F

15-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la semicircon-

ferenza di centro l'origine, raggio unitario, giacente nel semipiano pos-
itivo delle y orientata in senso antiorario.

16

Si consideri il campo vettoriale definito da

2x 1
Fon = (ra e

16-1 Determinare il campo di definizione di F




16-2 Determinare, se esiste, un potenziale di F
16-3 Determinare, se esistono, tutti i potenziali di F

16-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la semicircon-
ferenza di centro 'origine, raggio unitario, giacente nel semipiano pos-
itivo delle y orientata in senso antiorario.

17

Si consideri il campo vettoriale definito da

By = (Gy)sxy) = (sin‘z()sci)n—(l-zfczsz(y)’ _sinz(zi)nj-zgc))sz(y))

L7-1 Determinare I'insieme D in cui F é definito, precisando se D
é connesso, convesso o semplicemente connesso.

L7-2 Stabilire se F é conservativo nel cerchio di centro (2,0) e rag-
gio 1.

L7-3 Stabilire se F é conservativo in D.

L7-4 Determinare un potenziale di F in (0, 71) X (—71/2,71/2)

18

Si consideri il campo vettoriale definito da

F(x,y,z) = (L x,y)

e l'insieme
V=A{(x,y,z) e R3 :xz—l—y2 <1,1>z>0}
18-l Stabilire se F ammette potenziale ed, in caso affermativo, cal-
colarlo.
18-2 Calcolare il flusso di F attraverso oV
L83 Verificare il teorema della divergenza per Fe V.

L8-4 Calcolare il lavoro di F lungo la curva definita da

x(t) = cost
() = QPO =3t 4o,/
zZ(t)y ==

7T



19

Si consideri il campo vettoriale definito da

- £ Y

ed il cilindro C con asse parallelo all’asse z delimitato dai piani z = 0 e
z = 1 e generato dalla circonferenza giacente nel piano z = 0 di raggio
1 e centro (0, 0).

19-1 Stabilire se il campo F ammette potenziale e, in caso afferma-
tivo, calcolarlo.

19-2 Calcolare il flusso uscente dal cilindro C

19-3 Calcolare il flusso uscente dalla superficie laterale del cilin-
dro C

19-4  Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la curva di equazioni
parametriche

x(t) = sin(t)
v = {y(t) = cos(t) . tel0,2m]

20

Si consideri il campo vettoriale

1 1

20-1 Trovare campo di definizione di F

20-2 Stabilire se F & conservativo ed, in caso affermativo, determi-
narne un potenziale.

20-3 Determinare tutti i potenziali di F

20-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo F lungo la linea spezzata
che passa per i punti (1,1,0), (1,3,0) e (3,3,0)

21

Si consideri il campo vettoriale



10

X 2
Flx,y) = (x— P R ﬂTyQ — (F)gxm)

21-1 Disegnare il campo di definizione di F e stabilire se il campo
& chiuso

21-2 Stabilire se il campo € conservativo e determinarne un poten-
ziale

21-3 Determinare tutti i potenziali del campo

21-4 Calcolare il lavoro di F lungo l'arco di circonferenza x? +
y? = 1 situato nel primo quadrante, precorso in senso orario.

215 Calcolare, usando la formula di Gauss-Green

//D(fy — 8x)dxdy

dove D ¢ il cerchio centrato in (10, 10) di raggio 1

22

Si consideri

F(x,y,2) = 2x 1 3z?
¥ V2+y 24y VP

22-1 Disegnare il campo di definizione di F e stabilire se F &
chiuso.

22:2 Determinare se F & conservativo ed, in caso affermativo cal-
colarne tutti i potenziali

22-3 Calcolare rot F

22-4 Verificare il teorema del rotore per il campo F e la superficie
S definita da x2 + y2 +22=1,z>0.

23

Si consideri

2x 1 322
2ty x2+y’ 23

Fws) = (



23-1 Disegnare il campo di definizione di F e stabilire se F &
chiuso.

23-2 Determinare se F & conservativo ed, in caso affermativo cal-
colarne tutti i potenziali

23-3 Calcolare rot F
23-4 Verificare il teorema del rotore per il campo F e la superficie

S definita da x2+y2 =1,0<z<1.

24

Si consideri il campo vettoriale

F = i J i
(% y,2) = Ny py= Ny Ry =N, Ry -

24-1 Determinare il campo di definizione di F
24-2 Stabilire se F & chiuso

24-3 Stabilire se F e conservativo

24-4 Determinare un potenziale per F

24-5 Determinare tutti i potenziali per F

24-6 Calcolare il lavoro svolto da F lungo la curva definita da
x2+y2+22:1, x+y+z=0
24-7 Calcolare il flusso di F attraverso la superficie

xz—l—yz—i-zzzl,zzo

25

Si consideri il campo vettoriale

| X Yy z
Flryz) = (_2~x2~y222'_2x2y2*22 +1'_2952}/2*22)

25-1 Determinare il campo di definizione di F

)

11



12

25:2 Stabilire se F & chiuso

25-3 Stabilire se F e conservativo

254 Determinare un potenziale per F
255 Determinare tutti i potenziali per F

25-6 Calcolare il lavoro svolto da F lungo la curva definita da

x2+y2+22:1, x+y+z=0,2z2>20

25-7 Calcolare il flusso di F attraverso la superficie

x2+y2+22:1, x>0

26

Si consideri il campo vettoriale
F(x,y,z) = (Jcln(x2 +y2—1) =2, yIn(x® 4+ 2 —1) + 1)

26-1 Determinare il campo di definizione di F
26-2 Stabilire se F & chiuso

26-3 Stabilire se F & conservativo

26-4 Determinare un potenziale per F

265 Determinare tutti i potenziali per F

26-6 Calcolare il lavoro svolto da F lungo la curva definita da

Py =4,x+y>0

27

Si consideri il campo vettoriale definito da

1 1
Vi-yr2 Jroyee

F(x,y,2) = (f(x,y2),8(x,y,2), h(x,y,2)) = (

)



27-1 Determinare il campo di definizione di F
27-2 Stabilire se F e chiuso

27-3 Stabilire se F & conservativo

27-4 Determinare il potenziale di F

275 Calcolare [ ¥ fdx + gdy + hdz dove «y e il triangolo di vertici
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).

28

Si consideri il campo vettoriale definito da

_ Bx+y 28y°
F(x,y) = (zxx+ x2+y4—1'“y+ PRy

28-1 Stabilire per quali valori di «, 8, € R F & conservativo.
28-2 Determinare, ove possibile, un potenziale di F
28-3 Determinare, ove possibile, tutti i potenziali di F

28-4 Calcolare | +F essendo v la curva definita da x? + 2y? = 20

29
Si consideri il campo vettoriale definito da
3 3
F(x,y/Z) - <x4 +y4 T 2/ x4 +y4 1 2,ln(|z|))

29-1 Stabilire se F ammette potenziale ed in caso affermativo cal-
colarlo precisandone il campo di definizione.

29-2 Determinare tutti i potenziali di F

29:3 Calcolare | y <ETy > ds essendo T, il vettore tangente alla
curva y costituita dalla circonferenza di raggio 1 centrata nell’origine
e giacente nel piano z = 1.

29-4 Calcolare il flusso di F(x,y,z) attraverso il cerchio di cui y &
frontiera.

30

Si consideri il campo vettoriale F : R* — IR? definito da

F(x,y,2) = (f(x,y,2),8(xy, 2), h(x,y,2)) = (1/(x +10),1/(y +10),1/2)

13



14

30-1 Determinare, se esistono tutti i potenziali di F

30-2 Calcolare il lavoro fatto dal campo lungo la curva -y definita

da

x = sin(t)
y = sin(2t) t € [0,27]
z=1r

30-3 Calcolare il flusso del campo attraverso la superficie della
meta superiore della sfera unitaria centrata in (2,2,2)

31

Si consideri il campo vettoriale definito da

x —y
(x> —y?) +1

Bl 152 )= ((x2 — + xz, xy)

311 Determinare il campo di definizione di F e stabilire se & con-
nesso e se & semplicemente connesso.

31-2 Stabilire se il campo ammette potenziale ed in caso afferma-
tivo determinarne un potenziale

31-3 Stabilire se il campo ammette potenziale ed in caso afferma-
tivo determinarne tutti i potenziali

31-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la curva 7 definita
da:

x(t) = 2 sin(t)
T yl) = 5 cos(t)
z(t) =t

315 Calcolare il flusso del campo attraverso la superficie del cer-
chio giacente nel piano (x,y) di centro l'origine e raggio 1

32

Si consideri il campo vettoriale definito da

F(x,y,z) = (%,% —|—1,%)

32-1 Determinare il campo di definizione di F e stabilire se ¢ con-
nesso e se & semplicemente connesso.



32.2 Stabilire se il campo ammette potenziale ed in caso afferma-
tivo determinarne un potenziale

32-3 Stabilire se il campo ammette potenziale ed in caso afferma-
tivo determinarne tutti i potenziali

32-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la curva < definita
da:

x(t) =t
yily(t) =1 t€[0,2]
z(t) = 13

32-5 Calcolare il flusso del campo attraverso la superficie del quadrato

giacente nel piano z = 0 di centro (2,2) e lato 2

33

Si consideri la funzione

1
o =1 Vi
— = x <0

VIl

ed il campo vettoriale F definito da

x>0

F(x,y,z) = (p(x +y+2),9(x +y+2), p(x +y +2))

33.1 Determinare A in modo che F sia chiuso su A.

33-2 Stabilire se e dove F & conservativo e determinarne il poten-
ziale precisandone il campo di definizione.

33-3 Calcolare [, Fds, dove S & sfera di centro I'origine e raggio 1

33-4 Calcolare | Y Fds, dove vy e la circonferenza intersezione di S
con il piano z = 0

34

Si supponga che un punto nel piano sia attratto dai punti Py = (1,0)
e Qo = (—1,0) con intensita inversamente proporzionale alla distanza
da ciascun punto.

34-1 Determinare il campo vettoriale della forza cui ¢ sottoposto
ogni punto del piano.

15



16

34-2 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
[P = Pol| <172

34-3 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
1P —Qoll <1/2

34-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
1P} <3

345 Determinare un potenziale del campo vettoriale, se esiste.

35

Si consideri il campo vettoriale

F(x,y,2z) = (1—1— £ 1 Y z )

r + 7
VX2 y? 422 VX2 P2+ 22 /a2
35-1 -[]Studiare I'insieme di definizione di F e stabilire se il campo
& chiuso

35.2 -[] Stabilire se F e conservativo ed in caso affermativo deter-
minarne tutti i potenziali

35-3 Descrivere la superficie precisando se & semplice regolare e
chiusa

V={(xy2) eR : >+ +22—2x -2y —2x+2 =0}
e calcolare il flusso del campo vettoriale F attraverso V
35-4 Descrivere la linea definita da
L={(x,y,z) €R® : X2+ +2> - 2x -2y —2x+2=0,x+y+z=3}

precisando se & semplice regolare e chiusa e calcolare il lavoro del
campo vettoriale F lungo la linea L

36

Si consideri un campo vettoriale F nel piano le cui componenti nel
punto P siano ortogonali allo stesso P e si abbia che ||F|| sia pro-
porzionale al quadrato del logaritmo della distanza di P dall’origine.

36-1 Determinare il campo F precisando il suo campo di definizione



36:2 Stabilire se F @ conservativo ed in caso affermativo trovarne
il potenziale.

36-3 Calcolare il lavoro svolto da F lungo una ellisse centrata nell’origine
di semiassi 1 e2.

36-4 Calcolare il flusso attraverso la superficie S del campo vetto-
riale G in R3 essendo S definita da x> +y?> =1,z € [0,1] e d essendo
G il campo che associa ad ogni punto dello spazio un vettore le cui
prime componenti sono date da F e che ha la terza componente nulla.

37

37-1 Determinare un campo vettoriale Fy (x,y,z) = (f1(x,v,2), §1(x,y,2), h1(x,y,2))
in modo che
rotFy(x,y,z) =0

37-2 Calcolare il flusso di rot Fj(x,y,z) attraverso una semisfera
centrata nell’origine e di raggio 1.

37-3 Determinare un campo vettoriale F>(x,y,z) = (f2(x,v,2), 82(x,,2), ha(x,y,2))
in modo che
rotF(x,y,z) = (x, —y,0)

37-4 Calcolare il flusso di rot F,(x,y,z) attraverso una semisfera
centrata nell’origine e di raggio 1.

38

Si supponga che un punto nel piano sia attratto dai punti Py = (1,0)
e Qo = (—1,0) con intensita inversamente proporzionale alla distanza
da ciascun punto.

38-1 Determinare il campo vettoriale della forza cui ¢ sottoposto
ogni punto del piano.

38-2 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
|P— P <1/2

38-3 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
IP—Qol £1/2

38-4 Calcolare il lavoro svolto dal campo lungo la circonferenza
1P|l <3

38-5 Determinare un potenziale del campo vettoriale, se esiste.
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