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Nelle figure sono rappresentati comuni dadi da gioco a forma di cubo.

Assumiamo che su ognuna delle 6 facce sia riportato un punteggio com-
presotrale6

Stabilire quali delle seguenti affermazioni sono vere in base alle infor-
mazioni che si possono ricavare da quanto abbiamo assunto e dalle figure
sopra riportate.

< ... B
!:T. <o, (@

@) (b)
Figura Figura Figura
1 2 3
Nella figura 1 ¢ presente un dado nero Non si puo” decidere: non si hanno informazioni sul colore

delle altre facce

-1 -2 Nella figura 1 & presente un dado  Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul fatto che
numeratoda 1 a 6 ogni numero da 1 a 6 sia presente su una faccia. Potrebbero
esserci punteggi ripetuti.

-3 -4 Una delle facce del dado nella Proposizione vera
figura 1 riporta il punteggio di 3

S Una delle facce del dado riportato nella Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul fatto che
figura 1 riporta il punteggio di 5 ogni numero da 1 a 6 sia presente su una faccia. Potrebbero
esserci punteggi ripetuti.

Step 1



‘6 Nella figura 2 sono presenti due dadi

Proposizione vera

-7 Nella figura 2 sono presenti due dadi
con tutte le facce bianche

Non si puo” decidere: non si hanno informazioni sul colore
delle facce nascoste

8 Nella figura 2 sono presenti due dadi
con tutte le facce che riportano il punteggio
6 bianche

Non si puo” decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

9 Nella figura 3 sono presenti dadi con
tutte le facce nere o bianche

Non si puo” decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

-10- Nella figura 3 sono presenti dadi che
hanno almeno 15 facce nere

Non si puo” decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

-1 L I dadinella figura 3 hanno facce nere o
bianche
-12 I dadi nella figura 3 hanno facce nere e
bianche

Step 1

Va precisato se intende che ci siano singole facce sia nere che
bianche o se che ci siano sia singole facce nere che singole
facce bianche In entrambi i casi non si puo” decidere: : non si
hanno informazioni sul colore e sulla numerazione delle facce
nascoste.



I Supponiamo vera ’affermazione:

"Se usi il dentifricio X allora avrai denti
bianchi."

Stabilire quali delle seguenti affermazioni
sono vere

E una proposizione & del tipo D = B dove con D si indica la
proposizione "usi il dentifricio X" e con B si indica la propo-
sizione "avrai denti bianchi" . Osserviamo che che/la propo-
sizione B & diversa dalla proposizione B’ "hai denti bianchi" e
che non ci sono relazioni di implicazione tra B e B’

-2 Avrai denti bianchi quindi usi il denti-
fricio X

Equivalente a B = D . Non decidibile: non segue

dall’affermazione assunta per vera.

-3 Hai denti bianchi quindi usi il denti-
fricio X

Equivalente a not B" = D . Non decidibile: non si hanno infor-
mazioni su B"-

-4 Non hai denti bianchi e (and )
( Hai denti bianchi quindi usi il dentifricio
X)

Equivalente a B'and (not B’ = D). Poiche not B’ & falsa,

not B’ = D ‘e vera.

-5 Non hai denti bianchi quindi non usi
non usi il dentifricio X

Equivalente a not B’ = not D . Non decidibile: non si sa se B’ &
vera

‘6 Non usi il entifricio X quindi non hai
denti bianchi

Equivalente a not D = not B" . Non decidibile: non si sa se D &
vera.

7 Non usi il dentifricio X quindi gli asini
volano

Equivalente a not D = not B’ . Non decidibile: non si sa se D &
vera.

Step 1
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non si sa se L

on decidibile:

!/

ot D = not

a

qui alente
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-8 Non usi il dentifricio X quindi

denti asst

Tanno
dentr assumeranno

aciinltc

Step 1




Sia # un numero naturale e si (n) I'insieme dei numeri naturali divisi-

NOT

11
1Ipcl

s
=

Stabilire se le segue nt1 affermazioni soONoO vere O false e scriverne la

gazione
-l Per ogni numero naturale 7 si ha quivalente a dire che: ogni numero naturale n & divisibile per
n € D(m) per ogni m naturale ogni numero naturale . Falsa

a.sua negazione. e:

C
1et 1n.-m N +ali ch Z D (m

SISLOULLO 7L, e T AN tdll CLIC 7L - L\ Irie

2 Per ogni numero naturale 7 si ha quivalente a dire che: ogni numero naturale # & divisibile per

n € D(n) per ogni 1 naturale se stesso . Vera

a sua negazione ¢e:

€
siste un numero naturale n tale che n ¢ D(n

3 (m) per ogni m naturale quivalente a dire che: 1 e divisibile per ogni numero naturale
m. Falsa
La sua negazione e:
siste m € IN tale che 1 ¢ D (m)

4 n ¢ D(1) per ogni n naturale. quivalente a dire che: ogni numero naturale n & divisibile per

[L.a sua negazione € :

siste 7. € IN tale che n

LY
J
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cosfcos¢

= sinf cos ¢

3 A
11 (’}
¢ 2]
T 1
cos2 0 cc ngrh 4 cos? 0'sinZ ¢ -+ sinZ ¢ = co ZT —+ sin?
il 2 2 2 2 2
srhg COs“ 6 cos” ¢ + cos” 0sin” ¢ + cos bt cosp = cos™ ¢ +

<




Si dice che due numeri naturali hanno la stessa parita se sono entrambi
pari o entrambi dispari.

Consideriamo la seguente affermazione:

Comungque si scelgano n numeri naturali essi hanno la stessa parita

Dimostriamo che 1’affermazionee vera per induzione.;

-Per n = 1 I'affermazione vera infatti:

comungque si scelga/l numero naturale esso ha la stessa parita .di se
stesso.

- Supponiamo 1’affermazione vera per n e dimostriamola per n 4 1

Supponiamo cioé che

comungque si scelgano n numeri naturali essi hanno la stessa parita

e verifichiamo che

comungque si scelgano n + 1 numeri naturali essi hanno la stessa parita .

Infatti se consideriamo i primi n degli n + 1 numeri scelti e gli ultimi
n degli n + 1 numeri scelti avremo due gruppi di n numeri ciascuno dei
quali‘e formato da numeri con stessa parita. ed inoltre i due gruppi hanno
elementi in comune per cui la parita nei due gruppi ¢ la stessa e tutti gli
n + 1 numeri hanno lal stessa parita.

-1 L’affermazione che abbiamo dimostrato Indichiamo con P, I’affermazione "Comungque si scelgano n

per induzione & chiaramente falsa per cui si numeri naturali essi hanno la stessa parita" E stato dimostrato

chiede la ragione per cui la dimostrazione ¢ che Py € vera

sbagliata. E stato dimostrato che P,/== P, 1 & vera ma solo per n > 2.
Infattisen = 1 (n + 1) = 2) il gruppo dei primi n elementi
si riduce al solo primo elemento e il gruppo degli ultimi 7 ele-
menti si riduce al secondo elemento. I due gruppi non hanno
elementi in comune e I'argomentazione proposta non puo’
essere applicata

Step2
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Disegnare nel piano i seguenti insiemi
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(a.b)

(a.a)

y < b
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-7 Determinare a,b in modoche C C D¢

(D¢ & il complementare di D) L'insieme C, al variare di D
o un-trianeolo-di-vertici
,b, & un triangolo di vertici
(a,a), (b,b), (a,b) y
affinché C C D¢ deve essere =
a>-2eb<0
-8 Dimostrare usando le affermazioni
precedenti che f & decrescente su [0, +0)
Pera > 0OsihaA C ! D
per cui f € decrescente.in
0, +co)
D
-9  Dimostrare usando le affermazioni
precedenti che f & decrescente su (—oo, —2] 4
6-Perb < —2sihaB C D
per cui f & decrescente. in
(—o0, —2]
-10 Dimostrare usando le affermazioni
D

precedenti che f & crescente su [—2,0]

6-Per A < 0eb > —2si

in (b.a)

B C D per cui f & crescente.

ha

<Ll Stabilire se & vi
su (—oo, —2] U [0, +

ero che f & decrescente
00)

f non & decrescente in (—
2 < 0=f(0)

00, —2] U [0, +00), infatti

f(=2)

Step4
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-2 Studiare crescenza e decrescenza di g,

successivamente disegnarne il grafico

¢ ¢ composta di funzioni

elementari di cui si conosce

1 erafic

crescente su |1, +60)

(1,00

-3 Studiare crescenza e decrescenza di f. e f & la composta di sin con g

disegnarne il grafico Dal momento che @ noto il

comportamento-sia 1io.che.di

. o C 1
SII 51 P ,lL\) dlrermare chi

f e crescente su [71/2,3

&
N

e decrescente su [0, t/2] esu .

3m1/2, 27

%y 1

oy G720 0 P )

vero che j’ € decrescente su

f(?T/ \:: f (37 /"\ — 8)
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i considerino le funzioni

(%) = loo. |x2 L gxl o(x) = arctan(f(x) c (0.2)
\7/ o2 hgad| S\ GEEEEEEU YT - \M7r=)
Disegnare il grafico di f al variare di a b
— |h)] = |o®
se re il erafico di ¢ al variare di a
[e) S

e
icordando le regole

o

mediante le quali si pu

Y]

—— F(z) = logy 2 — az
[ grafici si possono ri-
cavare da qu 11i delle —a=15
11 71N o + s :Zig
12101 ementari (a,0) (2.

©, w/f)| a(x) = arctan(log, [+* — ox()

—a=15

—=2
-—=0

7

0 (2.f)

(©, 7«/2")|
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Si consideri la funzione

f(x) = arctan(In(e* — e2*/+ 1))

-1 Disegnare il graficodi g(y) = y —y> +1h(x) = g(e*);e* & strettamente crescente e assume valori in

edih(x) =e* —e*+1
Disegnare il grafico di f

(0 + 00).Su (0 + o0) gcresce fino ad 1/2 e poi decresce, per-
tanto o cresce fino al punto x tale chee* = 1/2 e cioe fino a
x = In(1/2) e poi decresce. f si ottiene da I componendo con
In e arctan che sono entrambe crescenti. La composta e definita
se h(x) = h(x) = e* — X +1 > Ocioe se e* < In((1+5)/2,
cresce fino a x = In(1/2) e poi decresce.

,,,,,,, (1/2’5/4) —g(z):z—zz+l
***************** — () = &

— () =€ — ¥ 41

= f(z) = arctan(In(e® — €2* + 1))

1+ /5)/2,0)

-2 Verificare che f & invertibile su

[0, —10)

—10 < =1 = In(1/e) < In(1/2), quindi feé strettamente cres-
cente su [—oo, —10) ed & invertibile.

Step6
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rsa di f

g y=f(x) <= |y=arctan(In(e® —e™* +11)
T, 2X 1) . 2X . 1 tan(y
N pu g \C (= J.} T 1L y C C L —
1— /1 } 4( =7 t:f n( \) /J_— \/)__4aldll\y \
ef = \ < x=In )
2 2 )
sserviamo che f & pill in generale invertibile su
—o0,1In(1/2)).
Inoltre f & invertibile su [In(1/2), In(14%2)) e la sua inversa &
1/5—getan(y)
= T ( LS




Verificare, usando la definizione di Sia € > 0si ha

) —

oQ

—~
<
~—
[
|

1z
1111

IA

>
—_

i consideri una funzione f: R\ {1,2} — R tale che

0)=-3

im, 1- r(?() = -3

.mv—>1+ f(x) ::E

‘mv—ﬂ— f(x) = “_3

im, o+ f(x) =3

im0 f(x) = 3

My oo f(X) = =

—

-

nzione in figura s

™ af .-
isegndlc 11 grallco dl d

E sempre vero che una funzione soddis- dista le condizioni da 1

cente le condizionida 1 a7 ma

& limitata? e non e ¢ limitata,

si annulla almeno una volta? e non si annulla mai
e crescente? ® non e crescente

& decrescente? * non e decrescente
e invertibile? ®* non e invertibile

Od-




‘3 -4 Un punto si muove lungo 'asse

L . Se x e l'ascissa del punto
x con velocita costante uguale a v metrial | | - ]
ol b in metri e t € il tempo in
secondo, partendo dall’origine..
‘ i

secondi allora
Disegnare il grafico|dello spazio percorso in
funzione del tempoit. x.=lot

La temperatura lungo 'asse x aumenta lin-

earmente di g gradi per metro partendo da pe|T & la temperatura in

0 gradi nell’origitie gradi e x e I'ascissa del

Disegnare il grafico della temperatura del

punto in metri allora

punto in funzione del tempo.

T=gx
-5 Calcolare x2 g 11 1
2 3241 = 3
lim S X G R R
x—+o0 3x2 41
6 Calcolare al variare di x Sia ¢(x) = E(arctan(x))
y
xlg&lo E(arctan{x)) B T
tan{— ( []\;' .

~se xg < — tan(1), limy sy ¢(x) = =2

~se xg = — tan(1), limx—>x0_ P(x) = -2 lim)Hxar p(x) = -1
~se —tan(1) < xp < 0, limy—y, p(x) = —1
sse xg = 0,lim, — ¢(x) = —1 limx_mg p(x) =0

sse 0 < xg < tan(1), limy iy, p(x) =0
~sexg = tan(1); limxﬁxa Ppx)y="0 limxﬁxg p(x)y="1
~se xp > tan(1), lim, .y, ¢(x) =1

Step6
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erificare mediante la definizione di

che
hlll ol l(./ /I?) — }
x—0
alcolar ULLIEL’%—IZ%—— a—h){( 2"i— b+b2)y a—p—= a>=b e
JAN ) 2+1b-|-b2P
V24—«
lim
x—2 x—2 3/5 3/ 4 5 4
V& VT — A [ L'_\“.t__.k}
x—2 x—2)(V4+ /24 —x)+ /(4 —x)?
x—2
(x =2) (V44 3/2(4 = x) + /(4 —x)2
1

2
<z
=




Q.
Q

o 1 e Cole
old dy 1da gudntita Aeriritg

[@s]

=

ay+1 = K+a,, n>0

—

a, = nkK inoltre per n > 0 se a,

a1 =K

LN |

i consideri la sucessione

71’1
Ap = -1—!
Dimostrare che u, & crescente. Ape1 | (n+1)"1 gl [N
= — 1+ 1
ay n+1)! " \ )
.2 Dimostrare che a4 0. =1 per cuia 1
< pimostrare cne t1 t0 T it £/ 1

an+1

N
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Si consideri la successione a;, ciascun termine della quale, dal secondo in
poi, € la differenza tra il termine che lo precede e quello che lo segue.

-1l Scrivere una relazione di ricorrenza che 4, =a, 1 —a,y1 cioé a,,1 = d,_1 — an
caratterizzi la successione .

-2 Verificare che l'insieme delle successioni Se 4,11 = a,_1 — ay e b, 41 = b,_1 — by, posto ¢, = aa, + Pb,
che soddisfano la relazione di ricorrenza immediato verifiare che ¢;, 11 = ¢,—1 — ¢y
assegnata € uno spazio vettoriale.

i . . | . |
3 Determinare A inmodo che an = A" Dave essere A1 — A" 1 A" dacuid® =1 - Aed — 1?/5
soddisfi la regola di ricorrenza trovata.

) . T " »
4 Petermmare tu.tte le s:.uc.cesswm che Deve essere &, = <_1J2r\/§) B (_1?@)

soddisfano la relazione di ricorrenza

trovata.

-5 Determinare una base per lo spazio Una base per lo spazio delle successioni che soddisfano la

delle successioni che soddisfano la regola di regola di ricorrenza assegnata e costituita dalle successioni
. n n
ricorrenza assegnata. 4, = (A1;ﬁ> eb, = (~1£\/§)

Stepg
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-1 Disegnare il grafico della derivata prima Y,
di una funzione di ¢lasse C' il grafico della Ve
cui derivata seconda ¢ il seguente 3
y
3 e PN yd \\
S E AN / /| .
s P raN z
\ -4 -B -p 2 4 \
N
NI SN RN 1 1

Step1o

Chiamiamo ¢ la funzione di cui il grafico € dato

Sia g tale che
g=¢
ed f tale che
fi=g
per cui
fl=g =9
Ci interessa disegnare il graficodi g = f’ che si ottiene sem-

plicemente tenendo conta che

® g cresce negli intervalli in cui ¢ e positiva e decresce negli
intervalli in cui ¢ ¢ negativa, .

e ¢ & convessa negli intervalli in cui ¢ cresce ed € concava
negli intervalli in cui ¢ decresce.,

o—g-¢lineare-negli-intervalli-in-cui-¢-¢costante:

Ad esempio, nell’intervallo (—4, —2) ¢ & negativa fino a
—3 e positiva tra =3 e =2 per cui g ¢ decrescente fino =3 e
crescente tra —3 e 4.

Inoltre, nell’intervallo (—4, —2) ¢ & decrescente per cui g &
concava..

Poiche (g + cost.)! = ¢ anche i grafici tracciati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.
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-2 Disegnare il grafico di una funzione
di classe C! il grafico della cui derivata

seconda ¢ il seguente

Q
<3

N

Il grafico di f si ottiene da quello di f’ us-
ando i criteri prima enunciati.

Osserviamo che f’ & determinata a meno di

una costante ( nel primo grafico sono ripor-
tati in nero, rosso, blu, possibili grafici di

f') ed f si comportera’ conseguentemente.

(grafico nero rosso blu nel secondo grafico).
Inoltre poiche (f +cost.) = f! = ¢ = ¢
anche i grafici tratteggiati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.

4
3 ‘/’—
e BN / \\
1 \// \\
i/ )
2 4 N
4
=1
)
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y’lﬁ
T
ahmmEy
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T *
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g e
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3 *, 'y
. . A
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Step1o
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-3 Disegnare il grafico della funzione di
classe C! che passa per il punto (1,1) con
pendenza 0. il grafico della cui derivata

seconda ¢ il seguente
v

Q
o)

]

N

<z

Y

I
do

h
e

[
iy

sy

Step1o

—
N

LT
N
e

/

N
P

»

o

4
=T

Y

Si procede come prima tenendo di pitt in conto che deve essere

f()y=g(1)=0ed f(1)=1

f/(1) = g(1) = 0'identifica il grafico di f' = ¢ univocamente
f(1) =1 identifica univocamente anche il grafico di f.
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-4 Disegnare il grafico della funzione di
classe C! la cui retta tangente nell’origine &
la bisettrice primo terzo quadrante il grafico

della cui derivata seconda e il seguente
v

Qo

Q
o)

]

N

e

h
N

[
iy

Step1o

. / \\
/ \\\
/ N \\
N

/
o~
\\

—
"4
N

\\\/}
A y.
TN
N A+

N

In questo caso bisogna solo imporre che

f(0)=35(0)=1

in quanto la retta tangente al grafico di f in 0 ha coefficiente
angolare f'(0) che deve essere uguale ad 1 che ¢ il coefficiente
angolare della bisettrice I|— I1] quadrante,

poiche (f + cost.)’ = f" anche i grafici tratteggiati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.
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5 nrq(;—ry/ *1'11(%(1 —x)) 7
lulcos(—x e T S E(1_|_ X) =7
x—1 1 — /_ v 2 \
y—I|r11l
-8 Cx 41 Si ricavano facilmente dal grafico di T
yl_lxnn l X € R x—|x1) ] e a T
Y X coliuitua |RIAN \
N S T T T 1
T ( 2
7 —
lim (E .)L] + (.}L _ [ ])Z\ =IO +(x = Erx'l\z _ l (.X 7) se x € [7
7 / T T e (v 62 se xell67
Elx]+ (x = [3(])F\—"'
x—7+ )
lim (E[x] + (x — E[x])") =5
x—7" 7
-8 Scxn—%—i—Au/L., n = '—%‘i—LI/L
ximu sin(x) 1 ]
(, sin(x,) = Hoo ,  yysin(y,) — —o
1 limite non esiste.
9 X il = ] -1
lim 2 = " ta
A e x + vV x%tanx 1+ +xtanx
* XT VX nx
10O 1 2 102
T [x8 + |27 —1|+1] " ! & definita ovunque e continu
s o 11422 —|x|2 uindi
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£
1Z10N€ dacerinita da

[1—f x2 <0
fo) =4 ,
|tzx + bx <x<
\1 >1
L eterminare, se possibile, a, b in o Siha
() 1
lim f(x) lim 5
So0-7 0 v—0- 1+ x
P 1 2 1 4 /N
Im f(x)= lim ax*+bx+1=1=f(0
v__\fH] ) PNk, Ik )
Pertanto f ¢ continua in X = 0 per ogni 2 € R
1N "]f\ FC!F'\T\11‘\191T\‘V— ]f T g\‘ﬂ,‘
dll.illkh\ bid LUllll.LlLl il J—].,P(i&. le
lim f(x) = lim ax*> +bx+1=a+b+1=f(0
— —
I Iim f(x)= lim 1=1
—0t —0t
| S deve essere
a+b+1=1 ovvero b= —a
-3 Determinare, se possibile, a4, b in modo
che f sia deriv: in 0 f(x) = £(0) 1+1x» -1 ] —x2
lim = lim = lim — on
[- x—0 X x—=0 X x—=0— X(1 7+ x°)
[annsnnnmEnann Fx) - £(0) u2+h_+}_1
lim = lim = lim (ax+b) =
—0t X x—07F X x—0
ertanto affinche f sia derivabile in x = 0 deve essere
K b=0
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St

, 1 (1+x)*—a 2 (g—2)x+
x):—— = A / - A
f (Tt N2 (Tt ) e | 2
T ) =
[ - = Zz N VAR
v2 (q Vv -1 —m c o a ‘-) T \/(2 2 L (ﬂ 2 a 4a
¥—(a—-2)x+1=0, se x 3
Se a € (0,4) non ci sono radici realie f'(x) > 0Vx € R
Se a = 0,4 c’é una soluzione doppia x = 0, 1, rispettivamente.
Se a < 0 oppure a > 4 ci sono due radici reali e distinte .
Inolire
(a-2)+£+/(a—2)2—4 a—2
7o | | =5 (1% = )
aa . 4 V (@ — )L—Ai/
€ea ess (0}
/ 2 L | |
V(@—=2)>—4 (a—2)2=a—2|
da cui
a—2
1
2V (a— )2—4
si ha che
(a—2)++/(a—2)2—-4
2
ha sempre il segno sia —2
d ((a-2)+/(a—2)2—4 a—2
- | | =51+ — |
uu - 4 \/ a — )I-—A*/
ha sempre il segno di (2 — 2) Il grafico di a2)%y(a-2) _4,7]
variare di g e’ 1l ceot11ient
vdll IC‘ULM 15! 5.{(5 L ‘
L /
. "l
/
i (a=D)vVd>—4a /
[ 1
L { ViZ 3
. = —
L 1
I /
i V.
" /
/
- /
en11l 5| L/
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Il grafico di f al variare dia € IR é rappresentato nelle figure

seguenti
a<0 O<a<4
: : | / \ £
T, -
a>4 a=+4
L in 1i . —
ea=0, flz)=In(]z|)
‘\\\\\\ ”/’———“
‘\\ //
N e
AN
| \/
Step1 1.5 W




61

@
)
D
<
(@)
o
@)
o O
< g
= p
&= G
w2 )
..rc o} s
o D
D N
9 N o} m |
= D
RS S
N ) /AN ~
< — = = V
5 T © g H
K = —
— 8 oo
2 50 [
o 5 =
0 N -
= n.# N
2 g =
o= -
ko] O «
o <
)
£ = £
g
= w D
o
.8
N
>
o)
(%)
.-
ko) &
o 3 U
O | ~
—~ -
m -
— “~ \/
L )
< Mb ke
.- D .-
2 Lol
=
o 3 L
v o B LN
~ I
—_— —
~ 3 2 1
Ao} [ )
el
wn




St

.II 6-'
Studiare, al variare dia € R
f(x) = arctan(x) + i
22
-1 Disegnare il ,ra‘Fico i falvariaredia €
]I'R\ L : m Ji‘l
f & definita su R e si ha
/
Iim =+—
Xt
ep11_6
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Se @1 5 sono le radic
amo che

idif/(x) =0, (per|a] >

1), e se supponi-

tenendo conto che

otteniamo che
f(

Il grafico di g(x) =

ap = ap

(T+ ﬁ%,z) =2a,

a1,) = arctan(ay o) + !
12) = 12) o

N

e faci;mente osser-

vando che
liz

X—r

g'(x)

arctan(x) 4+ % si ottie

m :iE , lim =+

oo x—0F

1 1 x? ]

142 2x2 T 2x2(1

per cui g e crescente se |x| > 1 e decrescente

1

00

1

C22)
se |x| < 1; inoltre

1

1

1
g(l)—z—%»>0 y g(—l)——z—§<0

e quindi i; grafico d

2

i ¢ eil seguente

arctanlaio) 1Dl L4)
iy Ny / T J_/ \LJ l /
. < 5,,“ \
e 2
ML 1/ 2 el
..................... w4 1/2
....................... it/

]
RN
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Ne segue
f(ﬁl,q\sﬂ {71,050 IJSO
ed i grafico di f, al variare di a, & il seguente
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Step12

4 Disegnare il grafico di f precisando
crescenza, decrescenza, convessita e com-
portamento della retta tangente agli estremi
del campo di definizione

Si ha anche

11 1 1

In figura & riportato in nero il grafico dif”, in blu il grafico di
f */ ed in rosso il frafico di f”
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ol CONSIAETL 1a Taimigilia dl Tunzioni

m
=
A~

kx* +xInx k

=
~—
|

K

11 (

x) = 2kx

=
~—
~

ifi(

=~

—~
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¢
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~
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-2 Disegnare il grafico di fl’/2(x) e di Perk >0 (k= %)

fi1/4(x)
3 Dise il"grafico di di im fl(x) == i "x) =
gnare il grafico di fy,,(x) e di XIEEL fi(x) o ngwfk(x) +oo
fo1/a(x)
i\\ / Y (x) =2kx+1/x>0 Vx>0
3 \/7 ed f/ & sempre crescente.
// dEEEEEE Jim fi(x) =0
A :i{ : nA in quanto In(x) & infinito in 07 di ordine inferiore ad ogni
o potenza reale del suo argomento.
4 RiWCESS
3 Per il teorema degli zeri esiste un punto x; tale che f,i(xk) =0,
! <0 x<x
, inoltre f/(x) ¢ per cui fi & decrescente per x < xj
........... >0 x>
1 . S K\\ e crescente per x > Xj.
>‘ T~ TN Per k <0 (k:—}I)
k=i o R \“
AL . / . - A ! —
i fi(x) 5 —oo - lim Ify (2) = +oo
1 - = <1 _
N fk(x)—ka+l/x20<:>x;ﬁ—xk
Quindi f; & crescente in (0, —1/2k) e decrescente su
(71 /2k, +oo)
S5i ha
fll) = 2k (- 1) 11 =In(= L) 2 in()
k 2k 2k 2k
Sek = =1, xp =2,eln(x;) > 0. . Pittin generale In(x;) > 0. se
k> -1
=72

In tal caso esistono due punti yi e zj tali che f/(yi) = fi(xx) =
0 con yx < xp < zj ed fi @ crescente in (v, zx) e decrescente al-
trove::

Se invece k < —1.sihaln(x;) < 0. f{(xx) = In(x;) < Oed fi &
sempre decrescente

Step13



‘4 Disegnare il grafico di f}(x) I grafici si ottengono utilizzando come per i due casi prima

‘5 Disegnare il grafico di fk(x) esaminati.
1]
3
) | e B e p e I
........... 1 \ R -
) 'l“ 2 3] 4 5] 8 7 9|
T B T T 3 kL o+ fylz)-Iniz)
k mar fo(r)_ In(z) At
1 ’/ N T ——
- 5 \\
:
5
’ 4]
4]
3]
B D R Y (8 T S A O A A R e PP T
AN T T [ ek
T T
_________ 1]
1 =
\." O T
T Q . 7 T T T T 9 K
< k=108 mur fo)= In(d) B H
A RG— ;
A A 2
\ 73 \
? \ !
=

B 4
4 3 /’—'_’-
/ ------
/ B // __________
---------- 1 -
POTTS O o
\ 0] 2| 3] T B T | 5
ek we folw)_ In(z)
— Pl
i U
= folz)- In(a) R = f{
E)
3
el
-3
e
G
——
1
ﬁ \ / /
3 /
4 /
D O B A R NPT e B
K A S e O A I A /I A ISR T
E B AT T Lot
- [ VK] 7 T T B T T
1 F =ut o) Inga)
Bl'H ¢
[y ] B T T T ? HE Y
=+ folle)=ln(q) ¥ e
]
E
2
]
-3
4

Step13
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-1 Sia f una funzione derivabile infinite volte su R tale che

f'(x) = sin(f(x)) 10) =3
Si puo’ dimostrare ¢he f esiste & unica ed & definita da f(x) = 2 arctan{e")

2 Derivare entrambi i membri della (1) e
ricavare f” in funzione di f ed f' ed f" in

funzione di f f“ed f" FH ey ==sin(f{x ) (f (x))*+costF(x))f"(x)
-3 Calcolare £(0), f'(0), f(0), f(0) e _T

b il oohhomib i 1 I £(0)
scrivere il polinomio di Taylor P, ed il poli- 2

nomio di Taylor P; di f centrato in 0 di £1(0) = sin(f(0)) = sin(z) -1
grado 2 e 3, rispettivamente. 2

£(0) = cos(f(0))f'(0) = cos(7) = 0
£7(0) = = sin( £ F(0)) % cos(£O)£0) =
—sin(f(0)) = —sin(g) — 1

4 Disegnare il grafico di P, e di P; per

LT \ T

1 |
| I \
— fi | e

-3 -2 0 1 2 3
I = QIarct' n(e”))
ullf) 4 3 /9
I

z+2%/3

N e
n
]
< —
3
+ 4
E
&
q
-

Step13
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-14-

Si consideri la funzione

e la partizione
P, — {ﬁ k= 0..n}

-1 Calcolare le somme superiori U(f, Py)  sia X = ¥ percui Py ={x¢ @ k=0.n}esial =[x Xp1
di f rispetto alla partizione P, si ha
1
) Z My =sup{f(x) : x € Lt} =max{f(x) : x € [}} = —
A4 o oot s ,/ Xk—1
% 6/ég§ m = inf{f(x) : x €} = min{f(x) : xEIk}:m
04 -
1/ /f //{é/ A = Xjp1 = X
n—1 n—1
CHf Py =) M=) fxp) (e ="%)
k=0 k=0
n—1 n—1
1 k1 k 1
= 'K(x n —xn):Z(xn—l)
k=0 Xn k=0
e
n—1 n—1
L(f, Pp) =Y mpede =Y f (1) (X1 —{ %)
k=0 k=0
n—1 n—1
1 ki1 k _1
== w(xn—xn):Z(l—x n)
k=0 X 7 k=0
Si consideri la partizione
Qu={x : k=o0p"}
-2 Dimostrare che U(f, Qu) ¢ una estratta Q, = P e, poiche 2" ¢ strettamente crescente, Q,, € una es-
decrescente di U(f, P,) tratta di P,

Step14
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1T(£ P\

)

(x
\

11"‘.

> Ir

Inx

In(x) — In(x)

1) = n (enn® _1)

1
n—

In(x)

\

l_! lnx)

1T(£ 0O 3
j\L)l_:l uu_/,g,}—uluul)

n(x
\

In(x)

1

1

ﬁnx)

[x[/\ 1 1

1

eﬁhl X))

~

1
1—xn)=n(l—e "

)

[ | f(t)dt

-1

J1

1

xn —1

—
1=

)A
k=

£ M\

L(f,

(
(X

T

13
en

]]i[l 1

LT, Fn)

ucf,pr,) ¥y

T/(£ P
“\Jrtn) =

1T

Jb)at =

/-x

alcolare

-3
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-l Sia Si ha che
1 k R
Sn — Z t S() = ]1
k=0 11—t
Verificare che Inoltre, se
1 ti’H—l
1—¢ntl -
Sp = ———
L=t si ha
1— tn+1 1— tn+1 + thrl _ tn+2 1— tn+1
S =5 tn+l = tﬂ-l—l —
L (= Pt T 1-F 1—¢
e si pud concludere usando il proncipio di induzione.
*2 Verificare che E sufficiente sotituire t = ¢" nell'uguaglianza precedente.
i e 1 — e(nt1)t
1—et
k=0
Sia f(t) = ¢! e sia P} la partizione dell’intervallo [0, x] ottenuta suddivi-
dendolo in 7 parti uguali.
-3—Caleolare le somme- superiori-Uy-di-f——Sia-tp=kper-eui Py={tp——Fk=0n}esiafy =t tryysi

sull’intervallo [0, x| relativamente alla par-

7
/f/A *
7 et
2
o
0 .
000

tizione Pj;

Step14

ha

My =sup{f(t) : t € ,} = max{f(t) : t € [} = e+

mp =inf{f(t) : t € L} = min{f(t) : x € [} = '

X
k k+1 k )

n—1 n—1
U(f, Py) = Z My = Z f(tk+1)(tk+1 = tk)
k=0 k=0
H—
B INCTEVE RN 9% Ll
=0 n n 1—en

X
i
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X
flx)= | ———dt
Jo B+1
[ M4abilire per aiiali valori 41 v — R F£oTa fiinzione
12 JLaAaviiilc lJ 5 8 ﬁlu 11 vadlull Ul A < A J < [CUNQCIR VALY LW ]
definita. ()= 3
definitaecon inua perx # —1, pertanto f >-definitaper
i valori di x periquali [1,x] C = (=00, -1) U (-1, +
quindi f & definita in [—1+ o).
-2 Studiare crescenza e decrescenza di si Ha .
. . 1
e tracciare un grafico che tenga conto delle "(x) = ¢(x) = >0 sex € [—1 + a0)
(o] J 7 S\ x3 + 1 L
ill’li\.aLiUl li. Jtt willl ,ltt.
. D =Y - - —1
3 l‘rec1sar, il co IT]{)O['.taE[n‘(,ntO di f agli es ke L [ it
tremi del campo di definizione, calcolando y——1+ o B+1
eventuali asintoti oo
I [ - lim = —dt
L —y(t) = P
I —f(z):?ﬁﬂ# X—r+00 JO 341
sse 1 \bi in ali i ii i io.
| : r ssendo entrambi gli integrali intesi in senso improprio
L oiche
2 1 X |
[ N 1 -+ 3 = o0
| Y=~ 1209 X —1+ x° 4+ 1
L - T 1-' ___________________ 1: 1 3 1 o) 1
| conordine 1 (x? +1 = (x+1)(x* —x+ 1)) avremo
| 1 | . : 1
L * ! : : ! ’ o i = f(x) = / dt = +
I x——1+ o t+1
L ok
r 1 entre essendo
L 1 ) 1 X
I | Am = PR
| |
s con ordine 2, avremo
| | r400 t
L ! - lim = f(x) = [ ——dteR
X— 400 Jo 41
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Si consideri

x> x <
iy — J(x—1)2 -1 0 .
TW=197Y /
x—z x> 2
‘1 Disegnare il grafico di f. (2x x
-2 Disegnare il grafico di f’ o) B(x 0
J \7/
F = +3 xp2
L 13 1 ( \
> st ) )7
L —=0="
r ' lim f7( 2
L — r—01

grafici sono elementari.
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4 Trovare tutte le primitive di f
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Una primitiva G di f su (—o0,0) U (0,2) U (2, +o0) &

3

b

— x<0
3

Gx) = 4 (x=1)?*
(x) = 2 0<x<?2

—1 x> 2

x

f non ammette primitive su intervalli che contengano 0 oppure
2 in quanto

lim f(x) =0# =2= lim f(x)

x—0~ x—0F

lim f(x)zO#—%: lim f(x)

x—27 x—2+
Tutte le primitive si possono trovare ricordando che due prim-
itive di una funzione differiscono per costante su un intervallo
contenuti nel suo campo di definizione ed osservando che il
campo di definizione di f & unione di tre intervalli,

D(f) = (=00,0) U (0,2) U (2, +00)

Pertanto, data una primitiva, se ne puo ottenere un’altra sem-
plicemente aggiungendo una costante su uno dei tra intervalli
cui unione & D(f).

Tutte le primitive di f sono date da

3
%—i—cl x <0
ERERY
Glx)=¢ =1 41) +o 0<x<?2 €123 E€R
——+c3 x>2
X

€ possibile trovare una primitiva Godi f su D(f) = (—00,0) U
(0,2) U (2, +00) che sia definita e continua du R semplicemente
scegllendo

1 1 1 1 1 1
czz—z—i—cl € 3=+ F o =Fs =510

2 4 2 4 4

3

xl+cl x <0

3 4

Go(x): @"’Cl—% 0O<x<?2 Cl/CZ/C3€R

1 1

—=+c+3 x>2
X 2

Si pud osservare che, poiche
1
F(x) = Go(x) = Go(1) = Go(x) + 7~

, perc; = %si ha
F(x) = Go(x)

e che F; & una funzione continua su IR che € primitiva di f su
D(f) = (—00,0) U(0,2) U (2,+00).
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-6 [F essin(2s)d [ s [
Jo 7 | € sin(2s)as = e’sin(2s) — [ 2e7cos(2s) =
= ¢°sin(2s) — (2¢° cos(2s) + / 46° sin(2s))ds =
S(cirn(Nec) D o AR | S citn(Nea)
— € |5 l\A-D) LLDLD}} t/tbll\‘-b)db
[l sl . limly LS\ 175\
| € sin(2s)ds = ¢*(sin(2s) — 2 cos(2s)
[iinad P A P NP im 1 o o 2
SII\ &5 )UdS — 1T —€ SII| 4 — £ CO5\ £4A - =
A Jas=_pmr e ) (2x))
Se x, =nmey, =mn/4+nmn
1 1
im =e, (sin(2x,) —2cos(2x,)) = lim =" (sin(2n7w) — 2 cos(2nm)) =
n 5 \ J )7 n 5 \ \ )7
o)
=lim—Z"" = —0
n
1y N 1 5 5 p
uﬂ'lgcn ST l( -}/n) = 2 Cos( yn)) = umgcw _wm\b 17T/ 2 2Nn7T) — Z2COS(7T/ —I—Znn’)) =
n n
1
= lim —¢™/*T"7 = 100
n 5
Pertanto
r=+o00 1
/ e’ sin(2s)ds = lim =e*(sin(2x) — 2cos(2x)) + =
0 X—+00 D o
10N esiste
1 4 r+ 1
S. [) O affermare, senza calco 1, CINE J € Sl l\z.b) s - RIIUII

converge osservando che lims « €° sin(2s)ds # 0
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-2 Stabilire dove f e derivabile e calcolarne f ¢ deriivabile nel suo campo di definizione. Infatti

la derivata.

Le prime due disuguaglianze sono
conseguenza del fatto che e~ ed 1/t
sono funzioni decrescenti, mentra la
terza segue ancora dalla decrescenza
di1/4/t—1perx | > 1) mentre per
x < 1 diventa

V-2 <Va2+1/x—1
ed elevando al quadrato

1—x2<x2+1/x—1

da cui
222 41/x-2>0
cioe
p(x) =2x>4+1-2x >0
ma

¢'(x) =5x* — 2

si annulla in +1/v3, ¢ am-
mette minimo assoluto su (0,1) in

x=1//3e
1 1 1
"’(1/‘/5):2%_%“:%:
:3\/33_—4>0

b(x) c b(x)
(%) :/ﬂ(x) g(t)dt:/u(x)g(t)dt—l—/c S(hdr =

(x) a(x)
[ s [ (0 = P~ Halx)
avendo definito

Flo) = [ st

Pertanto, usando il teorema fomdamentale del calcolo e il
teorema-di derivazione delle funzioni-composte si-ricava:

F'(x) = f(B(x))b'(x) — fla(x))a'(x)

Cioe, se x >0

e—(x2+l/x)2 efx‘1
F'(x) = (2x—=1/x*) = +—— " 2x
(2 4+1/x)y/[x2+1/x — 1] x2\/]|x2 — 1|
Possiamo verificare che F/(x) > 0 (se x > 0),.
si ha, (si veda a lato),
N
1 L 1
(x2+1/x)  x2
1 1
<
Va1 e
Quindi (sempre per-x->0)
e
Fl(x) = ———————(2x—1/x*> —2x) < 0

(2)v/ 2 -1

ed F ¢ decrescente per x > ). Essendo pari & crescente per x < 0

Step1s
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3 Calcolare lim,_,o F(x rtlinfty
.4 Calcolare im F(x lim F(x) - | g(t)dt
< “dadilvidadl L 1ll[—)+o1 r\A x—0 O
> Calcolare limy——o F(X ¢ infinita di ordine 1 per t|— 0 per cui l'integrale improprio &
= divergente a +co per x — 0
[ rx2+1/x 1
) lim F(x) = lLim | o(t)dt + [ g(t)dt | =
X—+00 X— 400 \ 1 Jx2
1t 100 rl r+ [+00
(t)dt+ [ g(t)dt = (tdt— [ g(t)dt =
1 J4o0 J1 J1
A l ‘ ' In quanto g € infinitesima di ordine superiore ad ogni potenz
af eale e l+°°cr(f dt € R
A CIIno Clll\.h },Ut tL 0o5CI vdliT CLICTIL t cL 11 tU 1T CIIL dIeﬂa
media esiste ¢ € (x2,x% + 1/x) tale che
F(x) = e (xr-rl—xz il o
c/le — 1] X ‘c4/«;2_1lx
| | \% |
A fianco il grafico di f e di ¢
Osserviamo che
e—x
lim F'(x) = li 2x=1/x"=2x) =
x—1 —1 (72 v !‘YZ—1!

epi1s5




Si consideri I'equazione differenziale

v (x) = 4lx|4/y(x)
"7/ I v JNT
I Determinare, al variare di (xo,0), se =~ Sia f(x) = 2|x[eg(y) = 2,/y.Possiamo scrivere I"equazione
esiste soluzione del problema di Cauchy nella forma
ottenuto associando all’equazione data 1 v (x) = f(x)g(y(x))
condizione y(xp) = Yo - -
T ed o; problema di Cauchy ad essa associato come
yl(x) = flx)o(y(x)
\"/ JINTTTO 7
y(xq) = Yo

Poiche f & continua su (-0, +00) e g & continua su [0, +0) il

r bt 1a di Cauchy ammette almeno una soluzione locale per
U

soluzione & unica

M
(1

=
+

~—
—
ja%)

Itre, poiche g(yo(# 0se [yq

per ogni xg € (—o0,+00) e [y € (0, +0)

Allo stesso risultato si perviene osservando che f & continua su
1 0 +00)

|
+
D
oQ
)
=
o)
S
5
(]
o]
i}
5%}
>
o]
:
—
z
N
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by
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-2 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione Poiche xp = 1 > 0 possiamo supporre che localmente si f(x) =
0, precisando il loro campo

tali che y(1)

di definizione e disegnandone il grafico.

Yo = 0 pettanto esiste tina soltzione ma none assicurata
I"unicita.
Osserviamo che y(x) = 0 & soluzione costante del problema di
Cauchy.

Sey(x) # 0 localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
tenere

y'(x)
2./y(x)

ed integrando su [1, x]

AAG /
dt = 2tdt
/1 24/y(t) 1
e, sostituendo nel primo integrale s = y(t), da cui ds = Y'(t)dt,
=y(1) =0,

si ottiene, tenuto conto che per t =1 y(t)

/OW) zi\/gds = /f pInl

y(x) =2 -1

Ne viene

Occorre tenere presente che affinché 1'uguaglianza ssia possibile
deve essere x> —1 > 0 e quindi |x| > 1. Sotto questa condizione
si ha

y(x) = (x*~ 1)

Poiché la soluzione di un/problema di Cauchy deve essere
definita in un intervallo possiamo dire che

y(x) = (x* =1)%, per x>1

Per x < —1my(x) = (x* — 1)? & soluzione dell’equazione dif-
ferenziale ma non del problema di Cauchy..

La soluzione pud essere prolungata su tutto (—co, +00) de-
finendo

Step16
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-3 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione Poiche xp = —1 < 0 possiamo supporre che localmente si

tali che y(—1) = 0, precisando il loro campo f(x) = —x

di definizione e disegnandone il grafico.

Step16

o = 0 pertanto esiste tna soluzione ma none assicurata
l"unicita.

y(x) = 0 & soluzione costante del problema di Cauchy.

Se y(x) # 0localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
tenere

y'(x)
2,/y(x)

ed integrando su {1, x]

oyl
/1 2\/y(1t)dt*/l 2tdt

e, sostituendo nel primo integrale s = y(t), da cui ds = Y’ (t)dt,

si ottiene, tenuto conto che per t =1 y(t) = y(1) =0,
y(x) |1 x
L g5 / —2tdt
/0 24/s 1

Ne viene
y(x) = x> +1

Occorre tenere presente che affinché 1'uguaglianza sia possibile
deve essere 1 —x2 >0 e quindi |x| < 1. Sotto questa condizione
si ha

y(x) = (x*—1)?
Poiche la soluzione di un problema di Cauchy deve essere
definita in un intervallo possiamo dire che

y(x) = (x> =12, per 1<x<0

Per x < —1my(x) = (x* — 1)? & soluzione dell’equazione dif-
ferenziale ma non del problema di Cauchy..
La soluzione puo essere prolungata su tutto (—co,0) definendo

) (x2=1)2 —-1<x<0

X) =

! 0 x<—1

Per x > 0 Possiamo risolvere il problema di Cauchy relativo al
dato iniziale y(0) = 1 ottenendo

y(x) = (2 +1)?

e possiamo ancora prolungare la soluzione a tutto (—oco, +0)
mediante la

(¥ +1)2 x>1
y(x) =3 (x»-1)2 —-1<x<0
0 x <=1

98
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-4 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione y(x) = 0 & soluzione costante del problema di Cauchy.
= 0, precisando il loro campo Se y(x) # 0 localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
di definizione e disegnandone il grafico.

tali che y(0)

Step16

tenere

vix)
e R,

ed integrando su [0, x]
*y(t) /"
———dt = 2|t|dt
/0 2/y(t) 0 g

e, sostituendo nel primo integrale s = y(#), da cui ds = Y'(¥)dt,

si ottiene, tenuto conto che per t =1 y(t) = y(1) =0,

y(x)| 1 x
R :/ 21¢|dt
/0 Z\ﬁs 0 i

y(x) = x|x|

Occorre tenere presente che affinché 1'uguaglianza sia possibile

Ne viene

deve essere x|x| > 0 e quindi x > 0. Sotto questa condizione si
ha

La soluzione pud essere prolungata su tutto (—oco, +o0) de-
finendo
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-2 Determinare tutte le soluzioni
dell’'equazione completa

Step1y

Per ottenere tutte le soluzioni dell’equazione completa oc-
corre sommare alle soluzioni dell’equazione omogenea una
soluzione dell’'equazione completa.
Per x > 0 si puo cercare una soluzione dell’equazione completa
della forma

7(x) = x?(ax +b) = ax® + bx?

Derivando
7 (x) =3ax® +2bx | §"(x) =6ax+2b  §"l(x) =6a

e sostituendo
6a+6ax+2b=x

e 7/ € una soluzione dell’equazione completa se

1 1
=3 m b= —=
T 2
da cui
7(x) = %x3 - %xz

Per x < 0 si procede in maniera simile e si ottiene
6a + 6ax +2b = —x

e i/ & una soluzione dell’equazione completa se

1 1
=== i=1=
‘T 2
da cui 4 A
7(x) = —6x3 + ixz
citoxtcae ¥ +1ixd—1x2 x>0
s =y

di +dax +dze ™ — i3+ 1x% xi<0

sono tutte le possibili soluzioni dell’equazione definite su
(—00,0) U (9, +o0).

Per ottenere tutte le soluzioni definite su R occorre scegliere
le costanti in modo da renderle di classe C* anche nell’origine
quindi calcoliamo

otae+it—x x>0

_/
7(x) =
dz—dge*"—%x2+x x <0
T Hax=1 >0
y"(x)— C3€_ X
dze* —x+1 x<0
—ce T +1 x>0
7=

—dye ¥ -1 x<0

Affinche 7,7, 7.7 siano definite e continue nell’origine. oc-
corre che e la soluzione dell’equazione completa & occorre che

c1tez=di+ds Cp—c3=dy—ds , c3—1=d3—1
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Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

[x(t) = —x(t) —3y( )'Ff_

ep18
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Si consideri il problema di Cauchy

=

y(xo0) = v

——

-1 Studiare esistenza ed unicita della equazione si pu0 scrivere nella forma

soluzione
y' (%) = f(x)g(y(x))
dove
[ =g 8w = o
2-1  ° 21

f e g sono funzioni di classe C* (R \ {£1}) pertanto il problema

di Cauchy ammette una ed una sola soluzione se xp # +1

noltre le funzion
17y = +1
y(x) = =£1
sono soluzioni costanti e sono le sole soluzioni nel caso in cui
o —
0= =%
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-3 Disegnare il grafico di tuttle le soluzioni
al variare di xg, yo

Il grafico della soluzione del problema si puo ricav

F(y

lente a
y =

i punti (x,y(x)) che soddisfano 'uguaglianza

e, dal momento che F ¢ invertibile dove & definita,

,y0)) = F(x,x0)

F 1 (F(x,x0), y0)

are trovando

cio € equiva-

Dal grafico di F, possiam

mostrato nelle figure seguenti

o ricavare il grafico di y(2

() come

Step1g
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Nelle figure seguenti sono riportati i grafici delle soluzioni. Nel secondo
grafico sono stati scelti i dati iniziali in modo che le soluzioni definite sui tre
intervalli (—oo, —1), (+1,1), (1, 4+0) si ano prolungabili in x = £1.

Step1g
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eter
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Si consideri la funzione

f

-1 Determinare il can’\po di definizione di

oot

flx) =

me

F

sial

ik

xé€D=(~c0

deve contenere 1 inoltre deve essere x # 0 perche
no definiti.. Pertanto dalla figura si vede che deve ¢

,—1)U (0, +o0

)

funzione integranda ¢(t) = ﬁ non ¢ definita pert = Oe

rt 41

che lim; ,o¢ = 0, ¢ & prolungabie per continuita, e quindi

egrabile in 0 .

ntre lim;_, 11 ¢(t) = =oo diordine 1 (limy_, 41 ﬁ—ri% =1

r cui ¢ non e integrabile neppure in senso improprio. Ne
segue che, affinche f(x) sia definita, I'intervallo [1, % non

>li estremi
>ssere

-2 Calcolare f’ e studiare la crescenza di f.

Si ha

1—x

-3 Calcolare il limi

te di f a too.

0 VxeD

3

In(jx]) >0
x>0

Pertanto f e decrescente s

lim ]

x— 400

ul suo campo di definizio

(x) = /Ooqb(t)dt —0

ne D.

in quanto ¢ ¢ prolungabil

$(0

e per continuita in t = 0 1

) =lim¢(t) =0

t—0

>onendo

Step20
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.5 Calcolare il limite di f a 0t er il teorema della dia si ha, per 0 < x < 1)
_ 1 1 1 1
TV =\ r}n(!r! x T T2
ercio, tenendo conto che ¢ & decrescente in (1, +c0)
1—x £0 1—x 01)
x€(U,1
22In(1/x) =7\ = ¥2In(1/x) )
: 1 x—1
s S f(x) < vx € (0,1)
2x%In(x) x2In(x)
da cui
lim f(x) & lim —— = oo
x—0+ ~ x50+ 2x2In(x)
-6 Calcolare il limite di f per x — 1. cominciamo con il considerare il limite per x — | 1—; avremo

che [1/x,1/x%] C [1,+00) ; quindi, come nel punto precedente

x — 1 AN x—1
22In(x) — 7\ = ¥2In(x)

=

da cu

—_

<1
In(x) ™ x=1- flx) = xl—lgl— x2In(x

I
—_—
=
=
N\
=
3
I
—_

N —

Ne segt che se lim, ;1 [(. ) siste alora & compreso tra 1/2
ed 1. In
fermazi

ile possiamo concludere che la stessa atf-

e & vera anche da destra, ma in questo modo non

S 58 @
QO

‘/E
(e}
=
()
@
3

ossiamr ire nulla sulla effettiva esistenza del limite

1 1 t—1-In(¢)
YT mE -1 T -1
\ / \7/
v @ continua in (0,1) e prolungabile per continuitd int = 1%
nena
1
t—=1+ <
Pertanto
lim f() = tim [ im0 2 ] =
1+ —>1+/% In(t)  xo1+ \\ 1 t-1 1 /}
RERVARSE 1 1 1+x
lim (In( —1)-In(==1) |+ | w(t)dt = lim In( +0=1In(2)
1 S N X J1 x—1 X

ep20
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7 Disegnare il grafico di f
—_ L g
L In(t])
2
1.In(2))
2
-2
1
1
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