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Nelle figure sono rappresentati comuni dadi da gioco a forma di cubo.
Assumiamo che su ognuna delle 6 facce sia riportato un punteggio com-

preso tra 1 e 6
Stabilire quali delle seguenti affermazioni sono vere in base alle infor-

mazioni che si possono ricavare da quanto abbiamo assunto e dalle figure
sopra riportate.

(a)
Figura
1

(b)
Figura
2

(c)
Figura
3

Nella figura 1 è presente un dado nero Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul colore
delle altre facce

.1 .2 Nella figura 1 è presente un dado
numerato da 1 a 6

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul fatto che
ogni numero da 1 a 6 sia presente su una faccia. Potrebbero
esserci punteggi ripetuti.

.3 .4 Una delle facce del dado nella
figura 1 riporta il punteggio di 3

Proposizione vera

.5 Una delle facce del dado riportato nella
figura 1 riporta il punteggio di 5

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul fatto che
ogni numero da 1 a 6 sia presente su una faccia. Potrebbero
esserci punteggi ripetuti.

Step 1
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.6 Nella figura 2 sono presenti due dadi Proposizione vera

.7 Nella figura 2 sono presenti due dadi
con tutte le facce bianche

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul colore
delle facce nascoste

.8 Nella figura 2 sono presenti due dadi
con tutte le facce che riportano il punteggio
6 bianche

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

.9 Nella figura 3 sono presenti dadi con
tutte le facce nere o bianche

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

.10 Nella figura 3 sono presenti dadi che
hanno almeno 15 facce nere

Non si puo’ decidere: non si hanno informazioni sul colore e
sulla numerazione delle facce nascoste.

.11 I dadi nella figura 3 hanno facce nere 0

bianche
.12 I dadi nella figura 3 hanno facce nere e
bianche

Va precisato se intende che ci siano singole facce sia nere che
bianche o se che ci siano sia singole facce nere che singole
facce bianche In entrambi i casi non si puo’ decidere: : non si
hanno informazioni sul colore e sulla numerazione delle facce
nascoste.

Step 1
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.1 Supponiamo vera l’affermazione:
"Se usi il dentifricio X allora avrai denti
bianchi."
Stabilire quali delle seguenti affermazioni
sono vere

È una proposizione è del tipo D V B dove con D si indica la
proposizione "usi il dentifricio X" e con B si indica la propo-
sizione "avrai denti bianchi" . Osserviamo che che la propo-
sizione B è diversa dalla proposizione B′ "hai denti bianchi" e
che non ci sono relazioni di implicazione tra B e B′

.2 Avrai denti bianchi quindi usi il denti-
fricio X

Equivalente a B V D . Non decidibile: non segue
dall’affermazione assunta per vera.

.3 Hai denti bianchi quindi usi il denti-
fricio X

Equivalente a not B′ V D . Non decidibile: non si hanno infor-
mazioni su B′ .

.4 Non hai denti bianchi e (and )
( Hai denti bianchi quindi usi il dentifricio
X)

Equivalente a B′and (not B′ V D ). Poichè not B′ è falsa,
not B′ V D ‘e vera.

.5 Non hai denti bianchi quindi non usi
non usi il dentifricio X

Equivalente a not B′ V not D . Non decidibile: non si sa se B′ è
vera

.6 Non usi il entifricio X quindi non hai
denti bianchi

Equivalente a not D V not B′ . Non decidibile: non si sa se D è
vera.

.7 Non usi il dentifricio X quindi gli asini
volano

Equivalente a not D V not B′ . Non decidibile: non si sa se D è
vera.

Step 1
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.8 Non usi il dentifricio X quindi i tuoi
denti assumeranno una colorazione in-
definita

Equivalente a not D V not B′ . Non decidibile: non si sa se D è
vera.

Step 1
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Sia n un numero naturale e sia D(n) l’insieme dei numeri naturali divisi-
bili per n

Stabilire se le seguenti affermazioni sono vere o false e scriverne la
negazione

.1 Per ogni numero naturale n si ha
n ∈ D(m) per ogni m naturale

Equivalente a dire che: ogni numero naturale n è divisibile per
ogni numero naturale m. Falsa
La sua negazione è:
esistono n, m ∈N tali che n /∈ D(m)

.2 Per ogni numero naturale n si ha
n ∈ D(n) per ogni n naturale

Equivalente a dire che: ogni numero naturale n è divisibile per
se stesso . Vera
La sua negazione è:
Esiste un numero naturale n tale che n /∈ D(n)

.3 1 ∈ D(m) per ogni m naturale Equivalente a dire che: 1 è divisibile per ogni numero naturale
m. Falsa
La sua negazione è:
Esiste m ∈N tale che 1 /∈ D(m)

.4 n ∈ D(1) per ogni n naturale. Equivalente a dire che: ogni numero naturale n è divisibile per
1. Vera
La sua negazione è :
Esiste n ∈N tale che n /∈ D(1)

Step 1
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Trovare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni

.1 x2 − 5x + 6 = 0 0 = x2 − 5x + 6 = (x− 2)(x− 3), x = 2, x = 3

.2 x3 = 8 0 = x3 − 8 = (x− 2)(x2 + 2x + 4), x = 2, x = 1± ı
√

3

.3 x4 = 16 0 = x4 − 16 = (x2 − 4)(x2 + 4), x = ±2, x = ±2ı

.4 x3 + x2 + x + 1 = 0 0 = x3 + x2 + x + 1 = (x + 1)(x2 + 1), x = −1, x = ±ı

.5 (x2 − 1)(x3 + 27) = 0 0 = (x2 − 1)(x3 + 27) = (x + 1)(x − 1)(x − 3x + 9), x = ±1,
x = 3

2 ± ı 3
√

3
2

Step2
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Sia 
x = cos θ cos φ

y = sin θ cos φ

x = sin φ

con θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [−π/2, π/2]

.1 Calcolare x2 + y2 + z2 cos2 θ cos2 φ + cos2 θ sin2 φ + sin2 φ = cos2 φ + sin2 φ = 1

.2 Determinare per quali θ, φ si hax2 + y2 + z2 = 1

x2 + y2 − x = 0

cos2 θ cos2 φ + cos2 θ sin2 φ + cos θ cos φ = cos2 φ + cos θ cos φ =

cos φ(cos θ − cos φ) = 0. φ = ±π/2, θ = φ, θ = −φ

Step2
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Si dice che due numeri naturali hanno la stessa parità se sono entrambi
pari o entrambi dispari.

Consideriamo la seguente affermazione:
Comunque si scelgano n numeri naturali essi hanno la stessa parità
Dimostriamo che l’affermazioneè vera per induzione.;
-Per n = 1 l’affermazione vera infatti:
comunque si scelga 1 numero naturale esso ha la stessa parità .di se

stesso.
- Supponiamo l’affermazione vera per n e dimostriamola per n + 1
Supponiamo cioè che
comunque si scelgano n numeri naturali essi hanno la stessa parità
e verifichiamo che
comunque si scelgano n + 1 numeri naturali essi hanno la stessa parità .
Infatti se consideriamo i primi n degli n + 1 numeri scelti e gli ultimi

n degli n + 1 numeri scelti avremo due gruppi di n numeri ciascuno dei
quali‘e formato da numeri con stessa parità. ed inoltre i due gruppi hanno
elementi in comune per cui la parità nei due gruppi è la stessa e tutti gli
n + 1 numeri hanno la stessa parità.

.1 L’affermazione che abbiamo dimostrato
per induzione è chiaramente falsa per cui si
chiede la ragione per cui la dimostrazione è
sbagliata.

Indichiamo con Pn l’affermazione "Comunque si scelgano n
numeri naturali essi hanno la stessa parità" È stato dimostrato
che P1 è vera
È stato dimostrato che Pn =⇒ Pn+1 è vera ma solo per n ≥ 2 .
Infatti se n = 1 (n + 1) = 2) il gruppo dei primi n elementi
si riduce al solo primo elemento e il gruppo degli ultimi n ele-
menti si riduce al secondo elemento. I due gruppi non hanno
elementi in comune e l’argomentazione proposta non puo’
essere applicata

Step2
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.1 Determinare maggioranti, minoranti,
estremo superiore, estremo inferiore, mas-
simo, minimo dell’insieme

A =

{
3x + 1
2x + 3

: x >
1
2

}
Se x > 1

2 si ha 2x + 3 > 0 e quindi
m ∈ m(A) se e solo se

3x + 1
2x + 3

≥ m ∀x >
1
2
⇐⇒ x(3− 2m) ≥ 3m− 1 ∀x >

1
2

Per m = 3
2 dovrebbe essere 0 ≥ 7

2 , il che è falso, per cui m =
3
2 /∈ m(A) e inoltre se x ∈ [ 3

2 + ∞) allora x /∈ m(A)

Per m < 3
2 deve essere

x ≥ 3m− 1
3− 2m

∀x >
1
2
⇐⇒ 1

2
≥ 3m− 1

3− 2m
⇐⇒ m ≤ 5

8

Quindi

m(A) = (−∞,
5
8
], inf A =

5
8

min A non esiste in quanto 3x+1
2x+3 = 5

8 per x = 1
2 , (ma x > 1

2 )
M ∈ M(A) se e solo se

3x + 1
2x + 3

≤ M ∀x >
1
2
⇐⇒ x(3− 2M) ≤ 3M− 1 ∀x >

1
2

Per M = 3
2 dovrebbe essere 0 ≤ 7

2 , il che è vero, per cui M =
3
2 ∈ M(A) e [ 3

2 ,+∞) ⊂ M(A)

Per M < 3
2 dovrebbe essere

x ≤ 3M− 1
3− 2M

∀x >
1
2

il che è falso. Quindi

M(A) = [
3
2

,+∞), sup A =
3
2

,

max A non esiste in quanto 3x+1
2x+3 = 3

2 ⇐⇒ 6x + 2 = 6x +

9 ⇐⇒ 6 = 9 il che è falso.

Step3
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.2 Determinare maggioranti, minoranti, es-
tremo superiore, estremo inferiore, massimo
, minimo dell’insieme{

3x + 1
2x + 3

: x ∈N, x >
1
2

}
m ∈ m(B) se e solo se

3x + 1
2x + 3

≥ m ∀x ∈N : x >
1
2
⇐⇒ x(3− 2m) ≥ 3m− 1 ∀x ∈N : x >

1
2

Per m = 3
2 dovrebbe essere 0 ≥ 7

2 , il che è falso, per cui m =
3
2 /∈ m(A) e inoltre se x ∈ [ 3

2 + ∞) allora x /∈ m(A)

Per m < 3
2 deve essere

x ≥ 3m− 1
3− 2m

∀x ∈N : x >
1
2
⇐⇒ 1 ≥ 3m− 1

3− 2m
⇐⇒ m ≤ 4

5

Quindi

m(B) = (−∞,
4
5
], inf A =

4
5
= min B

M ∈ M(B) se e solo se

3x + 1
2x + 3

≤ M ∀x ∈N : x >
1
2
⇐⇒ x(3− 2M) ≤ 3M− 1 ∀x ∈N : x >

1
2

Per M = 3
2 dovrebbe essere 0 ≤ 7

2 , il che è vero, per cui M =
3
2 ∈ M(B) , [ 3

2 ,+∞) ⊂ M(B)
Per M < 3

2 dovrebbe essere

x ≤ 3M− 1
3− 2M

∀x ∈N : x >
1
2

il che è falso, quindi

M(B) = [
3
2

,+∞), sup B =
3
2

, max B@

Si può anche osservare
che, per x > 1/2,

3x + 1
2x + 3

=

=
3
2

(
1− 7

3
1

2x + 3

)
cresce al crescere di x

Step3
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Sia
f (x) =

x + 1
x2 + 3x + 3

Disegnare nel piano i seguenti insiemi

.1 A = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x < y} , a ∈ R

.2 B = {(x, y) ∈ R2 : x < y ≤ b} , b ∈ R

Step4
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.3 C = {(x, y) ∈ R2 : a < x < y ≤ b} ,
a, b ∈ R

Step4
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.4 D = {(x, y) ∈ R2 : x < y, f (x) > f (y)} Si ha x2 + 3x + 3 > 0 ∀x ∈ R.
Consideriamo x < y

f (x) > f (y) ⇐⇒

x + 1
x2 + 3x + 3

>
y + 1

y2 + 3y + 3
⇐⇒

(x + 1)(y2 + 3y + 3) >

(y + 1)(x2 + 3x + 3) ⇐⇒

(xy+ x+ y)(y− x) > 0 ⇐⇒ (xy+ x+ y) > 0 ⇐⇒

{x > −1, y >
−x

x + 1
}∪{x < −1, y <

−x
x + 1

}

.5 Determinare a in modo che A ⊂ D L’insieme A, al variare di a,
è un angolo i cui lati sono la
semibisettrice del I − I I I quad-
rante ed una semiretta verticale
che si incontrano nel punto
(a, a).
affinchè A ⊂ D deve essere a >

0

.6 Determinare b in modo che B ⊂ D L’insieme B, al variare di b,
è un angolo i cui lati sono
la semibisettrice del I − I I I
quadrante ed una semiretta
orizzontale che si incontrano
nel punto (b, b).
affinchè B ⊂ D deve essere a <

−2

Step4
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.7 Determinare a, b in modo che C ⊂ Dc

(Dc è il complementare di D) L’insieme C, al variare di
a, b, è un triangolo di vertici
(a, a), (b, b), (a, b).
affinchè C ⊂ Dc deve essere
a > −2 e b < 0

.8 Dimostrare usando le affermazioni
precedenti che f è decrescente su [0,+∞)

Per a > 0 si ha A ⊂ D
per cui f è decrescente.in
0,+∞)

.9 Dimostrare usando le affermazioni
precedenti che f è decrescente su (−∞,−2]

6- Per b < −2 si ha B ⊂ D
per cui f è decrescente. in
(−∞,−2]

.10 Dimostrare usando le affermazioni
precedenti che f è crescente su [−2, 0]

6- Per A < 0 e b > −2 si ha
B ⊂ D per cui f è crescente.
in (b.a)

.11 Stabilire se è vero che f è decrescente
su (−∞,−2] ∪ [0,+∞)

f non è decrescente in (−∞,−2] ∪ [0,+∞), infatti f (−2) =

−2 < 0 = f (0)

Step4
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.12 Determinare estremo inferiore e supe-
riore , massimo e minimo di f su R

sup{ f (x), x ∈ R} = max{ f (x), x ∈ R} = f (0) =
1
3

,

inf{ f (x), x ∈ R} = min{ f (x), x ∈ R} = f (−2) = − 1
11

infatti f è negativa e decrescente in (−∞,−2], crescente in
[−2, 0], e positiva e decrescente in [0,+∞)

.13 Tenendo presente che :

x2 + 3x + 3 > x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2)

Verificare che

| f (x)| < 1
|x + 2|

| f (x)| =
∣∣∣∣ x + 1
x2 + 3x + 3

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ x + 1
(x + 1)(x + 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1
x + 2

∣∣∣∣ = 1
|x + 2|

.14 Verificare che ∀ε > 0 ∃δ tale che

x > δ =⇒ 0 < f (x) < ε

| f (x)| < 1
|x + 2| < ε

se x > 1
ε − 2 oppure se x < − 1

ε − 2

.15 Verificare che
∀ε > 0 ∃δ tale che

x < δ =⇒ −ε < f (x) < 0

inoltre se x < δ = − 1
ε − 2 si ha | f (x)| < 1

|x+2| < ε ma f (x) < 0
per cui | f (x)| = − f (x) < ε e f (x) > −ε

Step4
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.16 Disegnare il grafico di f

Step4
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Si consideri la funzione

f (x) = (sin(x)− 1)2 + 4

.1 Determinare una funzione g in modo
che f (x) = g(sin x)

g(t) = (t− 1)2 + 4 .

.2 Studiare crescenza e decrescenza di g,
successivamente disegnarne il grafico

g è composta di funzioni
elementari di cui si conosce
il grafico.
È decrescente su (−∞, 1] e
crescente su [1,+∞)

.3 Studiare crescenza e decrescenza di f . e
disegnarne il grafico

f è la composta di sin con g.
Dal momento che è noto il
comportamento sia di g che di
sin si può affermare che
f è crescente su [π/2, 3π/2]
e decrescente su [0, π/2] e su
[3π/2, 2π] .
Osserviamo che non è
vero che f è decrescente su
[0, π/2] ∪ [3π/2, 2π]

( f (π/2) = 4 < f (3π/2) = 8)

Step5
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.4 Disegnare con cura il grafico di f su
[0, 5] Determinando maggioranti e mi-
noranti, estremo superiore ed inferiore,
massimo e minimo di f su [0, 5]

Sia G il grafico di f

M(G) = [8,+∞)

m(G) = (−∞, 4]

sup{ f (x) : x ∈ [0, 5]} =

= max{ f (x) : x ∈ [0, 5]} = 8

inf{ f (x) : x ∈ [0, 5]} =

= min{ f (x) : x ∈ [0, 5]} = 4

.5 Verificare che f è strettamente crescente
in [π/2, π] e calcolare l’inversa di f ristretta
a tale intervallo

f (x) = (sin(x)− 1)2 + 4 = y ⇐⇒ (sin(x)− 1)2 = y− 4 ⇐⇒

⇐⇒ (sin(x)− 1) = −
√

y− 4

⇐⇒ sin(x) = 1−
√

y− 4 ⇐⇒ x = arcsin(1−
√

y− 4)

(Si ricordi che per sin(x)− 1 < 0)

Step5
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Si considerino le funzioni

f (x) = log2 |x
2 − ax| g(x) = arctan( f (x)) a ∈ (0, 2)

.1 Disegnare il grafico di f al variare di a
Disegnare il grafico di g al variare di a

I grafici si possono ri-
cavare da quelli delle
funzioni elementari
ricordando le regole
mediante le quali si può
stabilire la crescenza o
la decrescenza di una
funzione composta.

Step5
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.2 Disegnare il grafico di g per a = 2 ed
a = 0
Per a = 2 stabilire se g è invertibile su
(−∞, 0] ed in caso affermativo determinarne
l’inversa.

Per a = 2 (grafico blu
g è strettamente decres-
cente su (−∞, 0] e quindi
invertibile.
Si ha

g(x) = y ⇐⇒

arctan(log2 |x
2− 2x|) = y ⇐⇒

log2 |x
2− 2x| = tan(y) ⇐⇒

|x2 − 2x| = 2tan(y) ⇐⇒

x2− 2x− 2tan(y) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ x = 1−
√

1 + 2tan(y)

Step5
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.1 Sia f la funzione il cui
grafico è riportato in figura

Dalla figura si vede che

f (x) =

x− 3 x < 2
x+2

4 x ≥ 2

.2 Determinare, in corrispondenza di
ε = .5 un intorno bucato I di 2 in modo che
sia verificato che | f (x)− 1| < ε per x ∈ I

si ha | f (x)− 1| < .5 ⇐⇒ .5 < f (x) < 1.5

f (x) < 1.5 ⇐⇒ x− 1 < 1.5 ⇐⇒ x < 5/2

−.5 < f (x) ⇐⇒ .5 <
x + 2

4
⇐⇒ x > 0

Pertanto
I = (0, 2) ∪ (2, 2.5)

.3 In corrispondenza di ε > 0 determinare
δ > 0 tale che | f (x)− 1| < ε per |x− 2| < δ

si ha | f (x)− 1| < ε ⇐⇒ 1− ε < f (x) < 1. + ε

f (x) < 1. + ε ⇐⇒ x− 1 ≤ 1. + ε ⇐⇒ x < 2. + ε

1− ε < f (x) ⇐⇒ 1.− ε <
x + 2

4
⇐⇒ x > 2.− 4ε

Pertanto possiamo definire

δ = min{(2 + ε)− 2, 2− (2− 4ε)} = min{(ε, 4ε} = ε

Step5
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Si consideri la funzione

f (x) = arctan(ln(ex − e2x + 1))

.1 Disegnare il grafico di g(y) = y− y2 + 1
e di h(x) = ex − e2x + 1
Disegnare il grafico di f

h(x) = g(ex) ; ex è strettamente crescente e assume valori in
(0 + ∞) . Su (0 + ∞) g cresce fino ad 1/2 e poi decresce, per-
tanto h cresce fino al punto x tale che ex = 1/2 e cioè fino a
x = ln(1/2) e poi decresce. f si ottiene da h componendo con
ln e arctan che sono entrambe crescenti. La composta è definita
se h(x) = h(x) = ex − e2x + 1 > 0 cioè se ex < ln((1 +

√
5)/2,

cresce fino a x = ln(1/2) e poi decresce.

.2 Verificare che f è invertibile su
[−∞,−10)

−10 < −1 = ln(1/e) < ln(1/2), quindi f è strettamente cres-
cente su [−∞,−10) ed è invertibile.

Step6



23

.3 Determinare l’inversa di f
y = f (x) ⇐⇒ y = arctan(ln(ex − e2x + 1))

⇐⇒ ln(ex − e2x + 1) = tan(y) ⇐⇒ ex − e2x + 1 = etan(y)

ex =
1−

√
1 + 4(1− etan(y))

2
⇐⇒ x = ln

(
1−

√
5− 4etan(y)

2

)
Osserviamo che f è più in generale invertibile su
[−∞, ln(1/2)).
Inoltre f è invertibile su [ln(1/2), ln( 1+

√
5

2 )) e la sua inversa è

x = ln
(

1+
√

5−4etan(y)

2

)

Step6
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.4 Verificare, usando la definizione di
limite che

lim
x→−∞

g(x) = −∞

Sia ε > 0 si ha

g(x) = x− x2 + 1 ≤ x + 1 < −ε

se
x < δ = −ε− 1

Si consideri una funzione f : R \ {1, 2} → R tale che

1. f (0) = −3

2. limx→1− f (x) = −3

3. limx→1+ f (x) = 3

4. limx→2− f (x) = −3

5. limx→2+ f (x) = 3

6. limx→+∞ f (x) = 3

7. limx→−∞ f (x) = −3

.1 Disegnare il grafico di f

.2 È sempre vero che una funzione soddis-
facente le condizioni da 1 a 7

• è limitata?

• si annulla almeno una volta?

• è crescente?

• è decrescente?

• è invertibile?

La funzione in figura sod-
disfa le condizioni da 1 a 7

ma

• non è è limitata,

• non si annulla mai

• non è crescente

• non è decrescente

• non è invertibile

Step6
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.3 .4 Un punto si muove lungo l’asse
x con velocità costante uguale a v metri al
secondo, partendo dall’origine..
Disegnare il grafico dello spazio percorso in
funzione del tempo t.
La temperatura lungo l’asse x aumenta lin-
earmente di g gradi per metro partendo da
0 gradi nell’origine
Disegnare il grafico della temperatura del
punto in funzione del tempo.

Se x è l’ascissa del punto
in metri e t è il tempo in
secondi allora

x = vt

Se T è la temperatura in
gradi e x è l’ascissa del
punto in metri allora

T = gx

.5 Calcolare

lim
x→+∞

x2 − x
3x2 + 1

x2 − x
3x2 + 1

=
1− 1

x

3 + 1
x2

→ 1
3

.6 Calcolare al variare di x0

lim
x→x0

E(arctan(x))

Sia φ(x) = E(arctan(x))

-se x0 < − tan(1), limx→x0 φ(x) = −2
-se x0 = − tan(1), limx→x−0

φ(x) = −2 limx→x+0
φ(x) = −1

-se − tan(1) < x0 < 0, limx→x0 φ(x) = −1
-se x0 = 0, limx→x−0

φ(x) = −1 limx→x+0
φ(x) = 0

-se 0 < x0 < tan(1), limx→x0 φ(x) = 0
-se x0 = tan(1), limx→x−0

φ(x) = 0 limx→x+0
φ(x) = 1

-se x0 > tan(1), limx→x0 φ(x) = 1

Step6
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.7 Verificare mediante la definizione di
limite che

lim
x→0

sin(x/2) = 0

| sin(x/2)| ≤ |x|/2 < ε se |x| < δ = 2ε

.8 Calcolare

lim
x→2

3
√

2− 3
√

4− x
x− 2

Poichè a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2) , a− b = a3−b3

a2+ab+b2 per cui

3
√

2− 3
√

4− x
x− 2

=
2− (4− x)

(x− 2)( 3
√

4 + 3
√

2(4− x) + 3
√
(4− x)2

=

=
x− 2

(x− 2)( 3
√

4 + 3
√

2(4− x) + 3
√
(4− x)2

=

=
1

( 3
√

4 + 3
√

2(4− x) + 3
√
(4− x)2

=

=
1

3 3
√

4

Step6
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Sia an la quantità definita da{
a0 = 0
an+1 = K + an , n ≥ 0

.1 Provare per induzione che

an = nK

a0 = 0 = 0K

inoltre per n ≥ 0 se an = K, si ha

an+1 = K + an = K + nK = (n + 1)K

Si consideri la sucessione
an =

nn

n!

.1 Dimostrare che an è crescente. an+1

an
=

(n + 1)n+1

(n + 1)!
n!
nn =

(
n + 1

n

)n
=

(
1 +

1
n

)n
> 1

.2 Dimostrare che

an+1

an
≥ 2

a1 > a0 = 1 per cui an > a1 ≥ 2

Step7
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.3 Dimostrare che an tende a +∞ an > 0 ∀n ∈N , inoltre

an+1

an
=

(
1 +

1
n

)n
→ e > 1

e quindi
an → +∞

per il criterio del rapporto.

.4 Dimostrare che

(−1)n2
= (−1)n

Se n è pari allora n = 2k , n2 = 4k2 e quindi n2 è pari.
se n è dispari allora n = 2k + 1 , n2 = 4k2 + 4k + 1 e quindi n2 è
dispari.

Step7
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Si consideri
bn = (−1)n2

an

.5 Determinare estremo superiore ed infe-
riore di bn

b2n = a2n è crescente e tende a +∞
b2n+1 = −a2n+1 è decrescente e tende a −∞
Quindi

sup bn ≥ sup b2n = sup a2n = +∞

inf bn ≤ inf b2n+1 = inf−a2n+1 = −∞

.6 Determinare, se esistono massimo e
minimo di bn

max bn 6 ∃

min bn 6 ∃

.7 Calcolare, se esiste,

lim bn

lim bn 6 ∃

in quanto b2n → +∞ e b2n+1 → −∞

Step7
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Si consideri per ogni n ∈N

f (n) =
n2

n!

.1 Determinare

{n ∈N : f (n) > f (n + 1)}

n2

n!
>

(n + 1)2

(n + 1)!
⇐⇒ n2 − n− 1 > 0

Cioè se e solo se

n >
1 +
√

5
2

oppuren <
1−
√

5
2

; poichè n ∈N ciò è equivalente a

n ≥ 2

.2 Determinare estremo superiore e mas-
simo di

n2

n!

f cresce fino a 2 e decresce da 2 un poi, quindi

sup{ f (n) : n ∈N} = max{ f (n) : n ∈N} = f (2) = 2

1 , 2 , 3/2 , 2/3 , 5/24 sono i valori assunti da f per
n = 1, 2, 3, 4

Step7
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.1 Calcolare
lim

n!
n4

(n + 1)!
(n + 1)4

n4

n!
=

n4

(n + 1)3 =
n

(1 + 1
n )

3
→ +∞

per cui

lim
n!
n4 = +∞

.2 Calcolare

lim
(4n)!
n4n

(4(n + 1))!
(n + 1)4(n+1)

n4n

(4n)!
=

(4n + 4)(4n + 3)(4n + 2)(4n + 1)
(n + 1)4

n4n

(n + 1)4n

(4n + 4)(4n + 3)(4n + 2)(4n + 1)
(n + 1)4 → 44 = 256

n4n

(n + 1)4n =

((
n

n + 1

)n)4

=

((
1− 1

n + 1

)n)4

→ 1
e4

Perciò

(4(n + 1))!
(n + 1)4(n+1)

n4n

(4n)!
→ 256

e4 >
256
34 =

256
81

> 1

e

lim
(4n)!
n4n = +∞

.3 Calcolare

lim n
√

ln(1 + 1/n)

n
√

ln(1 + 1/n) = e
1
n ln(1+1/n)

ma
1
n

ln(1 + 1/n)→ 1

per cui

lim n
√

ln(1 + 1/n) = e

Step8
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.4 Determinare α in modo che risulti finito

lim
nα

n4 − 1

Si ha
nα

n4 − 1
=

nα−4

1− 1
n4

per cui

lim
nα

n4 − 1
=


0 α < 4

1 α = 4

+∞ α > 4

.5 Dimostrare che non esiste

lim
x→0

tan(1/x)

Se
xn =

1
π/4 + nπ

si ha xn → 0 e tan(1/xn) = tan(π/4 + nπ) = 1
Se

yn =
1

−π/4 + nπ

si ha yn → 0 e tan(1/yn) = tan(−π/4 + nπ) = −1
Esistono pertanto due successioni xn ed yn che tendono a 0 in
corrispondenza delle quali

tan(1/xn)→ 1

e
tan(1/yn)→ −1

per cui il limite non esiste.

Step8
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.1 Si consideri la successione definita da{
an+1 = (1− |an|)/2
a0 = a

Per n > 1
an ≤ 1/2

Se fosse an < 0 per ogni n la successione sarebbe definita da
an+1 = (1 + an)/2 e si avrebbe

• an < (1 + an)/2 ≤ 1/2

• an+1 = (1 + an)/2 > an per ogni n (infatti (1 + an)/2 >

an ⇐⇒ sn < 1 ma an < 1/2 )

• quindi lim an = 1

Le affermazioni precedenti non sono consistenti quindi non è
vero che an < 0 per ogni n ed esiste n̄ ∈N tale che an̄ > 0.
Possiamo quindi limitarci a studiare la successione{

an+1 = (1− |an|)/2
an̄ = a a > 0

Proviamo che an > 0 per ogni n.:
Intanto a0 = a > 0
inoltre se an > 0 si ha an+1 = (1− |an|)/2 > 0 perchè an < 1/2
per ogni n.
an < an+1 = (1− an)/2 ⇐⇒ an ≤ 1/3
Se a < 1/3 si ha an+1 = (1 − an)/2 > (1 − 1/3)/2 = 1/3 e
an+2 = (1− an+1)/2 < 1− 1/3)/2 = 1/3
Ne segue che se an̄ < 1/3 allora an̄+2k < 1/3
mentre
se an̄ > 1/3 allora an̄+2k > 1/3
Pertanto le successioni bk = an̄+2k e ck = an̄+2k+1 sono mono-
tone e limitate per cui esistono e sono reali

lim bk = `1 , lim bk = `2

e si ha
`i = (1 + `i)/2 i = 1, 2

e
`i = 1/3 i = 1, 2

Se ne conclude le
an → 1/3

per ogni a
Osserviamo che se a = 1/3 an = 1/3 per ogni n

Step8
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.2 Studiare il limite di an per a = 0

.3 Studiare il limite di an per a = 1

.4 .5 Studiare il limite di an per a = 5

.6 Studiare il limite di an per a = −1

Step8
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Si consideri la successione an ciascun termine della quale, dal secondo in
poi, é la differenza tra il termine che lo precede e quello che lo segue.

.1 Scrivere una relazione di ricorrenza che
caratterizzi la successione .

an = an−1 − an+1 cioè an+1 = an−1 − an

.2 Verificare che l’insieme delle successioni
che soddisfano la relazione di ricorrenza
assegnata è uno spazio vettoriale.

Se an+1 = an−1 − an e bn+1 = bn−1 − bn, posto cn = αan + βbn è
immediato verifiare che cn+1 = cn−1 − cn

.3 Determinare λ in modo che an = λn

soddisfi la regola di ricorrenza trovata.
Deve essere λn+1 = λn−1 − λn da cui λ2 = 1− λ e λ = −1±

√
5

2

.4 Determinare tutte le successioni che
soddisfano la relazione di ricorrenza
trovata.

Deve essere an = α
(
−1+

√
5

2

)n
+ β

(
−1−

√
5

2

)n

.5 Determinare una base per lo spazio
delle successioni che soddisfano la regola di
ricorrenza assegnata.

Una base per lo spazio delle successioni che soddisfano la
regola di ricorrenza assegnata è costituita dalle successioni

an =
(
−1+

√
5

2

)n
e bn =

(
−1−

√
5

2

)n

Step9
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.6 Determinare una successione che sod-
disfi la regola di ricorrenza assegnata per la
quale i primi due termini valgono 1.

La successione richiesta è definita da
an+1 = an−1 − an

a0 = 1

a1 = 1

e si può trovare scegliendo α e β in modo che per an =

α
(
−1+

√
5

2

)n
+ β

(
−1−

√
5

2

)n
risulti a0 = a1 = 1.

Dovrà pertanto essereα + β = 1

α
(
−1+

√
5

2

)
+ β

(
−1−

√
5

2

)
= 1

Risolvendo si ottiene

α =
3 +
√

5
2
√

5
, β =

−3 +
√

5
2
√

5

e

an =
3 +
√

5
2
√

5

(
−1 +

√
5

2

)n

+
−3 +

√
5

2
√

5

(
−1−

√
5

2

)n

La successione definita da
an+1 = an−1 − an

a0 = a

a1 = b

è univocamente determinata e dipende dai valori iniziali a, b.
Sia

S = {an : an+1 = an−1 − an}
S è uno spazio vettoriale ( punto 2) e possiamo definire

L : S→ R

come
L(an) = (a0, a1)

L è una applicazione lineare Infatti L(αan + βbn) = (αa0 + βb0 , αa1 + βb1.) = α(a0 , a1) +
β(b0 , b1) = αL(an) + β(bn)L è iniettiva
Infatti se L(an) = (0, 0) si ha an = 0 ∀n ∈NL è surgettiva
Infatti ∀(a, b) ∈ R2 esiste an ∈ S tale che a0 = a , a1 = b

Quindi L è un isomorfismo tra S ed R2 per cui dimS = dimR2 = 3 e le

successioni an =
(
−1+

√
5

2

)n
e bn =

(
−1−

√
5

2

)n
sono in S e sono linearmente

indipendenti per cui costituiscono una base.

Step9
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.1 Disegnare il grafico della derivata prima
di una funzione di classe C1 il grafico della
cui derivata seconda è il seguente

Chiamiamo φ la funzione di cui il grafico è dato
Sia g tale che

g′ = φ

ed f tale che
f ′ = g

per cui
f ′′ = g′ = φ

Ci interessa disegnare il grafico di g = f ′ che si ottiene sem-
plicemente tenendo conto che

• g cresce negli intervalli in cui φ è positiva e decresce negli
intervalli in cui φ è negativa, .

• g è convessa negli intervalli in cui φ cresce ed è concava
negli intervalli in cui φ decresce.,

• g è lineare negli intervalli in cui φ è costante.

Ad esempio, nell’intervallo (−4,−2) φ è negativa fino a
−3 e positiva tra −3 e −2 per cui g è decrescente fino −3 e
crescente tra −3 e 4.

Inoltre, nell’intervallo (−4,−2) φ è decrescente per cui g è
concava..

Poichè (g + cost.)′ = φ anche i grafici tracciati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.

Step10
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.2 Disegnare il grafico di una funzione
di classe C1 il grafico della cui derivata
seconda è il seguente

Il grafico di f si ottiene da quello di f ′ us-
ando i criteri prima enunciati.
Osserviamo che f ′ è determinata a meno di
una costante ( nel primo grafico sono ripor-
tati in nero, rosso, blu, possibili grafici di
f ′) ed f si comportera’ conseguentemente.
(grafico nero rosso blu nel secondo grafico).
Inoltre poichè ( f ′ + cost.)′ = f ′′ = g′ = φ

anche i grafici tratteggiati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.

Step10
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.3 Disegnare il grafico della funzione di
classe C1 che passa per il punto (1, 1) con
pendenza 0. il grafico della cui derivata
seconda è il seguente

Si procede come prima tenendo di più in conto che deve essere

f ′(1) = g(1) = 0 ed f (1) = 1

f ′(1) = g(1) = 0 identifica il grafico di f ′ = g univocamente
f (1) = 1 identifica univocamente anche il grafico di f .

Step10
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.4 Disegnare il grafico della funzione di
classe C1 la cui retta tangente nell’origine è
la bisettrice primo terzo quadrante il grafico
della cui derivata seconda è il seguente

In questo caso bisogna solo imporre che

f ′(0) = g(0) = 1

in quanto la retta tangente al grafico di f in 0 ha coefficiente
angolare f ′(0) che deve essere uguale ad 1 che è il coefficiente
angolare della bisettrice I − I I I quadrante,
poichè ( f + cost.)′ = f ′ anche i grafici tratteggiati in rosso e blu
soddisfano le condizioni assegnate.

Step10
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Calcolare i seguenti limiti

.1

lim
x→0

tan x− sin x
xn n ∈ Z

tan(x)− sin(x)
xn =

sin(x)
x

1
cos(x)

1− cos(x)
x2

1
xn−3

sin(x)
x
→ 1 ,

1
cos(x)

→ 1 ,
1− cos(x)

x2 → 1
2

quindi

lim
x→0

tan x− sin x
xn =



1
2 se n = 3

0 se n < 3

+∞ se n > 3 , n dispari

@ se n > 3 , n pari

+∞ da destra

−∞ da sinistra

.2

lim
x→π

√
1 + cos(x)

x− π

√
1 + cos(x)

x− π
=

1√
1− cos(x)

√
1− cos2(x)

x− π
=

1√
1− cos(x)

| sin(x)|
x− π

=

=
1√

1− cos(x)
| sin(x− π)|

x− π
→ ± 1√

2
per x → π±

Alternativamente, usando le formule di bisezione o le formule
di prostaferesi, si può affermare che

1 + cos(x) = 2 cos2(x/2) = 2 sin2(π/2− x/2)

da cui √
1 + cos(x)

x− π
=
√

2
| sin(π/2− x/2)|

x− π
=

=

√
2

2
| sin(π/2− x/2)|

x−π
2

→ ± 1√
2

per x → π±

.3

lim
x→0

(
1
x2 − sin2

(
1
x

)) (
1
x2 − sin2

(
1
x

))
≥
(

1
x2 − 1

)
→ +∞

.4

lim
x→k π

2

E[cos(x)], k ∈ Z

Si ricavano facilmente dal grafico di E[cos(x)], sotto riportato

Step11_0
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.5

lim
x→1

cos(π
2 x)

1−
√

x

cos(π
2 x)

1−
√

x
=

sin(π
2 (1− x))

π
2 (1− x)

π

2
(1 +

√
x)→ π

.6

lim
x→x0

∣∣∣∣ x− |x + 1|
x

∣∣∣∣ , x0 ∈ R
Si ricavano facilmente dal grafico di

∣∣∣ x−|x+1|
x

∣∣∣..∣∣∣ x−|x+1|
x

∣∣∣ è continua in R \ 0

.7

lim
x→7

(
E[x] + (x− E[x])2

)
E[x] + (x− E[x])2 =

7− (x− 7)2 se x ∈ [7, 8)

6− (x− 6)2 se x ∈ [6, 7)

lim
x→7+

(
E[x] + (x− E[x])2

)
= 7

lim
x→7−

(
E[x] + (x− E[x])2

)
= 5

.8

lim
x→+∞

x sin(x)
Se xn = π

2 + 2nπ e yn = −π
2 + 2nπ

xn sin(xn)→ +∞ , yn sin(yn)→ −∞

Il limite non esiste.
.9

lim
x→0+

x

x +
√

x2 tan x

x

x +
√

x2 tan x
=

1
1 +
√

x tan x
→ 1

.10

lim
x→x0

[
x8 + |x7 − 1|+ 1

]1+x2−|x|2
(x0 ∈ R)

[
x8 + |x7 − 1|+ 1

]1+x2−|x|2 è definita ovunque e continua
quindi[
x8 + |x7 − 1|+ 1

]1+x2−|x|2 →
[
x8

0 + |x7
0 − 1|+ 1

]1+x2
0−|x0|2

Step11_0
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.11

lim
x→0

√
2−
√

1 + cos x
sin2(x)

√
2−
√

1 + cos x
sin2(x)

=
1√

2 +
√

1 + cos x
2− (1 + cos(x))

sin2(x)
=

=
1√

2 +
√

1 + cos x
1− cos(x)

sin2(x)
=

1√
2 +
√

1 + cos x
1− cos(x)

x2
x2

sin2(x)
→

→ 1
2
√

2
1
2

1 =
1

4
√

2

.12

lim
x→−∞

(√
1− x−

√
1− kx

)
, k ∈ Z

Se k < 0 ,
√

1− kx non è definita in un intorno di −∞’
Se k = 0 ,

√
1− x−

√
1− kx =

√
1− x− 1→ +∞

Se k = 1 ,
√

1− x−
√

1− kx = 0
Se k > 1 , tenendo conto che in un intorno di −∞’ si ha x < 0

√
1− x−

√
1− kx =

1− x− (1− kx)√
1− x +

√
1− kx

=

=
(k− 1)x√

1− x +
√

1− kx
= − (k− 1)

√
−x
√
−x√

1− x +
√

1− kx
= − (k− 1)

√
−x√

1
−x − 1 +

√
1
−x − k

→ −∞

.13

lim
k→−∞

(√
1− x−

√
1− kx

)
, x ∈ R

Se x < 0 ,
(√

1− x−
√

1− kx
)

non è definita quando k è in un
intorno di −∞
Se 0 < x < 1 ,

(√
1− x−

√
1− kx

)
→ −∞

Se 1 < x ,
(√

1− x−
√

1− kx
)

non è definita
.14

lim
x→0+

1− cos(x)
xk sink(x)

, k ∈ Z
1− cos(x)
xk sink(x)

=
1− cos(x)

x2
x2

x2k

(
x

sin(x)

)k

quindi

1− cos(x)
xk sink(x)

→


0 se k < 1
1
2 se k = 1

+∞ se k > 1

.15

lim
x→0+

xm − 1
xn − 1

(m, n ∈N)
lim

x→0+

xm − 1
xn − 1

= 1

Step11_0
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.16

lim
x→+∞

sin(2x)
x

∣∣∣∣ sin(2x)
x

∣∣∣∣ ≤ 1
|x| → 0

.17

lim
x→x0

√
x− E[x], x0 ∈ R

Si ricavano facilmente dal
grafico di

√
x− E[x], riportato

a fianco.
.18

lim
x→a

√
x− b−

√
a− b

x2 − a2 , a > b

Possiamo considerare solo x > b, il che è consentito in quanto
a > b e x è in un intorno di a
√

x− b−
√

a− b
x2 − a2 =

1√
x− b +

√
a− b

(x− b)− (a− b)
x2 − a2 =

=
1√

x− b +
√

a− b
x− a

x2 − a2 =
1√

x− b +
√

a− b
1

x + a
→ 1

4a
√

a− b

.19

lim
x→0+

(
sin

(√
1 +

1
x

)
− sin

(√
1
x

)) (
sin

(√
1 +

1
x

)
− sin

(√
1
x

))
= 2 cos


√

1 + 1
x +

√
1
x

2

 sin


√

1 + 1
x −

√
1
x

2


inoltre√

1 + 1
x −

√
1
x

2
=

1
2

1 + 1
x −

1
x√

1 + 1
x +

√
1
x

=
1

2
(√

1 + 1
x +

√
1
x

) → 0

Tenendo conto che il coseno é una funzione limitata si ottiene(
sin

(√
1 +

1
x

)
− sin

(√
1
x

))
→ 0

.20

lim
x→0+

(
1
x
− 3

√
1
x3 −

5
x

) Poichè
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

si ha

(a− b) =
a3 − b3

a2 + ab + b2

e quindi

1
x
− 3

√
1
x3 −

5
x
=

1
x3 − 1

x3 +
5
x

1
x2 +

1
x

3
√

1
x3 − 5

x + 3
√
( 1

x3 − 5
x )

2
=

=
5
x

1
x2 +

1
x

3
√

1
x3 − 5

x + 3
√
( 1

x3 − 5
x )

2
=

5
1
x + 3

√
1
x3 − 5

x + 3
√
( 1

x
√

x − 5
√

x)2
→ 0
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.21

lim
x→0

3
√

1 + x2 − 4
√

1− 2x
x + x3

Poichè

a12 − b12 = (a6 + b6)(a3 + b3)(a2 + ab + b2)(a− b)

e

(a− b) =
a12 − b12

(a6 + b6)(a3 + b3)(a2 + ab + b2)

se poniamo
a =

3
√

1 + x2, b = 4
√

1− 2x

si ha

3
√

1 + x2 − 4
√

1− 2x =
(1 + x2)4 − (1− 2x)3

(a6 + b6)(a3 + b3)(a2 + ab + b2)
=

=
6x− 16x2 + 8x3 + 6x4 − 4x6 + x8

(a6 + b6)(a3 + b3)(a2 + ab + b2)

Pertanto
3
√

1 + x2 − 4
√

1− 2x
x + x3 =

=
6x− 16x2 + 8x3 + 6x4 − 4x6 + x8

x + x3
1

(a6 + b6)(a3 + b3)(a2 + ab + b2)
→ 6

12
=

1
2

dal momento che
a→ 1 , b→ 1

.22

lim
x→0

x2 + sin2(x)
x2 + sin(x2)

x2 + sin2(x)
x2 + sin(x2)

=
1 + sin2(x)

x2

1 + sin(x2)
x2

→ 1

.23

lim
x→0

x2 − sin2(x)
x2 + sin(x2)

x2 − sin2(x)
x2 + sin(x2)

=
1− sin2(x)

x2

1 + sin(x2)
x2

→ 0

.24

lim
x→ π

2

cot(x)
2x− π

cot(x)
2x− π

=
1
2

1
sin(x)

cos(x)
x− π/2

=
1
2

1
sin(x)

− sin(x− π/2)
x− π/2

→ −1
2

.25

lim
x→0

sin(5x)
sin(2x)

sin(5x)
sin(2x)

=
sin(5x)

5x
5x
2x

2x
sin(2x)

→ 5
2

.26

lim
x→+∞

√
a sin(x) + x + ax2, a ∈ R

Se a > 0
√

a sin(x) + x + ax2 → +∞
Se a < 0

√
a sin(x) + x + ax2 non è definita in un intorno di

+∞
Se a = 0 si riduce a

√
x → +∞

.27

lim
x→1

(x− 1)
[

sin
(

1
x− 1

)]2

∣∣∣∣∣(x− 1)
[

sin
(

1
x− 1

)]2
∣∣∣∣∣ ≤ |x− 1| → 0
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-11-

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni.

.1

e2x+3 2e2x+3

.2

arcsin ex
ex

√
1− e2x

.3

23x
23x = e3x ln(2)

3 ln(2)23x

.4

ln(ln(x))
1

x ln(x)

.5

logx(e)
1 = loge(e) = loge(x) logx(e) quindi logx(e) =

1
loge(x) =

1
ln(x)

− 1
x(ln(x))2

.6

ln(sin(x))
cos(x)
sin(x)

= cot(x) =
1

tan(x))

.7

x3x
x3x = e3x ln(x)

(3 ln(x) + 3)e3x ln(x) = (3 ln(x) + 3)x3x

.8

xln(x)
xln(x) = eln(x) ln(x) = e(ln(x))2

2
ln(x)

x
e(ln(x))2

= 2
ln(x)

x
xln(x)

.9

sin(x)cos(x)
sin(x)cos(x) = ecos(x) ln(sin(x))

(− sin(x) ln(sin(x)) +
cos(x)2

sin(x)
)ecos(x) ln(sin(x))

= (− sin(x) ln(sin(x)) +
cos(x)2

sin(x)
) sin(x)cos(x)

.10

arcsin(3x2 − 7)
6x√

1− (3x2 − 7)2
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.11
sin(x)

arcsin(x)
cos(x) arcsin(x)− sin(x) 1√

1−x2

(arcsin(x))2 =
(
√

1− x2 cos(x) arcsin(x)− sin(x)
(
√

1− x2) arcsin(x)2

.12

arctan
(

1
x

) 1
1 + 1

x2

(
− 1

x2

)
= − 1

1 + x2

.13

e−x −e−x

.14

ex2 2xex2

.15

sin((arcsin(x))2)
2 arcsin(x)

1√
1− x2

cos((arcsin(x))2)

.16

e2x 2e2x

.17

e(2
x) 2x ln(2)e(2

x)

.18

2(x2) 2x ln(2)2(x2)

.19

(2x)2 2 ln(2)(2x)2

.20

earctan(x)
earctan(x)

1 + x2

.21

x(xx)
x(xx) = exx ln(x) = eex ln(x) ln(x)

(xx(ln(x) + 1) ln(x) + xx 1
x
)eex ln(x) ln(x) =

(xx(ln(x) + 1) ln(x) + xx−1)x(xx)

.22

(xx)x
(xx)x = ex ln(xx) = ex2 ln(x)

(
2x ln(x) + x2 1

x

)
ex2 ln(x) = (2x ln(x) + x)ex2 ln(x)

.23

(ln(x))x
(ln(x))x = ex ln(ln(x))

(
ln(ln(x)) + x

1
x ln(x)

)
ex ln(ln(x)) =

(
ln(ln(x)) +

1
ln(x)

)
(ln(x))x

Step11_1



49

.24

(ln(sin(x))
cos(x)
sin(x)

.25

x
1
x

x
1
x = e

1
x ln(x)

(− 1
x2 ln(x) +

1
x2 )e

1
x ln(x) = (− 1

x2 ln(x) +
1
x2 )x

1
x

.26

(sin(x))n n(sin(x))n−1 cos(x)

.27

cos
(

1 +
1
x

)
− 1

x2 sin
(

1 +
1
x

)
.28

sin(xn)
nxn−1 cos(xn)

.29

ln(x2 + 2x)
2x + 2
x2 + 2x

Step11_1
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-11_2-

Si consideri la funzione

f (x) =


x x ≤ 0
1
x

0 < x ≤ 1

ax2 + bx + c x > 1

.1 Stabilire per quali valori di a, b, c ∈ R f
è continua in x = 1

Si ha
lim

x→1−
f (x) = lim

x→1−

1
x
= 1

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

ax2 + bx + c = a + b + c

Pertanto affinchè f sia continua in x = 1 deve essere

a + b + c = 1

o equivalentemente
c = 1− a− b

.2 Stabilire per tali valori dove f è continua f è continua su R \ {0, 1} per le proprietà delle funzioni el-
ementari ed i teoremi sulla continuità, inoltre è continua in
x = 1 per quanto detto in precedenza ( con c = 1− a− b).

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

x = 0 = f (0)

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1
x
= +∞

Pertanto f non ammette limite in x = 0 e quindi non è con-
tinua.
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.3 Stabilire per quali valori di a, b, c ∈ R f
è derivabile in x = 1

Perchè f sia derivabile in x = 1 deve essere ivi continua e
quindi deve essere

c = 1− a− b

Inoltre

lim
x→1−

f (x)− f (1)
x− 1

= lim
x→1−

− 1
x
= −1

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x− 1

= lim
x→1+

(ax2 + bx + 1− a− b)− 1
x− 1

=

= lim
x→1+

a(x2 − 1) + b(x− 1)
x− 1

= lim
x→1+

a(x + 1) + b = 2a + b

Pertanto f è derivabile in x = 1 se

−1 = 2a + b, e c = 1− a− b

cioè

∀a ∈ R , b = −1− 2a c = 1− a + 1 + 2a = 2 + a
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-11_3-

Si consideri la funzione definita da

f (x) =


1

1 + x2 x < 0

ax2 + bx + 1 0 ≤ x ≤ 1
1 x > 1

.1 Determinare, se possibile, a, b in modo
che f sia continua in 0.

Si ha
lim

x→0−
f (x) = lim

x→0−

1
1 + x2 = 1

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

ax2 + bx + 1 = 1 = f (0)

Pertanto f è continua in x = 0 per ogni a ∈ R

.2 Determinare, se possibile, a, b in modo
che f sia continua in 0 ed in 1.

f è continua in x = 0 per ogni a;
affinchè sia continua in x = 1 , poichè

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

ax2 + bx + 1 = a + b + 1 = f (0)

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1 = 1

deve essere

a + b + 1 = 1 ovvero b = −a

.3 Determinare, se possibile, a, b in modo
che f sia derivabile in 0.

lim
x→0−

f (x)− f (0)
x

= lim
x→0−

1
1+x2 − 1

x
= lim

x→0−

−x2

x(1 + x2)
= 0

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x

= lim
x→0+

(
ax2 + bx + 1)− 1

x
= lim

x→0+
(ax+ b) = b

Pertanto affinchè f sia derivabile in x = 0 deve essere

b = 0
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.4 Determinare, se possibile, a, b
in modo che f sia derivabile in 1. lim

x→1−

f (x)− f (1)
x− 1

= lim
x→1−

(
ax2 + bx + 1)− a− b− 1

x− 1
= lim

x→1−
(a(x+ 1)+ b) = 2a+ b

lim
x→1+

f (x)− f (1)
x− 1

= lim
x→1+

(
1− 1

x
= 0

Pertanto affinchè f sia derivabile in x = 1 deve essere

2a + b = 0
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.5 Determinare, se possibile, a, b in modo
che f sia derivabile in 0 ed in 1.

• f è continua in x = 0 per ogni a ∈ R

• f è continua in x = 1 se b = −a

• f è derivabile in x = 0 se b = 0

• f è derivabile in x = 1 per ogni b = −2a

pertanto f è derivabile sia in x = 0 che in x = 1 se a = b = 0
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-11_4-

Si consideri la funzione

f (x) =


eax − b− cos(x)

x
x 6= 0

c x = 0

.1 .2
.3 Determinare a, b, c, in modo che f sia
continua in 0

lim
x→0

eax − b− cos(x) = b

pertanto affinchè il limite esista deve essere b = 0. In tal caso

x → 0
eax − cos(x)

x
= lim

x→0

eax − 1
x

+ lim
x→0

1− cos(x)
x

= a− 0 = a

e per avere la continuità in x = 0 occorre che c = f (0) = a
Quindi f c̀ontinua in x = 0 se b = 0 e c = 1
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.4 Determinare a, b, c, in modo che f sia
derivabile in 0 e calcolare f ′(x)

Intanto dal punto precedente b = 0 e c = a.

lim
x→0

eax−cos(x)
x − a

x
= lim

x→0

eax − ax− cos(x)
x2 =

lim
x→0

1 + ax + (ax)2/2− ax− 1 + x2/2 + x2ω(x)
x2 =

lim
x→0

(ax)2/2 + x2/2 + x2ω(x)
x2 =

a2 + 1
2

.5 Scrivere, se esiste, la retta tangente al
grafico della funzione f nel punto (0, c)

La retta tangente t è definita da

t(x) = f (0) + f ′(0)x = a +
a2 + 1

2
x
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-11_5-

Studiare, al variare di a ∈ R

f (x) = ln(|x|) + a
1 + x

.1 Disegnare il grafico di f al variare di a ∈
R
Possiamo studiare il segno di f confrontanto i grafici di
f1(x) = ln(|x|) e di f2(x) = − a

1+x

f è definita su R \ {−1} e si ha

lim
x→±∞

= +∞ , lim
x→0±

= −∞

inoltre
se a > 0, si ha

lim
x→−1+

= +∞ , lim
x→−1−

= −∞

mentre se a < 0, si ha

lim
x→−1+

= −∞ , lim
x→−1−

= +∞
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f ′(x) =
1
x
− a

(1 + x)2)
=

(1 + x)2 − ax
(1 + x)2 =

x2 − (a− 2)x + 1
(1 + x)2

x2− (a− 2)x+ 1 = 0, se x =
(a− 2)±

√
(a− 2)2 − 4

2
=

(a− 2)±
√

a2 − 4a
2

Se a ∈ (0, 4) non ci sono radici reali e f ′(x) > 0 ∀x ∈ R

Se a = 0, 4 c’é una soluzione doppia x = 0, 1, rispettivamente.
Se a < 0 oppure a > 4 ci sono due radici reali e distinte .
Inoltre

d
da

(
(a− 2)±

√
(a− 2)2 − 4

2

)
=

1
2

(
1± a− 2√

(a− 2)2 − 4

)

ed essendo √
(a− 2)2 − 4 <

√
(a− 2)2 = |a− 2|

da cui ∣∣∣∣∣ a− 2√
(a− 2)2 − 4

∣∣∣∣∣ > 1

si ha che
(a− 2)±

√
(a− 2)2 − 4

2
ha sempre il segno si a− 2 e

d
da

(
(a− 2)±

√
(a− 2)2 − 4

2

)
=

1
2

(
1± a− 2√

(a− 2)2 − 4

)

ha sempre il segno di (a − 2) Il grafico di (a−2)±
√

(a−2)2−4
2 , al

variare di a e’ il seguente:
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Il grafico di f al variare di a ∈ R è rappresentato nelle figure
seguenti
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.2 Determinare il numero di soluzioni
dell’equazione

f (x) = k

al variare di a ∈ R e di k ∈ R

il numero di soluzioni dell’equazione

f (x) = k

si ricava facilmente dai grafici precedenti ricordando che ove
esistono massimi e minimi locali assumono il valore

f

(
(a− 2)±

√
(a− 2)2 − 4

2

)
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-11_6-

Studiare, al variare di a ∈ R

f (x) = arctan(x) +
a

1 + x2

.1 Disegnare il grafico di f al variare di a ∈
R
f è definita su R e si ha

lim
x→±∞

= ±π

2
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f ′(x) =
1

1 + x2 −
2ax

(1 + x2)2 =
1 + x2 − 2ax
(1 + x2)2 =

x2 − 2ax + 1
(1 + x)2

x2 − 2ax + 1 = 0, se x = a±
√

a2 − 1

Se |a| < 1 non ci sono radici reali e f ′(x) > 0 ∀x ∈ R

Se a = ±1 c’é una soluzione doppia x = ±1, rispettivamente.
Se |a| > 1 ci sono due radici reali e distinte .
Inoltre

d
da

(
a±

√
a2 − 1

)
=

(
1± a√

a2 − 1

)
ed essendo ∣∣∣∣ a√

a2 − 1

∣∣∣∣ > 1

si ha che sia
a±

√
a2 − 1

che
d
da

(
a±

√
a2 − 1

)
hanno sempre il segno di a e Il grafico di a±

√
a2 − 1, al variare

di a e’ il seguente:

Step11_6



64

Se ā1,2 sono le radici di f ′(x) = 0, (per |a| ≥ 1), e se supponi-
amo che

ā1 ≤ ā2

tenendo conto che
(1 + ā2

1,2) = 2ā1,2

otteniamo che

f (ā1,2) = arctan(ā1,2) +
1

2ā1,2

Il grafico di g(x) = arctan(x) + 1
2x si ottiene faci;mente osser-

vando che

lim
x→±∞

= ±π

2
, lim

x→0±
= ±∞

g′(x) =
1

1 + x2 −
1

2x2 =
x2 − 1

2x2(1 + x2)

per cui g è crescente se |x| ≥ 1 e decrescente se |x| ≤ 1; inoltre

g(1) =
π

4
+

1
2
> 0 , g(−1) = −π

4
− 1

2
< 0

e quindi i; grafico di g è il seguente
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Ne segue

f (ā1,2) Q 0 ⇐⇒ ā1,2 Q 0 ⇐⇒ a Q 0

ed i grafico di f , al variare di a , è il seguente
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-12-

Si consideri la funzione

f (y) = y ln
(

y− 1
y

)
− ln |y− 1|

.1 Determinare il campo di definizione I di
f

f è definita se y < 0 ed anche se y > 1

.2 Stabilire dove f è derivabile e calcolare
la sua derivata

f è derivabile dove è definita e

f ′(y) = ln
(

y− 1
y

)
+ y

y
y− 1

(
1
y2

)
− 1

y− 1
= ln

(
y− 1

y

)

.3 Calcolare i limiti agli estremi del campo
di definizione di f giustificando brevemente
le affermazioni.

Per y → 0− , tenendo conto che il logarimo è infinito di ordine
inferiore ad ogni potenza reale del suo argomento, si vede che
f (y)→ 0
Per y→ 1+ , poichè

f (y) = ln
(
(y− 1)y−1

yy

)
e

(y− 1)y−1

yy =
e(y−1) ln(y−1)

yy → 1

si vede che f (y)→ 0 Per y→ ±∞ si ha

(y− 1)y−1

yy =

(
1− 1

y

)y 1
y− 1

→ 0

per cui f (y)→ −∞
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.4 Disegnare il grafico di f precisando
crescenza, decrescenza, convessità e com-
portamento della retta tangente agli estremi
del campo di definizione

Si ha anche
f ′′(y) =

1
y(y− 1)

In figura è riportato in nero il grafico di f ′′, in blu il grafico di
f ∗ ′ ed in rosso il frafico di f ′′
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-13-

Si consideri la famiglia di funzioni

fk(x) = kx2 + x ln x k ∈ R

.1 Calcolare f ′k(x) e di f ′′k (x) f ′k(x) = 2kx + ln(x) + 1

f ′′k (x) = 2kx + 1/x
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.2 Disegnare il grafico di f ′1/2(x) e di
f ′−1/4(x)
.3 Disegnare il grafico di f1/2(x) e di
f−1/4(x)

Per k > 0 (k = 1
2 )

lim
x→0+

f ′k(x) = −∞ lim
x→+∞

f ′k(x) = +∞

f ′′k (x) = 2kx + 1/x > 0 ∀x > 0

ed f ′k è sempre crescente.

lim
x→0+

fk(x) = 0

in quanto ln(x) è infinito in 0+ di ordine inferiore ad ogni
potenza reale del suo argomento.

lim
x→+∞

fk(x) = +∞

Per il teorema degli zeri esiste un punto xk tale che f ′k(xk) = 0 ,

inoltre f ′k(x)

< 0 x < xk

> 0 x > xk
per cui fk è decrescente per x < xk

e crescente per x > xk.
Per k < 0 (k = − 1

4 )

lim
x→0+

f ′k(x) = −∞ lim
x→+∞

f ′k(x) = +∞

f ′′k (x) = 2kx + 1/x T 0 ⇐⇒ x S
1
2k

= xk

Quindi f ′k è crescente in (0,−1/2k) e decrescente su
(−1/2k,+∞)

Si ha

f ′k(xk) = −2k
1
2k

+ ln
(
− 1

2k
)
+ 1 = ln

(
− 1

2k
)
= ln

(
xk
)

Se k = − 1
4 , xk = 2, e ln(xk) > 0. . Più in generale ln(xk) ≥ 0. se

k ≥ − 1
2 .

In tal caso esistono due punti yk e zk tali che f ′k(yk) = f ′k(xk) =

0 con yk < xk < zk ed fk è crescente in (yk , zk) e decrescente al-
trove..
Se invece k ≤ − 1

2 . si ha ln(xk) < 0. f ′k(xk) = ln
(

xk
)
< 0 ed fk è

sempre decrescente
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.4 Disegnare il grafico di f ′k(x)

.5 Disegnare il grafico di f (k x)

I grafici si ottengono utilizzando come per i due casi prima
esaminati.
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.1 Sia f una funzione derivabile infinite volte su R tale che

f ′(x) = sin( f (x)) f (0) =
π

2

Si puo’ dimostrare che f esiste è unica ed è definita da f (x) = 2 arctan(ex)

.2 Derivare entrambi i membri della (1) e
ricavare f ′′ in funzione di f ed f ′ ed f ′′′ in
funzione di f f ′ ed f ′′

f ′′(x) = cos( f (x)) f ′(x)

f ′′′(x) = − sin( f (x))( f ′(x))2 + cos( f (x)) f ′′(x)

.3 Calcolare f (0), f ′(0), f ′′(0), f ′′′(0) e
scrivere il polinomio di Taylor P2 ed il poli-
nomio di Taylor P3 di f centrato in 0 di
grado 2 e 3, rispettivamente.

f (0) =
π

2

f ′(0) = sin( f (0)) = sin(
π

2
) = 1

f ′′(0) = cos( f (0)) f ′(0) = cos(
π

2
) = 0

f ′′′(0) = − sin( f (0))( f ′(0))2 + cos( f (0)) f ′′(0) =

− sin( f (0)) = − sin(
π

2
) = −1

P2(x) = f (0) + f ′(0)x + f ′′(0)
x2

2!

P3(x) = f (0) + f ′(0)x + f ′′(0)
x2

2!
+ f ′′′(0)

x2

3!

P2(x) =
π

2
+ x

P3(x) =
π

2
+ x− x3

6

.4 Disegnare il grafico di P2 e di P3 per
|x| ≤ 1

Step13
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.5 Provare che | f ′(x)| ≤ 1 | f ′′(x)| ≤ 1
| f ′′′(x)| ≤ 2

| f ′(x)| = | sin( f (x))| ≤ 1

| f ′′(x)| = | cos( f (x))|| f ′(x)| ≤ 1

| f ′′′(x)| ≤ | sin( f (x))||( f ′(x))2|+ | cos( f (x))|| f ′′(x)| ≤ 1+ 1 = 2

.6 Stimare il resto di Lagrange relativo al
polinomio di Taylor di grado 2 in funzione
di x

R2(x) = f ′′′(ξ)
x3

3!
con |ξ| ≤ |x|

|R2(x)| = | f ′′′(ξ)| |x
3|

3!
≤ 2
|x3|
3!

.7 Disegnare un maggiorante ed un mino-
rante di f per |x| ≤ 1

f (x) = P2(x) + R2(x)

Pertanto

| f (x)− P2(x)| = |R2(x)| ≤ 2
|x3|
3!

e
π

2
+ x− 2

|x3|
3!
≤ f (x) ≤ π

2
+ x + 2

|x3|
3!

.8 Determinare un maggiorante dell’errore
commesso sostituendo f con P2 per
|x| ≤ 1/2.

f (x) = P2(x) + R2(x)

Pertanto

| f (x)− P2(x)| = |R2(x)| ≤ 2
|x3|
3!
≤ 1

24

.9 Trovare, se possibile, a in modo che
f (x) − ax − π

2 sia infinitesima in 0 di ordine
superiore al secondo.

f (x)− ax− π

2
= P2(x)− ax− π

2
+ R2(x) =

=
π

2
+ x− ax− π

2
+ x2ω(x) = (1− a)x + xω(x)

ed f è infinitesima in 0 di ordine superiore al secondo se e solo
se a = 1 .

Step13
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-14-

Si consideri la funzione
f (t) =

1
t

e la partizione
Pn =

{
x

k
n : k = 0..n

}
.1 Calcolare le somme superiori U( f , Pn)

di f rispetto alla partizione Pn

Sia xk = x
k
n per cui Pn = {xk : k = 0..n} e sia Ik = [xk , xk+1

si ha

Mk = sup{ f (x) : x ∈ Ik} = max{ f (x) : x ∈ Ik} =
1

xk−1

mk = inf{ f (x) : x ∈ Ik} = min{ f (x) : x ∈ Ik} =
1

xk−1

∆k = xk+1 − xk

U( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

Mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (xk)(xk+1 − xk)

=
n−1

∑
k=0

1

x
k
n
(x

k+1
n − x

k
n ) =

n−1

∑
k=0

(
x

1
n − 1

)
e

L( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (xk+1)(xk+1 − xk)

=
n−1

∑
k=0

1

x
k+1

n
(x

k+1
n − x

k
n ) =

n−1

∑
k=0

(
1− x−

1
n

)
Si consideri la partizione

Qn =
{

x
k

2n : k = 0..2n
}

.2 Dimostrare che U( f , Qn) è una estratta
decrescente di U( f , Pn)

Qn = P2n e, poichè 2n è strettamente crescente, Qn è una es-
tratta di Pn

Step14
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.3 calcolare ∫ x

1
f (t)dt =

U( f , Pn)
n−1

∑
k=0

(
x

1
n − 1

)
= n

(
x

1
n − 1

)
= n

(
e

1
n ln(x) − 1

)

=
e

1
n ln(x) − 1

1
n

=
e

1
n ln(x) − 1
1
n ln(x)

ln x → ln(x)

L( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

(
1− x−

1
n

)
= n

(
1− e−

1
n ln(x)

)

=
1− e−

1
n ln(x)

1
n

= −1− e−
1
n ln(x)

1
n ln(x)

ln(x)→ ln(x)

Si ha

lim L( f , Pn) = lim L( f , Qn) ≤
∫ x

1
f (t)dt ≤ lim U( f , Qn) = lim U( f , Pn)

e ∫ x

1
f (t)dt = ln(x)

Step14
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Si consideri f (x) = 1
x e la partizione definita da

Pn = {( n√2)h : h = 0..n}

.1 Determinare le somme superiori di f su
[1,2].
.2 Determinare le somme inferiori di f su
[1,2].

Sia xk = ( n
√

2)h = 2
k
n per cui Pn = {xk : k = 0..n} e sia Ik =

[xk , xk+1 si ha

Mk = sup{ f (x) : x ∈ Ik} = max{ f (x) : x ∈ Ik} =
1

xk−1

mk = inf{ f (x) : x ∈ Ik} = min{ f (x) : x ∈ Ik} =
1
xk

∆k = xk+1 − xk

U( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

Mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (xk)(xk+1 − xk)

=
n−1

∑
k=0

1

2
k
n
(2

k+1
n − 2

k
n ) =

n−1

∑
k=0

(
2

1
n − 1

)
e

L( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (xk+1)(xk+1 − xk)

=
n−1

∑
k=0

1

2
k+1

n
(2

k+1
n − 2

k
n ) =

n−1

∑
k=0

(
1− 2−

1
n

)

Step14
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.3 Calcolare un’approssimazione di∫ 2

1

1
x

dx

.4 Stimare l’errore che si commette,
quando si considera l’approssimazione
trovata in luogo di∫ 2

1

1
x

dx

U( f , Pn)
n−1

∑
k=0

(
2

1
n − 1

)
= n

(
2

1
n − 1

)
= n

(
e

1
n ln(2) − 1

)

=
e

1
n ln(2) − 1

1
n

=
e

1
n ln(2) − 1
1
n ln(2)

ln 2→ ln(2)

L( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

(
1− 2−

1
n

)
= n

(
1− e−

1
n ln(2)

)

=
1− e−

1
n ln(2)

1
n

= −1− e−
1
n ln(2)

1
n ln(2)

ln(2)→ ln(2)

Si ha

L( f , Pn) ≤
∫ 2

1
f (t)dt ≤ U( f , Pn)

e ∫ 2

1
f (t)dt− L( f , Pn) ≤ U( f , Pn)− L( f , Pn)

ed anche

U( f , Pn)−
∫ 2

1
f (t)dt ≤ U( f , Pn)− L( f , Pn)

Inoltre

U( f , Pn)− L( f , Pn) = n
(

e
1
n ln(2) − e−

1
n ln(2)

)
< n

(
e

1
n ln(e) − e−

1
n ln(e)

)
per cui

U( f , Pn)− L( f , Pn) < n
(

e
1
n − e−

1
n

)
< n

(
e

1
n − 1

)

ex − e−x =
n

∑
k=0

xk

k!
−

n

∑
k=0

(−x)k

k!
+ R+ − R− = 2

n

∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+ R

Possiamo stimare che, per x > 0

R = x2n+2ω(x)

ed anche che

R = eξ x2n+3

(2n + 3)!
− eη x2n+3

(2n + 3)!
, 0 ≤ ξ ≤ x , −x ≤ η ≤ 0

da cui

R = (ex − 1)
x2n+3

(2n + 3)!

Step14
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.1 Sia

Sn =
n

∑
k=0

tk

Verificare che

Sn =
1− tn+1

1− t

Si ha che

S0 =
1− t1

1− t
]1

Inoltre, se

Sn =
1− tn+1

1− t
si ha

Sn+1 = Sn + tn+1 =
1− tn+1

1− t
+ tn+1 =

1− tn+1 + tn+1 − tn+2

1− t
=

1− tn+1

1− t

e si può concludere usando il proncipio di induzione.

.2 Verificare che

n

∑
k=0

etk =
1− e(n+1)t

1− et

È sufficiente sotituire t = er nell’uguaglianza precedente.

Sia f (t) = et e sia Px
n la partizione dell’intervallo [0, x] ottenuta suddivi-

dendolo in n parti uguali.

.3 Calcolare le somme superiori Un di f
sull’intervallo [0, x] relativamente alla par-

tizione Px
n

Sia tk = k x
n per cui Pn = {tk : k = 0..n} e sia Ik = [tk , tk+1 si

ha

Mk = sup{ f (t) : t ∈ Ik} = max{ f (t) : t ∈ Ik} = etk+1

mk = inf{ f (t) : t ∈ Ik} = min{ f (t) : x ∈ Ik} = etk

∆k = tk+1 − tk =
x
n

U( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

Mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (tk+1)(tk+1 − tk)

=
n−1

∑
k=0

e(k+1) x
n

x
n
=

x
n

e
x
n

1− en x
n

1− e
x
n

Step14
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.4 Calcolare le somme inferiori Ln di f
sull’intervallo [0, x] relativamente alla par-
tizione Px

n

Sia tk = k x
n per cui Pn = {tk : k = 0..n} e sia Ik = [tk , tk+1 si

ha

Mk = sup{ f (t) : t ∈ Ik} = max{ f (t) : t ∈ Ik} = etk+1

mk = inf{ f (t) : t ∈ Ik} = min{ f (t) : x ∈ Ik} = etk

∆k = tk+1 − tk =
x
n

L( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (xk)(tk+1 − tk)

=
n−1

∑
k=0

ek
x
n x

n
=

x
n

1− en x
n

1− e
x
n

.5 Calcolare le somme di Riemann Rn di
f sull’intervallo [0, x] relativamente alla
partizione Px

n e alla scelta S che considera in
ogni intervallo il punto medio

Sia tk = k x
n per cui Pn = {tk : k = 0..n} e sia Ik = [tk , tk+1 si

ha
∆k = tk+1 − tk =

x
n

R( f , Pn) =
n−1

∑
k=0

mk∆k =
n−1

∑
k=0

f (
xk+1 − xk

2
)(tk+1 − tk)

=
n−1

∑
k=0

e(k+
1
2 )

x
n x

n
=

x
n

e
x

2n
1− en x

n

1− e
x
n

.6 Calcolare, se esiste

lim
n

Un

lim
n

Un = (1− ex) lim e
x
n

x
n

1− e
x
n
= ex − 1

.7 Calcolare, se esiste

lim
n

Ln

lim
n

Ln = (1− ex) lim
x
n

1− e
x
n
= ex − 1

.8 Calcolare, se esiste

lim
n

Rn

lim
n

Rn = (1− ex) lim e
x
2 n

x
n

1− e
x
n
= ex − 1

.9 Dimostrare che

lim
n

Un = lim
n

Ln = lim
n

Rn =
∫ x

0
etdt

Segue dai punti precedenti e dalla definizione di integrale.

Step14
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-15-

Si consideri la funzione

f (x) =
∫ x

0

t
t3 + 1

dt

.1 Stabilire per quali valori di x ∈ R f è
definita.

La funzione
g(t) =

1
t3 + 1

è definita e continua per x 6= −1, pertanto f è definita per tutti
i valori di x per i quali [1, x] ⊂ D = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞) e
quindi f è definita in [−1 + ∞).

.2 Studiare crescenza e decrescenza di f
e tracciare un grafico che tenga conto delle
indicazioni ottenute.
.3 Precisare il comportamento di f agli es-
tremi del campo di definizione, calcolando
eventuali asintoti.

si Ha
f ′(x) = g(x) =

1
x3 + 1

> 0 sex ∈ [−1 + ∞).

lim
x→−1+

=
∫ −1

0

t
t3 + 1

dt

lim
x→+∞

=
∫ +∞

0

t
t3 + 1

dt

essendo entrambi gli integrali intesi in senso improprio.
Poichè

lim
x→−1+

=
x

x3 + 1
= +∞

con ordine 1 (x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1)) avremo

lim
x→−1+

= f (x) =
∫ −1

0

t
t3 + 1

dt = +∞

mentre essendo
lim

x→+∞
=

x
x3 + 1

= 0

con ordine 2 , avremo

lim
x→+∞

= f (x) =
∫ +∞

0

t
t3 + 1

dt ∈ R

Step15
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.4 Studiare la convessità e la concavità di
f .
.5 Disegnare il grafico di f tenendo conto
di tutti gli elementi trovati.

f ′′(x) =
1− 2x3

1 + x3 T 0 ⇐⇒ x S
1

3
√

2

Pertanto f è convessa se x < 1
3√2

e concava se x > 1
3√2

x = 0

è un asintoto verticale per f mentre

y =
∫ +∞

0

t
t3 + 1

dt =
2

3
√

3
π ≈ 1.2092

è un asintoto orizzontale per f
Sia ha

t
t3 + 1

=
At + B

t2 − t + 1
+

C
t + 1

− At2 + Bt + At + B + cT2 − Ct + C
t3 + 1

e affinchè valga l’uguaglianza deve risultare
A + C = 0

A + B− C = 1

B + C = 0

da cui
A = B = −C =

1
3∫ t

t3 + 1
dt =

1
3

∫ ( t + 1
t2 − t + 1

− 1
t + 1

)
dt

=
1
3

(∫ 1
2

(
2t− 1

t2 − t + 1
+

3
t2 − t + 1

)
dt−

∫ 1
t + 1

dt
)

=
1
6

ln(t2 − t + 1)− 1
3

ln(|t + 1|+ 1
2

∫ 1
t2 − t + 1

dt

1
2

∫ 1
t2 − t + 1

dt =
1
2

∫ 1
(t− 1

2 )
2 + 3

4
dt =

1
2 3

4

∫ 1
( 4

3 (t−
1
2 )

2) + 1
dt

=
2
3

∫ √
3

2

(( 2√
3
(t− 1

2 ))
2 + 1

d(
2√
3
(t− 1

2
)) =

1√
3

arctan(
2√
3
(t− 1

2
))

Quindi∫ t
t3 + 1

dt =
1
6

ln
(

t2 − t + 1
(t + 1)2

)
+

1√
3

arctan
(

2t− 1√
3

)
e∫ +∞

0

t
t3 + 1

dt = lim
x→+∞

[
1
6

ln
(

t2 − t + 1
(t + 1)2

)
+

1√
3

arctan
(

2t− 1√
3

)]x

0

= lim
x→+∞

1
6

ln
(

x2 − x + 1
(x + 1)2

)
+

1√
3

arctan
(

2x− 1√
3

)
+

1√
3

arctan
(

1√
3

)
=

1√
3

π

2
+

π

6
√

3
=

2
3
√

3
π ≈ .1.2092

Step15
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Si consideri la funzione

f (x) =
∫ +∞

sin x

ln(t− 1)
t2 dt

.1 Determinare il campo di definizione
della funzione assegnata

Per ogni x fissato, le semirette verticali rosse
rappresentano l’intervallo [sin(x),+∞)

Affinchè f sia definita tale intervallo deve
essere essere contenuto nel semipiano y ≥ 1
che in figura è colorato in verde.
Dovrà pertanto risultare

sin(x) ≥ 1

e ciò accade se e solo se

x = π/2 + 2nπ , n ∈ Z

La funzione integranda

g(t) =
ln(t− 1)

t2

è definita e continua in (1 + ∞).

• g è integrabile in senso proprio in ogni intervallo

[a, b] ⊂ (1,+∞)

• g è integrabile in senso improprio in ogni intervallo

[a, b] ⊂ [1,+∞)

in quanto g è infinita di ordine inferiore ad ogni potenza
reale di (t− 1) per t→ 1.

• è integrabile in senso improprio in ogni intervallo

[c,+∞)] ⊂ [1,+∞)

in quanto g è infinitesima di ordine maggiore (e.g.) a 3/2
per t→ +∞.

Se ne conclude che g è integrabile in [1,+∞) ma non è integra-
bile in [a,+∞) se a < 1.
Per ogni x fissato, l’intervallo [sin(x),+∞) ⊂ [1,+∞) se e solo
se x = π/2 + 2nπ , n ∈ Z

Pertanto f è definita solo nei punti della successione

xn == π/2 + 2nπ m n ∈ Z

Step15
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.2 Studiare il segno di f

.3 Studiare la crescenza di f

.4 Calcolare lim
x→+∞

f (x)

.5 Studiare la derivabilità di f e diseg-
narne il grafico.

Possiamo calcolare, integrando per parti,∫ ln(t− 1)
t2 dt = − ln(t− 1)

t
+
∫ 1

t(t− 1)
dt =

= − ln(t− 1)
t

+
∫ ( 1

t− 1
− 1

t

)
dt =

= − ln(t− 1)
t

ln(t− 1)− ln(t)

∫ +∞

1

ln(t− 1)
t2 dt =

[
− ln(t− 1)

t
+ ln(t− 1)− ln(t)

]+∞

1
=

= lim
t→+∞

− ln(t− 1)
t

+ ln(t− 1)− ln(t)− lim
t→1+

= − ln(t− 1)
t

+ ln(t− 1)− ln(t)

Ma

ln(t− 1)
t

+ ln(t− 1)− ln(t) =
(

t− 1
t

)
ln(t− 1)− ln(t)→ 0 per t→ 1+

e

− ln(t− 1)
t

+ ln(t− 1)− ln(t) =
ln(t− 1)

t
+ ln

(
t− 1

t

)
→ 0 per t→ +∞

Pertanto

f (xn) =
∫ +∞

sin(π/2+2nπ)

ln(t− 1)
t2 dt = 0

e possiamo concludere che

• f è sefinita solo nei punti xn = pi/2 + 2nπ ef f (xn) = 0

• f è costante e nulla nel suo dominio

• limx→+∞ = 0

Il suo grafico è
G = {(xn, 1) : ninZ}

Step15
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Si consideri

f (x) =


x2 x ≤ 0
(x− 1)3 − 1 0 < x < 2
1
x2 x > 2

.1 Disegnare il grafico di f .

.2 Disegnare il grafico di f ′ f ′(x) =


2x x < 0
3(x− 1)2 0 < x < 2

− 2
x3 x > 2

lim
x→0−

f ′(x) = f ′(0−) = 0

lim
x→0+

f ′(x) = f ′(0+) = −2

I grafici sono elementari.

Step15
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.3 Disegnare il grafico di

F(x) =
∫ x

1
f (t)dt

f è definita e continua su R \ {0, 2}, inoltre è limitata su ogni
intervallo limitato di R. Pertanto f è inegrabile nell’intervallo
[1, x] per ogni x ∈ R ed F è definita ∀x ∈ R.
F è derivabile su R \ {0, 2}, e

F′(x) = f (x)

, inoltre
lim

x→0−
F′(x) = lim

x→0−
f (x) = 0

lim
x→0+

F′(x) = lim
x→0+

f (x) = −2

lim
x→2−

F′(x) = lim
x→2−

f (x) = 0

lim
x→2+

F′(x) = lim
x→2+

f (x) = 1/4

per cui
f ′(0−) = 0

f ′(0+) f (x) = −2

f ′(2−) = 0

f ′(2+) f (x) = 1./4

lim
x→+∞

F(x) =
∫ +∞

1
f (t)dt =

∫ 2

1
((t− 1)3− 1)dt+ lim

x→+∞

∫ x

2

1
t2 dt =

=

[
1
4
(t− 1)4 − t

]2

1
+ lim

x→+∞

[
− 1

x

]x

2
dt =

1
4
− 2+ 1+ lim

x→+∞

(
− 1

x
+

1
2

)
= −1

4

lim
x→−∞

F(x) =
∫ −∞

1
f (t)dt =

∫ 0

1
((t− 1)3− 1)dt+ lim

x→+∞

∫ x

0
x2dt =

=

[
1
4
(t− 1)4 − t

]0

1
+ lim

x→−∞

[
− x3

3

]x

0
dt = −1

4
+ 1+ lim

x→+∞

(
− x3

3

)
= −∞

che
lim

x→−∞
F(x) = −∞

deriva piu’ semplicemente dal fatto che f è integrabile su ogni
intervallo limitato e che f (x)→ +∞ se x → −∞,

Step15
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.4 Trovare tutte le primitive di f Una primitiva G di f su (−∞, 0) ∪ (0, 2) ∪ (2,+∞) è

G(x) =



x3

3
x < 0

(x− 1)4

4
0 < x < 2

− 1
x

x > 2

f non ammette primitive su intervalli che contengano 0 oppure
2 in quanto

lim
x→0−

f (x) = 0 6= −2 = lim
x→0+

f (x)

lim
x→2−

f (x) = 0 6= −1
4
= lim

x→2+
f (x)

Tutte le primitive si possono trovare ricordando che due prim-
itive di una funzione differiscono per costante su un intervallo
contenuti nel suo campo di definizione ed osservando che il
campo di definizione di f è unione di tre intervalli,

D( f ) = (−∞, 0) ∪ (0, 2) ∪ (2,+∞)

Pertanto, data una primitiva, se ne può ottenere un’altra sem-
plicemente aggiungendo una costante su uno dei tra intervalli
cui unione è D( f ).
Tutte le primitive di f sono date da

G(x) =



x3

3
+ c1 x < 0

(x− 1)4

4
+ c2 0 < x < 2

− 1
x
+ c3 x > 2

c1, c2, c3 ∈ R

ẽ possibile trovare una primitiva G0di f su D( f ) = (−∞, 0) ∪
(0, 2) ∪ (2,+∞) che sia definita e continua du R semplicemente
scegllendo

c2 = −1
4
+ c1 e c3 = +

1
2
+

1
4
+ c2 = +

1
2
+

1
4
− 1

4
+ c1

G0(x) =



x3

3
+ c1 x < 0

(x− 1)4

4
+ c1 −

1
4

0 < x < 2

− 1
x
+ c1 +

1
2

x > 2

c1, c2, c3 ∈ R

Si può osservare che, poichè

F(x) = G0(x)− G0(1) = G0(x) +
1
4
− c1

, per c1 = 1
4 si ha

F(x) = G0(x)

e che F1 è una funzione continua su R che è primitiva di f su
D( f ) = (−∞, 0) ∪ (0, 2) ∪ (2,+∞).

Step15
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Calcolare i seguenti integrali

.1 ∫ x

a

dt
sin(t)

L’integrale esiste in senso proprio se [a, x] non contiene nes-
suno dei punti {xn = nπ : n ∈ Z}.
In caso contrario l’integrale non esiste neppure in senso im-
proprio in quanto, per t → nπ. sin(t) è infinitesimo di ordine
1.
Se s = tan(t/2) si ha

sin(t) =
2s

1 + s2 , , ds =
1 + s2

2
dt

Inoltre per x = a si ha t = tan(a/2) e per x = b si ha t =

tan(b.2), per cui

∫ x

a

dt
sin(t)

=
∫ tan(x/2)

tan(a/2)

1 + s2

2s
2

1 + s2 ds =
∫ tan(s/2)

tan(a/2)

1
t

dt =

= [ln(t]]tan(x/2)
tan(a/2) = ln(tan(x/2))− ln(tan(a/2))

Step15
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.2 ∫ x

1

dt
t(t− 2)

L’integrale esiste in senso proprio se [1, x] non contiene nes-
suno dei punti x = 0. e x = 2
In caso contrario l’integrale non esiste neppure in senso impro-
prio in quanto, per x → 0. e x → 2 1

t(t−2) è infinita di ordine
1.
Pertanto l’integrale si può calcolare se 0 < x < 2 Si ha

1
t(t− 2)

=
A
t
+

B
(t− 2)

=
At− 2A + Bt

t(t− 2)

se e solo se A + B = 0

−2A = 1

per cui B = −A = 1
2 e

1
t(t− 2)

=
1
2

(
−1

t
+

1
(t− 2)

)
∫ x

1

dt
t(t− 2)

=
∫ x

1

1
2

(
−1

t
+

1
(t− 2)

)
=

−1
2
[ln(|t− 2|)− ln(|t|)]x1 = ln

(√
x− 2

x

)
Osserviamo che, dal momento che x ∈ (0, 2)

x− 2
x

> 0

e si può omettere il valore assoluto.

Step15
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.3 ∫ x

3

dt
t(t− 2)

L’integrale esiste in senso proprio se [3, x] non contiene nes-
suno dei punti x = 0. e x = 2
In caso contrario l’integrale non esiste neppure in senso impro-
prio in quanto, per x → 0. e x → 2 1

t(t−2) è infinita di ordine
1.
Pertanto l’integrale si può calcolare se x > 2 Si ha, come prima,

∫ x

3

dt
t(t− 2)

=
∫ x

3

1
2

(
−1

t
+

1
(t− 2)

)
=

−1
2
[ln(|t− 2|)− ln(|t|)]x3 = ln

(√
x− 2

x

)
− ln

(√
1
3

)
=

= ln

(√
3
∣∣∣∣ x− 2

x

∣∣∣∣
)

= ln

(√
2 = x

x

)
Osserviamo che, dal momento che x ∈ (2,+∞)

x− 2
x

< 0

.4
∫ x

0 arctan(s)ds
∫ x

0
arctan(s)ds = [s arctan(s)]x0 −

∫ x

0

s
1 + s2 ds =

= x arctan(x)− 1
2

∫ x

0

2s
1 + s2 ds = x arctan(x)− ln(

√
1 + x2)

.5
∫ x

0
ds

s2+4s+5 ∫ x

0

ds
s2 + 4s + 5

=
∫ x

0

ds
(s + 2)2 + 1

= [arctan(s+ 2)]x0 = arctan(x− 2)

Step15
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.6
∫ +∞

0 es sin(2s)ds
∫

es sin(2s)ds = es sin(2s)−
∫

2es cos(2s) =

= es sin(2s)− (2es cos(2s) +
∫

4es sin(2s))ds =

= es(sin(2s)− 2 cos(2s))− 4
∫

es sin(2s)ds

Per cui
3
∫

es sin(2s)ds = es(sin(2s)− 2 cos(2s))

e ∫ +∞

0
es sin(2s)ds = lim

x→+∞

1
5

ex(sin(2x)− 2 cos(2x)) +
2
5

Se xn = nπ e yn = π/4 + nπ

lim
n

1
5

ex
n(sin(2xn)− 2 cos(2xn)) = lim

n

1
5

enπ(sin(2nπ)− 2 cos(2nπ)) =

= lim
n
−2

5
enπ = −∞

lim
n

1
5

ey
n(sin(2yn)− 2 cos(2yn)) = lim

n

1
5

eπ/4+nπ(sin(π/2+ 2nπ)− 2 cos(π/2+ 2nπ)) =

= lim
n

1
5

eπ/4+nπ = +∞

Pertanto∫ +∞

0
es sin(2s)ds = lim

x→+∞

1
5

ex(sin(2x)− 2 cos(2x)) +
2
5

non esiste.
( si può affermare, senza calcoli, che

∫ +∞
0 es sin(2s)ds 3 R non

converge osservando che lims+∞ es sin(2s)ds 6= 0)

Step15
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.7
∫ +∞

0 e−s sin(2s)ds
∫

e−s sin(2s)ds = −e−s sin(2s) +
∫

2e−s cos(2s)ds =

= −e−s sin(2s)− (2e−s cos(2s) +
∫

4e−s sin(2s)ds) =

= −e−s(sin(2s) + 2 cos(2s))− 4
∫

e−s sin(2s)ds

Per cui

5
∫

e−s sin(2s)ds = e−s(sin(2s)− 2 cos(2s))

e ∫ +∞

0
e−s sin(2s)ds = lim

x→+∞

1
5

e−x(sin(2x)− 2 cos(2x))− 2
5

( si può affermare, senza calcoli, che
∫ +∞

0 e−ssin(2s)ds ∈ R con-
verge osservando che lims+∞ es sin(2s)ds = 0 con ordine supe-
riore ad ogni potenza reale di s)

.8
∫ x

1
1
s sin(ln(s))ds ∫ x

1

1
s

sin(ln(s))ds =
∫ x

1
sin(ln(s))d(ln(s)) = [− cos(ln(s))]x1 = 1− cos(ln(x))

Step15
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Sia

( f (x) =


e−x x ≤ −1
x −1 < x ≤ 0
−x 0 < x ≤ 1
arctan(1/x) x > 1

.1 1 Disegnare il grafico di f Si tratta di funzioni elementari. Può essere interessante ricor-
dare che

arctan(1/x) = π/2− arctan(x)

.2 3 Disegnare il grafico di una primitiva di
f

f ammette primitive su R \ {±1} non ammette primitive in
nessun inrervallo che contenga +1 o −1
Una primitiva si f è Una primitiva si f è

(F(x) =


−e−x x ≤ −1
x2/2 −1 < x ≤ 0
−x22 0 < x ≤ 1
x arctan(1/x) + ln(

√
1 + x2)) x > 1

Step15
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.3 3 Disegnare il grafico di una funzione
continua, definita su R, che sia primitiva di
f sull’insieme in cui f ammette primitiva.
Il grafico di F è il seguente

Una funzione continua, definita su R, che sia primitiva di f
sull’insieme in cui f ammette primitiva.
è , ad esempio,

F(x) =
∫ x

1
f (t)dt

.4 3 Disegnare il grafico di una primitiva di
f

(F(x) =


−e−x x ≤ −1
x2/2 −1 < x ≤ 0
−x2/2 0 < x ≤ 1
x arctan(1/x) + ln(

√
1 + x2)) x > 1

( ∫
arctan(1/x)dx = x arctan 1/x +

∫ 1
1 + 1

x2

1
x2 =

= x arctan(1/x) +
∫ 1

1 + x2

.5 2 Determinare tutte le primitive di F Tutte le primitive sono date da

(F(x) =


−e−x + c1 x ≤ −1
x2/2 + c2 −1 < x ≤ 0
−x2/2 + c2 0 < x ≤ 1
x arctan(1/x) + ln(

√
1 + x2)) + c3 x > 1

Step15
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Si consideri

F(x) =
∫ x2+ 1

|x|

x2

e−t2

t
√
|t− 1|

dt

.1 Determinare il campo di definizione di

F

Ka funzione integranda

g(t) =
e−t2

t
√
|t− 1|

è continua ed integrabile in senso proprio in ogni intervallo che
non contenga i punti t = 0 ed t = 1.
g è integrabile in senso improprio in ogni intervallo che non
contenga il punto y = 0 in quanto g è infinita di ordine 1 per
t→ 0 ed infinita di ordine 1/2 per t→ 1 .
Ne segue che possiamo integrare g in ogni intervallo che non
contenga i punti t− 0
Gli estremi di integrazione sono entrambi poisrivi e definiti per
x 6= 0
L’intervallo di integrazione può essere visualizzato nella figura
a fianco. Per ogni x̄ fissato è la pare (in rosso) della semiretta
verticale x = x̄ che giace nella zona verde. che è delimitata dei
grafici Di a(x) = X2 e B(x)=x2 + 1

|x|
Pertanto f è definita per ogni x 6= 0.

Step15
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.2 Stabilire dove f è derivabile e calcolarne
la derivata.

Le prime due disuguaglianze sono
conseguenza del fatto che e−t ed 1/t
sono funzioni decrescenti, mentra la
terza segue ancora dalla decrescenza
di 1/

√
t− 1 per x > 1) mentre per

x < 1 diventa√
1− x2 <

√
x2 + 1/x− 1

ed elevando al quadrato

1− x2 < x2 + 1/x− 1

da cui

2x2 + 1/x− 2 > 0

cioè

φ(x) = 2x3 + 1− 2x > 0

ma
φ′(x) = 5x2 − 2

si annulla in ±1/
√

3 , φ am-
mette minimo assoluto su (0, 1) in
x = 1/

√
3 e

φ(1/
√

3) = 2
1

3
√

3
− 1√

3
+ 1 =

1√
3
=

=
3
√

3− 4√
3

> 0



f è deriivabile nel suo campo di definizione. Infatti

F(x) =
∫ b(x)

a(x)
g(t)dt =

∫ c

a(x)
g(t)dt +

∫ b(x)

c
g(t)dt =

−
∫ b(x)

c
g(t)dt−

∫ a(x)

c
g(t)dt = F(b(x))n− F(a(x))

avendo definito
F(y) =

∫ y

c
g(t)dt

Pertanto, usando il teorema fomdamentale del calcolo e il
teorema di derivazione delle funzioni composte si ricava:

F′(x) = f (b(x))b′(x)− f (a(x))a′(x)

Cioè, se x > 0

F′(x) =
e−(x2+1/x)2

(x2 + 1/x)
√
|x2 + 1/x− 1|

(2x− 1/x2)− e−x4

x2
√
|x2 − 1|

2x

Possiamo verificare che F′(x) > 0 (se x > 0),.
si ha, (si veda a lato),

e−(x2+1/x)2
< e−x4

1
(x2 + 1/x)

<
1
x2

1√
|x2 + 1/x− 1|

<
1√
|x2 − 1|

Quindi (sempre per x > 0)

F′(x) =
e−x4

(x2)
√
|x2 − 1|

(2x− 1/x2 − 2x) < 0

ed F è decrescente per x >). Essendo pari è crescente per x < 0

Step15
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.3 Calcolare limx→0 F(x)

.4 Calcolare limx→+∞ F(x)

.5 Calcolare limx→−∞ F(x)

lim
x→0

F(x)−
∫ +|in f ty

0
g(t)dt

g è infinita di ordine 1 per t → 0 per cui l’integrale improprio è
divergente a +∞ per x → 0

lim
x→+∞

F(x) = lim
x→+∞

(∫ x2+1/x

1
g(t)dt +

∫ 1

x2
g(t)dt

)
=

=
∫ +∞

1
g(t)dt +

∫ 1

+∞
g(t)dt =

∫ +∞

1
g(t)dt−

∫ +∞

1
g(t)dt = 0

In quanto g è infinitesima di ordine superiore ad ogni potenza
reale e

∫ +∞
1 g(t)dt ∈ R

Avremmo anche potuto osservare chem per il teorema della
media esiste c ∈ (x2, x2 + 1/x) tale che

F(x) =
e−c2

c
√
|c− 1|

(x2 +
1
x
− x2) <

e−x4

c
√
|x2 − 1|

1
x
)→ o

A fianco il grafico di f e di g
Osserviamo che

lim
x→1

F′(x) = lim
x→1

e−x4

(x2)
√
|x2 − 1|

(2x− 1/x2 − 2x) = ∞

il che è evidenziato nel grafico.

Step15



96

-16-

Si consideri l’equazione differenziale

y′(x) = 4|x|
√

y(x)

.1 Determinare, al variare di (x0, y0), se
esiste soluzione del problema di Cauchy
ottenuto associando all’equazione data la
condizione y(x0) = y0.

Sia f (x) = 2|x| e g(y) = 2
√

y.Possiamo scrivere l’equazione
nella forma

y′(x) = f (x)g(y(x))

ed o; problema di Cauchy ad essa associato comey′(x) = f (x)g(y(x))

y(x0) = y0

Poichè f è continua su (−∞,+∞) e g è continua su [0,+∞) il
problema di Cauchy ammette almeno una soluzione locale per
ogni x0 ∈ (−∞,+∞) e [y0 ∈ [0,+∞)

Inoltre, poichè g(y0( 6= 0 se [y0 ∈ (0,+∞) la soluzione è unica
per ogni x0 ∈ (−∞,+∞) e [y0 ∈ (0,+∞)

Allo stesso risultato si perviene osservando che f è continua su
(−∞,+∞) e g è derivabile con derivata continua su (0,+∞)

Step16
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.2 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
tali che y(1) = 0, precisando il loro campo
di definizione e disegnandone il grafico.

Poichè x0 = 1 > 0 possiamo supporre che localmente si f (x) =
x
y0 = 0 pertanto esiste una soluzione ma nonè assicurata
l’unicità.
Osserviamo che y(x) = 0 è soluzione costante del problema di
Cauchy.
Se y(x) 6= 0 localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
tenere

y′(x)
2
√

y(x)
= 2x

ed integrando su [1, x]∫ x

1

y′(t)
2
√

y(t)
dt =

∫ x

1
2tdt

e, sostituendo nel primo integrale s = y(t), da cui ds = Y ′(t)dt,
si ottiene, tenuto conto che per t = 1 y(t) = y(1) = 0,

∫ y(x)

0

1
2
√

s
ds =

∫ x

1
2tdt

Ne viene √
y(x) = x2 − 1

Occorre tenere presente che affinchè l’uguaglianza sia possibile
deve essere x2− 1 ≥ 0 e quindi |x| ≥ 1. Sotto questa condizione
si ha

y(x) = (x2 − 1)2

Poichè la soluzione di un problema di Cauchy deve essere
definita in un intervallo possiamo dire che

y(x) = (x2 − 1)2, per x > 1

Per x ≤ −1 m y(x) = (x2 − 1)2 è soluzione dell’equazione dif-
ferenziale ma non del problema di Cauchy..
La soluzione può essere prolungata su tutto (−∞,+∞) de-
finendo

y(x) =

(x2 − 1)2 x ≥ 1

0 x < 1

Step16
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.3 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
tali che y(−1) = 0, precisando il loro campo
di definizione e disegnandone il grafico.

Poichè x0 = −1 < 0 possiamo supporre che localmente si
f (x) = −x
y0 = 0 pertanto esiste una soluzione ma nonè assicurata
l’unicità.
y(x) = 0 è soluzione costante del problema di Cauchy.
Se y(x) 6= 0 localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
tenere

y′(x)
2
√

y(x)
= 2x

ed integrando su [1, x]∫ x

1

y′(t)
2
√

y(t)
dt =

∫ x

1
−2tdt

e, sostituendo nel primo integrale s = y(t), da cui ds = Y ′(t)dt,
si ottiene, tenuto conto che per t = 1 y(t) = y(1) = 0,

∫ y(x)

0

1
2
√

s
ds =

∫ x

1
−2tdt

Ne viene √
y(x) = −x2 + 1

Occorre tenere presente che affinchè l’uguaglianza sia possibile
deve essere 1− x2 ≥ 0 e quindi |x| ≤ 1. Sotto questa condizione
si ha

y(x) = (x2 − 1)2

Poichè la soluzione di un problema di Cauchy deve essere
definita in un intervallo possiamo dire che

y(x) = (x2 − 1)2, per 1 ≤ x ≤ 0

Per x ≤ −1 m y(x) = (x2 − 1)2 è soluzione dell’equazione dif-
ferenziale ma non del problema di Cauchy..
La soluzione può essere prolungata su tutto (−∞, 0) definendo

y(x) =

(x2 − 1)2 −1 ≤ x ≤ 0

0 x < −1

Per x > 0 Possiamo risolvere il problema di Cauchy relativo al
dato iniziale y(0) = 1 ottenendo

y(x) = (x2 + 1)2

e possiamo ancora prolungare la soluzione a tutto (−∞,+∞)

mediante la

y(x) =


(x2 + 1)2 x > 1

(x2 − 1)2 −1 ≤ x ≤ 0

0 x < −1

Step16
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.4 Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
tali che y(0) = 0, precisando il loro campo
di definizione e disegnandone il grafico.

y(x) = 0 è soluzione costante del problema di Cauchy.
Se y(x) 6= 0 localmente, possiamo separare le variabili ed ot-
tenere

y′(x)
2
√

y(x)
= 2|x|

ed integrando su [0, x]∫ x

0

y′(t)
2
√

y(t)
dt =

∫ x

0
2|t|dt

e, sostituendo nel primo integrale s = y(t), da cui ds = Y ′(t)dt,
si ottiene, tenuto conto che per t = 1 y(t) = y(1) = 0,

∫ y(x)

0

1
2
√

s
ds =

∫ x

0
2|t|dt

Ne viene √
y(x) = x|x|

Occorre tenere presente che affinchè l’uguaglianza sia possibile
deve essere x|x| ≥ 0 e quindi x ≥ 0. Sotto questa condizione si
ha

y(x) = x4

La soluzione può essere prolungata su tutto (−∞,+∞) de-
finendo

y(x) =

x4 x ≥ 0

0 x < 0

Step16
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-17-

Si consideri l’equazione differenziale

y′′′(x) + y′′(x) = |x|

.1 Determinare tutte le soluzioni
dell’equazione omogenea associata

L’equazione omogenea associata è

y′′′(x) + y′′(x) = 0

La sua equazione caratteristica è

λ3 + λ2 = 0

Le radici dell’equazione caratteristica sono

λ = 0, con molteplicità 2 λ = −1, con molteplicità 1

Pertanto la soluzione dell’equazione è data da

y(x) = c1 + c2x + c3e−x

Step17
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.2 Determinare tutte le soluzioni
dell’equazione completa

Per ottenere tutte le soluzioni dell’equazione completa oc-
corre sommare alle soluzioni dell’equazione omogenea una
soluzione dell’equazione completa.
Per x > 0 si può cercare una soluzione dell’equazione completa
della forma

ȳ(x) = x2(ax + b) = ax3 + bx2

Derivando

ȳ′(x) = 3ax2 + 2bx ȳ′′(x) = 6ax + 2b ȳ′′′(x) = 6a

e sostituendo
6a + 6ax + 2b = x

e ȳ è una soluzione dell’equazione completa se

a =
1
6

, b = −1
2

da cui
ȳ(x) =

1
6

x3 − 1
2

x2

Per x < 0 si procede in maniera simile e si ottiene

6a + 6ax + 2b = −x

e ȳ è una soluzione dell’equazione completa se

a = −1
6

, b =
1
2

da cui
ȳ(x) = −1

6
x3 +

1
2

x2

ȳ(x) =

c1 + c2x + c3e−x + 1
6 x3 − 1

2 x2 x > 0

d1 + d2x + d3e−x − 1
6 x3 + 1

2 x2 x < 0

sono tutte le possibili soluzioni dell’equazione definite su
(−∞, 0) ∪ (9,+∞).
Per ottenere tutte le soluzioni definite su R occorre scegliere
le costanti in modo da renderle di classe C3 anche nell’origine
quindi calcoliamo

ȳ′(x) =

c2 − c3e−x + 1
2 x2 − x x > 0

d2 − d3e−x − 1
2 x2 + x x < 0

ȳ′′(x) =

c3e−x + x− 1 x > 0

d3e−x − x + 1 x < 0

ȳ′′′(x) =

−c3e−x + 1 x > 0

−d3e−x − 1 x < 0

Affinchè ȳ, ȳ′, ȳ′′.ȳ′′′ siano definite e continue nell’origine. oc-
corre che e la soluzione dell’equazione completa è occorre che

c1 + c3 = d1 + d3 , c2− c3 = d2− d3 , c3− 1 = d3− 1

Step17
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.3 Determinare tutte le soluzioni
dell’equazione completa

e quindi

d3 = c3 − 2 , d2 = 2− c2 , c1 = d1− 2

Ne segue che tutte le soluzioni dell’equazione completa sono
date da

ȳ(x) =

c1 + c2x + c3e−x + 1
6 x3 − 1

2 x2 = x > 0

(c1 + 2) + (c2 − 2)x + (d3 − 2)e−x − 1
6 x3 + 1

2 x2 x < 0

=

c1 + c2x + c3e−x + 1
6 x3 − 1

2 x2 = x > 0

c1 + c2x + c3e−x − 1
6 x3 + 1

2 x2 + 2(1− x− e−x) x < 0

Osserviamo che 1 − x − e−x è soluzione dell’equazione omoge-
nea.

.4 Determinare tutte le soluzioni
dell’equazione completa tali che y(0) =

y′(0) = y′′(0) = 0

y(0) = c1 + c3 y′(0) = c2 − c3 y′′(0) = c3

Pertanto
c1 = c2 = c3 = 0

e la soluzione cercata è

ȳ(x) =

 1
6 x3 − 1

2 x2 x > 0

− 1
6 x3 + 1

2 x2 + 2(1− x− e−x) x ≤ 0

Step17
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.5 Stabilire se le soluzioni dell’equazione
omogenea tali che y(0) = 0 formano uno
spazio vettoriale ed, in caso affermativo,
calcolarne la dimensione.

y(0) = c1 + c3 = 0

se c1 = −c3

Le soluzioni dell’equazione omogenea tali che y(0) = 0 sono

y(x) = c1 + c2x− c1e−x = c1(1− e−x) + c2x

e costituiscono uno spazio vettoriale di dimensione 2 per il
quale

B = {(1− e−x), x}

è una base.

Step17
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-18-

Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari{
ẋ(t) = −x(t)− 3y(t) + t
ẏ(t) = 2x(t) + 4y(t) + e−t

Step18
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.1 Determinare l’integrale generale del
sistema omogeneo associato

Il sistema omogeneo associato si può scrivere nella forma(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
=

(
−1 −3
2 4

)(
x(t)
y(t)

)
L:’equazione caratteristica è

det

(
−1− λ −3

2 4− λ

)
= λ2 − 3λ + 2 = 0

e le sue radici sono

λ1 = 1 , λ2 = 2

Cerchiamo le soluzioni del sistema nella formax(t) = c1et + c2e2t

y(t) = c3et + c4e2t

Sostituendo nella prima equazione si ottiene

c1et + 2c2e2t = −c1et − c2e2t − 3c3et − 3c4e2t

e affinchè l’uguaglianza sia verificata si ricava

(2c1 + 3c3)et + (3c2 + 3c4)e2t = 0

da cui, visto che et ed e2y sono linearmente indipendenti, si
ricava

c3 = −2
3

c1 , c4 = −c2

Le soluzioni del sistema sono allorax(t) = c1et + c2e2t

y(t) = −c1
2
3 et − c2e2t

e (
x(t)
y(t)

)
=

(
et e2t

− 2
3 et −e2t

)(
c1

c2

)
= c1

(
et

− 2
3 et

)
+ c2

(
e2t

−e2t

)

Step18
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.2 Determinare l’integrale generale del
sistema completo

Per ottenere tutte le soluzioni del sistema completa occorre
sommare alle soluzioni del sistema omogene0 una soluzione
del sistema completo Una soluzione del sistema completo si
può ricavare dalla somma di soluzioni dei sistemi{

ẋ(t) = −x(t)− 3y(t) + t
ẏ(t) = 2x(t) + 4y(t)

e
{

ẋ(t) = −x(t)− 3y(t)
ẏ(t) = 2x(t) + 4y(t) + e−t

Una soluzione del primo sistema si può cercare nella formax1(t) = at + b

y1(t) = ct + d

Sostituendo si ottienea = −at− b− 3ct− 3d + 1

c = 2at + 2b + 4ct + 4d

e risolvendo

a = −2 , b = −5
2

, c = 1 , d =
3
2

,

per cui x1(t) = −2t− 5
2

y1(t) = t + 3
2

Una soluzione del secondo sistema si può cercare nella formax2(t) = ae−t

y2(t) = be−t

Sostituendo si ottiene−ae−t = −ae−t − be−t

−be−t = 2ae−t + 4be−t + e−t

e risolvendo

a = −1
2

, b = 0

per cui x2(t) = − 1
2 e−t

y2(t) = 0

Le soluzioni del sistema completo sono date da(
x(t)
y(t)

)
= c1

(
et

− 2
3 et

)
+ c2

(
e2t

−e2t

)
+

(
−2t− 5

2
t + 3

2

)
+

(
− 1

2 e−t

0

)
Step18
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.3 Determinare l’integrale generale del
sistema completo tale che

x(0) = y(0) = 0

Sostituendo nella soluzione del sistema di ottiene che deve
essere c1 + c2 − 5

2 −
1
2 = 0

− 2
3 c1 − c2 +

3
2 = 0

da cui

c1 =
9
2

, c2 = −3
2

e(
x(t)
y(t)

)
=

9
2

(
et

− 2
3 et

)
− 3

2

(
e2t

−e2t

)
+

(
−2t− 5

2
t + 3

2

)
+

(
− 1

2 e−t

0

)

è la soluzione cercata

.4 Determinare una base per lo spazio vet-
toriale delle soluzioni del sistema omogeneo
associato al sistema assegnato.

{(
et

− 2
3 et

)
,

(
e2t

−e2t

)}
è una base per lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo.

Step18
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-18-

Si consideri il problema di Cauchyy′(x) =
y2(x)− 1

x2 − 1
y(x0) = y0

.1 Studiare esistenza ed unicità della
soluzione

L’equazione si può scrivere nella forma

y′(x) = f (x)g(y(x))

dove

f (x) =
1

x2 − 1
g(y) =

1
y2 − 1

f e g sono funzioni di classe C1(R \ {±1}) pertanto il problema
di Cauchy ammette una ed una sola soluzione se x0 6= ±1
Inoltre le funzioni

y(x) ≡ ±1

sono soluzioni costanti e sono le sole soluzioni nel caso in cui
y0 = ±1

Step19
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.2 Determinare tutte le soluzioni del prob-
lema, al variare di x0, y0 ∈ R \ {±1}

Supponendo y(x) 6= ±1 , separando le variabili ed integrando
tra x0 ed x si ottiene∫ x

x0

y′(t)dt
y(t)2 − 1

=
∫ x

x0

dt
t2 − 1

ed integrando per sostituzione, posto y(t) = s, y′(t)dt = ds

∫ y(x)

y0

ds
s2 − 1

=
∫ x

x0

dt
t2 − 1

De definiamo

F(u, u0) =
∫ u

u0

dv
v2 − 1

=
∫ u

u0

φ(u)du

La precedente uguaglianza diventa

F(y, y0)) = F(x, x0)

e pertanto sarà utile studiare la funzione F Poichè

φ(1) =
1

v2 − 1
=

1
(v− 1)(v + 1)

è infinita per v→ ±1 di ordine 1 si ha

lim
u→±1∓

F(u) = ±∞

ed F è definita in (−∞,−1), (−1, 1) , (1,+∞) a seconda che
u0 ∈ (−∞,−1), u0 ∈ (−1, 1) , u0 ∈ (1,+∞), rispettivamente;
inoltre poichè

lim
v→±∞

φ(v)) = 0

di ordine 2 si ha nel caso in cui u0 > 1 oppure nel caso in cui
u0 < −1,

lim
u→±∞

F(u) =
∫ ±∞

u0

φ(v)dv ∈ R

rispettivamente ed F ammette un asintoto orizzontale.
Derivando

F′(u) =
1

u2 − 1

> 0 |u| > 1

< 0 |u| < 1

Possiamo quindi tracciare il grafico di F. Ricordiamo che F
sarà definita solo su uno dei tre intervalli (−∞,−1), (−1, 1)
, (1,+∞) a seconda che u0 ∈ (−∞,−1), u0 ∈ (−1, 1) ,
u0 ∈ (1,+∞), rispettivamente.

Step19
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.3 Disegnare il grafico di tuttle le soluzioni
al variare di x0, y0

Il grafico della soluzione del problema si può ricavare trovando
i punti (x, y(x)) che soddisfano l’uguaglianza

F(y, y0)) = F(x, x0)

e, dal momento che F è invertibile dove è definita, ciò è equiva-
lente a

y = F−1(F(x, x0), y0)

Dal grafico di F , possiamo ricavare il grafico di y(x) come
mostrato nelle figure seguenti

Step19
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Nelle figure seguenti sono riportati i grafici delle soluzioni. Nel secondo
grafico sono stati scelti i dati iniziali in modo che le soluzioni definite sui tre
intervalli (−∞,−1), (−1, 1) , (1,+∞) si ano prolungabili in x = ±1.

Step19
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.4 Determinare le soluzioni del problema
al variare di x0, y) ∈ R

Poichè ∫ u

u0

dt
t2 − 1

=
1
2

∫ u

u0

(
1

v− 1
− 1

v + 1

)
dv =

=
1
2

ln
(

u− 1
u + 1

u0 + 1
u−0 1

)
da ∫ y(x)

y0

ds
s2 − 1

=
∫ x

x0

dt
t2 − 1

si ricava

1
2

ln
(

y− 1
y + 1

y0 + 1
y0 − 1

)
=

1
2

ln
(

x− 1
x + 1

x0 + 1
x0 − 1

)
da cui

y− 1
y + 1

y0 + 1
y0 − 1

=
x− 1
x + 1

x0 + 1
x0 − 1

e
y + 1
y + 1

− 2
y + 1

=
y− 1
y + 1

=
x− 1
x + 1

x0 + 1
x0 − 1

y0 − 1
y0 + 1

1− x− 1
x + 1

x0 + 1
x0 − 1

y0 − 1
y0 + 1

=
2

y + 1

e, posto c = x0+1
x0−1

y0−1
y0+1 ,

1− x− 1
x + 1

c =
2

y + 1

(x + 1)− c(x− 1)
x + 1

=
2

y + 1

x(1− c) + (1 + c)
x + 1

=
2

y + 1

y + 1 =
2(x + 1)

x(1− c) + (1 + c)

y =
2(x + 1)

x(1− c) + (1 + c))
− 1 =

2(x + 1)− x(1− c)− (1 + c)
x(1− c) + (1 + c)

y =
x(1 + c) + (1− c)
x(1− c) + (1 + c)

Osserviamo che la funzione trovata è soluzione del problema
di Cauchy se ristretta all’intervallo che contiene il dato iniziale.

Step19
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-20-

Si consideri la funzione

f (x) =
∫ 1

x2

1
x

dt
ln |t|

.1 Determinare il campo di definizione di
f

La funzione integranda φ(t) = 1
ln |t| non è definita per t = 0 e

per t± 1.
Poichè limt→0 φ = 0 , φ è prolungabie per continuità, e quindi
integrabile in 0 .
mentre limt→±1 φ(t) = ±∞ di ordine 1 (limt→±1

ln |t|
|1−|t| = 1)

per cui φ non è integrabile neppure in senso improprio. Ne
segue che, affinchè f (x) sia definita, l’intervallo [ 1

x , 1
x2 ] non

deve contenere 1 inoltre deve essere x 6= 0 perchè gli estremi
siano definiti.. Pertanto dalla figura si vede che deve essere
x ∈ D = (−∞,−1) ∪ (0,+∞)

.2 Calcolare f ′ e studiare la crescenza di f . Si ha

f ′(x) =
1

ln( 1
x2 )

(
− 2

x3

)
− 1

ln(| 1x )|

(
− 1

x2

)
=

=
1

ln(|x|)
1− x

x3 < 0 ∀x ∈ D

−1 0 1
ln(|x|) > 0

x3 > 0
1− x > 0

Pertanto f è decrescente sul suo campo di definizione D.
.3 Calcolare il limite di f a ±∞.

lim
x→±∞

f (x) =
∫ 0

0
φ(t)dt = 0

in quanto φ è prolungabile per continuità in t = 0 ponendo

φ(0) = lim
t→0

φ(t) = 0

Step20
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.4 Calcolare il limite di f a −1.

lim
x→−1

f (x) =
∫ 1

−1
φ(t)dt =

∫ 0

−1
φ(t)dt+

∫ 1

0
φ(t)dt = −∞−∞ = −∞

in quanto φ è continua ed integrabile su [a, 0] e su [0, b]
∀a ∈ (−1, 0) ,∀b ∈ 0, ed inoltre φ è infinita di ordine 1 per
t→ ±1.

Step20
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.5 Calcolare il limite di f a 0+ Per il teorema della media si ha, per 0 < x < 1)

f (x) =
(

1
x2 −

1
x

)
1

ln(|c| ,
1
x
≤ c ≤ 1

x2

perciò, tenendo conto che φ è decrescente in (1,+∞)

1− x
2x2 ln(1/x)

≤ f (x) ≤ 1− x
x2 ln(1/x)

∀x ∈ (0, 1)

e
x− 1

2x2 ln(x)
≤ f (x) ≤ x− 1

x2 ln(x)
∀x ∈ (0, 1)

da cui
lim

x→0+
f (x) ≥ lim

x→0+

x− 1
2x2 ln(x)

= +∞

.6 Calcolare il limite di f per x → 1. cominciamo con il considerare il limite per x → 1−; avremo
che [1/x, 1/x2] ⊂ [1,+∞) ; quindi, come nel punto precedente

x− 1
2x2 ln(x)

≤ f (x) ≤ x− 1
x2 ln(x)

∀x ∈ (0, 1)

da cui

1
2
= lim

x→1−

x− 1
2x2 ln(x)

≤ lim
x→1−

f (x) ≤ lim
x→1−

x− 1
x2 ln(x)

= 1

Ne segue che se limx→1− f (x) esiste alora è compreso tra 1/2
ed 1. In maniera simile possiamo concludere che la stessa af-
fermazione è vera anche da destra, ma in questo modo non
possiamo dire nulla sulla effettiva esistenza del limite.
Sia allora

ω(t) =
1

ln(t)
− 1

t− 1
=

t− 1− ln(t)
(t− 1) ln(t)

ω è continua in (0, 1) e prolungabile per continuità in t = 1+

ponendo

ω(0) = lim
t→1+

=
1
2

Pertanto

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

∫ 1
x2

1
x

dt
ln(t)

= lim
x→1+

(∫ 1
x2

1
x

dt
t− 1

+
∫ 1

x2

1
x

ω(t)dt

)
=

lim
x→1+

(
ln(

1
x2 − 1)− ln(

1
x
− 1)

)
+
∫ 1

1
ω(t)dt = lim

x→1+
ln(

1 + x
x

)+ 0 = ln(2)

Step20
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.7 Disegnare il grafico di f

Step20


