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La Rovina del Giocatore

Un Giocatore gioca contro il banco

Ad ogni puntata
® puo vincere 1 gettone con probabilit a

p
e puo perdere 1 gettone con probabilit a

q=1-—p

Se p = q il gioco e equo.



Il giocatore inizia a giocare con n gettoni
e si prefigge di continuare a giocare fino a
che

e esaurisce I gettoni di cui dispone
e raggiunge il possesso di 1’ gettoni

Il giocatore abbandona quando rimane sen-
za gettoni oppure quando raggiunge la vin-
cita che si e prefissa.



Previsioni Metereologiche

In una localit a turistica il tempo si con-
serva soleggiato da un giorno all'altro 7
volte su 10

Il tempo cambia da piovoso a soleggiato
3 volte su 5.

Oggi e bello.



Il modello di Erhenfest

In due recipienti comunicanti ci sono N
molecole di gas.

Si osserva lo stato delle molecole ad In-
tervalli discreti di tempo.

La probabilit a che in due successive 0s-
servazioni si riscontri che una molecola e
passata da un recipiente all’altro e propor-
zionale al numero di molecole presenti nel
recipiente.



Ci chiediamo se e possibile fare previ-
sioni su

e Le sorti del gioco

e || tempo che far a domani

e Quante molecole ci sono, a regime,
IN ogni recipiente.

| tre problemi hanno alcune caratteristi-
che in comune



e Dipendono da eventi hon cert
— Non sappiamo se al prossimo lan-
Cio uscir a testa o croce
* Sappiamo soltanto che testa o
croce hanno la stessa probabi-
lita di uscire.



— Non sappiamo se domani far a bello
0 brutto tempo
* Sapplamo soltanto che se oggi
e bello domani e bello 7 volte su
10.
* mentre se oggi e brutto domani
e bello 3 volte su 5.



— Non sappiamo se una molecola si
sposter a dal primo al secondo re-
cipiente

* Sapplamo soltanto che da ogni
recipiente si sposteranno tante
piu molecole quante piu esso ne
contiene.



e Possiamo identificare un numero fini-
to di stati

— Il numero di gettoni in possesso di
clascun giocatore

— Le condizioni del tempo in ogni gior-
no

— Il numero di molecole contenute In
ciascuno dei recipienti.



e Ogni stato dipende dallo stato prece-
dente

— Il numero di gettoni in possesso del giocato-
re in un certo istante dipende dal numero di
gettoni posseduti nell'istante precedente

— Le condizioni del tempo in ogni giorno dipen-
dono da quelle del giorno precedente

— Il numero di molecole contenuto in ciascuno
dei recipienti dipende dal numero di molecole

contenute nei recipienti nell’istante preceden-
te.



Probabilita

Si parla di probabilit a quando sono pos-
sibili diversi eventie si e in grado di asse-
ghare ad ognuno di essi un humero com-
preso tra 0 ed 1 che misuri la frequenza
con cul ogni evento accade.



e Quando lanciamo una moneta sappia-
mo che uscir a Testa oppure Croce con
una frequenza, se la moneta non e truc-
cata, del 50%

e Quando lanciamo un dado ognuna del-
le sue facce apparir a 1 volta ogni 6,
sempre che non sia truccato.

e Estraendo una carta da un mazzo di
52 abbiamo 4 possibilit a su 52 di estrar-
re un asso



Situazioni di questo tipo si possono In-
guadrare in un ambito che prevede

e Un ambiente in cui si osservano degli
event

e La famiglia degli eventi osservabilli

e Una misura della probabilit a che cia-
scuno degli eventi accada.



Consideriamo ad esempio il caso del lan-
cio di due dadi

|dentifichiamo I'esito del lancio con la cop-
pia di numeri (2, 7) (punteggio) che si leg-
gono sulla faccia superiore del primo e del
secondo dado.

Rappresentiamo ciascuna delle 36 pos-
sibili uscite (eventi) con il punto del piano
cartesiano di coordinate  (z, j);

Indichiamo I' evento con A, ;



(1.6) y

NP
PP
PP
c12) .
can e

La famiglia degli eventi nel caso del lancio di due dadi

(2,6)

(2,3)

(2,4)

(2,3)

(2,2)

(2,7)

(3.6)

(3.3)

(3.4)

(3.3)

(3.2)

* (3.1

(4,6)

(4,3)

(4.4)

(4,3)

(4.2)

* 4.1)

(3.6)

(3,3)

(3.4)

(3.3)

(32.2)

(3.1)

(6.6)

(6.5)

(6.4)

(6.3)

(6.2)

(6.1)



Nel caso di dadi non truccati ogni evento
e equiprobabile

1
P(Aij) = =

Se
B=A14UA56=1{A1,4,As56}

Si presenta I'evento A; 4 oppure I'evento
As 6. Accettiamo 2 eventi su 36 possibili,
qguindi

2 1 1
P(B) = — = -
36 36 36



Se vogliamo stimare la probabilit a che si
presenti uno qualunque degli eventi A, ;,
cio e se vogliamo stimare la probabilit a che
si presenti I'evento

U= {Ai’j . ’I,,] — 1..6}

poich e accettiamo 36 possibilit a su 36 pos-
siamo dire che

PU) =1

e che U e I'evento certo.



In generale possiamo parlare di spazio di
probabilit a finito se e assegnata una fami-
glia di eventi

f:{Az . ’LZIN}

soddisfacente le seguenti condizioni
o c F
eSe A € F Allora A®¢ € F
eSe A, As € F Allora A1 U Ay, € F
eSe A, A, € F Allora AN Ay € F



ed una funzione
P:F—-R

AeF—plA) eR
soddisfacente le seguenti condizioni
eP(A) >0
eselUd = Jer A€ F,siha PU) =1
ese Aj, A € F AN Ay, = o allora



P(A) é la probabilit a che I'evento A ac-
cada.
Avremo che

U = U AcF
AcF
U e I'evento certo

U e anche I'ambiente in cui si individua-
no gli eventi possibili.



E assegnato uno spagzio di probabilit & se
e assegnato

e UNn insieme U
e una famiglia ZF di sottoinsiemidi U
e una funzione ‘P definita su JF a valori
In R.
Ci riferiremo quindi ad uno spazio di pro-
babilit a come ad un terna (U, F, P)



La rovina del
Giocatore



Un Giocatore gioca contro il banco
Ad ogni puntata

® puo vincere 1 gettone con probabilit a

p
e puo perdere 1 gettone con probabilit a
gq=1—-p

Se p = q il gioco e equo: La vincita me-
dia e uguale alla somma giocata, la proba-
bilit a di vincere e quella di perdere sono
uguali



Esempio
e Testa o Croce

1
P—=4q= 2
e Rosso e Nero alla roulette Americana
18 9 20 10
=38 19’ 7738 19
e Rosso e Nero alla roulette Europea
18 19
P = ﬁ sy 4 — ﬁ



Il giocatore inizia a giocare con n gettoni
e si prefigge di continuare a giocare fino a
che

e esaurisce | gettoni di cui dispone
e raggiunge il possesso di 1’ gettoni

L'esito del gioco e pertanto limitato a due
possibilit a:

Il giocatore finisce con 0 gettoni oppure
Il giocatore finisce con T’ gettoni



Chiaramente

e il giocatore pu O passare
da £k gettoni a k + 1 gettoni con
probabilit a p
e
da k gettoni a k — 1 gettoni con
probabilit a g



Possiamo schematizzare la situazione co-
me segue



Inoltre

e Se il giocatore possiede 0 gettoni (e
rovinato), non pu O piu giocare e rima-
ne a 0 gettoni con probabilit a 1.

e se Il giocatore possiede T gettoni
(ha raggiunto il suo scopo), smette di
giocare e rimane a T gettoni con
probabilit a 1.



Possiamo schematizzare la situazione co-
me segue



Il processo pu 0 essere schematizzato
come segue



Supponiamo il gioco equo:
1

P—CI—§

Sia wy, la probabilit a che il giocatore ha
di vincere, cio e di finire con T gettoni, nel

momento in cui possiede k& gettoni

Wo = 0
wr = 1
1 1
Wi = —Wg1 + —Wk_1

2 2



Pertanto w,, soddisfer a la seguente rego-
la di ricorrenza

)
Wrt1 = 2W, — Wg_q

<’UJ():O

’UJT:1
\



Si ha

0= ’l,Uk_|_1 — 2’l,Uk —|— WE_1 =
= W41 — Wk — Wk + Wg—1 =
= (Wgt1 — wi) — (W, — Wk—_1)

e posto dy = w11 — Wi

0= wk_|_1 - Zwk —|— WE_—_1 —
= dy, — dg—1



Ne deduciamo che
dr = di_q
e pertanto dj € costante per ogni k
d, = A

Allora

W — Wr—-1 = A

w = wi—1 + A



Partendo da wg ed iterando avremo

w1:w0—|—A
’wzzwl—l—A:wO—l—ZA
’UJ3:’LU2—|—A:’UJO—|—3A



Poich e
wg=0 e wr=1
Si ha
k
wsz

La probabilit a di raggiungere lo scopo
alta solo se il capitale iniziale e la vinci-
ta che si vuole raggiungere differiscono di
poco.

e



Ad esempio la probabilit a di raddoppiare
la somma iniziale € 1, mentre la probabilit a
di triplicare la somma iniziale e %

Piu alta e la somma che si vuole raggiun-
gere piu e bassa la probabilit a di avere suc-
cesso nel tentativo.

La situazione gi a in queste condizioni non
e molto felice.

Tuttavia peggiora considerevolmente se
Il gioco non e equo.



Supponiamo che la probabilit a di vincita
p sia minore della probabilit a di perdita q.
In tal caso

’llJO:O
’UJT:]_

W = PWgt1 + qWE—1



Pertanto w,, soddisfer a la seguente rego-
la di ricorrenza

_ 1 q
Wr41 = Ewk — Z_)wk:—l

’UJT:1




Si ha

1 q
0 = wry1 — —wg + —wg_1 =
D D
1
= Wgy1 — Wg + W, — —Wg + W1 =
p D
1 q
= Wi — W+ |1 — — ) wp + —wi—1
D D
(1 — p) q
= Wgy1 — W — | ——— | W + —Wg—1 =
D p
q q
= Wgy1 — W — Wi + —Wg_1 =
p p

o= [
= Wk41 — W — (W — —Wg—1
p p



e posto

q
Zk — Wg41 — Wk
p
1 q
0 = Wr++1 — —Wg + —Wp_1 =
p p
g [
= Wg4+1 — W — (W — —Wg—1| =
p p

— Zk — Rk-1



Ne deduciamo che
2k — Rk—1

e pertanto z; e costante per ogni k

2l — A
Allora
q
Wiy — —wi, = A
p
e
q
W1 = —wg + A

p



Partendo da wg ed iterando avremo

wlzng—I—A
p
2
wz—gw1+A: (g) wo—l—A(1—|—g)
p p p
q



Poich e
wo=0 e wr=1

Sl ha




Se
qg 20 10

p 18 9
partendo con 10 gettoni la probabilit a di
vincere 20 gettoni e




Tuttavia partendo da 500 gettoni la pro-
babilit a di vincere 600 gettoni e molto bas-
sa infatti poich e si pu o verificare che

Se0 < a < ballora
a a—+1

<
b b+ 1

(Infatti ab + a < ab + b)



Sl ha

e quindi la probabilit a di vincere 100 get-
toni e inferiore a

<p> 100 _ 1
q 37648




Previsioni
metereologiche




In una localit a turistica il tempo atmosfe-
rico pu O essere descritto come segue:

e ad un giorno soleggiato, ne segue uno
soleggiato 7 volte su 10

e ad un giorno piovoso, ne segue uno
soleggiato 3 volte su 5



Possiamo schematizzare la situazione co-
me segue



Se indichiamo con S,, la probabilit a che il
giorno m sia Soleggiato e con P, la proba-

bilit a che il giorno n sia Piovoso, avremo
che

S —75’ —|—3P
n—|—1—10n g n
Pn—l—lz_Sn"' s

10 5



Osserviamo che
Sn—I—l"‘-Pn—l—l :Sn_I_Pn: 1

Pertanto



S—15—|—3

'~ 107° "5

S 1S+3_1 1 3
7 107" "5 7 10




Se k e grande possiamo trascurare il ter-
: 1\ Kk
mine (55) So
e possiamo concludere che a regime la
probabilit a di avere una giornata soleggia-

ta e




Il Modello di
Erhenfest




Due recipienti comunicanti contengono
IN molecole di gas.

Lo stato dei recipienti e verificato ad in-
tervalli regolari di tempo e in ogni istante
si ha che

una molecola passa dal recipiente A al
recipiente B con probabilit a proporzionale
al numero di molecole contenutein A



Se N 4 ed Ng sono il numero di molecole
contenute in A o in B rispettivamente

e la Probabilit a che una molecola passi
da AaBe
N 4
N
e la Probabilit a che una molecola passi

da Bad A e
Np

N



Possiamo identificare lo stato del siste-
ma assegnando ad ogni molecola la cifra
1 o la cifra 0 a seconda che la molecola sia
contenuta nel recipiente A o nel recipiente
B.

In questo modo lo stato del sistema e
associato ad un numero binariodi N cifre.
Nel recipiente A avremo tante molecole
guanti sono | numeri binaridi  IN cifre con

k cifre uguali ad 1.



Per scrivere un numero binariodi N cifre
con k cifre ugualiad 1 abbiamo

e [V possibilit a per collocare il primo 1
e N — 1 possibilit a per collocare il se-

condo 1

e [N — 2 possibilit a per collocare il terzo
1

@ L i i e e a e e e e

e N — k + 1 possibilit a per collocare |l
k-esimo 1



Possiamo in questo modo operare un nu-
mero di scelte pari a

N(N —1)(N —2)--- (N — k + 1)

Tuttavia alcune scelte forniscono la stes-
sa combinazione di 1 e O:

Per N = 12, k = 3 la combinazione

0]0f1]0]0f1]1{0]0]0f0O]0O




Si pu O ottenere:

e occupando 1l terzo posto con 1 alla
prima scelta

e occupando Il sesto posto con 1 alla
seconda scelta

e occupando Il settimo posto con 1 alla
terza scelta




oppure

e occupando il sesto posto con 1 alla
prima scelta

e occupando Il terzo posto con 1 alla
seconda scelta

e occupando Il settimo posto con 1 alla
terza scelta




O In altri modi ancora.

Gli stati possibili qguindi saranno molti di
meno:

Dovremo dividere

N(N —1)(N —2)--- (N — k + 1)

per il numero di modi con cui Si possono
disporre k cifre 1 in k posti.



Per contare i modi possibili possiamo os-
servare ancora che nel disporre  k oggett
In k posizioni abbiamo

k(k —1)(k —2)---321 = k!

possibilit a



Pertanto possiamo concludere che
Il numero di modi possibili per collocare
k cifre 1 in IN posizioni e dato da

N(N-1)(N—-2)---(N—-k+1) N
k! B ( k )
(J,Z) si chiama coefficiente binomiale e pos-
siamo calcolare che

(ZID - k!(NNi k!




Le configurazioni che prevedono k mole-
cole in uno del due recipienti sono In nu-

mero di
N!

EY(N — k)!
Il numero totale delle configurazioni pos-
sibili e

2N

(Per ognuna delle molecole abbiamo due
possibilit a: ogni cifra pu 0 essere 0od 1 e
le cifre disponibilisono V)



Pertanto ogni configurazione avviene con

probabilit a )

oN
e la probabilit a che in uno dei due reci-
pienti ci siano k molecole e

1 N
T 2NEI(N — k)!
Possiamo verificare che, al variare di  k,
Il valore massimo per P, si ottiene in cor-
rispondenzadi k = N/2.

&



Infatti
1 N!

<
2NEV(N — k)! —
1 N!

P, =

<
- 2N(k—|—1% '(N — (k—l))'

<
N—k_k+1
k+1< N —k
2k < N — 1
N -1
2

k<

= Pr+1



Possiamo mettere in evidenza quest’ulti-
mo fatto osservando che il massimo di Py

S| ottiene quando
(N)
k

e massimo



N
(i)
si pu 0 calcolare usando il triangolo di Tar-
taglia osservando il quale e evidente la cor-
rettezza dell’affermazione che il massimo

si ha per

k=—
2






1 3 31
14 6 41
1510 10 5 1



