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CAPITOLO 28

ELEMENTI DI PROBABILIT A E STATISTICA.

Il calcolo delle probabil&t nasce agli inizi del 700 per rispondere alle istanze prodotte dal gic
d’azzardo.

Il suo scopo era inizialmente introdurre una stima numerica dei rischi ad esso connessi e succ
mente |lo stesso metodo fu esteso per studiare i fenomeni caratterizzati da elementi di incertezza.

Vediamo innanzi tutto di stabilire quali sono gli elementi necessari per parlare di pradabilit

Occorre innanzi tutto considerare una famiglia di eventi che costituiscono lo spazio su cui definirer
la probabilit a.

Possiamo ad esempio associare all'idea di evento quella di sottoinsieme di un insieme dato
chiameremo evento certo.
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Consideriamo, ad esempio, ilipsemplice tra i giochi d’azzardo, e éial lancio di una moneta,
possiamo dire che gli eventi possibili sono

e L'uscita di Testa{T}
e L'uscita di Croce{C}

mentre I'insiemé/( = {T, C} costituisce |'evento certo.
In questo caseé naturale definire la probabaidegli eventi che entrano in gioco:

(28.1)

(28.2)

(28.3) PU) =P(T) +P(C) =1
(28.4) P(@) =0

giustificando la definizione con il fatto che su due possibili uscite unaestdsorevole nel caso si con-
sideriT o C, mentre entrambe vanno bene nel caso si consideri I'uniofieedi’. E ovvio che con @
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supponiamo ché&’ e C si presentino con ugual frequenza,&iche la moneta sia non truccata.

Un secondo esempio di spazio di probahikii pw costruire considerando il caso del lancio di d
dadi.

Se le facce sono numerate, come al solitol, d& possiamo identificare I'esito del lancio con la coppi
di numeri(i, 7) (punteggio) che si leggono sulla faccia superiore del primo e del secondo dado.

In tal modo possiamo identificare ciascuna déliepossibili uscite (eventi) con il punto del piana
cartesiano di coordinatg, j); indicheremo tale evento con il simbaly ;, (si veda la figur&8.1).

Poicte nel caso di dadi non truccati ogni evertequiprobabile possiamo affermare che la probabil
di A; ; e data da

P(Aij) = 55

Ovviamente possiamo considerare anche altri eventi, ad esempio possiamo cercare di stimare
babilita che si presenti I'eventd, , oppure I'eventad; ¢; possiamo indicare il nuovo evento come

B=A14UA56={A14,A56}




NEX
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FIGURA 28.2. Istogramma relativo al lancio di due dadi, (supposti distinti)

Se vogliamo stimare la probabditche si presenti uno qualunque degli evehtj, cioe se vogliamo
stimare la probabilé che si presenti I'evento

U= {Ai,j 3 Z,j = 16}
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poiche accettiam@6 posiibilita su36 possiamo dire che

e chel/ e I'evento certo.
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In generale possiamo parlare di spazio di probabilia finito se € assegnata una famiglia di eventi
soddisfacente le seguenti condizioni

e JgcF
° Al,AQEf:>A1UA2€F
ed e assegnata una funzione
P.F—-R
che associa ad ognid € F un valore reale P(A), che chiamiamo probabilita che I'evento accadz
soddisfacente le seguenti propriet:
e P(A)>0
o self =J A€ F,sihaP(U) =1
e seA;, A, € FsonotalicheA; N A, = @ allora

P(A1 U Ay) =P(A1) +P(Az)

Osserviamo che, dal momento che la famiglia dei possibili ewsfiiita, avremo che

U= UAEJ-"

AeF

U rappresenta I'evento certo ed anche I'ambiente in cui si individuano gli eventi.
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Per assegnare uno spazio di probabil&, quindi, € necessario assegnare un insiembeuna famiglia
F di sottoinsiemi diZ/ ed una funzioneP definita suF a valoriin R.
Ci riferiremo quindi ad uno spazio di probabilit & come ad un terna(i/, F, P)

Nel caso dell’esempio precedente la famigfi@ costituita da ciascuno degli evefitij) che abbiamo
rappresentato nel piano con i pudtj; e dalle unioni finite di essi.
Ad esempio

B ={A13,A01} = A13U Ags
e I'evento che accade se almeno una tra le ustitee A, ; accade.

Poiche le uscite del lancio dei dadi sono ritenute equiprobabili possiamo affermaf@(ehe) = --
per ogni possibile uscitd; ; e quindi, ad esempio,
1 1 2
B)=P(A A1) =P(A Ayl ==+==—=—
P(B) =P(A13U Ayy) = P(A13) + P(A4y) 36 + 36~ 36

Ovviamente

P(lJAerF) —36—:

AeF 36
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Come abbiamo @i osservato, ci riferiamo ad uno spazio di probabitibme ad una tern@{, FP) in
cui/ € lo spazio di probabilit, 7 & la famiglia di tutti gli eventi € & la misura di probabilé definita su
Uu.

Si possono provare i seguenti risultati:

e 0 <P(A) <1perognid € F
o P(@) =
° SEAl,Ag e F Al C A2 allora
P(A;1) C P(Az)

ed inoltre

P(Ay C Ay) = P(A2) — P(A)
) perogniA € F
) +P(B)—P(ANB)
sed, U A; = o allora
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e P(A)=P(ANB)+P(AN B°)
e sed; N A; =&, ed esiste, tale cheA C A;,, allora

(28.5) P(A) = P(ANA) + P(ANA) + ..P(AN Ay)

DEFINIZIONE 28.1. Se A, B € F definiamo probabil& di A condizionata aB e la denotiamo con
P(A|B) il valore

P(ANB)

P(AIB) = —5p

La probabilita di A condizionata aB, P(A|B), definisce la probabilé di accadimento diA nel caso
sia accadutaB
Naturalmente si ha

P(ANB) =P(A|B)P(B)
Nel caso in cui
P(A|B) = P(A)
diciamo cheA e B sono eventi indipendenti, (la probakiliti accadimento dit none cambiata dal fatto
cheB e accaduto).
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In tal caso si ha

Si pw dimostrare che

SeA;NA; = @, ed esiste), tale cheA C A, allora
P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2)P(A|Az) + ... P(AN)P(A|AN)

e ne segue il seguente teorema di Bayes
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TEOREMA 28.1. - di Bayes - Sel;, A,, ..., Ay € F sono eventi talichel, N A4; = & eUf;1 A; allora

p(aB) — PAIPAIA)

SN P(A)P(AA)

Per capire perahil teorema sia vero, consideriamo il caso in 8ui= 2; allora

[ ] A1 UA2 D) A
[ ] A1 ﬂA2 =
o P(B) = P(BN (A, UAy)) = P(BN A)P(BN Ap)
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da cui

P(A:|B)P(B) = P(BN A1) = P(B|A1)P (A1)

Ne segue che

CP(BNA) P(BNA)P(A)
P(Ai|B) = P(B)  P(BNA)P(A) +P(BN A)P(A,)

2. 1. Si consideri una popolazione in caidiffusa una malattia e si supponga di voler sottopo
l'intera popolazione ad un test con lo scopo di determinare per ciascuna persprédfeta o no dalla
malattia.

Una situazione di questo genere si presenterebbe se si considerasse I'ogpdripmitedere ad uno
screening di massa per rivelare, ad esempio, la diffusione dell’AIDS.

In tal caso sarebbe ragionevole supporre che:

e Nella popolaziond persona su000 e affetta dalla malattiar{cidenza della malattia).
e |l test usato per rivelare la malatteapositivo (e quindi indica la presenza della malattia)sn
casi per ognil00 persone malate esaminategnsitivita del tes).
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e |l test usato per rivelare la malati@égpositivo (e quindi indica la presenza della malattial) gaso
per ognil00 persone sane esaminatgpgcificita del test).

Indichiamo con
o A l'evento "infetto”
o A’ I'evento "sano”
e T, I'evento "test positivo”
e T, I'evento "test negativo”

Indichiamo inoltre con

e ¢ l'incidenza della malattia (nel caso prima citate= 1/1000 = 0.001)
e p la sensitivit del test (nel caso prima citgto= 95/100 = 0.95)
e ¢ la specificit del test (nel caso prima citago= 1/100 = 0.01)

Possiamo facilmente calcolare che
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P(A) =a PA)Y=1-a

P(T,|A) = p P(T,|4) =1-p

P(T,|A) = q P(T,|A) =1—g
da cui

P(T,) =P(I,NA) +PT,NA) =
= P(T,|A)P(A) + P(T,|AYP(A") = pa+ q(1 — a)
Pertanto, applicando il teorema di Bayes
P(1,|A)P(A) _ pa

(TIA)P(A) + P(TIA)P(A)  pa+q(l—a)
Se utilizziamo i valori di incidenza sensitigite specificé prima introdotti, possiamo ricavare che:

PAL) =

pa

P(A[T,) = patql—a)

= 0.0874
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e questo significa che la probakilithe una persona in cui il test ha dato esito positivo sia effetti
mente infetta inferiore al9%.

Se ne deduce la poca convenienza ad effettuare uno screening di massa.

Vale la pena osservare che neppure tasppécisi consentono di raggiungere risultati pignificativi.

Infatti se supponiamo di migliorare il test in modo da avere la certezza di individuare la malattia
persone infette, clse supponiamo la sensit&jt = 100/100 = 1, mantenenda = 0.001 eq = 0.01,
otteniamo

pa
pa+q(l—a)

P(A|T,) = = 0.091
In realta aumentando la sensitiila specificé necessariamente diminuisce; se supponiamo che
a=0.001 p=1 q = 0.002
la situazione peggiora e si ha addirittura

pa
P(AIT,) =

pa+q(l—a)
Solo migliorando la specifi@tsenza peggiorare la sensitivgi ottiene qualcosa di meglio; infatti se
a=0001 p=0.95 q = 1/300 = 0.0034

=0.05
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si ha

pa
P(A|T,)) = ——— =0.22
(AIT;) pa+q(l —a)

Un miglioramento decisivo nell’affidabibit dei risultati si ottiene invece nel caso in cui I'incidenz
della malattia sia alta; infatti per

a = 0.01 p=0.95 q=0.01
si ha

PAIT) = — P _gs

pa+q(1 —a)

e addirittura
pa

PAT = perai=a)

=0.9
nel caso in cui I'incidenza salga ad= .1.

2.2 Un secondo interessante esempio si ha considerando la seguente situazione.
Si supponga che un capo di governo debba prendere una decisione di politica economica e di
di tre consiglieri che indentifichiamo con

A B C
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Si supponga di avere una stima della loro affidaditiescritta come segue:

e la probabilit che il consigliered abbia un’opinione correttal /6,
e la probabilit che il consigliere3 abbia un’opinione correttal/3,
e la probabilit che il consigliere” abbia un’opinione corrett@1/2.

Indichiamo con

A, I'evento "il consigliereA ha espresso un’opinione corretta”,

B, I'evento "il consigliereB ha espresso un’opinione corretta”,

C, I'evento "il consigliereC' ha espresso un’opinione corretta”.

Esprimiamo I'affidabilia dei consiglieri assegnando agli eve#tiB, e C, opportuni valori di proba-
bilita

P(A)=1/6 PB)=1/3 P(C,)=1/2

Il capo di governo chiede ai suoi consiglieri una previsione sulle conseguenze che la sua decigio
sul tasso di disoccupazione, a distanza di un anno.

Al quesito i tre consiglieri rispondono secondo i valori descritti nella tabella che segue, dove
colonnaD sono riportate le probabiéitche la disoccupazione diminuisca, nella coloShehe rimanga
stabile e nella colonnache il tasso di disoccupazione aumenti.
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| | D[S ]! |
A | 1/10] 1/10] 8710
B || 6/10| 2/10| 2/10
C | 2/10| 6/10| 2110

TABELLA 28.1. Previsioni dei consiglieri sul tasso di disoccupazione.

Trascorso un anno si rileva che il tasso di disoccupazeaementato; alla luce di questo fatto Ie
percentuali di affidabil& dei tre consiglieri vanno riviste eacpuw essere fatto ridefinendo la probalailit
di A,, B, eC, alla luce del fatto che I'eventdsi e verificato.

Dovremo, in altre parole valutare

PA)P(A)
P(I)
P(I|B,)P(B,)
P()
PUIC)P(C)
P(I)

P(4,11) =

P(B,|I) =

P(Ci|I) =




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

ma

P(I)=PINA)+PUINB)+PINC,) =
= P(I|A,)P(4,) + P(I|B,)P(B,) + P(I|C.)P(C;)

Ora, la probabili che avwvengd ammesso che un consigliere abbia ragione si legge nell'ulti
colonna della tabella, per cui

P(I|A,) = 8/10
P(I|B,) = 2/10
PU|C,) = 2/10

per cui
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Ne viene che le nuove percentuali di affidaiilstono

Slee
I
|

1A )P(A,)
PI)
PU|B)P(B) _
PI)
PUIC)P(Cr) _
PI)

Wl Ol ©f

pan =2

H
Sl 2o
|

P(B,]1) =

o

Bl
o= 9
|

P(CID) =

o

—_
o

Per studiare un po’ di probabgitdiscreta utile conoscere qualche elemento di calcolo combinato
Il calcolo combinatorio si occupa di stabilire | numero delle possibili uscite di semplici esperimen

fonda essenzialmente sul principio seguente:
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Se un esperimento hay; possibili esiti, un secondo esperimento ha, possibili esiti, un terzo espe
rimento ha ns possibili esiti, allora il numero dei possibili esiti della sequenza dei tre esperimenti
e

n1nan3

Le pit comuni conseguenze di questo principio portano a un certo numero di definizioni che d
viamo brevemente.

2.1 Disposizioni din elementi al a /. Parliamo didisposizioni(o anche, sé& = n, di permuta-

zioni) di n elementi & a k quando consideriamo i gruppi dielementi scelti tra gl dati.
Riteniamo due gruppi distinti se differiscono per un elemento o per I'ordine con cui gli elementi
scelti.

Indichiamo con
nDk
il numero delle disposizioni din elementi ak a k.
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Poicle per il primo elemento di ciascun gruppo abbiamscelte, per il secondo ne abbiarfio— 1)
per il terzo ne abbiam@: — 2) e co$ via, possiamo calcolare che

WD =n(n—1)(n—2)(n—3)..(n — (— 1) = o]

Il numero delle disposizioni din elementi adn ad n, cioé delle permutazioni, risulta
P, =, D, =n!

Qualora glin elementi da cui si sceglie presentino sottogruppi di elementi uguali, 8iang, ns,...,n
le permutazioni risultano in numero di
|
n.:

nylngIng! - - ny!

2.2 Combinazion din elementi a2 /. Parliamo dicombinazionidi n elementi a a k quando
guando consideriamo gruppi fielementi scelti tra gl dati senza distinguerli in base all'ordine deg
elementi.
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Indichiamo con
an
il numero delle combinazioni din elementi ak a k.

Poicte un gruppo di elementi ammetté! diversi modi possiamo calcolare che

o 2D _nn=Dn=2)n=3)..(n—(k-1)) _nl
" k! kl(n —k)!

Il numero,,C;, si chiama coefficiente binomiale e si indica con

n n!
nCr = (k> " Kl(n— k)

Ricordiamo che i coefficienti binomiali possono essere ricavati dal triangolo di Tartaglia e che tra
una importante applicazione nella formula del binomio di Newton.

(a+b)" = zn: (:) ak bk

0
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3.3 Campion ordinati. E anche utile ricordare qualche formula per stimare il numero di possi
campioni estratti da una popolazione.

Per aiutarci assimiliamo la popolazione ad un un’urna piena di palline e I'estrazione degli eleme
campione all’estrazione delle palline dall’'urna.

Possiamo operare un campionamento con ripetizione estraendo una pallina, osservandola e ri
dola nell’'urna dopo aver annotato I'informazione relativa.

In tal caso, se operianioestrazioni, avremo

k wvolte
k

—_—
nnn..n =mn

possibili uscite in quanto per ogni elemento estratto avremo sempossibili scelte.

Possiamo anche operare un campionamento senza ripetizione, estraendo, osservando e on ri
la pallina nell'urna; in tal caso per la prima estrazione avrenpmssibili, per la seconda — 1, per la
terzan — 3 e cos via. Pertanto in questo caso avremo

possibili uscite.
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Seé assegnato uno spazio di probahil/, 7, P) diciamo chef & una variabile aleatoria definita s
(U, F,P) seé data una funzione

E:U—-R
Nel caso del lancio di due dadi la ter(id, 7, P) e definita da

e U e I'insieme delle36 coppie di valori(z, j)
e F e la famiglia di tutti i sottoinsiemi di/

e P & definita daP(A;;) = 5; ed inoltre sedA € F & un sottoinsieme costituito daelementi
possiamo definir®(A) = k.

Possiamo costruire un esempio di variabile aleatoria sullo spazio di prohatsibciato al lancio di
due dadi assegnando ad ogni us¢itg) € U il valore ottenuto sommando i punteggi; in altre parole

§(Aig) =i+

Possiamo osservare che i punti (eventi) che nella figéra sono congiunti da un segmento di rett:
forniscono lo stesso valore per la variabile aleatoegpossiamo riassumere i valori assunti dalla variab




NEX




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

leggere il valore + j assunto d4.

10
10 11
11 12

TABELLA 28.2. | valori assunti dalla Variabile aleatotia

Possiamo ora definire alcuni elementi caratteristici di una variabile aleatoria:
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DEFINIZIONE 28.2. Se¢ e una variabile aleatoria discreta definita su uno spazio di probabili
(U,F,P)ese
U= {Al,AQ, ....,An}

e la mediay di ¢ € definita da

=2 E(AYP(A)

e la varianzac? di ¢ € definita da
of = Var(§) = 3 (€(4) — n)* P(Ay)

e |o scarto quadratico medidli £ e definito da

e la modaM di¢ e definita da
M =¢(4)
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doveA, e tale che
P(4;) = maxP(4;)
e la medianam di ¢ e definita da
P <m)="P(=m)
¢ il momento di ordinek 1, di £ e definito da

= (6(A) — p)* P(A)

i

¢ il momento di ordinek, rispetto all’origine 4. di ¢ € definito da

= (£(A)*P(A)

3

DEFINIZIONE 28.3. Chiamiamo funzione di distribuzione di probakilidella variabile aleatori& la
funzione

po:U—-R
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definita da

(i) = P = Ai)

Sey e la funzione distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria ¢ avremo che

DEFINIZIONE 28.4. Se¢ e una variabile aleatoria discreta la cui dergitli probabilita € , definiamo
speranza matematica di

B(§) = > &(A)p(i) = 3 &(A)P(§ = Ai) = p
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DEFINIZIONE 28.5. Se¢ € una variabile aleatoria discreta la cui derditli probabilita € ¢ e se
g : R — R & una funzione, definiamo una nuova variabile aleatoria che indichiamg@@mmediante la
funzione distribuzione di probabidit

Definiamo inoltre

Osserviamo che si ha
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DEFINIZIONE 28.6. Se¢ € una variabile aleatoria discreta la cui dergitli probabilita & , definiamo
funzione generatrice dei momenti dila

Me(t) = B(e®) = 3 e4y(i) =
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4.1 Unesempia Consideriamo il solito esempio dei dadi e la solita variabitde associa ad ogni
uscita ini/ la somma dei punteggi, possiamo vedere che

56
)
== P
6
= 7 = —
Possiamo rappresentare questa distribuzioni di probabilgdiante il grafico in figuras.4 (scatter
plot) oppure mediante il grafico in figuf.5

6)
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0.021
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FIGURA 28.4. Distribuzione di probabilit della variabile aleatoria che restituisce |l
punteggio ottenuto lanciando due dadi.

Quest'ultimo grafico si chiama istogramma edjuello che pi frequentemente viene adottato pe
rappresentare la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria discreta.
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10 12

FIGURA 28.5. Istogramma relativo alla variabile aleatoria che restituisce il punteggio
ottenuto lanciando due dadi.

Osservando il grafico possiamo osservare che il valore che compare con maggior frégil&nehe
pertantoe la moda della variabile.
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Possiamo calcolare la probaliP(¢ < 7) sommando le aree dei rettangoli mostrati in figura(
osservi che la base dei rettangdliungal) ed otteniamo ch@ (¢ < 7) = 2.

In modo simile possiamo calcolafé(¢é > 7) = 2 e possiamo concludere che la mediana de
variabile aleatorig €m =7

Un semplice calcolo mostra che la varianzg éioc? = 3765

Abbiamo ga notato che i rettangoli che costituiscono I'istogramma hanno base lucgapermette

di definire la funzione di distribuzione dicome

PE=n) pern—05<z<n+05n=234.12
0 altrove

(28.6) plz) = {

Con tale definizione si vede chee definita su tuttdR ed inoltre si vede che

[ etna=3 et =1

(e.9]

essendo la somma estesa a tutti i valoche variabile discreta pud assumere.
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Talvolta tuttavia nore possibile considerare uno spazio di probabiliiscreto, finito o numerabile.

Cio accade ad esempio quando si considera il problema di scegliere un numero a caso conlipre
edl.

Infatti la probabilit di estrarre, ad esempio, il valdie non si pw calcolare considerando il rapporta
tra casi favorevoli, uno solo, e casi possibili, infiniti non numerabili.

Anche la definizione di media e varianza presentano qualche problema in quanto occorre definire
si intende procedere per calcolare la somma di un numero infinito, non numerabile, di addendi.

Per chiarire la questione possiamo osservare che,d#ficile definire la probabild che la variabile
aleatoria$ il cui valore e il numero scelto a caso [fi, 1] assuma il valore:, & invece naturale definire la
probabilia che € [z, x + h).

In tal caso infatti possiamo identificare i casi favorevoli con un segmento di lunghezia totalit
dei casi con l'intero intervall¢o, 1] che risulta ovviamente di lunghezza

Pertanto

P(x§£§x+h)=%
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Ricordando il significato di somma dell'integrale, possiamo definire la funzione distribuzione di
babilita della variabile aleatori@come la funzione continua tale che

E+h
(28.7) Plx<¢<z+h)=h= / o(t)dt
3

per ogniz € [0, 1] e per ognih abbastanza piccolo.
Ne deduciamo che

(28.8) % / T ot = 1

e, passando al limite pér— 0, poiche abbiamo supposto continua,

p(z) =1

Da quanto abbiamo detto appare ragionevole che, nel caso di una variabile aleatoria ¢omtimea
significativo definire

(28.9)
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mentree naturale definire

(28.10) Pln<esa) = [ o

o

dovey € la funzione di distribuzione di probabditi .

Pertanto supporremo nota una variabile aleatoria continua ¢ se € nota la sua funzione di
distribuzione di probabilit a ¢.

Una funzione ¢ : R — R, continua, € la funzione di distribuzione di probabilita di una variabile
aleatoria se

p(t) >0

perognit € R

/_ " ot =1

(e.9]
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In tal caso si ha

La funzione

xT

Fa)=Pe<o= [ o

—00

si chiama distribuzione cumulativa di probaldildella variabile aleatori@di densit di probabilit .

Osserviamo che ad ogni variabile aleatoria discreta (finita) 8igasociare una variabile aleatoriz
continua la cui densite una funzione costante a tratti, nulla al di fuori di un insieme limitato ( nel casc
cui la variabile sia discreta e finita).
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Per chiarire il concetto consideriamo la variabile aleatgrizhe fornisce il punteggio ottenuto ne
lancio di due dadi; in tal caso la funzione distribuzione di probabiipud essere definita come segue

(0 r<15

k/36 k+5<z<k+15 k=1.5
o(z) = < 6/36 6.5<x<T75

(12-k)/36 k+5<z<k+15 k=1.11
L0 x> 125

Come nel caso delle variabili aleatorie discrete possiamo definire

DEFINIZIONE 28.7. Se¢ € una variabile aleatoria continua che ha de@sili probabilita ¢,

¢ la mediay di ¢ € definita da
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e la varianzac? di ¢ € definita da

+o0

&:wma=m@—m>:/ (& — pp(e)da

—

lo scarto quadratico medidli ¢ e definito da

la moda M di ¢ e definita da

M = sup p(x)
zeR

la medianam di £ e definita da

Pe<m = [ oo [

—00 m

il momento di ordinek 1, di £ & definito da

+oo

M:Em—m>=/ (& — ) p()dz

— 0
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¢ il momento di ordinek, rispetto all’origine 1. di ¢ & definito da

/+00 z*o(z)dx

—

DEFINIZIONE 28.8. Se¢ e una variabile aleatoria continua e ge: R — R & una funzione possiama
definire la variabile aleatoriaf (¢) assegnandone la funzione distribuzione di probabii¢finita da

In tal modo

Plao < f(€) < o) = / " F et
N t

E(f()) = / f(t)elt)d

—00
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DEFINIZIONE 28.9. Se£ e una variabile aleatoria continua la cui dergidi probabilita € o, definiamo
funzione generatrice dei momenti dila
+oo

Met) = B(e) = [ epla)is

—00

5.1 Levarabil aleatorie discrete infinite. Un caso che si colloca a néetra quello delle variabili
aleatorie discrete finite ed il caso dell variabili aleatorie contimileeaso delle variabili aleatorie discret
che assumono una quaatihfinita numerabile di valori.

Il caso delle variabili aleatorie infinite ci suggerisce come comportarci in questo caso.

Se lo spazi@/ degli eventie numerabile, allora potremo scrivere che
U — {Az ; 1 € N}
e saa sufficiente definire la probabaitdi ciascun evento

con la condizione
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Media, varianza, funzione di distribuzione possono essere definiti mediante le

DEFINIZIONE 28.10. Se¢ € una variabile aleatoria discreta numerabile definiamo

e la mediay di £ come

(28.11)

e la varianzac? di £ come

(28.12) 0” = Var(§) = B(§ — p)*) = > _(i — )°pi

=S

e |0 scarto quadratico medi@ deviazione standard di

o=Vo?

O®Close @Quit
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e il momentok-esimo i, di £ come

—+00

M = Z(Z i M)kpi

=1
¢ il momentok-esimo rispetto all’origine 1, di £ come

—+o0
-k
= E v Pi
i=1

e la funzione di distribuzioney di £ come

(28.13) p(n) =P = Ai)
e siha

(28.14) P <n)= Zpg A) neN

Naturalmente possiamo estendere Ia definiziong dd R definendola costante sugli intervalli
del tipo [k, k + 1] e ponendola uguale @prima di 1.
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Inoltre

DEFINIZIONE 28.11. Se¢ e una variabile aleatoria discreta infinita la cui dergiti probabilita e
,e sef : R — R e una funzione possiamo definire la variabile aleatgf{§) assegnandone la funzione
distribuzione di probabila& definita da

Quindi

B(/(©) = Y Fi)e ()

Definiamo anche definianfanzione generatrice dei momenti dila

Me(t) = B(e) = ) e"o(k) =
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Siano (Uy, F1, P1) e (Usz, F2,P>) due spazi di probabibt considerariamo la variabile aleatoria ch
indichiamo con(¢, n) definita sullo spazié/; x U, mediante la

Pl =Ple<ansn = [ ([ seom)a

F é la distribuzione cumulativa di probabdlitiella variabil€¢, n) ed f & la sua funzione distribuzione
di probabilit
Se f e continua possiamo affermare che

0*F

Naturalmente devono essere verificate le seguenti condizioni:

flx,y) >0
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+o00o +o0o
/ < f(t, s)ds) dt =1

[ ([ o) a
po<o= [ ([ seows)a= [ ([ "seom)a

Inoltre se

Fi ed F; sono le distribuzioni cumulative delle variabili aleatofie 7, rispettivamente le cui funzioni di
distribuzione sono date da
+oo

f(t,s)ds

— 00

+o0
f(t,s)dt

—0o0
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Nel caso in cui le variabili aleatori¢ e n siano indipendenti, allor&,n) ha una distribuzione di
probabilia
f(t,s) = o(t)i(s)
dovey e sono le funzioni di distribuzione die n, rispettivamente.
E utile ricordare che la probabgitdella variabile aleatorié condizionata alla variabile aleatoriesi
puo definire mediante la

sz [ (] Kela)a

per cuiZ2) & la sua funzione di distribuzione di probafilit

Abbiamo ga definito cosa intendiamo per

e media o valor medio
varianza
momento
momento rispetto all’origine
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e speranza matematica
e funzione generatrice dei momenti

di una variabile aleatoria sia nel caso discreto finito sia nel caso continuo sia nel caso discreto infini
Tra le propried del valor medio ricordiamo che

o E(ag + fn) = aE(§) + FE(n)

e se¢ e sono variabili aleatorie indipendenti

E(&n) = E(E)E(n)

In altre parole la speranza matematcana applicazione lineare; La verifica di tale fatto edvanale
e si pw ad esempio ottenere provando il risultato nel caso discreto finito ed utilizzando un passag
limite per gli altri casi.

Si pw provare che anche la varianza gode di progriétineari, infatti
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e Var(af) = a? Var(¢)
e sef en sono variabili aleatorie indipendenti

Var(§ &£ 1) = Var(§) + Var(n)

E anche utile ricordare che

0% = B((§ — p)*) = B(&" — 2p6 + 11*) =

= E(£%) — 2uE(§) + 1* =
= B(&%) — 20”4+ 4 = E(&%) — i = E(§%) — (B(¢))?

Vediamo ora come la funzione generatrice dei momenti si riveli molto comoda per il calcola
momenti di una variabile aleatoria.
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Cominciamo con l'osservare che

(t ="
=0

moltiplicando perp(t) ed integrando,otteniamo

k
A
(28.15) =Y (Z.)u’ p*

=0
e se ne ricava che per trovare i momenti rispetto al valor megdié sufficiente conoscere i moment
rispetto all’originey)..
Casi particolari dell28.15sono

pia = 09 = iy — pi”

piz = iy — 3pop + 2°
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(ricordiamo cheuy = py =1 ey = p) = p).
D’altro canto i momenti di una variabile aleatoria si possono trovare a partire dalla funzione gener
dei momenti che definita da:

Me(t) = B(e') = / et o(5)ds

—0o0

Infatti si puw verificare che la funzioné/, e sviluppabile in serie di McLaurin ed il suo svilupgo
dato da

tk:

—+o0
Me(t) = ZMZE
i=0 :

e quindi

, _ G

My = ﬁMﬁ(t)
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In questa sezione ci occupiamo di due risultati fondamentali: la disuguaglianza di Tchebiche:
legge dei grandi numeri, cominciando a parlare della prima.
Sia¢ una variabile aleatoria con medice varianzas?, allora si ava che

/ (t — p)*p(t)dt + / (t — p)*p(t)dt >
{t: lt—pi<e}

{t : [t—pl<e}

- /{t : It—ulze}(t ~Hle(d 2 / ety =

{t: [t—plze}
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se ne ricava pertanto che

(28.16) Ple—pl2e) <5

La 28.16e nota come disuguaglianza di Tchebichev e ne possiamo trarre una interessante conse
pere = ko otteniamo che

(28.17) P(¢ - ul = ko) <

1
k2

Pertanto

(28.18) P(E— ul < ko) =1~ P(IE — | 2 ko) > 1~ 5

Se ora consideriamo la seguente tabella




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

1
k2

0

.75
3| .88
41 .93
5|.95
6| .97

TABELLA 28.3. Valori approssimati di — 7z

Si vede pertanto che ge2 una variabile aleatoria di mediee di varianzar?, allora la probabilé che
il valore assunto da sia vicino alla media: per meno dR volte la varianza del75% e sale all88% se ci
accontentiamo di un errore inferioreaolte la varianza.

Va osservato che, nonostante fornisca risultati soddisfacenti, la disuguaglianza di Tchebicleev
molto precisa.

2.1 Lalegge delgrand numert Unaltra delle conseguenze della disuguaglianza di Tchebic
prende il nome di "Legge dei grandi numeri” e si ricava come segue.
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Siano¢,, &, . .., &, variabili aleatorie tutte con media e varianzas?, e consideriamo la variabile
aleatoria
&+ &+t

n

S,
Avremo che .
(BE)+E@E)+-+E&)=p

n

E(Sy)
ed inoltre

0.2

Var(S,) = %(Var(&) + Var(g) + -+ + Var(6)) = —

Pertanto

2

(ZELLE) P(ISs —pl 2 &) < —5 — 0
ne

per n — +o0o
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La 28.19e nota con il nome deegge dei grandi numeried esprime un concetto in base al quale
media delle uscite di una variabile aleatoria differisce dalla media della variabile aleatoria di unaaqu
infinitesima.

Va tuttavia sottolineato che la legge dei grandi numeri fornisce informazioni di carattere qualitat
quindi non pw essere usata per stime di tipo quantitativo.

Sia& una variabile aleatoria di medjae di varianzar? con distribuzione di probabibity.
Sia cie
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e consideriamo la variabile aleatoria
§—u

g

£ =

Per le propried di media e varianza possiamo affermare £€hé una variabile normalizzata (o stan
dardizzata), intendendo corbathe<* ha media) e varianzal.
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Allo scopo di determinare la funzione di distribuzion&ticonsideriamo la variabile aleatorjda cui
funzione di distribuzione definita da

Possiamo allora verificare che
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+00 §=0
/ tago(u+at)dt=/ <

1/ [T
(/.
+o0 e
/ oo (p+ ot)dt :/ (
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P(a§n§6)=/ o (it ot)) dt =

/J«+G'b 1
:/ Jgo(s)gds:P(/L-l—JanSu—l—ab):
o

“+oa

=P(a <

g
Ne deduciamo che e £* = 5%“ hanno la stessa distribuzione di probahikt quindi sono la stessa
variabile aleatoria.
In altre parole la funzione
o (1 + ot))
e la distribuzione di probabiftdi
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CAPITOLO 29

QUALCHE DISTRIBUZIONE DI PROBABILIT A

Le funzioni di distribuzione di probabifit sono fondamentali per descrivere il comportamento de
variabili aleatorie che ci interessano.
Ogni variabile aleatoria ha una sua distribuzione e per definirne la prdpndile fare riferimento ad

alcune distribuzioni note che sono in grado di descrivere la maggior parte delle variabili aleatorie cc
normalmente si lavora.

La piu semplice funzione di distribuzione di probalzilé quella di una variabile aleatoria che restitu
sce un valore scelto in un intervalle, b] con il criterio di equiprobabila.
Abbiamo ga visto che in tal caso

h

Pe<é<z+h)=—
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e che la sua distribuzione di dergsit

t € la,b]
altrove

b—a

La funzione generatrice dei momenti si calcola mediante la

1 b tb __ _ta
Me(t) = / edy = < —°_

b—a t(b—a)

Se ne ricava subito che

Descriviamo ora tre importanti distribuzioni di probaldithe sono, come vedremo, tra loro legate:
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e La distribuzione binomiale di Bernoulli
e La distribuzione di Poisson
e La distribuzione normale di Gauss

Sitratta di una distribuzione discreta finita (Bernoulli), una distribuzione discreta numerabile (Pois
ed una distribuzione continua (Gauss) che possono essere derivate a partire dal concetto eleme
prova bernoulliana.

DEFINIZIONE 29.1. Chiamiamo prova bernoulliana un esperimento che ha due soli possibili esiti

e Successo, cui associamo il valdreon probabilit p
e Insuccesso, cui associamo il valdreon probabilit ¢

essendo ovviamente+ ¢ = 1.
Chiamiamo variabile aleatoria bernoulliana la variabile aleatorfache restituisce il numero di
successi che si sono verificati syprove ripetute (lanci) dell’esperimento.

Possiamo calcolare la probahilithe la variabile aleatortaassuma il valoré: mediante la
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p(k) =P =k) = (Z)p'“q""“ = (Z)pk(l —p)"*

Possiamo giustificare la formula precedente se descriviamo la successiopede ripetute con una
stringa di elementi che assumono il valdreppure0 a seconda che la corrispondente prova abbia avt
0 NO Successo.

affinche ci sianok successi la stringa da¥rcontenere esattameritevolte il valorel (edn — k volte
il valore 0) e quindi, poicle in ogni elementd si presenta con probabdip e 0 con probabili& ¢, una
stringa conk successi avr una probabila di comparire uguale a

pk:qn—k

d’altro canto, poick siamo unicamente interessati a contare il numero di successi, e non 'orine con
verificano, dovremo tener conto che si verificano, ad eserg@og¢cessi in tanti modi diversi
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001100000000000aaaa0

il cui numeroe dato dalle combinazioni di oggetti ak ak e cice

n
k
(Infatti ciascuna stringa guessere individuata dalla sequenza klgiumeri, compresi trd ed n, che
indicano la posizione dei successi nella stringa.)
Possiamo calcolare la media della variabile bernoullénaservando che la media in ciascuna pro
e
IL-p+0-q=p

e sun esperimenti, essendo la media lineare, avremo
p=E) =np

La varianza della variabile bernoulliagan ciascuna prova

(L=p)2-p+0-(0-q)q=¢p+p°q=pe(p+q) =pq
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e sun esperimenti essendo la varianza lineare avremo

o = E((§ — p)?) = npq

0 = /Npq

Per calcolare la funzione generatrice dei momenti possiamo procedere come segue

0= 510 =S (D -

k=0

pern volte; in tal casp = ¢ = 3.
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Si consideri il caso din prove ripetute bernoulliane in cui la probaliliti successo della singola
prova siat

Un esempio di tale situazione di si@uealizzare considerando un pagliaio con un numero1 di
pagliuzze dal quale si voglia estrarreago; la probabila di estrarre I'ago sérowiamenteln e la prova
sar ripetutam volte.

Sia¢ la variabile aleatoria che restituisce il numero di successi ottenuti mefleove fatte. Avremo
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Se ora consideriamo di far tendetr@& +oco mantenendo

Z=
n

(oppure chiedendo semplicemente ¢he- )), otteniamo che

0= (-2) 5 (- (-

€, pern — +o0o

_ 1 kE_—X
go(k)—HAe

La funzione distribuzione di probabitdi Poissore quindi data da

_ I k_—X
w(k)—gAe
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Per calcolare media, varianza ed i momenti della distribuzione di Pogsatle calcolare la funzione

generatrice dei momenti.

e le sue derivate

e calcolarle int = 0.

d /
—tMg(O) =A=pl=p
d2 2 /
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p=py = A
o= —pi =24+ A= X2 =)

4. Ladistribuzione gaussiana

Sia¢,, = k una variabile aleatoria bernoulliana relativaragrove ripetute, allora

n!

k) — ‘pkqn—k

kl(n — k)

E(gn) = p=mnp
Var(&,) = 0® = npq
Consideriamo la variabile normalizzata (di medie varianzal)

g:zgn_,u
g
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& assume i valori

Possiamo ricavare inoltre che

k= pu+ oxy =np+ oxy
n—k=n—np—ox,=nq—oxyg
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doveos — /npq e si vede che, per — +oo tantok quanton — k& tendono at+oo, inoltre

k q
np \/ np
n

+

1+
—k

— 1|
ng

| P
ngq
1

.’Ek+1—xk=Axk=;:

Possiamo allora scrivere che
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{k:x €[z’ z"]}

n! k n—k
2 PICED I
K€l 2]}

{k:x

Poicte, pern grande, tantd: quanton — k& sono grandi, possiamo usare la formula di Stirling p
approssimare il fattoriale e quindi
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n! ne~"\/2mn

pkqn—k ~
kl(n —k)! kke=k\/2mk(n — k)n—ke=(n=k), /2w (n — k)

1 nk  prk n & nek
Vor kF (n— k) *\ k(n — k)

T ()

Ma, sempre pen grande,

\/ ﬁ B V (np + axkﬂnq — oz)
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Daltro canto
In (%)k (n?ky_k = ki (L)~ (n k) (n’f]k) _
—meonin(14/T)
_ (ng — oz) In <1 _ \/nz;xk> b (\/15> _

e a4 lag o\ _
B (np+mk)( np' ¥ 2np$k)

— (ng — oxy) <—\/nz;xk — %ﬂzi) +w (%) -

nq
q p q P
— Tk {np”n_p_nq\/n_q\ —5172 [\/npq n—p+\/npq n_q
5 1 p} . {q\/npq +p\/npq} _

— Ty —npi—i-—nq— — Tg
2 "np 2 ‘ng 2np ng

——x2+1x2+w S
g vn
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dove, come al solito, si indica canuna funzione infinitesima.
Ne concludiamo pertanto che

E pertanto naturale considerare la funzione distribuzione di protatéfinita da

p(t) = \/1276 2

La ¢ si chiama funzione di distribuzione di probaliliGaussiana di medige varianzal. ( Si ricordi
cheé ottenuta come limite di distribuzioni normalizzate).
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Utilizzando il teorema di integrazione per sostituzione (peitimtegraleé improprio deve essere
calcolato come limite di integrali propri ed a questi si applica il teorema di integrazione per sostituz
possiamo ricavare che la funzione

e una funzione di distribuzione di probahilitche chiameremo ancora Gaussiana, di mediadi
varianzac?.

Possiamo calcolare la funzione generatrice dei momenti della funzione di distribuzione gaus
infatti

Me(t) =

U\/ﬁ /-‘roo

e, operando il cambio di variabii-* = u, da cuiz = ou + p,
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1
2T

1,242 242 2
etu/ 62(0'15 o2t +2tou u)du:

—00

1 tutLo2t? e —L(to—u)?
——eMT2 e 2 du =
\ 2T .

1 1 2,0 1 2,2
- etu—l-za t /27'(' _ etu—i-za t
\V 4T
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5.1 La distribuzione multinomiale. Consideriamo un esperimento che possa awepmssibili
esiti, che indichiamo con

con probabili&

P1, P2,

e supponiamo di replicarlo per volte; consideriamo la variabile aleatoiache restituisce la—pla di
valori

ni + N9 +

doven; € il numero di volte in cui sé verificato I'eventa,;.
La funzione distribuzione di probabitdi ¢ e data da
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;szpk) =

5.2 Ladistnbuzione ipergeometrica. Consideriamo un’urna contenerdtpalline nere ev palline
bianche e supponiamo di estrarre perolte una pallina rimettendola. dopo ogni estrazione, nell’'urna.

Consideriamo la variabile aleatogache restituisce il numero di volte in cui 8iestratta una pallina
nera; allora la densitdi probabili di¢ si pud calcolare mediante la

(k) = P(§ = k) = (k> (bfw)k (bfw)n_k -
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non appena si ricordi la distribuzione binomiale e si tenga presente che

» b w
b4 w

p v 4=

:b—l—w

Qualora I'esperimento si ripeta senza rimettere la pallina estratta nell'urna, (campionamento
ripetizione), si po vedere che la denaitli probabilit della nuova variabile aleatoache conta il numero
delle palline nere estratte

b w
(i) (2%

)

p(k) =P =k) =

Si calcola anche che

~nb
A
9 nbw(b +w — n)

(b+w)2(b+w—1)
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6.1 Ladistribuzione 7. Sitratta della distribuzione di probabditli una variabile aleatorig? che
restituisce la somma di variabili aleatorief; indipendenti, aventi distribuzione gaussiano con meédia
varianzal (distribuzioni normali standardizzate).

=G+8+..+&

La funzione di distribuzione della variabile aleatogiaé data da

1 v/2—1_t/2
(1) = | Fam e 120
0 altriment

v rappresenta i gradi di libexf media, varianza e generatrice dei momenti sono date da
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6.2 Ladistribuzione 7 di Student. E la distribuzione di una variabile aleatofiache restituisce il
rapporto
§

Vnlv

dove¢ e una variabile aleatoria con demsiti probabilia gaussiana normale (medi& varianzal) edn e
una variabile aleatoria con distribuziogéa v gradi di liber&
La funzione di distribuzione della variabile aleatdfia data da

w(t)=%<l+g>

v rappresenta i gradi di libext media e varianza sono date da

T =

=70
v

2

v—2
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6.3 Ladistibuzione /- di Fisher. E la distribuzione di una variabile aleatodiache restituisce il
rapporto

_&/n
F_€2/V2

dove¢ edé&, sono variabili aleatorie con distribuzioné av, e v, gradi di liberg, rispettivamente.
La funzione di distribuzione della variabile aleatofiae data da

I/1+I/2
p(t) = F(li/Q)lz“(uz/Z) PR a2 (g i) 012 ¢ s 0
0 altriment

media e varianza sono date da
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1)

Vy — 2
02 i 2I/§(V1 4F V9 — 2)
I/1(V2 — 4)(V2 — 2)2

7. Ladistribuzione ~.

La distribuzioney e definita, per, 5 > 0 da

p(t) =

telet/B ¢ >0
0 altriment

media, varianza e generatrice dei momenti sono date da
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8. Ladistribuzione 3.

La distribuziones e definita da

T'(a)L(B)
0 altrimenti

B(a,3)
0 altrimenti

PO g o Detf) ja-1(] _4)8-1 0<i< 1
p(t) = =

media e varianza sono date da
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o«
M_a+ﬂ

o
o’ b

~(a+B)(a+B+1)

Si vede anche la sua moéq}é%.

9. Variabili casuali con distribuzione assegnata.

Qualora sia necessario utilizzare dati generati casualmente con funzione distribuzione di paob
fissata, possiamo procedere come segue.
Sia¢ la distribuzione che si vuole considerare e sia

F(z) = /_ " o)t
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la funzione di distribuzione cumulativa; allora si ha

Pla<E<h) = / é(t)dt = F(b) — F(a)

e quindi
P(FY(a) <ESF(b) =b—a
e
Pla<F(@E) <b)=b—a
PertantoF'(¢) ha una distribuzione uniforme e quindi poéch

§=FY(F(6))
possiamo generare valori distribuiti con deaglt probabili& ¢, considerando valori generati con deasit
uniforme ed applicando a tali valoFi—!.
Tale procedimento noatuttavia applicabile, ad esempio, per determinare valori distribuiti con de
gaussiana in quanto n@npossibile determinare esplicitameiite! nel caso in cui

1 az
F(.’E) = \/—2_71_/ 67t2/2dt
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In tal caso, che peraltré di rilevante importanza possiamo osservare ché se) sono variabili
aleatorie indipendenti con distribuzione gaussiana normale, dforg & una variabile aleatoria la cui
funzione distribuzione di probabiie

1 2 2
L _(2+s2)/2
27?6

1 2 2 1 2
= — _(t +s )/2 e — _(p )/2
P((&n) € 4) = 5 // g dtds = // pe=*2dpdp
A B

Pertanto

dove B ed A sono 'uno il trasformato dell’altro rispetto al cambio di variabili in coordinate polari.
Ne viene che possiamo identificare due nuove vari@hili©) la cui densih di probabilibé data da

1

2 1 2
sope 2 = () (e V%) = f(0)g(p)
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Quindi per quanto visto in precedenza, per generare valori casu@lieddi R possiamo utilizzare
valori uniformemente distribuitd edr e applicare a tali valori le funzioni—! e G~!, rispettivamente,
dove

F(t)=/0tf(5)d8227rt , G(t)=/0tg(s)ds:1_et2/2

Si ha allora
G7(s) = v/—2In(1 — s)
e le variabili

§:\/mcos(%) : n:\/msin(%)

dove s e t sono distribuite uniformemente, risultano distribuite con dang#ussiana di media e di
varianzal.

Consideriamo il seguente esempio.
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Supponiamo di voler determinare se una moreetauccata lanciandola un numeno di volte ed
osservando il risultato dei lanci.

Possiamo definire truccata una moneta in cui la probaklitiscita dil’, che chiameremp e diversa
dalla probabila di uscita diC' cheé ¢ = (1 — p). Sag& quindi truccata una moneta per la qualg 0.5.

Osserviamo comunque che allo scopo di ottenere benefici da una scommessa potremmo anch
interessati a conoscerege- 0.5 0 equivalentemente ge< 0.5.

| dati di cui vogliamo individuare qualche caratteristica, la popolazione (il nome deriva dalle ori
dello studio statistico), sono costituiti da tutti i possibili lanci della moneta in questione.

| dati di cui disponiamo sono costituiti dalle uscite deylianci osservati, campione.

Del campione siamo in grado di conoscere la distribuzione di protaliiee una distribuzione
discreta binomiale la cui med&; = Np e la cui varianza o = /Npq.

Calcoliamo la probabilé che la variabile aleatorigche restituisce il numero di teste uscite neyli
lanci sia compresa traedm.

Avremo che
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e quindi, se ad esempig = 100, n = 45, 40, 30, m = 55, 60, 70,
P(45 < € < 55) =~ 0.73
P40 < £ <60) =~ 0.96
P(30 < ¢ <70)~0.99

Possiamo quindi affermare che
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiobé a inferiore a45, si e verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatlliverificarsi dell00 — 73 = 27%
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superio6® a inferiore a40, sié verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatliverificarsi dell00 — 96 = 4%
¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiof® a inferiore a30, sie verificato un evento che,
supponendo la moneta non truccata, ha la probatlliverificarsi dell00 — 99 = 1%

e potremmo in base a queste considerazioni concludere che
e nel caso il numero di teste uscite sia superiosé a inferiore a45, siamo fiduciosi che la moneta
sia truccata con un livello di significatigitdel 73%
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¢ nel caso il numero di teste uscite sia sia superioéé a inferiore a40, siamo fiduciosi che la
moneta sia truccata con un livello di significatividel96%

e nel caso il numero di teste uscite sia superiore a inferiore a30, siamo fiduciosi che la moneta
sia truccata con un livello di significatigitdel99%

Abbiamo in altre parole usato la variabifeche restituisce il numero di teste uscite per stimare

veridicita dell'affermazione:
La moneta no® truccata

Chiamiamo la variabilg¢ stimatore e I'affermazione "La moneta nérruccata” IpotesH,

Osserviamo che accettare che la moneta sia truccatarigttare I'ipotesit/, che "La moneta nog
truccata” con un livello di significativit del99% non vuol dire essere certi che la monetiuccata con
il 99% di possibilita in quanto nore tra I'altro affatto chiaro rispetto a quale spazio tale probalsia
calcolata.

Potremmo anche calcolare la probahkilithe il numero di teste uscito sia compresonted m utiliz-
zando il fatto che la distribuzione binomiale sigpapprossimare con la distribuzione normale.

In tal caso dobbiamo normalizzare i dati osservando che
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P(ngggm):P(

n—Np<§—Np<m—Np)
VNpqg — /Npqg = +/Npq

G(z) = \/%_W/ e~ P24t

e la funzione distribuzione cumulativa normale standardizzata (gaussiana).
Otterremo i seguenti risultati che differiscono di poco dai precedenti

P(45 < £ < 55) ~ 0.68
P(40 < £ < 60) ~ 0.95
P(30 < £ < 70) ~ 0.99
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e potremmo trarre conclusioni simili alle precedenti.
Qualora fossimo interessati a verificare I'ipotdéj a fronte dell’ipotesiH; che la probabilé di

successg sia inferiore &.5, potremmo calcolare

P (¢ < 55) ~ 0.86
P(€ < 60) ~ 0.98
P(€ < 70) ~ 0.99

e concludere

¢ nel caso il numero di teste uscite sia superiof,asiamo fiduciosi che la moneta sia truccat
conp > .05 con un livello di significativia del86%
e nel caso il numero di teste uscite sia sia superidi@ giamo fiduciosi che la moneta sia truccat

conp > .05 con un livello di significativia del98%
e nel caso il numero di teste uscite sia superiof@®,asiamo fiduciosi che la moneta sia truccat
conp > .05 con un livello di significativia del99%
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Questo esempio mostra come sia possibile trarre conclusioni sulle caratteristiche di una popol
(I'esito di tutti i possibili lanci di una moneta) esaminandone soltanto un campione (I'esito di un nu
finito di lanci della moneta) e stimando le caratteristiche mediante la somma degli estic¢aso dir’,

successa) in caso contrario).
Per poter procedere occorre precisare meglio i concetti di popolazione, campione e stimatore.

10.1. Popolazion. Diciamo chee assegnata una popolazionessassegnato un insiemdeed una
variabile aleatorig definita su/.

Chiamiamo popolazione l'insientgi().

Se ad esempio siamo interessati a stimare il diame#afdirette di acciaio contenute in un cuscinettc
possiamo indicare ciascuna sferetta con un indice e considerare la popolazione i cui elementi sono

{517 52, 53, 84, S5, S6, 57, S8, 89}
In questo castf e costituito dalle sferette

U= {817 52, 53, S4, S5, 56, 57, 58, 89}
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e possiamo considerare la variabile aleatgr@ne associa ad ogni sferetta il suo diamétrb) = dj, in
modo che

5([/[) — {dla d?a d?n d47 d57 d67 d77 d87 dg}

La variabile¢ descrive la popolazione che stiamo esaminando.

Se fossimo interessati a studiare il diametro delle sferette che costituiscono la produzione m
di una macchina, sarebbe molto scomodo elencarle tutte e quindi potremmo descrivere la popol
assegnando per la variabgeuna funzione di distribuzione, ad esempio gaussiana di medivarianza
0.2

Nel caso del lancio della moneta la popolaziensostituita da tutti i lanci.

. Data una popolazione definita dalla variabile aleatosallo spazid{ diciamo che
e assegnato un campione di tagliae sono assegnatevariabili aleatorieX, X5, ...., X,, sullo spazid/
Indichiamo conX la n-pla delle variabili aleatorie;, X, ...., X,, che costituiscono il campione.
Ad esempio possiamo considerare

e X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una sferetta scédta in
o X, come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di una seconda sferetta stglta in
e X; come la variabile aleatoria che restituisce il diametro di kHesima sferetta scelta i
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Nel caso del lancio di una moneta il campianéato dalleN variabili aleatorie che restituiscono gli
esiti degliN lanci effettuati.

10.2. Sumatore. Diciamo chee assegnato uno stimatore, o riassunto campionarie, assegna-
ta una funzione) = ¢(X;, Xo, ...., X,,) delle n variabili aleatorieX;, X5, ...., X,, che costituiscono il
campione.

Possiamo ad esempio considerare uno stimatore del diametro delle sferette considerando la m
diametri dellen sferette di cui abbiamo esaminato il diametro per costruire il campione.

In tal caso

1 1
X1+ Xo+...+X,) =

X:¢(X17X27°~~7Xn) (d1+d2+—|—dn)

T n
Nel caso del lancio di una moneta lo stimatereostituito dalla somma dei risultati di ciascun lanci

per cui¢ e il numero di successi ottenuti auanci.

Uno stimatore € a sua volta una variabile aleatoria.
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Uno stimatore spesso usadocostituito dalla media dei campioni, come visto nell’esempio de

sferette); indicheremo tale stimatore con
= 1

Si consideri una popolazione individuata da un a variabile aleat@isun insieme/{

un campioneX = (X, Xy, ...., X,,) di taglian estratto dalla popolazione individuataflad/
Si possono provare alcuni fatti:

111 Seu= E(¢) e lamedia della popolazione édé la media campionaria

- 1
X = E(Xl +Xo+ ...+ X,)
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11.2.  Se¢ e distribuita normalmente con media varianzar? allora X & distribuito normalmente
con medigu e varianzar? /n.

11.5.  Se¢ e distribuita con media e varianzar? (anche non normalmente) allora
X —u
ov/n

e asintoticamentey(> 30) distribuito normalmente con mediee varianzar?/n.

114, Se¢ e distribuita normalmente con media se

X1 — X2+ (X — X)2+
n

e la varianza campionaria, allora la variabile aleatoria

X —u
Sv/n —1

ha una distribuzione di probabaidi Student com — 1 gradi di libert.

g |
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Se¢, & sono due popolazioni normalmente distribuite con variarfza3 e seX;, X, sono
due campioni di taglian edn rispettivamente estratti dalle due popolazioni, allora la variabile aleator

(mSt/((m —1)o%)
nS3/((n —1)o3)
ha una distribuzione di probabdidi Fisher com — 1, m — 1 gradi di liberg.

Supponiamo di disporre di un certo numero di dati in base ai quali la prolatilaccadi-
mento di un evental, € z;, € supponiamo di voler verificare se la distribuzione di probahilittali eventi
ha una funzione densitdi probabilif £ in base alla quale la probabdiaittesa degli eventl;, € &;.

Possiamo considerare che la variabile aleatodascrive la popolazione degli eventi possibili di cui
valori x;, costituiscono un campione e possiamo considerare come stimatore la variabile aleatoria

da
(51 — «’171)2 + (52 i 372)2+, - +(§n — xn)z
T ) T

X =

a proposito della quale possiamo affermare che ha una distribuzione di praébgbilit
e n — 1 gradi di liber, nel caso in cui della distribuziogesiano noti i parametri
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e n — 1 — m gradi di liberg, nel caso in cui della distribuziogesi debbano ricavare i parametri
per mezzo din dati dei riassunti campionari.
Per avere informazioni su una variabile aleat@ri@ecessario conoscerene la distribuzione di proba
lita.
Possiamo, per analogia con quanto visto in precedenti casi, congetturare che la variabile aleat
esame abbia una particolare distribuzione di probabiliittavia avremo successivamente la necestit

verificare se tale congettuearagionevole.
In altri casi pw accadere di aver bisogno di verificare la ragionevolezza di una ipdtesiediante

affermazioni del tipo "s€{,, € vera allora la variabile aleatorggha una distribuzione di probabdidi un

certo tipo (Gaussiana;?, T, F)"
In ogni caso, stabilita la funzione di distribuzione di probabitihe si vuole sottoporre a test, si proced

come segue:
e si individua la precisione con cui si vuole procedere: se ad esempio si fissa.05 significa

che si vuole essere certi @%
e siindividuanoc, 3 in modo che

Pla<{<p)=.9
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e si estrae un valore pére se tale valore cade iy, 5] si accetta I'ipotesi, in caso contrario s
rifiuta.

11.7. 1 Test “. supponiamo di disporre di una serie di dati e di voler verificare se essi s
distribuiti in accordo con una certa ipotesi che chiamiatho
Come esempio possiamo adottare il famoso esperimento di Mendel:

Mendel incrocio tra di loro due tipi di piselli ciascuno dei quali aveva due caratteri

¢ |la forma (Rotondo o angoloso, R oppure a)
e il colore (Giallo o verde, G oppure v)

Egli supponeva che

e Rotondo e Giallo fossero caratteri dominanti (distinti dall'iniziale Maiuscola)
e angoloso e verde fossero caratteri recessivi (iniziale minuscola)

egli supponeva ci@ che dall'incrocio di due piante si ottenesse una terza pianta con i caratteri scelti
tra i dominanti delle due che I'avevano generata.
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Mendel ottenn&56 piselli che classifio secondo i caratteri appena descritti nella seguente tabella
| Caratteri | Frequenza osservata
Rotondo Giallo 315
Rotondo verde 108
angoloso Giall 101
angoloso verd 32

TABELLA 29.1. Risultati dell’esperimento di Mendel.
| tipi di piselli possibili sono pertantd ed i possibili incroci sond6 e possono essere elencati nell

tabella29.1dove accanto alle caratteristiche delle piaate B incrociate sono riportate le caratteristich
dell’incrocio.
|Al+[B[=]C ]
RG RG RG
RG Rv RG
RG|+ | aG RG




Rv
Rv
Rv
Rv
aG
aG
aG
aG
av
av
av
av

i e e A A s

OFirst

av
RG
Rv
aG
av
RG
Rv
aG
av
RG
Rv
aG
av

L A
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RG
Rv
RG
Rv
RG
RG
aG
aG
RG
Rv
aG
av

TABELLA 29.2. Possibili incroci.

Dalla tabella si evince che

un pisello Rotondo e Giallo si presentadicasi sul6
un pisello Rotondo e verde si present&icasi sul6

un pisello angoloso e Giallo si presentasinasi sul6
un pisello angoloso e verde si presenta taso sul6
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per cui possiamo dire che
P(RG) = 1%556 = 321.75

3
P(Rv) = 15536 = 104.75

P(RG) = 1%556 = 104.75

1
P(RG) = 15556 = 34.75

e possiamo affiancare alle frequenze osservate nella tal¥ellke frequenze previste per ciascun cast
Caratteri Frequenza osservatdrequenza previstaDifferenza
fo fp fO » fp
Rotondo Giallo 315 312.75 2.25
Rotondo verde 108 104.25 3.75
angoloso Giallo 101 104.25 -3.25
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| angoloso verde 32| 34.75| -2.75)|

TABELLA 29.3. Risultati dell’'esperimento di Mendel e frequenze previste.

Possiamo ora chiederci se i dati sperimentali confermano I'ipotesi che abbiamo fatto sui caratte
due piante:

Rotondo dominante e angoloso recessivo,

Giallo dominante e verde recessivo.

Si pw vedere che lecito supporre che la variabile aleatoria

_ fo o fp

Vi
segue una distribuzione gaussiana con me&aarianzal .

Pertanto la somma dei quadrati dell@ariabili aleatorie indicate in tabell29.3 segue una distribu-
zioney? con3 = 4 — 1 gradi di libert.

Calcoliamo quindi

, (315—312.75)2 (108 — 104.25)2 (101 — 104.25)> (32 — 34.75)2
= ~ 0.47
& 312.75 u 104.25 u 104.25 u 34.75

gk k:1727374
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e consideriamo la tavola che fornisce i valoriydicon3 gradi di liber.
Possiamo osservare che la tavola fornisce l'indicazione che

P(x? < .352) = .05
P(x? < .584) = .10

per cui

P(x? < .352) < P(x? < 47) < P(x* < .584)

e pertanto possiamo concludere che se gli eventi fossero casuali avremmo trovato un evento che
con probabilih maggiore deb% ma minore dell0%, per cui possiamo affermare che l'ipotesi fattap
essere accettata al livello d#1% ma deve essere rifiutata al livello del%

Un secondo esempio di applicazione del tessi trova considerando il seguente problema:
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Si supponga di lanciare un dado a forma di tetraedro perl00 volte e di ottenere le seguenti uscite
[1]2]3]4]
| 23]/ 26 24 27|

TABELLA 29.4
Ci si pone il problema di stabilire se il dadoe non truccato.

La frequenza attesa per ciascuno dei punté@@? = 25 e possiamo quindi calcolare

23 —25)% (26 —25)% (24 —25)% (27— 25)?
2=t ) ) ) S 4

25 25 25 25
dalla tabella dei valori di? con4 — 1 = 3 gradi di liber si ottiene che

P(x? < .352) = .05
P(x? < .584) = .10

per cui
P(x* < .352) < P(x* < .4) < P(x* < .584)
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per cui, come prima, se il dado fosse truccato, avremmo sperimentato un evento la cui péothiab
accadimenta@ compresa tra 5% ed il 10%, per cui possiamo affermare che l'ipotesi fattadbmssere
accettata al livello de&90% ma deve essere rifiutata al livello del%




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

CAPITOLO 30

IL TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

Il teorema del limite centralé un risultato di grande importanza in quanto sancisce il fatto ch
sovrapposizione di un gran numero di variabili aleatorie aventi media e varianza comune conduce
variabile con distribuzione normale (gaussiana).

Piu precisamente possiamo dire che

Siano

variabili aleatorie indipendenti aventi la stessa distribuzione di prokéabiit media: e varianzar?.
Siano

1, M2,

le corrispondenti variabili normalizzate
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e consideriamo la variabile aleatotialefinita da

Mttty
Cn =

Vn
(Poicke E(n;) = 0 avremo che&®(¢,,) = nE(n + 12 + ... +1,) = 0 e inoltre, poicke Var(n;) = 1 avremo

cheVar(n; +n2 + ... +1,) = n e quindiVar(¢,) = 1)
Siha

:£1+£2+...—|—§n—nu

Vno

Cn

e si pw dimostrare che

0 equivalentemente che

lim Pla<&+&+...+6,<b) =

m— 00
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Dal teorema del limite centrale risulta che moltissime variabili aleatorie possono essere appros
mediante una variabile che abbia distribuzione, gaussiana.

Se ad esempio consideriamo la variabile aleatphe restituisce il numero di successi in una se
di N prove bernoulliane con probabditdi successp e probabilit di insuccessg = 1 — p, possiamo
calcolare la probabilit di ottenere un numero di successi comprese &dm utilizzando la distribuzione
di Bernoulli mediante la seguente formula

Pn<€&<m)= f: (]Z)p’“q”‘k

k=n

E subito evidente che, se — n & grande noR facile portare a termine il calcolo; per ovviare a ques
inconveniente possiamo allora utilizzare il teorema del limite centrale e sostituire alla distribuzior
Bernoulli una distribuzione Gaussiana.

Procederemo consideranglaome la somma dV variabili Bernoulliane;

=& +86&+ 8+ +HéN
che assumono ciascuna valdicon probabilia ¢ ed 1 con probabilia p.
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La media di ciascuna dellg sa& ;. = p e la loro varianza saww = /pq, pertanto

Pn<é&m)=Pn<&+&E+EG+ ...+ <m) =

m—Np

m — Np n— Np

1 /\/ﬁ\/z?q _2/2
~ L gy = (M2 _ g R Py
Pz e VN /pq VN /pq

G(z) = \/LZ_W/ e Py

e la funzione di distribuzione cumulativa Gaussiana standardizzata i cui valori si trovano tabulat

Se ad esempio supponiamo di effettudfe= 100 lanci di una moneta non truccata per pu ¢ =
1/2, possiamo valutare la probabélithe si abbiano un numero di Teste compresa tra45 e m = 55
mediante la
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5550 ) o 4550
V100,/1/4

P45 < € <55) ~ G( G(

VoA
G(1) — G(~1) ~ 0.68

Abbiamo visto che, se la moneta rioimuccata, st00 lanci possiamo aspettarci un numero di succes
compreso tral5 e 55 con probabili del68% e quindi potremo dire che la probakdlithe i successi non
siano compresi trd5 e 55 e del32%.

Per verificare se la mone&atruccata con un livello di significativitdel32% potremmo allora effet-
ture una serie di lanci e rifiutare I'ipotesi della moneta non truccata se otteniamo un numero di su

maggiore db5 o minore di45.
Qualora volessimo una maggiore precisione , ad esempigtetiovremmo avere

m— Np Gn—Np .

e “wgm =




e quindi dovrebbe risultare
m— Np,

da cui
m— Np

\/N\/p_q =.53

Se ne ricava che
m =50+ 5% (.53) ~ 52
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G(\/N—\/p_q) =

m— Np

\/N\/p_q —.53

n =50 — 5% (.53) ~ 48
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CAPITOLO 31

REGRESSIONE LINEARE: LA RETTA DEI MINIMI QUADRATI

Siano assegnate coppie di dati (punti di R?)
(z1,91), (T2, 92), - -+, (T, Yn)
e si consideri il problema di determinare I'equazione di una retta
y=ax—+b
in corrispondenza della quale risulti minima la quantita

n

€(a,b) = Z(yl — az; — b)?

=1

¢(a,b) € una funzione convessa della varialjili b) che tende a+oco per (a,b) — oo e pertanto
ammette uno ed un solo punto di minimo assoluto che Gitpavare annulland .
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Per risolvere il problema dovremo pertanto risolvere il sistema definito dalle equazioni

% - Z?=1 _2(yi — axr; — b)mi =0
S =Y —2(y; —az; —b) =0
Ne viene che

{Z?:l Ty — Z?:l %2 i b2?=1 z; =0

Z?:l Yi — GZ?zl T — bZ?:l L={

(31.1) il Ty =a) L a0 @
Yo vi=ay ;. x;+nb
Dalla seconda dellg1.1si pu vedere che

n n
nb = Z Yi — az T;
i=1 i=1
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ed anche

D i1 Ti

n

T =

indicano la media dei valont; edy;, rispettivamente.
Dalla prima delle31.1si pw invece ottenere che

n n n
2
E a:z-yi:ag xi—f—bg By =




ed infine

Zz—l yl

Z TiYi —

n
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2
—~ , (CrLim)
E Z;
X n
=1

n n n n n
2
ng iL‘i?Ji—g LE Yi = a "E x; — E T
i=1 i=1 =1 =il =il

n Z?—l TiYi —

Z?—1 Z; 2?21 Yi

a =

n Zz—l JI

(Z =1 331)2

®Quit
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Inoltre

nb = Z yz Z xT; ( =1 wzy'b — Zi:ln-ri Zlgl yz> _
i=1 Zz 1 l (Ei:]_ I’Z)

1 o\
_)2_(21 13522 "Z Z (;%) ;yi

n n n 2 n
-n Z T Z Y + (Z fm> Z Yi
=1 =1 =1 =l

e se ne conclude che

b — nZzl Ly ?1% nZzlsz LY
nZz 13% _(Zizlxi)
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Ora, tenendo conto che

= szyz - Ziyi - in@Jr ZE?J =
=1 i=1 i=1 i=1

n
=y — nZY — nZY + nZy =

i=1

n

n n n n
_ a €T . y
=) @y —nzy =) my - 2z T i 1
=1 =1
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e che

n

D (@i—z)° = zn:xf - 226:7:9@ +zn:i"2 =
=1 =1 =1

i=1
n n
— g T3 — 2nF? +ni’ = E T} — nz’
i=1 i=1

si ricava che

D (@i =Ty — 7) i
> i (@i — @)

_1n Do Tili — D Ti i Yi _

n 2 _ =9
i > i1 T — N

LM Tl — i T Y
no2 o (Shy )
ny i,z —n? (==

=a
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Pertanto possiamo esprimere b mediante le seguenti formule

i=1
(y=aT+b

La prima delle due uguaglianze premette di concluderez@himvariante rispetto alla traslazione deg
assi: ci@ usanda — x, edy — 1, in luogo dix edy il valore dia non cambia.

La stessa trasformazione cambia invece il valore dome si vede dalla seconda uguaglianza da ¢
si vede anche che la retta di regressione passa per il punto di coordingtehee il baricentro dei dati.
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Possiamo anche osservare che a meno di operare una traslazione dei dati riportando l'origine d
nel baricentrqz, ), possiamo supporre che

(

n
E Z;Y;
_ =1
- n
>
i=1

a

(31.3)

Ora, siano
e 52 la varianza dei dati;

. sf/ la varianza dei datj;
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e s,, la covarianza dei dafiz;, y;)

@ - D —9)
T
Possiamo scrivere la retta di regressione nella forma

Sy

= Sz‘y =
y-y=— (-2
Sm
e se invertiamo il ruolo di e diy 'equazione diventa

Sy

T—T= 8—2(3/ )
)
Possiamo misurare la correlazione tra i dati utilizzando il coefficiente definito da

(31.4) r= 22U

Sy,

mediante il quale le equazioni delle due rette prima introdotte diventano
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Chiaramente le due rette coincidono soltanto nel caso in cui
r’=1 cioé r=+l1

e il fatto che questo accaa@aindice della correlazione dei dati éidel fatto che i dati si trovano su unge
retta.

E ragionevole quindi stimare la maggiore o minore correlazione tra i dati confrontarmm 1: piti
r2 & vicino adl e pil i dati sono da considerarsi linearmente correlati.
Possiamo inoltre misurare la dispersione dei dati attorno alla retta di regressione mediante la

n 52
Sy,a) _ \/ZiZI(yl yz)

n

y; =ax; +b
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Pertanto

g2 _Z?=1(y' — ar; — b)2 -

= Z(yz2 + a2x? + b% — 2azy; — 2by; + 2abx;) =

a=1

= zn:yf +a22n:g;? + nb? — 2azn:xiyi - Qbi:yi + 2abzn:g;i) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Yx n
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e per la definizione di e b

i=1 1 —
_ ZaZn:xiyi — ZbZn:yi + 2ab % (i:yz » nb)] B
- =1 i=1
- iyf +aixiyi = abi% + nb®—
i=1 =il i—1

- 2“273%% = szn:yi 4 Qbiyi —omb? =
=1 =1 i=1
zzl lzl i—1 )
=> y—a> zyi—b (ain +nb> _
=1 =L i=1
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e ancora per la definizione die b

= Zyzz . azﬂﬁiyi - bzyi
i=1 i=1 i=1

Si,x - Z?Jf - azﬂﬁz’yi = bzyi
i=1 i=1 i=1

Si pw d’altro canto verificare che

n n

Zy? —azxiyi —bei = Z(yi—ﬂ)z—aZ(fci —Z)(y — 7))

i=1 =1
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infatti

n

Z(yz’ —g)° - QZ(% — )y — ) =

n n n n
= ny = ZgZyi +n372 — azxiyi + GZ%‘ZJH—
i=1 i=1 i=1 =1
—l-aZEyi —aZEﬂ =
i=1 i=1

- Z y? —2ny° + ny® —a Z Ty; + anZy + anZy — aniy =
i=1 i=1

=Y P —ng’ —a) ziy+any =
p=1l =1
=Y yl—a) i +ny(y - aT) =
=1 =1
n n
= ny o azxiyi + nyb =
=1 =1

n n n
= Zyzz — azxiyi + bzyi
i=1 i=1 i=1
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Le precedenti considerazioni permettono quindi di affermare che
S;,:c = ny = aziviyi = bzyi =
i=1 =l =il

= -9 — D - 2w~ 9) =

2
NS, — ansgy

3
= =5 —as,
n v Y

e dal momento che = s;—my
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Ne viene quindi che

D’altro canto

Poicle valgono le equazioni normélil.1che definiscona e b
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n n

Z(yi —y)(y; — §) = Z(y — az; — b)(az; +b—7) =

= (b_g)Z(yi —ax; —b)+azxi(yi—al’i —b)

=1

=(b—7) (iyz —aixi —nb) +a ixiyi —aixf —bixi =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

avremo

i1 (i — ) = > (i — )’ —
> i1 (¥i — 9)
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Possiamo anche calcolare, daila 4, che

n Z?:l TilYi — Z?:l i Z?=1 Yi

r= _

ma2? = (i 2 (n i g - (T w)°)

__ m-o

@ - -7)

n /o0 n / n /
n Zi:l TilY; — Zi:l Li2 i=1Y

(T o = (S ) (r 2 - ()
> i1 TiYi

VoL 2 (S, u?)
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CAPITOLO 32

ANALISI DEI COMPONENTI PRINCIPALI.

Quando si esaminano i dati statistici relativi ad un elevato numero di caratteristiche di una popola
e opportuno considerare i dati in un sistema di riferimento che ne metta in evidenza le caratteri
salienti.

Supponiamo ad esempio di campionare una funzjoea un intervallda, b]; dividiamo cic I'inter-
vallo in 2n — 1 parti uguali ed indichiamo con

a = tl,tQ, ~---;t2n =b

i punti mediante i quali tale suddivisiomeoperata.
Consideriamo pon coppie di dati ottenute come segue

Pr=(f(t), f(t2), Po=(f(ts), f(ta)), oo s Pr = (f(2n-1), f(t2n))

E ragionevole che, se la funzioBeontinua, ci siano piccole differenze tra ascissa e ordinata di ogn
dei punti P, e pertanto essi tenderanno a disporsi lungo la bisettrice primi-terzo quagrante

Quindi potremo ottenere una rappresentazionespjnificativa dei dati se useremo come assi coorc
nati le bisettriciy = x edy = —x, cioe se opereremo una rotazionetdf degli assi.
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Ricordiamo che s& = (z, y) sono le coordinate originali, si opera una rotazione degli assi applica
una trasformazione lineare la cui matrice di rappresentazione

ﬁ)
2
V2

2
Pertanto

2
5 _Tf(tQ) + Tf(h)

ede evidente che delle due coordinatélevante solo la prima, mentre la secodaiccola.

Ne viene che si possono ricostruire i valori originali con sufficiente precisione anche se le le se
coordinate dei punti trasformati sono trascurate.

Per illustrare il metodo occorre premettere qualche considerazione sulle forme quadratiche,

AP, = (@f(tl)Jrgf(tQ), 2 47 )

Sia A una matricer x n e consideriamo la funzione
f(u) = (Au,u) ,u€eR"
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f si chiama forma quadratica 1" e si pwo vedere ché& sempre possibile supporre che la matrice
che la individua sia simmetrica.
_ a dl
=5 %)

Infatti, ad esempio pet = 2, se
f(u) = (Aju,u) = az® + dizy + doyz + cy® = az® + (di + do)zy + cy® =
= az® + 2bzy + cy® = (Au, u)

a b
4= (3 )
D’altro canto, seA & una matrice simmetrica possiamo verificare che
(Au,v) = (u, Av)

edu = <§) avremo che

perb = (dy + dz)/2, da cui
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ed inoltre
fu+h)=(A(u+h),(u+h)) = (Au,u) + 2(Au, h) — (Ah, h)
per cui
flu+h) — f(u) = 2(Au, h) + (Ah, h) = 2(Au, u) + ||h||w(h)

conw funzione infinitesima pek — 0 (si ricordi che|(Ah, h)| < ||Ah||||k|| ed Ah — 0 seh — 0).
Dalla definizione di differenziale si ottiene allora cfie differenziabile e che

Vf(u)=2Au
Come caso particolare, se= I (la matrice identica) si ha
g9(uw) = (w,w) = lul* , Vg(u)=2u
Consideriamo ora il problema di trovare

max f(u) = max (Au,u
g(u)—lzof ) ||u||2—1=o< )

Per il teorema di Weierstra, dal momento ¢gheecontinua e chéul||> — 1 = 0 definisce la superficie
della sfera di centro I'origine e raggig chee chiusa e limitata, possiamo affermare che il massimo esis
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Siawu, il punto in cui tale massimeé assunto

(Auq,uy) | T|I21a¥—0<Au’ u)

lual* = 1
D’altro canto, il teorema dei moltiplicatori di Lagrange consente di affermare che asistke che
V f(u1) = MVg(ur)
per cui deve essere
Aup = Mg
Dal momento che la precedente equazierseddisfatta

e )\; € un autovalore di
e u; € un autovettore dil corrispondente all’autovalorg

Possiamo inoltre osservare che

||u||2_1:0<Au, U> = <AU1,U1> = <)\1u1,u1> — )\1”u1”2 -\

per cui); € il valore massimo assunto ddu, u) sulla sferg|u||* = 1
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Consideriamo ora lo spazio vettoridlg generato da;
Vi= {)\Ul D ANE R}

e lo spazio/;- ortogonale &/
Vit={veR" : (v,u;) =0}
V- & uno spazio vettoriale: — 1)-dimensionale e la matricé definisce una forma quadratiga su
V- in quanto
per ogniv € V- si ha
(Av,u1) = (v, Aug) = (v, \ug) =0
eAv e Vit
Se ora ripetiamo il procedimento pérsuV;- possiamo provare un nuovo autovaldgeed un nuovo
autovettoreu, con le stesse caratteristicheXie u;.
Chiaramente si puiterare fino a trovare:
e n autovalori;, Ao, ...., A, decrescenti in valore
e n autovettorluy, us,, ...., u,, UNO per ogni autovettore, che risultano ortogonali tra loro.

Gli autovettoriu,, us, ...., u, formano quindi una base ortonormale con la caratteristica che lung
primo asse si trova il punto di massimo della forma quadrdtica «) sulla sfera unitaria ifiR?, lungo il
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secondo asse si trova il massimo della forma quadratieau) sulla sfera unitaria iv;- e cos via fino
all' n—esimo asse.

Torniamo ora ai nostri da#, = (ug, u?, ....,u) € R™ e cerchiamo di individuare una combinazion
lineare delle componenti

1 2
Qr = aquy, + aouy +

in modo che la varianza d);, sia massima ( massima significativitella variabile).
Definiamo

v; = Var(ut)

cij = Cov(uj, uj)
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la varianza delle singole componenti e la covarianza delle componenti a due a due la siatrice di
covarianzadei dati definita mediante la

vl ¢ ¢z - cig

Co1 V2 Co3
R =

Cn1 Cpn2 Cp3

Possiamo allora verificare che
Var(Qy) = (Ra, a)
dove

e mediante tale metodo possiamo individuare in ordine decrescente di signifidatedmponenti dei dati.

2.1 Unesempio Perillustrare gli effetti del metodo consideriamo i punti del graficeidjt) nel-
I'intervallo [0, 27]; suddividiamo l'intervallo in199 parti uguali, in modo da individuarg00 punti in
[0, 27] e calcoliamo i valori assunti ddn(t) in tali punti.
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Le seguenti istruzioni di Matlab producono come risultato un vettarke contiene R00 punti in
[0, 2], ed i vettoriz edy che contengono i valori assunti gia(6¢) nei punti pari e dispari rispettivamente

clear all;

step=2*pi/199;

t=0:step:2*pi;

xx=0:2*step: 2*pi;

yy=step:2*step: 2*pi;

X=sin(6*xx);

y=sin(6*yy);

Possiamo esaminare nel piano la distribuzione dei punti di coordinéte, y(k)) conk = 1,..,100
mediante le seguenti istruzioni

figure(1)

plot(x,y,"+);

axis([-2 2 -2 2));

che producono la seguente figlaa 1

Le istruzioni

R=cov(x,y);




NEX
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calcolano la matrice di covarianZae le matriciV e D , doveV & la matrice le cui colonne sono gli
autovettori dik e D € una matrice diagonale con gli autovalori sulla diagonale principale; in altre pa
V' e la matrice tale che
VR=RD ciogtaleche V'RV =D

La matriceV pertantoe la matrice di passaggio dal sistema di coordinate originale a quello individ
dagli autovalori diR.

Poicle ci interessa tener conto della componente relativa al massimo autovalore, di assicuriama
che l'autovalore pi grande sia in posiziong, 1) mediante le istruzioni

if D(1,1)>D(2,2)

w=V(;,1);

V(:,1)=V(,2);

V(:,2)=vv;

end

La matriceV/, quindi, pw essere usata per effettuare un cambio di base che metta in eviden
componenti principali.

Le seguenti istruzioni

tr=[x().yO)I*V;
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tri=tr(:,1);

tr2=tr(:,2);

figure(2)

plot(trl,tr2,’r+")

axis([-2 2 -2 2]);

Calcolano i trasformatir1, ¢r2 dei punti(z, y) e li mostrano rispetto ad una coppia di assi ortogon:
coincidenti con gli autovettori di (si veda la figura?2.2).

Le successive istruzioni:

rtr=[tr1(:),tr2())]*inv(V);

rtri=rtr(:,1);

rtr2=rtr(:,2);

figure(3)

plot(rtrl,rtr2,’g+’)

axis([-2 2 -2 2));

mostrano come applicando la trasformazione inversa i dati possano essere recuperati (si veda |
32.4.).
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le seguenti istruzioni:

nu=zeros(size(tr2));

ntr=[nu(:),tr2(:)]*inv(V);

ntrl=ntr(:,1);

ntr2=ntr(:,2);

figure(4)

plot(ntrl,ntr2,’rx’,rtrl,rtr2,’g+")

axis([-2 2 -2 2));

che forniscono anche una immagine dei nuovi punti come indicato in figltiraled un confronto
con i punti originali32.4.2

E interessante ora osservare come dai punti originali e da quelli privati della componente meno
ficativa si possa ricostruire la funziore (6t)

Le seguenti istruzioni

z=zeros(1,200);

zt=zeros(1,200);

for k=0:99

zt(2*k+1)=x(k+1);
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end

for k=0:99

z(2*k+1)=ntr2(k+1);

end

for k=1:100

z(2*k)=ntr1(k);

end

figure(5)

plot(t,z)

figure(6)

plot(t,zt)

producono i due grafici riportati in figura2.5 il primo dei quali riporta la funzionein(t) ricostruita
congiungendo con segmenti di retta0i0 punti originali, mentre la seconda riporta il graficosti(6¢)
ricostruito a partire dai punti ottenuti applicando la trasformazione inversa ai punti prima trasformati
privati della seconda componente.

Come si vede evidente che la componente trascurata non ha peggiorato di molto il grafico, me
guantit di dati necessari a ricostruire I'immagineesiimezzata.
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FIGURA 32.5.

Questo indica come puessere sviluppato un procedimento che consenta di immagazzinare d
punti del grafico della funzione) utilizzando al meglio le informazioni che contengono.
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CAPITOLO 33

Appendice

Intendiamo qui provare due formule che sono di grande aigilit interesse.

La prima, nota come formula del prodotto di Wallis, consente di individuare una successione
zionali che ha per limiter, la seconda, dovuta a Stirling e De Moivre, consente di valutare, con note
precisione, n!.

cominciamo con l'osservare che la definizione di fattoriale consente si affermare che

Si ha
(2n)!! = 27n! (2n— 1) =

Possiamo provare il seguente teorema
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TEOREMA 33.1. -Wallis - Posto
((2n)1)?
((2n—1D)2(2n + 1)

Wy =

si ha
: T
limw,, = 5

Infatti sia

/2
Sp = / (sinz)"dx
0
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ed anche

/2
Sn =/ (sinz)" ! (sinz)dr = —(sinz)""! cosx‘g/Z—l—
0

/2
+ /0 (n — 1)(sinx)" %(cos z)*dx =

/2
—(n—1) /O ((sin 2)"2 — (sinz)")dz = (1 — 1)(5n_5 — 50

onde
Sp =

Pertanto
2n—1

N 2n

Son Sopn—2 =

m m—2"
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Analogamente

2n 2n — 2

St = o 12n—13°

Ora, poicle

mentre

/2 /2
Spp1 = / (sinz)"tdr < / (sinz)"dx = s,,
0 0

si ha che
lims, =s e R.
Ma, come si verifica facilmente
_Sonp1 T
" Son 2
e pertanto
. ST Vs
limw, =-- ==
s 2

%
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Se ora osserviamo che si ha

possiamo concludere che

Si ha
(33.1)

Come conseguenza della precedente formula possiamo provare la Formula di Stirkndi grande
utilita per approssimare i valori del fattoriale.
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Formula di Stirling-De Moivre
Siha
n"e”"\2mn

lim—— =1
n!

da cui
n! =n"e "V2mnb,, con lim 6, =1.

La verifica della formula di Stirling procede come di seguito illustrato.
consideriamo la funziong/x sull’intervallo [n, n + 1]; la figura33.1mostra come sia vera la disugua
glianza

2 1 </”+1das . 1+1
=] — = 1N — 5
2n+1 n+4+1/27 ), =z n

1<(n+1/2)In(1+1/n)

1 n+1/2
e < (1 4= —) .
n

Ne segue che
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Tenendo conto chim € una funzione concava, si ottiene,

1
1+(ln2+ln3+...—|—ln(n—1))—|—§lnn2

3/2 n—1/2 n
2/ ln:cd:c—i—/ lnazdaz—i—/ Inzdx =
1 3/2 n—1/2

=/ Inzde =nlnn—n-+1=
1
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Pertantou, € limitata e possiamo di piprovare che crescente, verificando chg,;/u, > 1. Siha
infatti

Un (n+1)! nre~"\/n T e
Possiamo a questo punto affermare che

1+ =
n

Unr1 (n+D)"Hey/n+1  nl 1 ( 1 ) /2 .

U, — u € R

e ne consegue che
2
u
on

U2n

ui  n*e'n (2n)! _ (2n)ly/n

1
ugm ()2 (2n)me-ny2n  (n!)22% /2

Da cui, per la33.1
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e si conclude che
n"e "\/n 1
nrte"yn 1
n! 2T

Possiamo anche osservare che,

Vn € N
1

367879 < — =uy <, <limuw, = < .398943

1
e N2
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Lo spazid/ degli eventi nel caso del lancio di due dadi
Istogramma relativo al lancio di due dadi, (supposti distinti)
Eventi che forniscono lo stesso valore fidicongiunti da un segmento)

Distribuzione di probabibt della variabile aleatoria che restituisce il punteggio
ottenuto lanciando due dadi. 38

Istogramma relativo alla variabile aleatoria che restituisce il punteggio ottenuto
lanciando due dadi. 39

154
157
158
160
162




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Grafici di funzioni di due variabili
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