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CAPITOLO 1

SPAZI EUCLIDEI n-DIMENSIONALI.

Per lo studio delle funzioni di pivariabili reali occorre aver presenti alcune progridegli spazi
euclidei adn dimensioni.

E inoltre indispensabile conoscere qualche progaralle applicazioni lineari iR e delle forme
bilineari e quadratiche.

DEFINIZIONE 1.1. Indichiamo corR™ lo spazio vettoriale costituito dalle — ple ordinate di numeri
reali; in altre parole
z €R" & x=(x1,29,....,2,) CONTE € R.

In R™ si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare mediante le

r+y=(r1+y, T2+ y2, .t Tn+Yn) , T,y €R"

ar = (axy, axy, ....,az,) , a € R, x € R™
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L'insieme dei vettori

costituisce una base &*; si avia pertanto che, se ¢ R"

n
T = E Ti€;.
=l

DEFINIZIONE 1.2. Si definisce norma i®” una funzione che si indica con
[-]:R*" - R

che verifica le seguenti propret
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@) ||zl =0 Ve € R”

@) ||zl =0 & z=0

(3) |lazx| = |a|||=| Va e R, Vz € R"
@) lz+yll <zl +llyll  Vz,y e R™

DEFINIZIONE 1.3. Si definisce prodotto scalare R una funzione

() R*"xR* — R

Vr,y,z € R", VYa, 3 € R.
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Come nel caso del valore assoluto per i numeri reali, si ha
ezl = llylll < llz =yl

LEMMA 1.1. Sianozx,y € R™, allora
e -Disuguaglianza di Schwarz-Holdersel/p+1/g=1,p,q > 1,

S ] < 3 fasld < (X Jl?) > (3 )

¢ -Disuguaglianza di Minkowski-

1/p
(Dl +wl) ™ < (3 laal) M + (O L)
La disuguaglianza di Holder si riduce allagpnota disuguaglianza di Schwarz pee ¢ = 2.

Perp = ¢ = 2 la disuguaglianza di Schwarz pessere riscritta come

[z 9)| < Nl lllyll
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e pw essere dedotta osservando ¢hies R
0 < |lz +tyll* = (x + ty, x + ty) = *|ly|* + 2t(z, ) + |||
Cio implica infatti
(@, y)* = [lz|*[lylI* <0
La corrispondente disuguaglianza triangolare segue da
lz +ylI* = [zl + llyll* + 2(z, y) < |2 + yll* + 2l |1y
Osserviamo che

[(z, )] = llz[[[lyl
se e solo se esistec R tale cher + ty = 0, ovverox ey sono paralleli.
Pertanto

2]l = sup{{z, y) - [yl <1} = max{|(z,y)| - [yl <1}
Sono esempi di norme IR" le seguenti

Iz, = O lwl?)? p>1
k=1
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|2l = maz{|z;| : i=1,..,n}.

Mentre un esempio di prodotto scal@reato da

(e.9) = (3 2

Ovviamente si hdz, z) = ||z||3.

In R™ useremo abitualmente Ja||» cheé detta norma euclidea in quanie||» coincide con la distanza
euclidea del vettore dall’origine.

Nel seguito faremo riferimento, a meno di espliciti avvisi contrari, a tale norma e scrivérefhin
luogo di| - ||2.

Osserviamo altreghe il prodotto scalare sopra definito, pur non essendo I'unico possibads@co
da noi considerato.

Si vede subito che

<P1,P2> = |P1||P2| COS(HQ — 91)
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Infatti, facendo riferimento att? e alla figura.5, si ha

<P17 -P2> =
= 1129 + Y1y2 = | P1|| Ps| cos(6z) cos(61) + | P1|| Py sin(f2) sin(6;) =
= |P1||P2| COS(92 = 91)

L'osservazione appena fatta giustifica il fatto che

Diciamo che due vettoriz, y € R™ sono ortogonali sz, y) = 0.
Diciamo che sono paralleli se esiste € R tale chex = \y. Sex edy sono paralleli (z,y) = ||z||||y||

Se|l - |l. el - |ls sono due norme iR™ si dice che sono equivalenti se esistono due costanti keeli
K tali che

Hlzlly < flzfla < Kzl
Si pw dimostrare che
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In R™ tutte le norme sono equivalenti.

E anche interessante osservare che

La funzione p — ||z, & decrescent&/z € R" e si ha

|#]leo = lim |l2[|, = inf{l]l, : p =1}

inoltre
[zllo < llzllp < [|2]li < nllzlle < nllzlly < nlzlli Vp,g>1

e pertanto le norme|| - ||, sono tutte equivalenti.

Le notazioni vettoriali introdotte consentono di esprimere facilmente condizioni che individuano
piani e sfere.

Possiamo individuare i punti di una retta che passa per il puntay, z,) edé parallela alla direzione
(a, b, ¢) semplicemente sommande, y, z) con il vettoret(a, b, ¢) al variare dit € R.
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Otterremo in tal caso che
(2,9, 2) = (%0, Yo, 20) + t(a, b, )
che scritta componente per componente
T =xg+ ta
Yy =1yo+1b
z=2y+tc

fornisce le equazioni parametriche della retta.

Set € R, avremo una delle due semirette in ¢uj, yo, 2o) divide la retta intera, mentre gec [a, b
ci limitiamo ad un segmento della retta stessa.

Un piano passante per l'origine pessere individuato dai vettori perpendicolari ad un vettore as
gnato; 'equazione del piano si patquindi scrivere come

<(1;a Y, Z), (a’7 ba C)) =0
mentre il piano parallelo che passa pey, yo, zo) € dato da

<(‘T —Z20,Y — Yo, 2 — ZO); (CL, b; C)> =0
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come abbiamo @ivisto una sfera guessere individuata come I'insieme dei punti che hanno dista
dal centro(zo, yo, 20) Minore del raggiak;
Una sfera sar pertanto individuata dalla condizione

||(37_$07y_y07z_ ZO)” S R

DEFINIZIONE 1.4. Si chiama applicazione lineare una funzione
fiR" > R™
tale che
flaz + By) = af(z) + Bf(y) Yo,y €R", Va,B€R

L(R",R™) & l'insieme delle applicazioni lineari SR™ a valori in R™. £(R", R) si chiama anche spazio
duale diR".

Gli elementi di£(R™,R™) possono essere messi in corrispondenza biunivoca con le matrici ave
righe edn colonne M™*"™,
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Piu precisament& (R, R™) ed M™*™ sono isomorfi in quanto ogni applicazione linegnguo essere
scritta nella forma

f(z) = Az conA € M™*".

e d’altro cantof (z) = Az & lineare.
In particolare

Le applicazioni lineari da R™ in R sono tutte e sole quelle della forma
flz) = (z*,x) con z* € R"

DEFINIZIONE 1.5. Sef € L(R™,R™) definiamo norma df,

[fllo = sup{[[f ()] : ll=[l <1}.
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Possiamo identificar¢ con la matriceA per la quale risultaf(z) = Az, per cui possiamo anche
definire

[Allo = sup{[|Az|| - [lz] <1}.

D’altro canto si po definire

1Al = layl)™? p>1
ij

|Allo = max{|a;;| : i=1,...,m,j=1,.,n}
esattamente come negli spazi euclidei e si psiservare che
[Allo < [IA]l2 = [ Al

la disuguaglianza essendo stretta ad esempib=sel .
Possiamo anche provare che
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Si ha che
[Allo = sup{[(Az,y)| : |lz| <1, [lyl <1}
ed inoltre, seA € M"™*™ = M"™ e simmetrica
|Allo = sup{[{Az,z)| : [|z]| <1=A
dove
A=mazx{)\; : i=1,2,.n} =\,

DEFINIZIONE 1.6. Si chiama forma bilineare ifR” una funzione
fR"xR" >R

tale chef(-,y) e f(z,-) siano funzioni lineari sR”".

Le funzioni bilineari SUR™ sono tutte e sole quelle definite da
f(x,y) = (x, Ay) = (Bx,y) con A, B € M"

dove B e la matrice trasposta di. (si ottiene dad scambiando le righe con le colonne. Solitamente
denotaB = A*).
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DEFINIZIONE 1.7. Sef e una forma bilineare ifR™; la funzione
g:R"—R
definita da
9(z) = f(z, z)

si chiama forma quadratica IiR".
Si pw sempre trovare una matricé € M™, non unica, tale che

g(x) = (z, Az)

possiamo inoltre sempre sceglieteén modo che sia una matrice simmetrica; in tal casgi dice matrice
associata alla forma quadratica e risulta univocamente determinata.
Seg e una forma quadraticag si dice semidefinita positiva (negativa) se

glx) >0 (<£0) VzeR"
g si dice definita positiva (negativa) se
glz) >0 (< 0) VoeR*{0}.

Si possono provare i seguenti:
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TEOREMA 1.1. Siag una forma quadratica e sia la matrice ad essa associata; allora
e ¢ e definita positiva se e solo se, dettp il minore principale di ordinek di A , si ha

det A, > 0 Vk;

e ¢ e definita negativa se solo se
(=1)*det A, > 0 Vk.

TEOREMA 1.2. Siag una forma quadratica e sia la matrice ad essa associata; allora
e ¢ e definita positiva (negativa) se e solo se, ditti suoi autovalori, si ha

M >0 (< 0) Vk;
e ¢ e semidefinita positiva (negativa) se e solo se
A >0 (< 0) VEk

Il prodotto scalare ifR™

f(z,y) = (z,y)
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e il piu semplice esempio di funzione bilineare; la forma quadratica

g9(x) = f(z,x) = (z,z) = |||

si riduce alla norma euclidea IR" La matrice di rappresentazione della forma bilineare associat
prodotto scalare la matrice identica.

Una successione IR"” e una applicazione

z:N— R"
N> k+— x, € R"

Le proprieta di una successione ifR™ possono essere studiate componente per componente.
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DEFINIZIONE 1.8. Chiamiamo sfera aperta di centrg e raggior, I'insieme
S(xg,r) ={x €R" : ||z — x| < r}

SeA Cc R"

e 1) € A sidice interno adA se esiste > 0 tale cheS(zo,r) C A.
e 1, € punto di frontiera ped C R" se

V>0 S(zg,0) NA#D e S(x9,0) NA°# &

L'insieme dei punti did che sono interni si indica comt A.

A C R" si dice aperto se tutti i suoi punti sono interni, eiseA = int A.
A C R” si dice chiuso se il suo complementaraperto.

0A € I'insieme dei punti di frontiera di .

La chiusura diA e l'insieme

clA={x eR" : Jay € A, z — z}.

Si pw verificare che
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SeA Cc R"

eclA=0AUA
e A € aperto se e solo séx € A, Vay, , — x, Si haz;, € A definitivamente;
e Aechiusoseesoloseér, € A, z, — z,Sihaz € A.

DEFINIZIONE 1.9. Un insiemed C R" si dice

e limitato, se esiste > 0 tale cheA C S(0, r);

e convesso, séx,y € A, VA € [0,1], Az + (1 — Ny € A;

e compatto, s&'z;, € A, esiste un’estratta;, — = € A,

e CONNEsso, se non esistono due insiemi apertid; taliche Ay, N A # @, Ab,NA # @,
Am(AlﬂAg) = @,ACAlLJAQ.

Si pw dimostrare che
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e A e compatto se e solo sé e chiuso e limitato.

¢ In R gli insiemi connessi sono tutti e soli gli intervalli.

e Gliinsiemi connessi ed aperti diR” possono essere caratterizzati dalla seguente condizic
Vx,y € A esiste una funzione

¢:la,b] — A
continua, lineare a tratti (il cui grafico & costituito da segmenti paralleli agli aydale che

¢(a) =z eg(b) =y.

e Se A e convesso, allorad & connesso.
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CAPITOLO 2

LE FUNZIONI DI Pl U VARIABILI

Questo capitol@ dedicato allo studio delle propréetli continuit e differenziabilid delle funzioni
f:R* > R™
conn,m > 1,
DEFINIZIONE 2.1. E data una funzione
f:R* — R™
se sono assegnati

e uninsiemed C R"
e una corrispondenza
r€Ar f(x) e R™
che ad ognir € A associa uno ed un solo vettoféxr) € R™.

Sidice cheA é il dominio di f e si scriveD(f) = A e, nel caso che tale dominio non sia esplicitame
indicato, si suppone la corrispondenzdefinita per tutti glic € R™ per cuie possibile considerargx).
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Si definisce rango df
R(f)={yeR™ : 3z € A, y= f(z)}

e grafico dif.

G(f) ={(z,y) eR" xXR™ : y = f(z)}

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso reale e parimentiesikaile
definizione di iniettiviy, surgettivid, bigettivig.

Lo studio dei limiti di una funzione di pi pud essere condotto semplicemente ripercorrendo i risult
ottenuti nel caso di una funzione reale di una variabile reale, avendo cura di puntualizzare solo q
particolare sui valori infiniti.
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Quandon = 1, si estendeR mediante due punti all'infinito che vengono denominati+oco e —oo, in
guanto e ben chiaro che due punti diR possono sempre essere confrontati nella relazione d’ordi
(R e totalmente ordinato). Sen > 1 cade la possibilia di ordinare totalmente R™ e pertanto s
preferisce estendere&R™, n > 1, con un solo punto all'infinito che viene denominato semplicemen
oo. Ricordiamo che, anche se meno utile, questa possilgiitste anche iR

DEFINIZIONE 2.2. Sen = 1 exy € RU {00}, definiamo, pep > 0

(p, +00) se x = 400
I(zg,p) = § (xg — p,xg+p) sex €R
(—o00, —p) se x = —00
Definiamo inoltrel®(zy, p) = I(xo, p) \ {x0}-
Sen > 1, xy € R" U {00}, definiamo pep > 0

eR” : < p} = S(xo, e R
oo,y = {9 € B < ol < 9} = SCao.p) 0
{0 € R™ : ||xo] > p} Ty = 00
anche qui poniamd®(zg, p) = I(zo, p) \ {xo}
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DEFINIZIONE 2.3. Sia A C R™, si dice chery, € R" U {co} € un punto di accumulazione pérse
Vr >0 I%zo,7)NA# 2.
Indichiamo coriD(A) I'insieme dei punti di accumulazione di

SiaA C R", zp € R" U {oo}; g € D(A) se e solo sélzy, € A, xy, # o, T — Xo-

DEFINIZIONE 2.4. Siaf : A — R", A C R" e siax, € D(A); diciamo che
lim f(z) =4

T—x0

Ve >0 36(c) > 0 talechesex € I°(zq,8(¢)) N Asiha f(x) € I(,¢)
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Si pw facilmente provare che:

ogni funzione che ammette limite finitoe localmente limitata;

il limite di una funzione, se esisteg unico;

sem = 1 vale il teorema della permanenza del segno;

il limite di una somma e uguale alla somma dei limiti, ove questi esistono finiti;

il limite del prodotto di una funzione a valori reali per una funzione a valori vettoriali €
uguale al prodotto dei limiti, ove questi esistono finiti;

sem = 1illimite del reciproco di una funzione e uguale al reciproco del limite della funzion
stessa, ammesso che non sia nullo.

sem = 1 valgono i risultati sul confronto dei limiti del tipo considerato per le funzioni reali
di una variabile;

il limite di una funzione puo essere caratterizzato per successioni come per le funzion
una variabile.

Ricordiamo anche I'enunciato che permette di calcolare il limite di una funzione composta
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Siaf : A— R", ACR", 2o € D(A)esiag: B— A, B CRP,y, € D(B), g(B) C A; supponiama
che
lim f(z) = e lim g(y) =z

T—x0 Y—Yo
Allora, se una delle due seguenti condiziorg verificata
o 1o & dom f

[} f(il?o) = f

si ha

DEFINIZIONE 2.5. Siaf : A — R™, xqg € A C R", diciamo chef € una funzione continua ir, se
Ve > 03d(e) > 0 tale che

sex € A, ||z — x| < d(e) siha|f(x) — f(zo)] <e.

Nel caso in cuicy € AN D(A), la condizione sopra espresgaquivalente alla

Jim f(x) = f(xo)

f sidice continua inA seé continua in ogni punto di A.
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Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

la somma di funzioni continuee continua;

il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione a valori scalari, entrambe
continue, € continua;

sem = 1, il reciproco di una funzione continua e continuo dove ha senso definirlo;

vale la caratterizzazione della continuif per successioni data, nel caso reale;

la composta di funzioni continuee una funzione continua.

selim, .., f(z) = A elim, .., g(z) = p, con\, u € R™ si ha
Jim (f(2), 9(2)) = A )

In particolare la funzione (-, -) : R™ x R™ — R & continua

Valgono per le funzioni continue i soliti teoremi
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TEOREMA 2.1. -degli zeri- Siaf : A — R, A C R", A aperto e connesso e supponiamo ¢rea
una funzione continua; allora se esistomng x, € A tali che f(x;)f(z2) < 0 esiste anche, € A tale
chef(zy) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Poicte A € conness@ possibile congiungere, ed z, con una linea spezzata
costituita di segmenti paralleli agli assi coordinati.

Sianoz; gli estremi di ciascuno dei segmenti, nel caso in £i;) = 0 per qualchej, il teoremae
dimostrato, in caso contrario esisteranqoz;; tali che f(zy) f(xx+1) < 0.

Allora la funzione[0, 1] 5 ¢t — (t) = f(zr + t(xx1 — zx) € R € continua e si ppapplicare & |l
teorema degli zeri. O

TEOREMA 2.2. - Weierstral3- Sia f : A — R una funzione continua e supponiamo cheia un
insieme compatto; allora esistong, x, € A tali che

f(z1) = min{f(z) : z € A}

f(x2) = max{f(z) : z € A}
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DIMOSTRAZIONE. Sia, ad esempia = inf{f(z) : x € A}, allora esiste una successionec A tale
che f(z;) — A e, dal momento chel & compattog possibile trovare una successiange — z; € A. Si
ha pertantof (xy,) — A e, per la continué di f, f(xy,) — f(z1). Ne segue che = f(z;) elatesi. O

TEOREMA 2.3. - Weiertsral3 generalizzato- Sia f : R — R una funzione continua e supponiam
che esista: € R” tale che

lim f(x) > f(2)

allora esister; € R" tale che
f(z1) = min{f(z) : z € R"}
DIMOSTRAZIONE. Sia
A=inf{f(z) : x € R"}

sihaf(z) > A

Sia poié > 0 tale che sdz| > 4 si abbiaf(z) < f(z) + ¢, cone > 0.

Sia ancoray;, € R" tale chef(z;) — A.

Allora, perk abbastanza grande, si lfiér,) < f(z) + € e quindi||z|| < 6.

Si pw pertanto estrarre da, una successiong,, tale chex;, — z; e si pw concludere utilizzando
le stesse argomentazioni del teorema precedente. O
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DEFINIZIONE 2.6. Siaf : A — R™, A C R™; f sidice uniformemente continua ihse
Ve > 036(e) > O tale che ser,y € Ae|lx —y|| < d(¢), siha

() = F)ll <e.

TEOREMA 2.4. - Heine-Cantor- Siaf : A — R™, A C R"; se f € una funzione continua stied
A € un insieme compatto allorAé uniformemente continua su
COROLLARIO 2.1. Siaf : R™ — R™, lineare; allora

e f € uniformemente continua &¥;
e f trasforma insiemi limitati diR™ in insiemi limitati diR™.

DEFINIZIONE 2.7. - Siaf : A — R™, A C R", A aperto,z, € A; diciamo chef & differenziabile
in o Se esiste una applicazione lineare
L:R*" — R™

tale che
o M@0+ h) = flao) = L(h)]| _
h—0 |2l
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L'applicazione linearel si chiama differenziale df in x, e si indica solitamente cody ().
La matrice che la rappresenta si chiama matrice jacobiand thi =, e ver@ indicata conV f(x). Si
ha percd

L(h) = df (x0)(h) = V f(x0)h

Quandom = 1, V f(x) si riduce ad un vettore di R™ e si indica col nome di gradiente dif in x;
faremo uso del nome gradiente anche se > 1.

Osserviamo infine cheV f : A — R™*" = M™X"

Siaf : A — R™, posto
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w(h) = 1f (2o + h) — ]]\(;fﬁ) — df (o) (h) ||

per la definizione di differenziabiftsi ha

}llliI(l) w(h) =0

per cui

f(@o + h) = f(@o) — df (wo)(h) = [|h]|w(h)
Se viceversa vale I'uguaglianza precedente &ivarificare chef e differenziabile.
Naturalmente

1f (zo + 1) = f(@o)|| < [w(h) + [1df (o) ] |17

e si ha

lim  f(zo +h) = f(wo)

per cui
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Ogni funzione differenziabile e continua.

DEFINIZIONE 2.8.Siaf : A — R, A C R", A aperto,z, € A; diciamo chef & parzialmente
derivabile inx rispetto alla variabilez; se

) =
lim f(xo + te;) — f(xo)
t—0 t
esiste finito.
In tal caso denotiamo il valore di tale limite con il simbolo

0
8;(:50) oppure con  f,.(xo)

e lo chiamiamo derivata parziale dirispetto adz; calcolata inx.
(Osserviamo chee; = (0,0, ..,t,..,0,0) ).
Sey € R, diciamo chef e derivabile inx, rispetto al vettorey se

lim f(zo +ty) — f(xo)

t—0t t
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esiste finito.

In tal caso denotiamo il valore di tale limite cofi(x, y).

E’ facile vedere ch¢g & derivabile rispetto alla-esima variabile se e solo §&(x, ¢;) ed f'(zo, —e;)
esistono e

f,(xm ei) — _fl(x(b _ei)

In tal caso si ha

f(wo, €) = —f'(wo, —€5) = fu: (o).

TEOREMA2.5. Siaf : A — R, zp € A C R", A aperto e supponiamo chgsia differenziabile in
xo; allora f & derivabile inx, lungo ogni direzione e si ha

f(@o,y) = df (vo)(y) = (V f(0),y)

Se ne deduce in particolare, scegliengde: ¢; edy = —e; che f € derivabile inz, rispetto adz; e che

(Vf(z0))i = fai(0).
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DIMOSTRAZIONE. Dal momento ch¢ e differenziabile,

conlimy,_o w(h) =0.
Perh = ty cont > 0 si ha

|f (zo + ty) = f(x0) — (Vf(20), ty)| = tllyllw(ty)

f(xo +ty) — f(wo)

; —(Vf(z0),9)| = llyllw(ty)

Quindi
f/(xovy) = <Vf(l'0),y> = df(xo)( )

Osserviamo che, sge differenziabile inxg, allora si ha

f(@o,y) = = f (w0, —y)
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e pertanto

lim f(xo + ty) — f(xo) ~ lim f(zo +ty) — f(wo)

t—0t t t—0— t

|

TEOREMA2.6. Siaf : A — R™, zy € A C R", A aperto e siaf = (fi, f2,....., fm) CONf; : A —
R, j=1,2,....m.

Allora f e differenziabile inz, se e solo s¢; e differenziabile in:, per ognij = 1,2, ..., m.
Inoltre si ha

V fi(2o)
V fa(wo)

V f(x0) =

me;(xo)

TEOREMA 2.7. -Derivazione delle Funzioni Composte Siaf : A — R™, A C R", e siag :
B — A, B CRPr,
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Possiamo allora considerarg(g(-)) : B — R™.
Sianoz, € A, yo € B talicheg(yo) = xo, f e g siano differenziabili inz, edyy, rispettivamente.
Allora f(g(-)) e differenziabile iny, e si ha

V1(9(wo)) = Vf(x0) - Vg(yo) = Vf(9(v0)) - Va(vo),
essendo il prodotto tra matrici inteso righe per colonne.

DIMOSTRAZIONE. Si ha
flzo+h) — f(xg) — Vf(xo)h = ||h||wi(h) con }lllir(l) wi(h) =0

ed anche

9(yo + k) = 9(yo) = Vg(yo)k = [|kllw2(k) con lim wy(k) = 0
Pertanto posto

h(k) = g(yo + k) — 9(vo)
si ha
lim (k) = 0

k—0
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e quindi

f(g9(yo + k) — f(9(yo)) — V.f(20) Vg(yo)k
[1&]
_ Vi (=o)lgyo + ) = 9(y0) = Vg(yo)k] + [[(k)[lwi (h(K)) _
1&]

1A (k) llwr (A(K))
[1&]

= Vf(xo)wsa(k) +

dal momento che
[A(B)II < [kl (w2 (k) + cost)

illustrarne 'uso.
Sia

g:R? — R?
(t,5) = (2(t,5), y(t, )
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e consideriamo la funzione
o(t,s) = f(x(t,s),y(t,s)) = f(g(t,s))

Utilizzando il teorema possiamo affermare che

(@:(L, 5), 95(L, 5)) = Vo(t, s) = Vf(g(t, ) - Vg(t, 5)

Vi(z,y) = (felz,y), fy($7y)) )

per cui

(¢t(t7 8)7 ¢S(t7 S)) =

(e fteo) (053 5o =
(folz 9)ze + fy (@, Y)yes fol@, y)Ts + fy(@, y)Ys)
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Sef: A— R™ A CR", Aaperto, e differenziabile in A e se definiamo

¢(t) = f(z + th)
si ha che¢ e derivabile per i valori di ¢ tali che x 4+ th € A (cioé almeno in un intorno (—6,4) di 0) e
si ha
&' (t) =V f(x+th)h
Nel caso in cuif assuma valori reali si ha

¢'(t) = (Vf(z +th), h)

Il teorema di Lagrange applicato alla funziop@ppena introdotta permette di affermare che

Se f assume valori reali ede differenziabile in A; allora, allora
@+ h) — f(z) = (Vf(x+7h), k) T € (0,1)
di conseguenza

[f(z+h) = f(z)] < Al s IVf(z +th)|

te(0,1
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Tenendo conto che sg assume valori ilR™ allora f = (fi, .., f), con f; a valori reali, si po
concludere che

Sef: A— R™ A C R", e differenziabile in A; allora,
[ f(z+h) = f(@)]| < ||A] sup IV f(z +th)|o.
te(0,

infatti poich e esistep;, € R™, di norma 1, tale che
(2.1) [|f(z+h)— f(@)ll = (o, fz +h) = f(z)) =
= (pn, Vf(x + Th)h) <
< [|n]| sup [V f(z +th)o
te(0,1)
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Quando la funziong assume valori ilR™, m > 1, il precedente risultato @unon essere vero.
Sia infatti f : R — R? definita daf () = (cost, sint); si ha

(0,0) = f(2m) — f(0) # 2n(—sin t,cost) = 2nV f(t) Vt € (0,2m)

Poicle la definizione no® di immediata verificag utile avere condizioni sufficienti che assicurino |
differenziabilita di una funzione.

Sef: A— R, A cC R" A aperto, ammette derivate parziali prime continue in A (indicherem
questo dicendo chg € C'); allora f e differenziabile in A.

Infatti: se ad esempio consideriamo il case- 2, indichiamo conz, y) un punto diA e supponiamo
che le derivate parziali primg, ed f,, siano continue iM; avremo
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(2 + 1)
_fl@+hy+k)—flz+hy+fl@+hy)
- VTR

_f(xay) _f (Cl?,y)h—fy(l',y)k _
VIt R

per il teorema di Lagrange applicato alle funzigitic + h,-) e f(-,y)

(fo(&y) = falz,y))h + (fy(z + h,n) = fy(z,y))k
(h? + k2)

conjz —¢| < hely—n| <k.
Pertanto, osservando che

L <1
h? + k2| —
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per la continuia di £, ed f, 'ultimo membro tende & quando(h, k) — (0,0).
Possiamo affermare in maniera simile che

Sef: A— R™, A C R", A aperto, ammette derivate parziali prime continue in A (cioe se ognun
dellern componentif; & di classe&’!: f; € C'); allora f & differenziabile in A.

Sef: A— R, A CR" Aaperto, e chiamiamo derivata parziale secondarpetto alle variabili
r; edz;, calcolata inz, e scriviamof, ., (v) la derivata rispetto a; della Funzionef,,, calcolata inc.

Nel caso in cuin = 2 e le variabili in A si indichino con(z, y) possiamo calcolaré derivate parziali
seconde:

fzz, fmy; fym7 fyy

Si pw dimostrare che
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TEOREMA 2.8. -Schwartz- Siaf : A — R, A C R", A aperto, e supponiamo chgésia parzialmente
derivabile due volte i e che almeno una trg,, e f,, sia continua; allora

fzy(x7 y) = fyw(x7 y)

Infatti se ad esempio supponiamo chg sia continua, posto

wih, k) = f("”’%y%)—f(w+le§/)—f(x,y+k)+f(x,y)

Pertanto se proviamo, che

lim  w(h,k)
(hk)—(0,0)
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esiste finito, avremo che

lim w(h,k)=limlimw(h, k) = lim lim w(h, k)
h,k)—(0,0) k—0 h—0 h—0 k—0

e 'uguaglianza delle due derivate seconde
Applicando il teorema di Lagrange alla funzione

si ha
fz(x +§7y+ k) B fm(x+§:y)
k

w(h, k) =
ed applicando ancora Lagrange alla funzione

, —h<&<h

si ottiene

w(hak) :fxy(m‘i‘f;y'i"?), _k<77<k

Ora

(h7kl)lg}0’0) (§,m) = (0,0)
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e pertanto, per la continaitdi f,

(h,kl)IE%O,O) w(h, k) = fmy(xv Y).

In generale possiamo enunciare il seguente teorema

TEOREMAZ2.9.Siaf : A — R™, A C R", A aperto, e supponiamo clfesia parzialmente derivabile
due volte inA; allora

frimj (x) = fzjzi (.I‘)

per tutti gliz € A ove almeno una trg, ., e f;,., € continua.

Le derivate parziali di ordine superiore si definiscono in maniera del tutto simile.
Le derivate parziali seconde caratterizzano il gradiente della funAohenfatti, sef : A — R,
A C R", A apertog differenziabile inA, possiamo considerare la funzione

Vf:A— R"

SeV f e a sua volta differenziabile (ricordiamo che basta che le derivate parziali priFi¢ diano
continue), possiamo consideravéV f)(z) e si vede che
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me( ) f$1$l(m) fxlmn( )
V(Vf)(z) = _

La matriceV(V f)(x) siindica solitamente coH f(z) e si chiama matrice Hessianafin z.

La funzione quadratica(h) = (h, H f(x)h) viene di solito indicata con il nome di forma quadratic
hessiana df in z.

Qualoraf ammetta derivate parziali seconde continudity € C?(A)), per il teorema di Schwarz, la
matriced f(x) € simmetrica.

Per fissare le idee ricordiamo che nel caso di una funzione di due variabili a valori reali

_ _ Vfo(z,y) _ Hes 2o ) foy(z, )
Hf(@,y) = V(VI)(@y) = (ny(x,y)> B <fyw(x>y) fyy(%y))
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Consideriamo una funzionef : A — R, A C R", A aperto, zy € A, e siah € S(0,r) dover > 0 €
scelto in modo chex, + S(0,r) C A.
Definiamo¢ : (—1,1) — R mediante la

o(t) = f(zo +th)
se supponiamof € C* (cioé see derivabilek volte in A), avremo cheyp & derivabile k£ volte in (—1,1)

e si ha

¢ (t) = df (wo + th)h = (h, V f(zo + th))

d n
” = — . =
2 (t) = i i:E - hlle (1’0 F th)

n

= hi{V fu,(wo + th), h) = (b, H f (xo + th)h)

i=1




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Possiamo pertanto ottenere una formula di Taylor anche per funzioni dapiabili, sviluppando la
funzioneyp. Ci limitiamo al secondo ordine in quangd’unico di cui abbiamo necesaied in ogni case
l'ultimo che possa essere enunciato senza eccessive déffooihali.

TEOREMA2.10.Sef : A — R, A C R", Aaperto,r € Aesef € C*(A), (e quindie differenziabile
due volte).
Allora per h abbastanza piccolo si ha

f@+h) = f(z) + (b, Vf(z)) + (h, Hf (z + ER)R) /2, § € (0,1)
(formula di Taylor con il resto di Lagrange)

fl@+h) = f(2) + (h, Vf(2)) + (b, Hf(2)h) /2 + || h]]*w(R)
conlimy, _ow(h) =0ew(0) =0
(formula di Taylor con resto di Peano).

DIMOSTRAZIONE.
Applicando ap la formula di McLaurin otteniamo

¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) + ¢"(§)/2 0 <& <1
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da cui tenuto conto che
¢'(t) = (h, Vf(z +th))
¢"(t) = (h, H f(x + th)h)

si ricava la prima affermazione
Inoltre

fl@+h) = f(z) +(Vf(2),h) + (h, Hf (2)h)/2 + || *w(h)

non appena si definisca

(h, (Hf(z + &h) — Hf(z))h)

wih) = e

dovelim;_.o w(h) = 0in quantoH f & continuo e

w(h)| < [|Hf(x+&h) = Hf(@)]/2, [[€nhll < (Rl
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DEFINIZIONE 2.9. Diciamo cher &€ un punto di minimo (massimo) relativo pése esiste una sfera
S(x,r),r >0, tale che
fy) > f(@) (fly) < flx)) Yy e S(z,r)NA
TEOREMA 2.11. Sex e un punto di minimo (massimo) relativo pémterno al suo dominio, allora
e sef e differenziabile inc sihaV f(z) = 0;
e se f ammette derivate seconde continue:jif f(z) & semidefinita positiva (negativa).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare ch€t) = f(z + th) ammette un punto di minimo relativo ine
chevh € S(0,7)

0=¢'(0) = (Vf(z),h)

ed anche
0 < ¢7(0) = (h, H f(x)h)

La prima condizione assicura cRef(x) = 0, mentre la seconds, per definizione, la semidefinitezze
di Hf(x). O
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SeVf(z) = 0 e Hf(x) & una forma quadratica non definita, allaranon & ré punto di massimo
relativo, ré punto di minimo relativo pef; un punto siffatto viene solitamente indicato con il nome ¢
'‘punto sella’.

TEOREMA2.12. Sef € C*(A),

o Vf(x)=0
e H f(x) & definita positiva (negativa)

allora x € punto di minimo (massimo) relativo pgr

DIMOSTRAZIONE. Si ha

fl@+h) — f(z) = (h, Hf(2)h)/2 + ||h]*w(h)

conlimy,_ow(h) =0 = w(0).
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Se ne deduce che

feth) —f@) 1/ h oA\
e 2 <||h||’Hf ( )||h||> tulh) 2

> min{%(u,Hf(x)u) s ul| = 1} + w(h) = % + w(h)

dove
M = min{(u, H f(x)u) : |lul]| = 1} = (uo, H f(x)ug) >0

in quanto||ug|| = 1
(I'minimo esiste per il teorema di WeierstraR&d> 0 percteé Hf(x) e definita positiva e, # 0.)
Pertanto, per il teorema della permanenza del segno,tsepeglierep > 0 in modo che, sé& €
S(0, p), si abbia

f(x+h) = f(x)

>0
17112

e la tesi.
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DEFINIZIONE 2.10. Siaf : A — R, A C R™ convesso; diciamo chge convessa se
fOz+ (1= XNy) <Af(z) + (L=A)fly) Vo,yeA VAe(0,1)
Inoltre f si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza stretta.

Si prova facilmente che Sge convessa allora

Ly ={(z eR" : f(z) < a}

€ un insieme convesso.
Con qualche difficoli in piu si prova che una funziongéconvessa su un apertbe continua.
Inoltre applicando i risultati noti per le funzioni convesse di una variabile alla funzione

p(t) = fz+ty)

possiamo dimostrare che
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e Sef e convessa su un apertal, f'(z,y) esisteVz € A, Vy € R™.
e sef € C*(A), allora sono fatti equivalenti:
— f e convessa

fy) 2 flx) +(Vf(z),y —z) Vz,yeA
— H f(x) e semidefinita positiva.
e |le seguenti condizioni sono ciascuna sufficiente per la successiva:
— Hf(x) e definita positivavz € A;
= fy) > f@)+ (Vf(@),y—z)Vo,y € A,y #x;
— f e strettamente convessa.

Se
f:A—R A C R?

& una funzione reale di due variabili reali possiamo considerare I'insieme defifitfoda

G={(z,y) €A : flz,y)=0}

E naturale, per studiare tale insieme, cercare una funzidneui grafico coincida localmente ca.
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Ci0 e equivalente a risolvere rispetto adlequazionef(x, y) = 0, ede il procedimento che si segue
qguando, per studiare il luogo dei punti del piano in cui

$2 + y2 =1
si ricava, ad esempio,
y=v1-—a? oppure  y=—v1—2a?

Nel caso in cui non sia facile esplicitare una delle due variabili in funzione della seconda, s
interessati a sapere 8gossibile definire una delle due variabili in funzione dell’altra e a studiare qual
propriet della funzione che evidentemente ropossibile scrivere esplicitamente in termini di funzio
elementari.

TEOREMA 2.13. - Dini - SiaA = (zg — a,x0 + a) X (yo — b,y0 + b), f : A — R e supponiamo che
le seguenti condizioni siano verificate:

feci(4)
f(xo,yo) =0
fy(z0,90) # 0
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Allora esisted > 0 ed esiste) : (xg — J, 9 + ) — (yo — b, yo + b) tale che
¢(z0) = Yo
f(z,y) =0 & y=9¢(z), Vze (ro—7J,20+5)
¢ € derivabile in(xy — 0,z + d) €
fo(x, d(x))

¥ =% 2 6@)

DIMOSTRAZIONE. Sia f,(xo, o) > 0 e sianoa, 3 sceltiin modo ché) < a < a,0 < f < be
fylz,y) > M > 0selx —xo| < aely—yo| < 5 (cioe possibile per la continditdi f, e per il teorema
della permanenza del segno).

Ora, evidentementd,(zo, -) € una funzione strettamente crescentgin- (3, yo + ] € pertanto

f(zo,90 — B) < f(w0,90) =0 < f(z0,y0 + )

Ancora per il teorema della permanenza del segno, applicafd-agh — 5) e adf(-,yo + (), Si pw
sceglierd) < 0 < «, in modo che se

|z — x| <9
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e per ognic € (zo — d, zo + 0) Si pw affermare che esiste uno ed un solo valpre (yo — 3, yo + ) tale
chef(z,y) = 0 (teorema degli zeri e stretta crescenzg(di, -)).

Possiamo pertanto definige: (zo — d,x0 + 6) — (yo — 3,40 + 3) mediante lap(x) = y.

Vediamo ora di provare chgé continua e derivabile ity — 6, zo + §).

Sianoz,z + h € (xg — 0,9 + 9), allora

f(@+h, ¢(z + h)) = f(z,6(x)) =0
e pertanto, se definianmigh) = ¢(x + h) — ¢(z), avremo
f(@+h,¢(x) + k(h)) = f(z,¢(x)) = 0
Per il teorema di Lagrange si ha

fo(x +Th, ¢(x) + Tk(h))h + f,(x + Th, ¢(x) + Tk(h))k(h) =0

con0 <7< 1l,x+7h€ (xog— 0,20+ 9)eo(x)+7k(h) € (yo — 5,y0 + ), per cui
fuo(x + 7h, ¢(x) + T7K(R))
h))

Oz -+ 1) — o(x) = —h

fu(x 4+ 7h, d(x) + Tk(h)
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e dal momento ché¢, ed f, sono continue e
fyZM>0 se (x7y)€[x0_a7x0+a]X[y0_67y0+/6]

si ha

lim ¢z +h) — ¢(x) = lim k(h) =0

Inoltre
¢(@+h) —¢(x) _ falz+7h,¢(z) + 7k(h))
h fy(@ + Th, ¢(x) + Tk(h))
e tenuto conto chéh, k(h)) — 0 perh — 0 si pu concludere che & derivabile inz e
fz(z, $(2))

#(@) =% & 0@)
O

La dimostrazione fatta evidentemente valida solo nel caso in duc R? ed f assuma valori reali,
ma I'enunciato, con le dovute modifiche, sussiste anche seR™ x R™ ed f assume valori ifR™.

TEOREMA 2.14. - funzioni implicite - Siaf : A x B — R™,
A={z eR" : |lz -zl <a} , B={yeR™:|y—wl <b}
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e supponiamo che:
e f€C!(AXB)

o f(xo,40) =0
o V,f(xo,0) Sia invertibile.

Allora esistong, 9 > 0 ed esiste una funzione

¢o:D— FE

D={zeR": |z —=z| <p} edE={yeR™ : |ly—yl <3}
tali che

. o
o f(
.o

0) = Yo
) =0 & y=¢(z), Ve e D
e differenziabile inD e si ha

T
T

Vé(z) = —[Vyf(z,¢(2))] "' Vaf (2, ¢(z)) Yo € D.
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DEFINIZIONE 2.11. Siaf : A — Resiag: A — R™, A C R"; diciamo chery, € A € un punto di
massimo (o di minimo) relativo pgfivincolato ag seg(zy) = 0 e se esisté > 0 tale che

f(x) < fzo) (f(x) = flzo) ) Vo e{z €A : g(x) =0} N S(zo,0).
A tale proposito possiamo provare il seguente risultato.

TEOREMA 2.15. - dei moltiplicatori di Lagrange - Sianof : A — Reg: A — R™, A C R,
m < n, A aperto, f,g € C'(A); supponiamo inoltre chg abbia inz, € A un punto di minimo (o di
massimo) relativo vincolato a

Allora esistono\ € R™ e € R non contemporaneamente nulli e tali che

i=1

Inoltre, seVg(x() ha caratteristica massimg= m), allora y« # 0 e si pw supporrey = 1.
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TEOREMA2.16. Sianof : A — Reg: A — R™, A C R" aperto,m < n, f,g € C'(A), xy € A;
supponiamo che esiste> 0 tale che

flzo) < f(x),Vee{x e A : gi(x) <0,i=1,...,m}NS(zg,9)
Allora, esistonqu € R, A € R™ tali che
,LLVf(ZIZQ) I+ Z )\ngz(l'o) =0

i=1
essendo\; = 0 seg;(xg) < 0.

Se inoltreV ¢(z,) ha caratteristica massima, si pisupporrey = 1 e si ha
Ai >0 se gi(xo) =0.

TEOREMA 2.17. - Kuhn-Tucker - Sia A C R™ aperto, convesso e siang; : A — R, i =
1,2, ...,m funzioni convesse; supponiamo che; € C!(A) e chez, € A sia scelto in modo che

gi(20) =0 peri=1,2,...k<m
gi(xo) <0 peri=k+1,..m
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Supponiamo inoltre che, sia estremale per la funzione

F(x) = f(r) + Z Aigi(x)

essendo\;, > O peri=1,2,...,k; allora
f(zo) < f(z) Vo € Ataliche g;(z) <O0.

TEOREMA2.18.Siaf : A — R, A C R" convesso, chiuso e limitatg,convessa e continua; allora
il massimo dif in A € assunto anche in punti che sono sulla frontiera di A.

DIMOSTRAZIONE. Sia
f(x) = max{f(y) : y € A}
allora, sex e interno adA, dettiy, 2 € A gli estremi del segmento ottenuto intersecandoon una
gualunque retta passante pesi ha
r=Ay+ (1 - M)z
e

f(@) < Af(y) + (1 = N f(z) < max{f(y), f()}
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OsservazioneNel caso in cuid sia poliedrale, cie se

A={zeR" : ¢gi(z) <0, g; lineare, i =1,..,m}
il massimo si po cercare solo tra i vertici della frontiera.
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CAPITOLO 3

INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI.

* La teoria dell'integrazione per le funzioni reali di pi U variabili deve tenere conto che si po
integrare su sottoinsiemi di dimensione non necessariamente uguale al numero delle variabili.Ad
esempio s¢ dipende da& variabili reali avremo bisogno di definire cosa si intende per integrafesdiun
sottoinsieme diR3, che possiamo intuitivamente definire come un solido (dimensione=3), una supe
(dimensione=2) o una linea (dimensione=1).

Ricordiamo esplicitamente che il concetto di dimensioneésemplice a8 univocamente individuato:

possiamo parlare di dimensione vettoriale, di dimensione topologica, di dimensione frattale; qui abk
fatto semplicemente ricorso ad un concetto intuitivo che si potrebbe precisare, ed in parte sigre
parlando di dimensione topologica.

Per semplificare le notazioni e per facilitare la comprensione descriveremo il caso delle funzio
variabili, essendo facile estendere i concetti al caso delle funzioni covepiabili, a prezzo di una certa
complicazione delle notazioni.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

Cominciamo con il dare la definizione di integrale di una funzione limitata su una classe particol
sottoinsiemi diR? gli intervalli; successivamente estenderemo la definizione ad ungepierale classe di
insiemi.

1.1. Definizione di Integrale.

DEFINIZIONE 3.1. Sianoly, I, I3 intervalli chiusi e limitati,/; = [a;, b;], della retta reale.
Diciamo che
R = Il X _[2 X 13
€ un intervallo chiuso e limitato ifR3.
Nel seguito intenderemo riferirci sempre ad un intervallo chiuso e limitato, anche se queste

propriets non saranno esplicitamente menzionate.
Linterno di R risulta essere

int R = (al,bl) X (a,g,bz) X (CL3,b3)
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DEFINIZIONE 3.2. Sia R un intervallo inR?; chiamiamo partizione di? il prodotto cartesianaP =
P, x P, x P3doveP; € una partizione dell'intervalld;

Denoteremo cofP(R) I'insieme di tutte le partizioni dell’intervalld?.

SeP € P(R), i punti di P dividono R in un numeroN di intervalli chiusi la cui unione2 R. Tali
intervalli saranno indicati con

(Ry : k=1,2,...,N}

DEeFINIZIONE 3.3. Sia R un intervallo inR? e sianoP, Q@ € P(R); diciamo cheP e una partizione
piu fine diQ) e scriviamoP < ) seP D Q.

In altre parole P e piu fine diQ) se e solo se ognuno degli intervalli in cHisuddivideR € contenuto
in uno degli intervalli in cui@) suddivideR.

DEFINIZIONE 3.4. Sia R un intervallo inR?, definiamo misura dR il numero
mis R = (bl — al)(bg — ag)(bg — CL3)

DEFINIZIONE 3.5. Sia R un intervallo e siaP € P(R); siano Ry, k = 1,2, .., N, gli intervalli in cui
la partizione P suddivideR.
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FIGURA 3.1.

FIGURA 3.2.

Siaf : R — R una funzione limitata e supponiamo che
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Definiamo
my = inf{f(x) : © € Ry}
My =sup{f(z) : =z € Ry}
definiamo inoltre

N
L(f,P)= ka mis Ry,
k=1

N
U(f,P) = M mis Ry

k=1

N
R(f,P,E)=) f(&) misRe , &€ Ry
k=1

essend& una funzione di scelta che assegna ad ogni intervAjjain puntog.

L(f,P) edU(f, P) si dicono rispettivamente somme inferiori e somme superiofi dspetto alla
partizione P. R(f,P,Z) si dice somma di Riemann dirispetto alla partizioneP e dipende, come
espressamente indicato, anche dalla scelta dei ggnt Ry.
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Esattamente come nel caso di una funzione reale di una variabile reatemiqware che
TEOREMA 3.1. SianoR un intervallo diR?, f : R — R limitata, allora, seP,Q € P(R) e se
P<@

mmis R < L(f,Q) < L(f, P) < R(f,P,E) < U(f,P) < U(f.Q) < Mmis R
e per ogniP, @ € P(R)
mmis R < L(f,Q) <U(f,P) < Mmis R

DEFINIZIONE 3.6. SiaR un intervallo inR? e siaf : R — R una funzione limitata, definiamo

/R F(@)dz = int{U(f, P) : PcP(R)}

/Rf(x)dx =sup{L(f,P) : P€P(R)}

essi si dicono rispettivamente, integrale superiore ed integrale inferiore della funfisn#' intervallo
R.
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E’ immediato provare che

mmis R < / < [ f(z)de < MmisR
R

1.2. Condizioni di Integrabilit a - Proprieta degli Integrali.

DEFINIZIONE 3.7. SiaR un intervallo inR? e siaf : R — R una funzione limitata; diciamo che:

e f € integrabile se

_/Rf(x)dxz/f(x)dx
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ed il valore comune ai due integrali superiore ed inferiore si chiama semplicemente integra

f SUR e si denota
/ f(z)dz
R

e f soddisfa la condizione di integrabiitseVs > 0 3P. € P(R) tale che0 < U(f, F.) —
L(f,P.) <e;

e f e integrabile secondo Cauchy-Riemanmddec R tale cheVe > 0 3P. € P(R) tale che se
P € P(R), P < P.siha|R(f,P,E) — I| < ¢ VZ; il valore I si chiama anche questa volta

integrale dif suR.

Osserviamo che se la condizione di integrabilit e soddisfatta se e solo se
comunque si scelga”? € P(R), P < P. si ha

0<U(f,P)—L(f,P) <U(f, F) — L(f, F.) <e.
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Come per una sola variabile, si enuncia e si prova che

TEOREMA 3.2. Sia R un intervallo inR? e siaf : R — R una funzione limitata; sono fatti
equivalenti:
e [ eintegrabile
e f soddisfa la condizione di integrabagit
e f e integrabile secondo Cauchy-Riemann.

TEOREMA 3.3. Sia R un intervallo inR? e sianof, g : R — R funzioni limitate ed integrabili Si&;
allora

e Vo, 3 > 0, af + Bg € integrabile suR e

/R[af()Jrﬁg /f d:c+ﬂ/

e fg & integrabile suR;
e seS eT sono intervalli inR? taliche R = SUT emis(SNT) = 0,

/Rf(x)d /f dx+/f
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sef >0
/f(x)dx >0
R

sef>g

/Rf(x)dx > /Rg(x)dx

sef e continua,f > 0,

/f(w)dx:() = f=0
R

| f| € integrabile sur e

/R f(@)da| < /R f(@)de

seS eT sonointervalli,S Cc T C Resef >0,

/S @)z < /T Ao

O®Close @Quit
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TEOREMA 3.4. Sef : R — R, R C R? intervallo, & continua, alloraf € integrabile.

1.3 Formule di Riduzione. Lintegrale che abbiamo definito non ptuttavia essere calcolato, co
me per il caso delle funzioni di una variabile reale, facendo uso del concetto di primitR? ihcon-
cetto di primitiva ed il teorema fondamentale del calcolo integrale trovano la loro naturale esten
nell’ambito delle forme differenziali e del teorema di Stokes, di cui parleremnayanti.

Il calcolo di integrali multipli si p@ peio ricondurre al calcolo di piintegrali semplici mediante quelle
che si chiamano formule di riduzione.
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SeA C R?, la funzione

definita da

si chiama funzione caratteristica diA.

TEOREMA 3.5. Sia R un intervallo inR? e siaf : R — R integrabile.

b1 b b3
/ f(z)dz = / / f(@1, 22, 73)dr3dzodr,
R al as as

Allora si ha

ogniqualvolta esiste il secondo membro.
DIMOSTRAZIONE. SeP € P(R), Rx = X[ax;, by;], allora si ha
mixr,(x) < f(o) < Mpxg, () Vo€ Ry

integrandan volte sulay;, bx;| € Sommando sk si ottiene
bn

b1
kamist < / f(zq, .., xp)da,..dry < ZMkmist
a1l a

n
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Poicle f e integrabile, soddisfa il criterio di integrabdite si ha la tesi. O

E’ necessario estendere la nozione di integrabdit insiemi che sianopigenerali di un intervallo in
R3.

A guesto scopo occorre precisare la classe dei sottoinsieRi dii qualie possibile integrare una
funzione.

1.4. Misura di sottoinsiemi di R?.

DEFINIZIONE 3.8. SiaA C R? un insieme limitato e si& un intervallo che contiend. Definiamo

mis™ (A) = /RXA(:E)d:E, mis™ (A) :/ xa(x)dx

R

mis~ (A) emis™ (A) si dicono, rispettivamente misura interna e misura esterna.di
Diciamo cheA & un sottoinsieme misurabile & semis™(A4) = mis™(A); in tal caso definiamo
mis(A), misura diA, il loro comune valore.
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FIGURA 3.3.

E’ immediato verificare che la precedente definizione non dipende dalla scelta dell’ intervall® tra
tutti quelli che contengono A.
Si puo inoltre verificare che

mis~(A) = sup L(xa,P) mist(A) = inf U(xa, P)
PEP(R) PEP(R)

In altre parole

e mis™ (A) e I'estremo superiore delle somme delle misure degli intervalli chiusi che so
contenute in A
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E intuitivamente evidente, si veda la figlt&, anche se non immediato da dimostrare che

TEOREMA 3.6. Sia A C R? un sottoinsieme limitato, allora

mist(0A) = mist(A) — mis™ (A).

Inoltre A e misurabile se e solo $£4 & misurabile ed ha misura nulla.
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Osserviamo anche che

misA=0 & Ve>03P. € P(R) : U(xa,P.) <ce¢
Inoltre, tenuto conto che, semis A = mis B = 0 allora mis A U B = 0, dal precedente teorema e d
fatto che

d(AUB) C9AUOB  O(ANB)CHAUIB  9(A\B)C 9AUIB

si ottiene che, sed e B sono misurabili, allora AU B, AN B, A\ B sono misurabili.
Infine, tenendo conto che

XAUB = XA + XB — XAnB
si ottiene
misAUB =misA +misB —misAN B
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Abbiamo con cio che, seA, B C R3 sono misurabili e disgiunti, e ser € R3, si ha
e misA >0
e misAUB = mis A + mis B
mis(x + A) = mis A
mis(x}, [0,1]) =1
Si potrebbe anche vedere che tali propried sono, da sole, in grado di caratterizzare la misura sui
sottoinsiemi diR3

TEOREMA 3.7. SiaR C R? un intervallo e siaf : R — R limitata; supponiamo inoltre’ continua
in R\ D, mis D = 0, allora f & integrabile inR.

TEOREMA 3.8. Siaf : A — R™ continua,A C R? chiuso e limitato, allora

mis(gph(f)) = 0.

COROLLARIO 3.1. Siano g,f A — R, A C R? chiuso e limitato; allora, s&f e g sono continue

{(z,y) eR"™ : g(z) <y < f(a)}

€ misurabile.
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1.5 Integrazione su Domini Normall. Definiamo ora lintegrale di una funzione limitata su u
insieme misurabile.

DEFINIZIONE 3.9. Siaf : R — R, A C R C R3, A limitato e misurabile R intervallo in R3; si
definisce

|tz = [ @i
R
E’ banale verificare che la definizione non dipende dalla scelta dell'intervalidhe contiened.

Possiamo dare il seguente criterio di integradilit

TEOREMA 3.9.Siaf : A — R, A C R3 chiuso, limitato e misurabile;f continua inA \ D,
mis D = 0. Allora f & integrabile su A.

DEFINIZIONE 3.10. Diciamo cheA c R™*! & un dominio normale ifR"*! se esistono un insieme
D C R” chiuso e limitato, e due funzioni contingeh : D — R tali che

A={(z,y) eER"xR : z€ D, g(z) <y < h(z)}

oppure se
A={(z,y) e R"xR : a<y<b,zeD,}
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doveD, € un insieme misurabile iR".

e si pw verificare che

Ogni dominio normale in R**! & un insieme misurabile.

Pertantce lecito integrare funzioni continue, a meno di insiemi di misura nulla, su domini normali
ha il seguente

TEOREMA 3.10. Sia 4 un dominio normale iR3 e siaf : A — R una funzione continua id \ D
conmis D = 0.
Allora f € integrabile suA e si ha
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@) [ fwie= [ xa@w -
by pbo  pbs
=/ / / Xa(x1, T, T3, y) f (@1, T2, 3, y)dydwsdrodr, =

(z1,22 m3)
/ / 5171,.'.172, ...,xn,y)dydxgdedxl

(xl ;L2 ,(L‘3

oppure
@2) [ flao- /R xa(@) f(z)ds =
bi pbs  pbs
:/ / / Xa(Z1, T2, 23, y) f(21, T2, T3, y)dydasdradr, =

b
= / f(x1, 29, ..., 0y, y)drsdreds, dy
a D,

®Quit
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1.6, Trasformazione di coordinate in 7. E spesso utile, per tenere conto delle caratteristiche
un insieme, considerare un cambiamento di variabiRin
Per cambiamento di variabili intendiamo una applicazione
V:R* >R

definita da

R? > (¢,5,7) — V(t,s,r) = (2(t,s,7),y(ts,7),2(ts71)) € R®

che risulti di class€! sia invertibile e sia tale che

Yt 2t
Ys Zs
Yr Zr

Sono esempi di trasformazioni di coordinate
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e |l cambiamento di variabili lineari

x = ayu+ bv+ cqw
Y = asu + bav 4+ cow , uw,v,w€Ee€R, zeR
z = azu + b3v + csw

X aq b1 C1
yl=1a b
z

as bs c3

e Le coordinate cilindriche definite da

x = pcosb
y =psinf , pef0,+o0),0€0,2n], z€R

zZ =2z

e Le coordinate sferichedefinite da
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xr = pcosbcoso
y = psinfcos¢ p€0,+00), 8 €0,27], ¢ € [—7/2,7/2]
z = psin¢
Si verifica in tali casi che
e Per il cambiamento lineare

a(z,y, 2) a boa

= det (05} b2 Co
as b3 C3

O(u, v, w)

e Per le coordinate cilindriche
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e Per le coordinate sferiche

O, y,2) _
5(p,0,9)

TEOREMA 3.11. - Cambiamento di variabili per integrali multipli - Sia
¢:B—R?

doveB C R? aperto ep € C'(B).

Supponiamo chd sia un insieme misurabile cafh A C B, tale chep € una funzione invertibile ¥ ¢
€ una matrice invertibile sint A;

allora se f & limitata sup(A) e continua sunt¢(A), si ha

f@w=Aﬂwwmwwmm

B(A)

17 Integrall Impropriin 27, Hllustriamo ora per sommi capi il problema di definire l'integrale ¢
una funzione non limitata su un insieme limitato o non limitato.
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DEFINIZIONE 3.11.Siaf : A — R, A C R?, f limitata ed integrabile in ogni compatto misurabile
K c A. Definiamo

/ fz)dz = sup{/ flz)dx : KCA 7Kcompattoemisumln’le}
A K

La definizione si pdi facilmente estendere a funzioni di segno qualungque, non appena si ricordi

i = Jl R
Per il calcolo dif,, f(z)dz & opportuno dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.12. SiaA C R? diciamo cheK; & una successione di domini invadedtse

e [; sono insiemi compatti, misurabilly; C A
e Kiy1 DK;
e VK C A, K compatto, misurabileji tale chek; D K.

TEOREMA 3.12. SiaA C R® misurabile e siaf : A — R, una funzione integrabile in ogni insieme
K C A, compatto e misurabile.
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Allora se K; € una successione di domini invadenti A, si ha

/Af(x)dx = lign/Kif(x)dx

/Klf(x)dx S/A f(z)dz

e [, f(z)dz & una successione crescente per cui

DIMOSTRAZIONE. Si ha

li@m/K,- f(z)dz =sup{/Ki f(a:)dx} < /Af(x)dx

D’altra parte, dal momento che/ X’ C A esisteK; D K, si ha

. {/K f(:c)dx} > sup {/K f@)dz s K C A } :/A f(z)dz
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TEOREMA 3.13.Siaf : A — R, A C R? misurabile, chiuso e limitato; sia, € A, sia f continua
in A \ {170} e

lim f(z) =400

T—xo

Allora se

flz) <

_—Hx—xoﬂa ,H>0, a<?2

f € integrabile in senso improprio sAl.
Se invece

e seA contiene un cono di vertice, e ampiezza positiva, allora

/Af(x)dx = +o00.
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DIMOSTRAZIONE. SiaA; = cl(A\ S(zo,1/k)), Ar € una successione di domini invadedti sia
h € N, siha, s& > h

f@yde = [ fla)de - / f(z)de
Ay, Ap Ap\Ag

inoltre

2 1/h H
/ flz)dr < / d@/ —pdp
Ap\Ay 0 1k P

non appena si sia convenuto di indicare pa¥ le coordinate polari nel piano, centratezifn
Per quel che riguarda il secondo enunciato, dgttif; gli angoli che le semirette delimitanti il settore

formano con l'asse, si ha
01 1/h H
/ f(z)dx > / dﬁ/ —pdp
Ap\Ag o e P

In maniera analoga si puyprovare il seguente

TEOREMA3.14.Siaf : A — R, A C R3 non limitato; siaf continua.
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F(@)] < ||Za

allora f e integrabile in senso improprio sd.
Se invece

L, H>0, a>2

H
f(l')Z”.THa ’ H>0,0é§2

e seA contiene un cono di ampiezza positiva, allora

/A f(@)dz = +oo.

Passiamo infine a illustrare brevemente il comportamento di un integrale rispetto a parametri co
nella funzione da integrare.

Questo tipo di problematiche si incontra, ad esempio, quando si studiano le trasformazioni int
(Fourier, Laplace) o nella definizione di funzioni notevoli (come,ad esempio, la funZjone
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TEOREMA 3.15.Siaf : A x I — R, A C R3 chiuso e limitato,/ = [a,b]. Supponiamof €
Co(Ax I),alloraF: A x I x I — R definita da

F(z,y,z /fxt

e continua inA x I x I; inoltre F,, ed F, esistono e sono continue #1x [ x I.
SeV.f € C°(A x I x I), allora F & differenziabile rispetto ad,

F(z,y,z /fot

e quindi risultaV, F' & continuoinA x I x e F € C*(Ax I x I).

TEOREMA3.16.Siaf : AxI — R, A C R? chiuso e limitato] = [a, +00), una funzione continua.
Consideriamo
+o0

F(z) [z, t)dt
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Se esist® : I — R tale che

+o00
F(@ )] < 6(t) Vo € A; / H(t)dt < oo

allora F' e definita e continua inl.
Se inoltreV, f esisteg continuo inA x I, e se esiste : I — R tale che

IVaf(z, )| < 9(t)

allora F e C'(A) e
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CAPITOLO 4

ARCHI E SUPERFICI NELLO SPAZIO.

In questa parte definiamo i concetti di arco, di superficie, di lunghezza di un arco e di area d
superficie nello spazio euclideo a tre dimensi&ni.

La generalizzazione dei concetti esposti al cask'din > 3, € immediata, come del reskoovvio che
per ottenere una trattazione delle curvée sufficiente porre = 0.

DEFINIZIONE 4.1. Chiamiamo curva irR? una funzione

vila bl — R, (1) = (2(t),y(t), 2(t))-
Chiamiamo traccia dty, o piu raramente supporto dj, I'insieme
[=R()={(z,y,2) R’ : 3t € [a,b], (x,y,2) = (), y(t), 2(t))}
Indichiamo cony = (i(t), y(t), 2(t)) la derivata di~.
Una curvay si dice:
e semplice see iniettiva,
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e chiusasey(a) = 7(b),
e regolaresey € C'([a, b)) e||¥|| # 0.

Osserviamo che la condiziore# 0 significa che le tre derivate, 3, 2 non sono mai contemporanea
mente nulle e@ spesso espressa nella forma

P2+ +2>0

DEFINIZIONE 4.2. Sia~ una curva regolare irR? definiamo versore tangente alla curyanel punto
(x(t),y(t), z(t)) il versore

T = 30 :( i) i) z‘(t))

T @ O o]

17 @) = Va2(t) + 52(t) + 22(t).
1.1 Lunghezza diuna Linea Passiamo ora a definire la lunghezza di una cgrva
Sia~y una curva regolare iR3.
Definiamo poligonale inscritta ifi, associata alla partizion = {t, < t; < t, < ....t,}, la spezzata
poligonaleA(I", P) avente per vertici i punti(t;).

dove
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<

FIGURA 4.1.

Possiamo calcolare la lunghezza della poligondle, P) mediante la

va Yol =
=3 VG -
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Usando il teorema di Lagrange, Bec P(a,b), si ha

= > /22 + @) + 2 - )

essenda;, t?,t3 € (t;_1,t;), mentre d’altro canto, le somme di Riemannr|dlj| sono date da

2771

R([I91l, P, E) Z V(T ) + 22(7a) (6 — tia)

(AT, P)) = R(I7l, £, Z) = R(I7]l, P, =) + (AT, P)) =

— R(”’)/H, P: E) + Z |F tzlatzzat?) F(Ti:TiaTi)I(ti - ti—l)

i=1

non appena si sia definifa : [a, b]> — R mediante la

F(r,s,t) = \/22(r) s) + 22(t)

®Quit
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Dal momento ché" e continua sul cub@, b]* ,si pw dimostrare ricorrendo al concetto, non banal
di uniforme continuid che pur di scegliere la partiziofesufficientemente fine si gusupporre che

[Pt} £,83) — F(7i,7,7)| < —
b—a
poiche al raffinarsi della partizion® si ha

b
R(AILP.2) — [l

(AT, P)) = R([I7], ~,Z) — 0

possiamo concludere che[se & integrabile, allora

(AT P) — [ i
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DEFINIZIONE 4.3. Diciamo che due curve,, v, regolari in R? sono equivalenti se, essendo

Mt la b — R (t) = (@1(8), 51(t), 21(2))

Yo iled — R () = (22(t), 32(t), 22(1)),
esiste una funziong : [a,b] — [c, d] tale che

e n(t) = 12((1)),
)

e Cl([a o)),
e ¢(a)=c,p(b) =d, o(t) >0Vt € (a,b).
Ci riferiremo alla funzionep come ad un cambiamento regolare di parametrizzazione relativo &
Curve’)/l y V2-
Ovviamente, dal momento che invertibile, anches~! & un cambiamento regolare di parametrizza
zione. Pu precisamente menteetrasformany, in v, , ¢~* opera la trasformazione dj; in ;.

1.2. Lunghezza d’Arco.
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TEOREMA4.1. Siay una curva regolare ifR? e siay* una curva regolare iflR? ad essa equivalente;
si ha

DIMOSTRAZIONE. Sia¢ un cambiamento regolare di parametrizzazione relativo alle cueve* ,
¢ : |a,b] — [c,d] e sia

Dal momento che > 0,

/ 15 ()t = / /)y (6(8)) |t =

— [ 1 emémla = [ 17 @)
/ [

e applicando il teorema di integrazione per sostituzione
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¢~(d)

= [ Ireolsnd= [ 1yl =)

~1(o)
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Se~ & una curva regolare inR3, la funzione
s:a,b) — R
definita da .
50 = [ Ihlar

si chiama lunghezza d’arco della curvay.

Per le ipotesi fatte,s € una funzione di class&!([a, b]) strettamente crescente &(t) misura la lun-
ghezza del percorso compiuto da un punto che si muova, a partire da(a), lungo la traccia della
curva v fino al punto ().

Inoltre s € una funzione invertibile e dettat = s~! la sua inversa essa pure risulta strettamen
crescente e di classé!([0, £(~)]).

Pertanto e possibile considerareé come un cambiamento regolare di parametrizzazione e, detta*
la curva che si ottiene day mediante tale cambiamento si ha

7 (s) = ~(t(s)).

Poiche o
%(30) =

si ottiene
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DEFINIZIONE 4.4. Siaf : A — R, A C R? e supponiamo che sia una curva regolare iiR* con
traccia contenuta ird (o piu brevemente sia una curva regolare itd).
Definiamo integrale di linea df su-~y

[ sas- [ sa@nastr= [ @il

gualora 'ultimo integrale esista.

E’ immediato verificare che sef € una funzione continua suA e~ & una curva regolare in A allora
f € integrabile su~y.

1.3 Curvatura - Tema Intrinseca. Ricordiamo infine brevemente le definizioni di alcuni util
elementi di una curva.
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Abbiamo ga definito il vettore tangente ad una curva semplice regolaRe imediante la

7, (1) = 71

Iy @l

e abbiamo @i provato che

€ un versore.
Definiamo curvatura di nel punto(z(t), y(t), z(t)) il valore

(t) = 7@ A

- EOIE

~

(ove con il simboloA si sia indicato il prodotto vettoriale iR?).
Definiamo altresraggio di curvatura di nel punto(x(t), y(t), z(¢)) il valore




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back ®@Full Screen ®Close ®Quit

La definizione po giustificarsi nella seguente maniera:
Indichiamo conv I'angolo formato dai vettoriy(¢) e y(t + At).
E’ naturale definire come curvatura mediaydiell’'intervallo [¢, ¢t + At] il rapporto

|As|

essendd\s = s(t + At) — s(t).
PostoA~y(t) = y(t + At) — ~(t), dal momento che si ha

17() A4t + AD
YOI+ Al

sino =

Si ottiene
17(8) A AYQ@)||
YO (E + AD)]]

sina =
non appena si tenga conto del fatto che

Yt + At) = () + A(?)
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Y(E) A(E) =0

Ma allora
a o Sino

|As| ~ sina |As|
e, poicte a — 0 quandoAt — 0 per quanto abbiamo visto sopra, si ha

@& AAY@ /AL 1@ AFE

: «
lim — =

= lim — - = :
At—0 [As| Ao [|5(#)|[[7(t + At)|||As/ At 7@

Chiamiamo piano osculatoreyanel punto(z(t), y(t), z(t)) il piano definito dall’'equazione

{(z,y,2),7(t) A5(2)) =0
La definizione di piano osculatore si@interpretare geometricamente come segue.
Consideriamo il piano ché individuato dai vettor/(t) e 4(t + At); una normale a tale piano sar

data da
: vt + At) AY(t)
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e, seAt — 0 essa tende a
Y() A(E)
Pertantoy(¢) A 4(¢) € normale al piano che si ottiene come limite del piano considerato.

FIGURA 4.2.

In altri termini il piano osculatore alla curvanel punto(z(t), y(t), z(t)) contiene i vettoriy(t) e §(t).
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Nel caso in cui la curva sia parametrizzata secondo la lunghezza d’arco, dal momejpid ehé si
ha

(34) = () IP/2 = 0

4(s) si dicevettore tangenta-y in ~y(s)
4(s) si dicevettore normale principalay in ~(s)
7(s) A 4(s) si dicevettore binormaley in v(s) .

| vettori+(s) , ¥(s) , ¥(s) A¥(s) costituiscono itriedro principale o naturale, della curvanel punto
(z(s),y(s), z(s)); il triedro principalee anche noto comterna intrinsecadella curva.

Ricordiamo infine alcune classiche definizioni senza @atrare nei dettagli.

Sev : [a,b] — R? & una curva tale chg(t) = 0, diremo chey & una curva piana.

Il vettore (—y, &) si dice vettore normale alla curva

SiaR,(t) il raggio di curvatura diy; diciamo centro di curvatura diil punto c,(t) centro del cerchio
che ha per raggi®, (¢) ede tangente a.

¢, (t) descrive, al variare di una curvay* che si definisce evoluta della curyay, a sua volta, si dice
involuta della curvay*.

Sev(t) = (z(t),y(t)) , le equazioni della evoluta disono date da
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In analogia con quanto fatto per la lunghezza di una linea definiamo
DEFINIZIONE 4.5. SiaR = [a, b] X [, d], chiamiamo superficie parametrica®’ una funzione
S:R— TR S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Chiamiamo traccia o supporto di I'insieme
Y= {(v,y,2) €R® : Iu,v) € R, (x,y,2) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)}

Osserviamo ch& = R(S5) e il rango della funzione. Una superficie parametric& in R si dice
e semplice see iniettiva,
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Sl

FIGURA 4.3.

e regolareseS € C*(R) e

V.S
\
ha caratteristica massim@= 2).
Chiamiamovettore normalad S in (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) il vettore
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IN|| = VA? + B2+ C?

Per definire I'area di una porzione di superficie possiamo utilizzare le approssimazioni lineari
funzioneS che definisce la superficie stessa.
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FIGURA 4.4.

SiaQ2 = P x @ una partizione dellintervalld , P € P(a,b) ,Q € P(c,d), e siano{ Ry , k = 0..n}
i rettangoli in cuiP divide R.

SiaS : R — R3 una superficie semplice, regolare; chiamiamo approssimazione lineare
superficieS relativa alla partizion€ ed alla scelt&, I1(5, 2, =) la superficie
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H(Sv Qa E)(U, U) — S(§Z> nj) + <VS(§Z7 nj)v (’LL - fi? U= ni)>> (uv U) € Rij
Definiamo approssimazione lineare dell’area della supeicrelativa alla partizion€! ed alla scelta

Diciamo infine che la superfici€ ha areaA(S) seVe > 0 esistef). € P(R) tale chevQ) < ., V= si ha
|La(S,Q,E) — A(S)| < ¢
ne segue che s&é una superficie parametrica semplice e regolaijrallora

- / ol o)t
R

infatti si ha

mis(T1(5, 2, Z)(Rij)) = [19u(&is m5) A So(&es )l (wi — 1) (v = v51)
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da cui

n m

(4.1) AS,Q.2) = > lIn(&,m)l(ws — wima)(v; — vjo1) =

=1 j=1
= R(||n[l, €2, E)
Ricordando la definizione di integrabdisecondo Cauchy-Riemann si ha che

R(llnll, 2, =) — / /R | ducto

e quindi

= / In(u, v)||dudv
R

A(S) = /5 do

Si pw provare, usando il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli, che se
S:R— R3 ed S : R — R3

ed indichiamo
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FIGURA 4.5.

sono due rappresentazioni equivalenti della stessa superfi@eseio

S(u’ U) = Sl(¢(u7 U))

¢:R— Ry
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, invertibile, ¢ € C*(R), allora

/ (ol )| / (ot )it
R Ry

Cio consente di affermare che la definizione di area di una superficie non dipende dalla parame
zione scelta.

DEFINIZIONE 4.6. SiaS una superficie parametrica semplice e regolar®ihe sia¥ ¢ A C R?; sia
inoltre f : A — R; definiamo

/Sfd" - /Rf(S(“’U))H”(U,v)Hdudv.

Il linguaggio delle forme differenziak abbastanza complesso ed astratto nonostaintie eipplica-
zioni della relativa teoria sono numerose e la teoria stessa consente di formulare I'estensione del t
fondamentale del calcolo integrale alle funzioni di pariabili.

Ci limitiamo ad illustrare le definizioni ed i risultati fondamentali, senza formalizzare le prime e se
dimostrare i secondi, nel casolii.
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In R? possiamo considerare
o forme differenziali di ordine 0 o 0—forme

wo = f(x,y,2)
o forme differenziali di ordine 1 o 1—forme
wy = f(z,y, 2)dx + g(x,y, 2)dy + h(x,y, 2)dz
o forme differenziali di ordine 2 o0 2—forme
wo = f(x,y,2)dy Ndz + g(x,y, 2)dz A dx + h(x,y, z)dz A dy
o forme differenziali di ordine 3 o 3—forme

ws = f(x,y,z)de Ndy N dz

essendd, ¢, h funzioni definite inR? a valori inIR.
Non precisiamo la natura dei simbdli dy e dz e dell’'operazione di prodotto esterno

Diciamo soltanto che i simbolix dy e dz ci daranno indicazioni su come trattare ciascuna delle for
mentre il prodotto esterno soddisfa la seguente tabellina

A dz dy
dx 0 dx N dy
dy || —dz A dy 0

Simmetricamente
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Possiamo considerare inR?

e varieta () di dimensione0 o 0—varieta
cioe unione finita di punti a ciascuno dei qualie associato un segno o —)
e varieta (); di dimensionel o 1—varieta
cioe unione finita di linee a ciascuna delle qualé associato un segnof{ o —)
e varieta (), di dimensione2 o 2—varieta
cioe unione finita di superfici a ciascuna delle qualé associato un segnof o0 —)
e varieta (2; di dimensione3 o 3—varieta
cioe unione finita di volumi a ciascuno dei qualie associato un segno{ o —)

Possiamo poi considerare due operazioni:

e Un’operazione che indichiamo caiche trasforma una—forma in una(k + 1)—forma
e Un’operazione che indichiamo c@hche trasforma una—varieé in una(k — 1)—verieé

L'operazioned si definisce mediante le seguenti regole che riportiamo omettendo di scrivere espl
mente la dipendenza da, y, z) delle funzionif, g, h e delle loro derivate.

dwo = fo(z,y, 2)dx + f,(z,y, 2)dy + f.(z,y,2)dz = fydx + f,dy + f.dz
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dwy = (fydx + f,dy + f.dz) A dz+

+ (g.dx + g,dy + g.dz) A dy+

+ (hydx + hydy + h.dz) N dz =

= fodx ANdzx + fydy Ndx + f.dz A\ dz+
+ gdz A\ dy + g, dy N dy + g.dz N dy+
+ hydz Adz + hydy Adz + h,dz N dz =
= (fy — g=)dy Ndx + (f, — hy)dz A dz+
+ (hy — gz)dy N dz
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dwy = (fodx + fydy + f.dz) ANdy A dz+
+ (9.dz + g,dy + g.dz) A dz A dz+
+ (hydx + hydy + h.dz) ANdx A\ dy =
= (fo+gy+h)dx Ndy ANdz

Si ha inoltre che

dws = fedx ANdx Ndy Ndz + fydy ANdx Ady A dz+
+ fodz ANdz Ndy Ndz =0

Per quanto riguarda I'operazionausiamo le seguenti definizioni
SeV =V(t,s,r) € una3—varieta , cie se
V :la,b] x [e,d] x [, B] — R?
Chiamiamo frontiera dV e scriviamodV la 2—variet che si ottiene considerando 'unione delle s
perfici definite dalle seguenti parametrizzazioni a ciascuna delle quali attribuiamo un segno che chia
orientamento della superficie secondo la seguente regola:
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Attribuiamo l'indice 0 al primo estremo e I'indice 1 al secondo estremo di ciascuno dei segme
[a,b], [c,d], [a, 5] € assegnamo ad ogni parametrizzazione il segno

(_ 1)posto della variabilet+indice dell'estremo

a, s, con il segne-
: con il segne-
con il segne-

: con il segne-

(
(
(
(
(
(

b
t
t,d, con il segne-
t
t

: con il segne-
SeS = S(u,v) & una2—varie , cice se

S :[a,b] X [c,d] — R?

®Quit
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Chiamiamo frontiera d' e scriviama)S la 1—variet che si ottiene considerando I'unione delle line
definite dalle seguenti trasformazioni a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato

1 1+0

con il segne-

[(=1)**]
conilsegne-  [(—1)""]
[(=1)**]
[(=1)**]

1 2+0

1 241

con il segne-
con il segne-

Sevy = ~(t) & unal—variet , cice se
v : [a,b] — R?

Chiamiamo frontiera diy e scriviamody la 0—variet che si ottiene considerando 'unione dei pu
definiti dalle seguenti trasformazioni a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato
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v(a) con il segne- [(_1)1+0]
v(b)  conilsegne-  [(—1)"*]

Per comprendere il significato dei segni occorre prima chiarire comg-uftama pLo essere integrata
Su unak—variet occorre cie definire il simbolo

Ck

e Sewy = f(x,y,2) e Cy = P (cioe & la zero variet costituita dal puntd® = (z,y, z) con il

segno+)
/Cwozif(P)

e Sew, = f(z,y,2)dx+g(x,y, z)dy+h(z,y, z)dz e C; = £ (cioe & lal—variet costituita dalla
curvay = v(t) con il segnat)

/C iy — / FOE)E®) + g(r(0)3(E) + By (£)2(E)dt
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e Sewy = f(z,y,2)dyNdz+ g(x,y, z)dz Ndx + h(x,y, z)de Ndy e C; = +5 (cioe e la2—variet
costituita dalla superfici§ = S(u,v) con il segnot

/ / ()G + (50 0) 5D

+ h(S(u,v)) ggz’ ‘Z; dudv

e Sew; = f(z,y,2)dx NdyNdzeCs = £V =V (t, s,r) (cioé e la3—variet costituita dal volume
V con il segnat)

/ ///f (t,s,7)) ((x L ))dtdsdr

A questo punto possiamo anche chiarire il significato del segno che abbiamo attribuito a i vari pe
frontiera di una variet.
3.0.1. Un’idea per rendersi conto dei segnConsideriamo una — forma

W = f(l',y, Z)dl' + g(.’L‘,y, Z)dy + h(l‘,y, Z)dZ
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ed la2— variet S, costituita dal quadratf, 1] x [0, 1] nel pianoz = 0.
Possiamo parametrizzafe = S,(u, v) nella seguente maniera

r=1U
Se<y=w (u,v) € [0,1] x [0,1]
z=0
0S,, la frontiera diS,, € una curva costituita dalle lineg(u) = Sz(u, 0), 12(v) = S3(0,v), y3(u) =
Sa(u, 1), 1a(v) = S2(1,v),

MY = ,UG[O,l] 72<y_ 7,06[071]

,u€e[0,1]] muqy=v ,ve(0,1]
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Con le regole prima descritte attribuiamo il seghr@~; ey, ed il segno— a~; € 4.
Pertanto

/ w2=+/w2+/w2—/w2—/w2
05> Y1 Y2 73 Y4

Se conveniamo che attribuire il segroad un lato significa che quel latopercorso nella direzione
positiva dell’asse cug parallelo mentre il segne indica chee percorso in direzione oppost&aimmediato
verificare che con tali scelte di segno si vede che il perimetro del quasirathie costituisce la frontiera
0S5, € percorso in senso antiorario, se visto dall’alto €aita un punto di vista che giace nel semipia

z > 0).

Se non avessimo fatto uso dei segni avremmo percorso Hyatj, in senso antiorario, mentre i tratti
~3 €y, sarebbero stati percorsi in senso orario.

Ancora seS; ¢ la varied definita da
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avremo che la frontierdy e costituita dai due punti

Py = ~(0) con il segno—
P, =~(1) con il segno+

Sewy = f(z,y, z) € unal—forma

(4.2) / e=- / nt / = 1(P) - f(R)

Si pw provare che
TEOREMA4.2. Siaw,, unan — forma in A, allora
d(dwk) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il risultato nel caso in cuji, € unal-forma inR3

wi = fidzy + fadxs + fadxs
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ofi df
(9 . o N dxy + Bl
g—ﬁd.’ﬁl /\d.’EQ 4= g—fdfl‘g/\d$2 ==
0 Ofs

aF 8£jdx1 /\d173+ a—f;dﬂfg /\dxg

e tenendo conto chér; A dx; = —dx; A dz;,

0? 0?

8:535; dxs A dzg A dy + 6352253 dry A dxs A dzy +
02 02 fy

ax3£2$1 dl‘g VAN dl’l VAN dl‘g aF 8x1£1;3 d.I‘l VAN dl‘g VAN dlEQ aF
0? 02 f3

83}2531‘1 dl‘g A dl‘l A dil‘3 i 8.’131£.’132 dxl VAN dl‘g A diL‘g

e ogni termine elide il successivo.

dl‘g N dfl?1 aF

d(dwl)
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DEFINIZIONE 4.7. Siaw, unan — forma differenziale inA, diciamo chew,, € Esaitase esiste una
(n —1) — forma SuA, n,_, tale che
dnn—l = Wn
Nn—1 SI Chiama primitiva div,,.
Diciamo chew,, elchiusase
dw,, = 0.

E’ immediata conseguenza del precedente teorema il seguente risultato.
TEOREMA4.3. Siaw, unan — forma SUA. Sew, € esatta, allorav,, & chiusa.

DIMOSTRAZIONE. Sew, & esattay, = dn,_; e
dw,, = d(dn,-1) = 0.

Inoltre

Ogni 3 — forma in R3 & chiusa
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A guesto puntcg importante riconoscere tra fe — forme suR? quelle esatte e determinarne le
primitive. Questo problema infatti ha notevoli riscontri sia dal punto di vista matematico che dal pu
vista fisico.

TEOREMA 4.4. Siaw, unan—forma differenziale su un insiemé aperto e stellato; allora se),, €
chiusa si ha che,, € esatta.

Poiche ci limitiamo a considerare soltanto forme differenzialifih, possiamo discutere I'enunciata
precedente in ognuno dei tre casi che si presentano e dal momento che i risultati che riguardano le
differenziali sono strettamente collegati alla teoria dei campi vettoriali, ricordiamo che

€ assegnato un campo vettoriale iiR? see data una funzione
F:A—R, ACR?

F(x,y,2) = (f(z,y,2),9(,y,2), h(z,y, 2))
f,g,h: A—R
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Ad un campo vettoriale F' si puo associare tanto unal —forma
wy = fdx + gdy + hdz
che una2—forma
wy = fdy Ndz + gdz A dx + hdx N\ dy

e gli integrali di linea di w; e di superficie diw, rappresentano, rispettivamente il lavoro lungo una
linea ed il flusso attraverso una superficie del campo vettorialé'.
Una0 — forma ed una3—forma sono semplicemente identificate da una funzione

f:A—R} ACR

mediante le
wo = f \ w3 = fdx ANdy N\ dz
Si definiscedivergenza di un campo vettorialé’ la funzione scalare

... Of 0g  0Oh
L 8x+3y+82
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mentre si definisc&oiore] di un campo vettorialé’ la funzione vettoriale

rot F' = (hy _gzafz - hz?.gw _ fy)

Se introduciamo il vettore formale

o 0 0
D‘(%’a—m)

possiamo scrivere che

divF = (D, F)

rot ' =DAF

Ricordiamo anche
: P Py P9
divVe = 922 + a9 + 9.2 = A
A¢ si chiama laplaciano della funzioneed € di fondamentale importanza in svariati campi del
matematica e della fisica.
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3.1 Primitive di 1 —forme. Consideriamo una—forma
wy = f(x,y,2)dz + g(z,y, 2)dy + h(z,y, 2)dz

ed il campo vettoriale
F=(fgh)

ad essa associato. Si ha

dwy = (fy — g2)dy Ndx + (f, — hy)dz ANdx + (hy — g.)dy N dz

e pertanto, affinabw; sia esatta deve essele, = 0 e quindi
fy — 9z = 0
fz - ha: =0
hy —g. =0
cioe che
rot ' =0
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La 0—formaw, = ¢(z, v, z) € una primitiva div; sedw, = w; cioé se

0= f
Py =3

ed in termini di campo vettoriale se
F=Vop

Possiamo definire

A = / " f(t, g, 2)dt

e scegliere
p(z,y,2) = A(z,y, 2) + a(y, 2)

Deve anche essere
9(z,y,2) = @y(t,y,2) = Ay(t, y, 2) + ay(y, 2)
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Poicte a dipende soltanto dg, =), affinche la precedente uguaglianza sia possibile occorre che la fun
ne
g(xa Y, Z) - Ay(xa Y, 2)
non dipenda da; per verificare se questvero possiamo derivare rispetto.agd otteniamo
9r —Aye =92 — Aoy =g — fy =0
in quanto valgono le condizioni necessarie.
Pertanto 'uguaglianza
ay(yv Z) — g(l', Y, Z) — Ay(l‘a Y, Z)
e possibile e possiamo concludere che

o0.2) = [ (gle.1.2) = Ay(an,2)) dn-+4(z) = By ) + ()

Yo
Ma allora
p(z,y,2) = A(z,y,2) + B(y, 2) + b(2)
e deve infine essere

v.(z,y,2) = A (z,y,2) + B.(y,2) + b.(2) = h(x,y, 2)
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Affinche sia possibile trovarkin modo che la precedente uguaglianza sia soddigfatecessario che
A, (z,y,2) + B.(y,2) — h(z,y, 2)
dipenda solo da e quindi che
(h(x,y, z) — A, (z,y,2) — B,(y, z)) =0

x

(h(x, y,z) — A(x,y,2) — B,(y, z)) =0

Y

(h—A,—B,)y=hy— A, —Gpy=hy—Apy— 9.+ F,=h, —g,=0

E allora sufficiente porre

b:) = [ “(h— A, — a,) (@, O)dc

20
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220 Primitive di 2-forme. Consideriamo una—forma
wo = f(x,y,2)dy Ndz + g(x,y, 2)dz AN dx + h(z,y, z)dz A dy

ed il campo vettoriale
F=(fgh)

ad essa associato. Si ha

dws = (fz + gy + h.)dx A dy A dx

e pertanto, affinabw, sia esattalw, = 0 e quindi
fx + Gy + hz =0

cioe che
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La 1—formaw; = a(x,y, z)dz + B(z,y, z)dy + v(z,y, z)dx cui associamo il campo vettoriale =
(o, B,7), € una primitiva div, sedw; = w,, Cioé se

Vy_ﬂz:f
Ay — Y2 =0
Be—oy=h

ed in termini di campo vettoriale se
d =rot F
Possiamo scegliere di cercare una primitiva per la quale risulti
P)/(‘/L.7 y7 z) — O
per cui, le prime due condizioni sono soddisfatte se

_ﬁz:f

o, =g
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e allo scope sufficiente definire

ol / 4,0, QI+ 6(@,5) = B,y 2) + a{e, )

Bl / — Fay, OdC + bz, y) = —A(z, 3, 2) + bz, )

Per quel che riguarda la terza condizione osserviamo che@sigiponiamo soddisfatta la condizion
necessaria per I'esistenza della primitiva.dj si ha

(Be —ay —h): = Bz — 0y, — h, =
= B — Qzy — hy = —
ammesso che la condizione necessaria sia soddisfatta, e quindi
Gy = @y =i
e costante rispettoae si ha

(696 )(ZE Y,z ) =0
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Ma allora, poicle

avremo

(ﬁz — Oy — h)(xayvzﬂ) =

= (by —ay, — Ay — By — h) (z,y,20) = (by —ay, — h) (z,y,2) =0

e I'ultima uguaglianz& verificata se scegliamo, ad esempio,

a@,y) =0 ,  bay) = /mh(g,y,zmg

o

3.3 Primitive di 3 forme. Consideriamo und—forma

wy = f(z,y,z)de Ndy N\ dz
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si ha sempre
du)g =0

e pertantav; € sempre esatta
La 2—formawy, = a(x,y, z)dx + B(z,y, 2)dy + v(z,y, z)dx cui associamo il campo vettoriale =
(o, B,7), € una primitiva div; sedws = ws, Cioeé se

W+ By +r.=f
ed in termini di campo vettoriale se
divd = f
Si verifica subito che possiamo trovare una primitiva definendo

(2, 2) = B(z,9,2) = 0 o) = / e, yO)dc

Il teorema di Stokes costituisce la naturale estensione del teorema fondamentale del calcolo int
cos come il concetto di potenziale di una forma differenziale costituisce la naturale estensione del co
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di primitiva di una funzione di una variabile reale, edli grandissima importanza nella teoria e nel
applicazioni.
Con le definizioni precedenti il teorema di Stoke® @s$sere enunciato come segue

TEOREMA4.5. - Stokes -Siaw,,_; una(n — 1) — forma differenziale siR* e siaC' unan-varieta in

R*: allora
/ <'L)n—lz/d“‘-)n—l-
oC C

Il teorema di Stoke® suscettibile di significative conseguenze si®inche inR? soprattutto se si
tiene conto del fatto che, ad esempidrif, le 1-forme e le2—forme possono essere identificate con
campo vettoriale. (ifR? soltanto lel —forme)

4.1 Wteorema della divergenza int’, Consideriamo una-forma inR3

wa(z,y,2) = f(z,y,2)dy A dz + g(z,y, 2)dz A dz + h(z, y, z)dz A dy
ed il campo vettoriale che la identifica

F=(fgh)
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Siha
dws = (fy + gy + h.)dx Ndy N dz
SeV = V/(t, s,r) & una3—variet la cui frontierae

AV =+4+V(1,s,1r)U=V(0,s,7) U=V (t,1,r) U+V(¢,0,7) U+V(t,s,1) U—-V(ts,0)

si ha

(4.3) / fdy Ndz + gdz N\ dx + hdx A dy = / (fe+ gy +he)dx ANdy Ndz
v 1%

E, se si tiene conto che la normal@¥ & data da

vl <6(y,z) d(z, 2) 8(x,y)> _

v

A(u,v)” O(u,v) d(u,v)
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si ottiene

/ fdy Ndz — gdx N dz + hdx A dy =
C1%

= [ (5o g i

= /(F,N)I/dudvz// (F,N)do
D acC
Pertanto si ha

(4.4) / /8 V(F, N.)do = / / /V div Fdzdydz

ove N, = N sgn JV € il versore normale &V orientato verso I'esterno di.
La 4.3 e nota come teorema di Gauss élae la formulazione del teorema della divergenza.
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Possiamo dimostrare il teorema della divergenza come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che

//fodx/\dy/\dz://avfdy/\dz
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1 41 _
v o Jo ~O(s,r)lt=0

[ [ [ A
:/0 /0/0 t( (S’j)>dtd dr—
_/O /0 /0 %(fa(i:§)>dsdtdr+
///dr< i >drdtds
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e
/ fdy Ndz =
oV

:/Ol/ol/ol(fxxt—i-fyyt-i-fzzt)

(faws + fyys + f22s)

o, 3 i 4= 12

Ny,z)
(s, )
(y, 2

(fmxs —+ fyys —+ fzzs) (fmxr = ffyr == .fZZ'I‘) 8(t S
O(

/// ( 72 %g((g:f))JF%ag:;))dtdsdr

yt + fzzt)

(y dtdsdr
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(d dy,z) d Oy, =z) " d 8(y,z))

dt 8(s,r) dsd(t,r)  dr d(t,s)
Ys Zs\ i det (Yt # 4 i det [ % * -
Yr Zr ds Yr Zr dr Ys Zs
z > o (ys Zst> — det (yts Zt) — det <yt Zts> +
Yr  Zrt Yrs Zr Yr Zrs

+ det (ytr zt) + det (yt ztr) - 0
Ysr  Zs Ys Zsr
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per cui

+ (fmxr + ffyr + fzz'r) %dtdsdr

> dtdsdr-+

) dtdsdr-+
S

s Ay, 2) oy, z) 0
+/o 0 / £ (z’*f)‘(s,r) "B
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Poicke

<yt0(y, 2) . 0wz O, Z)> _

(s, ) - a(t,r) I ot, s
Ys 2t Yt
det + vy, det
(yt <yr z y Zr) g <ys

» 8(y,Z)> _

ot, s
2z det Ys ) 4 z, det Yt
Yr = Yr 2y Ys

Possiamo concludere
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/ fdy Ndz =
v
Lt Oy,2)  Oy,z) 9y,z)
= [ <$ta<s,r> “ " TG, s>>dtd =
Ty Yt Z¢
/ / / fodet zs Ys 2 | dtdsdr =
7' Z'I"

///fm jzr ///fzdil?/\dy/\dzdtdsdfr

O

4.2 1l Teorema del Rotore, Se consideriamo uniaforma inR?

wy = fdxr + gdy + hdz
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F=(fgh)

e il campo vettoriale ad essa associato, si ha

dwi = (9, — fy)dz ANdy + (hy — g.)dy Ndz + (hy — f.)dz N dz

SiaS = S(u,v) una2—varie@, cicé sia

S:[0,1] x [0,1] — R?

e siads la sua frontiera

8S = —S(1,v) U +S(0,v) U +S(u, 1) U —S(u,0)
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(4.5) / fdz + gdy + hdz =
s

/(gw — fy)dx Ndy + (hy — g.)dy N dz + (hy — f.)dx A dz
s

Ricordando che il versore tangentéé e dato da

T — d J -
V2 + 2+ 22 \fi2 2+ 22 \f32 + g2 + 22

si ha

b
/ fdac+gdy+hdz:/(fa':+gy+h,é)dt:
oS a

b
:/ (F,T)\/:t2+3)2+z2dt=/ (F,T)ds
a oS
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mentre

/(gx — fy)dx Ady + (hy — g.)dy Ndz + (hy — f.)dx Adz =
s

= ([ 2 (6= 2 FED 4y~ 01 T 45— 155 it =

// rotFNydudv—// (rot F, N)d

Si ottiene per® che

(4.6) /a (R\Tyds = / /C (rot F, Ndo

La 4.6 & nota come teorema del rotore.
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Osserviamo che nella formula compaY¥ee nonJV.,.
Le formule4.6e 4.4assumono un’interessante aspetto nel caso il’'cdiV .
Si ha infatti in tal caso che, &, € una2-varieta eCs € una3-varieta

(4.7) /a ’ (V¢,T)ds = 0

/ /8 03<W)’ N.)ds = / / /C 3 Addudydz

Possiamo dimostrare il teorema del rotore come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui

F=1(0,0,h(z,y,2))
per cui
rot F' = (hy(x,y, 2), —hs(x,y, 2),0)
In tal caso si ha




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back @Full Screen @Close

/6 (PT)ds = /a R /0 h(@(w, 0), y(u, 0), 2(t, 0)) (11, 0)—
— h(z(u,1),y(u, 1), 2(u, 1))z, (u, 1)du+

—I—/O h(z(1,v),y(1,v),2(1,v))2,(1,v)—
— h(z(0,v),y(0,v), 2(0,v))2,(0,v)dv =

—/01 /01 dii)h(x(u, v),y(u,v), z(u, v))zy,(u, v)dvdu+
+ /01 /01 %h(w(u,v),y(u, v), 2(u, v))z, (u, v)dudv =

1 1
= / / —(hsTy + hyyy + he2y) 20 — Rzuy + (ReTy + Ryyu + hu2y) 20 + hzpdudy =
o Jo

1 el
= / / hay(Tu2zy — Tozu) + hy(Yuze — To2zy)dudv =
0o Jo

/ / ay, ;dudv— / /a (ot FN)do

®Quit
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4.3. Laformula di Green nel piano. Consideriamo ld — forma in R?

wi(z,y) = f(z,y)dr + g(z,y)dy
ed il campo vettoriale sR?

F=(fg9)

Avremo

dwy = (—fy + g.)dx N dy
Siay = 7(t) unal—variea inIR?, cioe sia
7 : [a,b] — R?

avremo
0y = +7(b) U —v(a)
si ha
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(4.8) fdx + gdy = /(—fy + g.)dx A dy.

9y ol

Ora, seN e il versore normale &,

N =

e pertanto

b
A fdw—gdy=/ (f& + gy)dt =
y a

:/ab(F,N)(j:2+y2)dt=/67<F7N>d5

La 4.8 e nota come teorema di Green e sblimostrare come segue.




OFirst ®Prev ®Next ®Last ®Go Back @Full Screen ®Close ©Q

DIMOSTRAZIONE.

/Q oy — / : / * ozt 5) 4l 5)) g((f”i/))‘dtdsz

b pd
- / / ga?(xv y) [mtys - xsyt]dtds =
b
— / / [gm(x7 y)xtys — gm(x7 y)xsyt+

+ Gy (l‘, y)ytys — Gy (flf, y)ysyt} dtds =

= /ab /Cd [gz(:v,y)xt 4 gy(xay)yt] Ys—

N /ab /cd [g’”(”” y)rs + gy(z, y)ys] yydtds =
S0t ) alt o)t ) ds—

A (/ : (3£906tt:50)) att ) )t =

—0 /abg(cb(t, $))Yst (t, S)dt) ds—

uit
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|

A4 Campr conservativi. Concludiamo questo paragrafo precisando i risultati ottenuti pér le
forme inR? nell’ambito dello studio dei campi vettoriali.

DEFINIZIONE 4.8. SiaA C R? aperto e siano
fagah:A_>R ) f7g7he 02(A)

w = fdx + gdy + hdz

F=(fgh)

w e la 1-forma differenziale corrispondente al campo vettorfake reciprocamenté’ € il campo vettoriale
che corrisponde alla 1-forma.

Diamo ora alcune definizioni che sono la controparte relativa al cafhpelle definizioni date in
precedenza, per [eformew.
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DEFINIZIONE 4.9. SiaF : A — R3, A C R? aperto, un campo vettorale = (f, g, h). Diciamo
cheF & un campo chiuso se

rot F' = (hy — g2, f» — huy g2 — fy) = (0,0,0)
Diciamo cheF' € conservativo, oppure chié ammette potenziale, se esiste
p:A—R
tale che
Vé=F
In tal caso¢ si chiama potenziale di'.

Osserviamo che, evidentemente, un campo vettogialduso o conservativo se e solo se la corrispo
dentel-formaw € chiusa o esatta, rispettivamente.
E’ pertanto conseguenza dei precedenti risultati che

TEOREMA4.6. SiaF : A — R¥, A c R* aperto; seF & conservativo allord” & chiuso.

Possiamo osservare che il teoreeianmediata conseguenza del teorema di Schwarz.
Si puw anche dimostrare che
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TEOREMA4.7. SiaF : A — R3, A C R3 aperto, stellato. Sé' & chiuso, alloraF' & conservativo.

Il campo vettorialeF’ : R? \ {(0,0)} — R? definito da

F —

(x7y) (x2+y27x2+y2)

mostra che la condizion stellato nore inessenziale. Essatuttavia essere un po’ attenuata.
A questo scopo definiamo

DEFINIZIONE 4.10. SiaF : A — R3, A C R? aperto, e siay una 1-varie in R* y(t) =
(x(t),y(t), 2(t)), t € |a, b]; definiamo

[F=[o=[ 1@ +sowie) + o) -

- [WFow). ZenVED T o T = [,

doveT) () indica il vettore tangente unitario alla curva
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Possiamo dimostrare che

TEOREMA4.8. SiaF : A — R, A C R* aperto e connesso, un campo vettoriale; sono condizi
equivalenti

(1) F e conservativo;
(2) f7 F = 0 su ogni curva chiusg contenuta in4;

(3) fy F dipende solo dagli estremi di

(Per semplicia la funzioneF e la funzioney sono supposte di clasgg, mae sufficiente” € C° ey
regolare a tratti.)

DIMOSTRAZIONE.
1) =2)
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SeF =V¢cong: A— R, siha

(4.9) /F=/ P (V(£)2(t) + ¢y (v ()5 (1) + ¢=(7(2))2(t)dt =

= [ Fot®)t = 62(8) = 6r(a) =0

2) = 3). Sianoy; e, due curve con gli stessi estremi; allora= v; — v, € chiusa e

/F=/F—/F=0
g " 72

3) = 1). Poicte vale 3), se € una qualungue curva avente per estréme (z,y,z) € Ae Py =
(20, Yo, 20) € A fissato, possiamo definire
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Si ha allora, ad esempio

¢($ +t, Y, Z) . ¢(‘T>y7z) _
t
essendo/*(s) = (x + s,y,2),0 < s < t.

Pe'tanto
¢ €T + t, 5 x ; f €T o A
( y ) y / ’ r TS y, ( ts y’ )

0<o, <te

lim

t—0

¢(1’ + t’sz) B d)(x?yv Z)
t

= lim f(x + 07) = f(z)
O

DEFINIZIONE 4.11. Sia A C R3, diciamo cheA & semplicemente connesso se ogni curva chi
contenuta inA pud essere deformata con contiraugino a ridursi ad un punto senza uscire da
Per la precisione, se, 71 : [a,b] — A sono due curve chiuse, diciamo chge v, sono omotope se
esistey € C?,
Y :[0,1] X [a,b] — A
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tale che, ses € [0, 1] et € [a, b]

1/)(0at) = ’YO(t) ) ¢(17t) = ’)/l(t)a 77[}(570) = ¢(S7 1)

Diciamo cheA e semplicemente connesso se ograrieta chiusa a valori inA € omotopa ad un
punto diA.

TEOREMA 4.9. SiaF : A — R? un campo vettoriale chiusol C R?, e sianoy, e v, due curve

[r-[rF
Yo 71

chiuse a valori inA, omotope, allora

DIMOSTRAZIONE. Poicle ~, ey, sono omotope, esistetale che
S:[0,1] x [a,b] — A
tale che, se € [0,1] ev € [a, ]
S(0,v) = y(v), S(1,v) =v(v), S(u,0)=S(u,1)
Definiamo
Y2 (u) = S(u,0) = S(u,1) , u € [0,1]
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Per il teorema di Stokes avremo
O0S=r+7Mm—"—"7

/F-I—/F—/F—/F:/ w:/dwzo
Y2 Y1 Y2 Yo oS S

e si pw concludere che
/ F- / —0
71 Y2

per cui

a

COROLLARIO 4.1. SiaF' : A — R¥ un campo vettorialeA C R* semplicemente connesso, allorz
F e conservativo se e solo $ée chiuso.
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Elenco delle figure

Il teorema degli zeri
Il teorema delle funzioni implicite
Il teorema delle funzioni implicite
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