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CAPITOLO 1

SPAZI EUCLIDEI n-DIMENSIONALI.

Per lo studio delle funzioni di più variabili reali occorre aver presenti alcune proprietà degli spazi
euclidei adn dimensioni.

È inoltre indispensabile conoscere qualche proprietà delle applicazioni lineari inRn e delle forme
bilineari e quadratiche.

1. Norma e Prodotto scalare

DEFINIZIONE 1.1. Indichiamo conRn lo spazio vettoriale costituito dallen− ple ordinate di numeri
reali; in altre parole

x ∈ Rn ⇔ x = (x1, x2, ...., xn) conxk ∈ R.

In Rn si definiscono le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare mediante le

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ...., xn + yn) , x, y ∈ Rn

e
αx = (αx1, αx2, ...., αxn) , α ∈ R , x ∈ Rn.
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L’insieme dei vettori

e1 = (1, 0, 0, ...., 0)

e2 = (0, 1, 0, ...., 0)

. . . . . . . . . . . .

en = (0, 0, 0, ...., 1)

costituisce una base diRn; si avr̀a pertanto che, sex ∈ Rn

x =
n∑

i=1

xiei.

DEFINIZIONE 1.2. Si definisce norma inRn una funzione che si indica con

‖ · ‖ : Rn → R

che verifica le seguenti proprietà:
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(1) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Rn

(2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0
(3) ‖αx‖ = |α|‖x‖ ∀α ∈ R , ∀x ∈ Rn

(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ Rn.

DEFINIZIONE 1.3. Si definisce prodotto scalare inRn una funzione

〈·, ·〉 : Rn × Rn −→ R

tale che

(1) 〈x, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ Rn

(2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ Rn

(3) 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0
(4) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 ∀x, y, z ∈ Rn , ∀α, β ∈ R.
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Come nel caso del valore assoluto per i numeri reali, si ha

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖

LEMMA 1.1. Sianox, y ∈ Rn, allora

• -Disuguaglianza di Schwarz-Holder- se1/p+ 1/q = 1 , p, q ≥ 1 ,∣∣∣∑ xiyi

∣∣∣ ≤∑ |xi||yi| ≤ (
∑

|xi|p)1/p (
∑

|yi|q)1/q

• -Disuguaglianza di Minkowski-(∑
|xi + yi|p

)1/p

≤ (
∑

|xi|p)1/p + (
∑

|yi|p)1/p

La disuguaglianza di Holder si riduce alla più nota disuguaglianza di Schwarz perp = q = 2.

Perp = q = 2 la disuguaglianza di Schwarz può essere riscritta come

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖
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e pùo essere dedotta osservando che,∀t ∈ R
0 ≤ ‖x+ ty‖2 = 〈x+ ty, x+ ty〉 = t2‖y‖2 + 2t〈x, y〉+ ‖x‖2

Ciò implica infatti
〈x, y〉2 − ‖x‖2‖y‖2 ≤ 0

La corrispondente disuguaglianza triangolare segue da

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x, y〉 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖
Osserviamo che

|〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖
se e solo se esistet ∈ R tale chex+ ty = 0, ovverox ey sono paralleli.

Pertanto
‖x‖ = sup{〈x, y〉 : ‖y‖ ≤ 1} = max{|〈x, y〉| : ‖y‖ ≤ 1}.

Sono esempi di norme inRn le seguenti

‖x‖p = (
n∑

k=1

|xi|p )1/p p ≥ 1
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‖x‖∞ = max{|xi| : i = 1, .., n }.
Mentre un esempio di prodotto scalareè dato da

〈x, y〉 = (
n∑

k=1

xiyi

Ovviamente si ha〈x, x〉 = ‖x‖2
2.

In Rn useremo abitualmente la‖·‖2 cheè detta norma euclidea in quanto‖x‖2 coincide con la distanza
euclidea del vettorex dall’origine.

Nel seguito faremo riferimento, a meno di espliciti avvisi contrari, a tale norma e scriveremo‖ · ‖ in
luogo di‖ · ‖2.

Osserviamo altresı̀ che il prodotto scalare sopra definito, pur non essendo l’unico possibile, sarà l’unico
da noi considerato.

Si vede subito che

〈P1, P2〉 = |P1||P2| cos(θ2 − θ1)
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Infatti, facendo riferimento adR2 e alla figura4.5, si ha

〈P1, P2〉 =

= x1x2 + y1y2 = |P1||P2| cos(θ2) cos(θ1) + |P1||P2| sin(θ2) sin(θ1) =

= |P1||P2| cos(θ2 − θ1)

L’osservazione appena fatta giustifica il fatto che

Diciamo che due vettorix, y ∈ Rn sono ortogonali se〈x, y〉 = 0.
Diciamo che sono paralleli se esisteλ ∈ R tale chex = λy. Sex edy sono paralleli 〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖

Se‖ · ‖a e ‖ · ‖b sono due norme inRn si dice che sono equivalenti se esistono due costanti realiH e
K tali che

H‖x‖b ≤ ‖x‖a ≤ K‖x‖b.

Si pùo dimostrare che
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In Rn tutte le norme sono equivalenti.

È anche interessante osservare che

La funzione p −→ ‖x‖p è decrescente∀x ∈ Rn e si ha

‖x‖∞ = lim
p
‖x‖p = inf{‖x‖p : p ≥ 1 }

inoltre
‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞ ≤ n‖x‖q ≤ n‖x‖1 ∀p, q ≥ 1

e pertanto le norme‖ · ‖p sono tutte equivalenti.

Le notazioni vettoriali introdotte consentono di esprimere facilmente condizioni che individuano rette
piani e sfere.

Possiamo individuare i punti di una retta che passa per il punto(x0, y0, z0) edè parallela alla direzione
(a, b, c) semplicemente sommando(x, y, z) con il vettoret(a, b, c) al variare dit ∈ R.
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Otterremo in tal caso che
(x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(a, b, c)

che scritta componente per componente
x = x0 + ta

y = y0 + tb

z = z0 + tc

fornisce le equazioni parametriche della retta.
Set ∈ R+ avremo una delle due semirette in cui(x0, y0, z0) divide la retta intera, mentre set ∈ [a, b]

ci limitiamo ad un segmento della retta stessa.
Un piano passante per l’origine può essere individuato dai vettori perpendicolari ad un vettore asse-

gnato; l’equazione del piano si potrà quindi scrivere come

〈(x, y, z), (a, b, c)〉 = 0

mentre il piano parallelo che passa per(x0, y0, z0) è dato da

〈(x− x0, y − y0, z − z0), (a, b, c)〉 = 0
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come abbiamo già visto una sfera pùo essere individuata come l’insieme dei punti che hanno distanza
dal centro(x0, y0, z0) minore del raggioR;

Una sfera sarà pertanto individuata dalla condizione

‖(x− x0, y − y0, z − z0)‖ ≤ R

2. Applicazioni Lineari

DEFINIZIONE 1.4. Si chiama applicazione lineare una funzione

f : Rn → Rm

tale che

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) ∀x, y ∈ Rn , ∀α, β ∈ R
L(Rn,Rm) è l’insieme delle applicazioni lineari suRn a valori in Rm. L(Rn,R) si chiama anche spazio
duale diRn.

Gli elementi diL(Rn,Rm) possono essere messi in corrispondenza biunivoca con le matrici aventim
righe edn colonne,Mm×n.
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Più precisamenteL(Rn,Rm) edMm×n sono isomorfi in quanto ogni applicazione linearef può essere
scritta nella forma

f(x) = Ax conA ∈Mm×n.

e d’altro cantof(x) = Ax è lineare.
In particolare

Le applicazioni lineari da Rn in R sono tutte e sole quelle della forma

f(x) = 〈x∗, x〉 con x∗ ∈ Rn.

DEFINIZIONE 1.5. Sef ∈ L(Rn,Rm) definiamo norma dif ,

‖f‖0 = sup{‖f(x)‖ : ‖x‖ ≤ 1}.
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Possiamo identificaref con la matriceA per la quale risultaf(x) = Ax, per cui possiamo anche
definire

‖A‖0 = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

D’altro canto si pùo definire

‖A‖p = (
∑
ij

|aij|p)1/p p ≥ 1

e

‖A‖∞ = max{|aij| : i = 1, ..,m , j = 1, .., n }

esattamente come negli spazi euclidei e si può osservare che

‖A‖0 ≤ ‖A‖2 = ‖A‖

la disuguaglianza essendo stretta ad esempio seA = I .
Possiamo anche provare che
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Si ha che
‖A‖0 = sup{|〈Ax, y〉| : ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 }

ed inoltre, seA ∈Mn×n = Mn è simmetrica

‖A‖0 = sup{|〈Ax, x〉| : ‖x‖ ≤ 1 = Λ

dove
Λ = max{λi : i = 1, 2, ..n} = λi0

3. Forme Bilineari e Quadratiche

DEFINIZIONE 1.6. Si chiama forma bilineare inRn una funzione

f : Rn × Rn → R
tale chef(·, y) ef(x, ·) siano funzioni lineari suRn.

Le funzioni bilineari suRn sono tutte e sole quelle definite da

f(x, y) = 〈x,Ay〉 = 〈Bx, y〉 con A,B ∈Mn

doveB è la matrice trasposta diA. (si ottiene daA scambiando le righe con le colonne. Solitamente si
denotaB = A∗).
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DEFINIZIONE 1.7. Sef è una forma bilineare inRn; la funzione

g : Rn −→ R
definita da

g(x) = f(x, x)

si chiama forma quadratica inRn.
Si pùo sempre trovare una matriceA ∈Mn, non unica, tale che

g(x) = 〈x,Ax〉
possiamo inoltre sempre scegliereA in modo che sia una matrice simmetrica; in tal casoA si dice matrice
associata alla forma quadratica e risulta univocamente determinata.

Seg è una forma quadratica;g si dice semidefinita positiva (negativa) se

g(x) ≥ 0 ( ≤ 0 ) ∀x ∈ Rn

g si dice definita positiva (negativa) se

g(x) > 0 ( < 0 ) ∀x ∈ Rn{0}.

Si possono provare i seguenti:
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TEOREMA 1.1. Siag una forma quadratica e siaA la matrice ad essa associata; allora

• g è definita positiva se e solo se, dettoAk il minore principale di ordinek di A , si ha

det Ak > 0 ∀k ;

• g è definita negativa se solo se

(−1)kdet Ak > 0 ∀k.

TEOREMA 1.2. Siag una forma quadratica e siaA la matrice ad essa associata; allora

• g è definita positiva (negativa) se e solo se, dettiλk i suoi autovalori, si ha

λk > 0 ( < 0 ) ∀k ;

• g è semidefinita positiva (negativa) se e solo se

λk ≥ 0 ( ≤ 0 ) ∀k.

Il prodotto scalare inRn

f(x, y) = 〈x, y〉
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è il più semplice esempio di funzione bilineare; la forma quadratica

g(x) = f(x, x) = 〈x, x〉 = ‖x‖

si riduce alla norma euclidea inRn La matrice di rappresentazione della forma bilineare associata al
prodotto scalarèe la matrice identica.

4. Propriet à Topologiche

Una successione inRn è una applicazione

x : N −→ Rn

N 3 k 7→ xk ∈ Rn

Le propriet à di una successione inRn possono essere studiate componente per componente.
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DEFINIZIONE 1.8. Chiamiamo sfera aperta di centrox0 e raggior, l’insieme

S(x0, r) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < r}

SeA ⊂ Rn

• x0 ∈ A si dice interno adA se esister > 0 tale cheS(x0, r) ⊂ A.
• x0 è punto di frontiera perA ⊂ Rn se

∀δ > 0 S(x0, δ) ∩ A 6= ∅ e S(x0, δ) ∩ Ac 6= ∅

L’insieme dei punti diA che sono interni si indica conintA.
A ⊂ Rn si dice aperto se tutti i suoi punti sono interni, cioè seA = intA.
A ⊂ Rn si dice chiuso se il suo complementareè aperto.
∂A è l’insieme dei punti di frontiera diA .
La chiusura diA è l’insieme

clA = {x ∈ Rn : ∃xk ∈ A, xk → x}.

Si pùo verificare che
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SeA ⊂ Rn

• clA = ∂A ∪ A
• A è aperto se e solo se∀x ∈ A, ∀xk, xk → x, si haxk ∈ A definitivamente;
• A è chiuso se e solo se∀xk ∈ A, xk → x, si hax ∈ A .

DEFINIZIONE 1.9. Un insiemeA ⊂ Rn si dice

• limitato, se esister > 0 tale cheA ⊂ S(0, r);
• convesso, se∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A;
• compatto, se∀xk ∈ A, esiste un’estrattaxkh

→ x ∈ A;
• connesso, se non esistono due insiemi aperti,A1,A2 tali che A1 ∩ A 6= ∅ , A2 ∩ A 6= ∅,
A ∩ (A1 ∩ A2) = ∅ , A ⊂ A1 ∪ A2.

Si pùo dimostrare che



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

• A è compatto se e solo seA è chiuso e limitato.
• In R gli insiemi connessi sono tutti e soli gli intervalli.
• Gli insiemi connessi ed aperti diRn possono essere caratterizzati dalla seguente condizione

∀x, y ∈ A esiste una funzione

φ : [a, b] −→ A

continua, lineare a tratti ( il cui grafico è costituito da segmenti paralleli agli assi) tale che
φ(a) = x eφ(b) = y.

• SeA è convesso, alloraA è connesso.
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FIGURA 1.1.
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CAPITOLO 2

LE FUNZIONI DI PI Ù VARIABILI

Questo capitolòe dedicato allo studio delle proprietà di continuit̀a e differenziabilit̀a delle funzioni

f : Rn → Rm

conn,m ≥ 1,

DEFINIZIONE 2.1. È data una funzione

f : Rn −→ Rm

se sono assegnati

• un insiemeA ⊂ Rn

• una corrispondenza
x ∈ A 7→ f(x) ∈ Rm

che ad ognix ∈ A associa uno ed un solo vettoref(x) ∈ Rm.

Si dice cheA è il dominio dif e si scriveD(f) = A e, nel caso che tale dominio non sia esplicitamente
indicato, si suppone la corrispondenzaf definita per tutti glix ∈ Rn per cuiè possibile consideraref(x).
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Si definisce rango dif

R(f) = {y ∈ Rm : ∃x ∈ A, y = f(x)}

e grafico dif .

G(f) = {(x, y) ∈ Rn × Rm : y = f(x)}

Restrizione e composizione di funzioni sono definite come nel caso reale e parimenti simileè la
definizione di iniettivit̀a, surgettivit̀a, bigettivit̀a.

1. Limiti

Lo studio dei limiti di una funzione di più pùo essere condotto semplicemente ripercorrendo i risultati
ottenuti nel caso di una funzione reale di una variabile reale, avendo cura di puntualizzare solo qualche
particolare sui valori infiniti.
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Quandon = 1, si estendeR mediante due punti all’infinito che vengono denominati+∞ e−∞, in
quanto è ben chiaro che due punti diR possono sempre essere confrontati nella relazione d’ordine
(R è totalmente ordinato). Sen > 1 cade la possibilit̀a di ordinare totalmente Rn e pertanto si
preferisce estendereRn, n > 1, con un solo punto all’infinito che viene denominato semplicemente
∞. Ricordiamo che, anche se meno utile, questa possibilità esiste anche inR

DEFINIZIONE 2.2. Sen = 1 ex0 ∈ R ∪ {±∞}, definiamo, perρ > 0

I(x0, ρ) =


(ρ,+∞) se x = +∞
(x0 − ρ, x0 + ρ) se x ∈ R
(−∞,−ρ) se x = −∞

Definiamo inoltreI0(x0, ρ) = I(x0, ρ) \ {x0}.
Sen > 1, x0 ∈ Rn ∪ {∞}, definiamo perρ > 0

I(x0, ρ) =

{
{x0 ∈ Rn : ‖x0‖ < ρ} = S(x0, ρ) x0 ∈ Rn

{x0 ∈ Rn : ‖x0‖ > ρ} x0 = ∞
anche qui poniamoI0(x0, ρ) = I(x0, ρ) \ {x0}
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DEFINIZIONE 2.3. SiaA ⊂ Rn, si dice chex0 ∈ Rn ∪ {∞} è un punto di accumulazione perA se
∀r > 0 I0(x0, r) ∩ A 6= ∅.

Indichiamo conD(A) l’insieme dei punti di accumulazione diA.

SiaA ⊂ Rn, x0 ∈ Rn ∪ {∞}; x0 ∈ D(A) se e solo se∃xk ∈ A, xk 6= x0, xk → x0.

DEFINIZIONE 2.4. Siaf : A→ Rn, A ⊂ Rn e siax0 ∈ D(A); diciamo che

lim
x→x0

f(x) = `

se

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 tale che se x ∈ I0(x0, δ(ε)) ∩ A si ha f(x) ∈ I(`, ε)
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Si pùo facilmente provare che:

• ogni funzione che ammette limite finitoè localmente limitata;
• il limite di una funzione, se esiste,̀e unico;
• sem = 1 vale il teorema della permanenza del segno;
• il limite di una somma è uguale alla somma dei limiti, ove questi esistono finiti;
• il limite del prodotto di una funzione a valori reali per una funzione a valori vettoriali è

uguale al prodotto dei limiti, ove questi esistono finiti;
• sem = 1 il limite del reciproco di una funzione è uguale al reciproco del limite della funzione

stessa, ammesso che non sia nullo.
• sem = 1 valgono i risultati sul confronto dei limiti del tipo considerato per le funzioni reali

di una variabile;
• il limite di una funzione può essere caratterizzato per successioni come per le funzioni di

una variabile.

Ricordiamo anche l’enunciato che permette di calcolare il limite di una funzione composta
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Siaf : A −→ Rm,A ⊂ Rn, x0 ∈ D(A) e siag : B −→ A,B ⊂ Rp, y0 ∈ D(B), g(B) ⊂ A; supponiamo
che

lim
x→x0

f(x) = e lim
y→y0

g(y) = x0

Allora, se una delle due seguenti condizionìe verificata
• x0 6∈ dom f
• f(x0) = `

si ha
lim
y→y0

f(g(y)) = `.

2. Continuit à

DEFINIZIONE 2.5. Siaf : A −→ Rm, x0 ∈ A ⊂ Rn, diciamo chef è una funzione continua inx0 se
∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 tale che

sex ∈ A, ‖x− x0‖ < δ(ε) si ha‖f(x)− f(x0)‖ < ε.
Nel caso in cuix0 ∈ A ∩ D(A), la condizione sopra espressaè equivalente alla

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

f si dice continua inA seè continua in ogni punto di A.
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Come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale si prova che:

• la somma di funzioni continueè continua;
• il prodotto di una funzione a valori vettoriali per una funzione a valori scalari, entrambe

continue, è continua;
• sem = 1, il reciproco di una funzione continua è continuo dove ha senso definirlo;
• vale la caratterizzazione della continuit̀a per successioni data, nel caso reale;
• la composta di funzioni continueè una funzione continua.
• selimx→x0 f(x) = λ e limx→x0 g(x) = µ, conλ, µ ∈ Rm si ha

lim
x→x0

〈f(x), g(x)〉 = 〈λ, µ〉

• In particolare la funzione 〈·, ·〉 : Rm × Rm → R è continua

Valgono per le funzioni continue i soliti teoremi
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TEOREMA 2.1. -degli zeri - Siaf : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto e connesso e supponiamo chef sia
una funzione continua; allora se esistonox1, x2 ∈ A tali chef(x1)f(x2) < 0 esiste anchex0 ∈ A tale
chef(x0) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Poich̀e A è connessòe possibile congiungerex1 ed x2 con una linea spezzata
costituita di segmenti paralleli agli assi coordinati.

Sianoxj gli estremi di ciascuno dei segmenti, nel caso in cuif(xj) = 0 per qualchej, il teoremaè
dimostrato, in caso contrario esisterannoxk, xk+1 tali chef(xk)f(xk+1) < 0.

Allora la funzione[0, 1] 3 t 7→ ϕ(t) = f(xk + t(xk+1 − xk) ∈ R è continua e si pùo applicare aϕ il
teorema degli zeri. 2

TEOREMA 2.2. - Weierstraß- Sia f : A −→ R una funzione continua e supponiamo cheA sia un
insieme compatto; allora esistonox1, x2 ∈ A tali che

f(x1) = min{f(x) : x ∈ A}

f(x2) = max{f(x) : x ∈ A}



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

FIGURA 2.1. Il teorema degli zeri
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DIMOSTRAZIONE. Sia, ad esempioλ = inf{f(x) : x ∈ A}; allora esiste una successionexk ∈ A tale
chef(xk) → λ e, dal momento cheA è compatto,̀e possibile trovare una successionexkh

→ x1 ∈ A. Si
ha pertantof(xkh

) → λ e, per la continuit̀a dif , f(xkh
) → f(x1). Ne segue cheλ = f(x1) e la tesi. 2

TEOREMA 2.3. - Weiertsraß generalizzato- Siaf : Rn −→ R una funzione continua e supponiamo
che esistâx ∈ Rn tale che

lim
x→∞

f(x) > f(x̂)

allora esistex1 ∈ Rn tale che
f(x1) = min{f(x) : x ∈ Rn}

DIMOSTRAZIONE. Sia
λ = inf{f(x) : x ∈ Rn}

si haf(x̂) ≥ λ.
Sia poiδ > 0 tale che se‖x‖ > δ si abbiaf(x) ≤ f(x̂) + ε, conε > 0.
Sia ancoraxk ∈ Rn tale chef(xk) → λ.
Allora, perk abbastanza grande, si haf(xk) < f(x̂) + ε e quindi‖xk‖ ≤ δ.
Si pùo pertanto estrarre daxk una successionexkh

tale chexkh
→ x1 e si pùo concludere utilizzando

le stesse argomentazioni del teorema precedente. 2
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DEFINIZIONE 2.6. Siaf : A −→ Rm, A ⊂ Rn; f si dice uniformemente continua inA se
∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 tale che sex, y ∈ A e‖x− y‖ < δ(ε), si ha

‖f(x)− f(y)‖ < ε.

TEOREMA 2.4. - Heine-Cantor - Siaf : A −→ Rm, A ⊂ Rn ; sef è una funzione continua suA ed
A è un insieme compatto alloraf è uniformemente continua suA.

COROLLARIO 2.1. Siaf : Rn → Rm, lineare; allora
• f è uniformemente continua suRn;
• f trasforma insiemi limitati diRn in insiemi limitati diRm.

3. Differenziabilit à e Derivabilità

DEFINIZIONE 2.7. - Siaf : A −→ Rm, A ⊂ Rn, A aperto,x0 ∈ A; diciamo chef è differenziabile
in x0 se esiste una applicazione lineare

L : Rn −→ Rm

tale che

lim
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− L(h)‖
‖h‖

= 0
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L’applicazione lineareL si chiama differenziale dif in x0 e si indica solitamente condf(x0).
La matrice che la rappresenta si chiama matrice jacobiana dif in x0 e verr̀a indicata con∇f(x0). Si

ha percìo

L(h) = df(x0)(h) = ∇f(x0)h

Quandom = 1, ∇f(x0) si riduce ad un vettore di Rn e si indica col nome di gradiente dif in x0;
faremo uso del nome gradiente anche sem > 1.

Osserviamo infine che∇f : A −→ Rm×n = Mm×n

Siaf : A −→ Rm, posto
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ω(h) =
‖f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)(h)‖

‖h‖
per la definizione di differenziabilità si ha

lim
h→0

ω(h) = 0

per cui

f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)(h) = ‖h‖ω(h)

Se viceversa vale l’uguaglianza precedente si può verificare chef è differenziabile.
Naturalmente

‖f(x0 + h)− f(x0)‖ ≤ [ω(h) + ‖df(x0)‖] ‖h‖
e si ha

lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0)

per cui
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Ogni funzione differenziabile è continua.

DEFINIZIONE 2.8. Sia f : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto,x0 ∈ A; diciamo chef è parzialmente
derivabile inx0 rispetto alla variabilexi se

lim
t→0

f(x0 + tei)− f(x0)

t

esiste finito.
In tal caso denotiamo il valore di tale limite con il simbolo

∂f

∂xi

(x0) oppure con fxi
(x0)

e lo chiamiamo derivata parziale dif rispetto adxi calcolata inx0.
(Osserviamo chetei = (0, 0, .., t, .., 0, 0) ).
Sey ∈ Rn, diciamo chef è derivabile inx0 rispetto al vettorey se

lim
t→0+

f(x0 + ty)− f(x0)

t



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

esiste finito.
In tal caso denotiamo il valore di tale limite conf ′(x0, y).
E’ facile vedere chef è derivabile rispetto allai-esima variabile se e solo sef ′(x0, ei) edf ′(x0,−ei)

esistono e

f ′(xo, ei) = −f ′(x0,−ei)

In tal caso si ha

f ′(x0, ei) = −f ′(x0,−ei) = fxi
(x0).

TEOREMA 2.5. Siaf : A −→ R, x0 ∈ A ⊂ Rn, A aperto e supponiamo chef sia differenziabile in
x0; allora f è derivabile inx0 lungo ogni direzione e si ha

f ′(x0, y) = df(x0)(y) = 〈∇f(x0), y〉

Se ne deduce in particolare, scegliendoy = ei edy = −ei chef è derivabile inx0 rispetto adxi e che

(∇f(x0))i = fxi
(x0).
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DIMOSTRAZIONE. Dal momento chef è differenziabile,

|f(x0 + h)− f(x0)− 〈∇f(x0), h〉|
‖h‖

= ω(h)

con limh→0 ω(h) = 0.
Perh = ty cont > 0 si ha

|f(x0 + ty)− f(x0)− 〈∇f(x0), ty〉| = t‖y‖ω(ty)

e ∣∣∣∣f(x0 + ty)− f(x0)

t
− 〈∇f(x0), y〉

∣∣∣∣ = ‖y‖ω(ty)

Quindi

f ′(x0, y) = 〈∇f(x0), y〉 = df(x0)(y).

Osserviamo che, sef è differenziabile inx0, allora si ha

f ′(x0, y) = −f ′(x0,−y)
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e pertanto

lim
t→0+

f(x0 + ty)− f(x0)

t
= lim

t→0−

f(x0 + ty)− f(x0)

t
2

TEOREMA 2.6. Siaf : A −→ Rm, x0 ∈ A ⊂ Rn, A aperto e siaf = (f1, f2, ....., fm) confj : A −→
R, j = 1, 2, ...,m.

Allora f è differenziabile inx0 se e solo sefj è differenziabile inx0 per ognij = 1, 2, ...,m.
Inoltre si ha

∇f(x0) =


∇f1(x0)
∇f2(x0)

·
·
·

∇fm(x0)


TEOREMA 2.7. -Derivazione delle Funzioni Composte- Sia f : A −→ Rm, A ⊂ Rn, e siag :

B −→ A,B ⊂ Rp.
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Possiamo allora consideraref(g(·)) : B → Rm.
Sianox0 ∈ A, y0 ∈ B tali cheg(y0) = x0, f eg siano differenziabili inx0 edy0, rispettivamente.
Allora f(g(·)) è differenziabile iny0 e si ha

∇f(g(y0)) = ∇f(x0) · ∇g(y0) = ∇f(g(y0)) · ∇g(y0),

essendo il prodotto tra matrici inteso righe per colonne.

DIMOSTRAZIONE. Si ha

f(x0 + h)− f(x0)−∇f(x0)h = ‖h‖ω1(h) con lim
h→0

ω1(h) = 0

ed anche
g(y0 + k)− g(y0)−∇g(y0)k = ‖k‖ω2(k) con lim

k→0
ω2(k) = 0

Pertanto posto
h(k) = g(y0 + k)− g(y0)

si ha
lim
k→0

h(k) = 0
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e quindi

f(g(y0 + k))− f(g(y0))−∇f(x0)∇g(y0)k

‖k‖
=

=
∇f(x0)[g(y0 + k)− g(y0)−∇g(y0)k] + ‖h(k)‖ω1(h(k))

‖k‖
=

= ∇f(x0)ω2(k) +
‖h(k)‖ω1(h(k))

‖k‖
−→ 0

dal momento che
‖h(k)‖ ≤ ‖k‖(ω2(k) + cost)

2

Esplicitiamo in caso semplice il teorema di derivazione delle funzioni composte con lo scopo di
illustrarne l’uso.

Sia
f : R2 → R , g : R2 7→ R2

(x, y) 7→ f(x, y) , (t, s) 7→ (x(t, s), y(t, s))
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e consideriamo la funzione

φ(t, s) = f(x(t, s), y(t, s)) = f(g(t, s))

Utilizzando il teorema possiamo affermare che

(φt(t, s), φs(t, s)) = ∇φ(t, s) = ∇f(g(t, s)) · ∇g(t, s)

Ma

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) , , ∇g(t, s) =

(
xt(t, s) xs(t, s)
yt(t, s) ys(t, s)

)
per cui

(φt(t, s), φs(t, s)) =

(fx(x, y), fy(x, y))

(
xt(t, s) xs(t, s)
yt(t, s) ys(t, s)

)
=

(fx(x, y)xt + fy(x, y)yt, fx(x, y)xs + fy(x, y)ys)
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Sef : A −→ Rm, A ⊂ Rn, A aperto, è differenziabile inA e se definiamo

φ(t) = f(x+ th)

si ha cheφ è derivabile per i valori di t tali che x+ th ∈ A (cioè almeno in un intorno (−δ, δ) di 0) e
si ha

φ′(t) = ∇f(x+ th)h

Nel caso in cuif assuma valori reali si ha

φ′(t) = 〈∇f(x+ th), h〉

Il teorema di Lagrange applicato alla funzioneϕ appena introdotta permette di affermare che

Sef assume valori reali edè differenziabile inA; allora, allora

f(x+ h)− f(x) = 〈∇f(x+ τh), h〉 τ ∈ (0, 1)

di conseguenza
|f(x+ h)− f(x)| ≤ ‖h‖ sup

t∈(0,1)

‖∇f(x+ th)‖
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Tenendo conto che sef assume valori inRm allora f = (f1, .., fm), con fj a valori reali, si pùo
concludere che

Sef : A −→ Rm, A ⊂ Rn, è differenziabile inA; allora,

‖f(x+ h)− f(x)‖ ≤ ‖h‖ sup
t∈(0,1)

‖∇f(x+ th)‖0.

infatti poich è esisteph ∈ Rm, di norma 1, tale che

(2.1) ‖f(x+ h)− f(x)‖ = 〈ph, f(x+ h)− f(x)〉 =

= 〈ph,∇f(x+ τh)h〉 ≤
≤ ‖h‖ sup

t∈(0,1)

‖∇f(x+ th)‖0
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Quando la funzionef assume valori inRm,m > 1, il precedente risultato può non essere vero.
Sia infattif : R −→ R2 definita daf(t) = (cos t, sin t); si ha

(0, 0) = f(2π)− f(0) 6= 2π(−sin t, cos t) = 2π∇f(t) ∀t ∈ (0, 2π)

Poich̀e la definizione noǹe di immediata verifica,̀e utile avere condizioni sufficienti che assicurino la
differenziabilit̀a di una funzione.

Sef : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto, ammette derivate parziali prime continue inA (indicheremo
questo dicendo chef ∈ C1); allora f è differenziabile inA.

Infatti: se ad esempio consideriamo il cason = 2, indichiamo con(x, y) un punto diA e supponiamo
che le derivate parziali primefx edfy siano continue inA; avremo
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f(x+ h, y + k)− f(x, y)− fx(x, y)h− fy(x, y)k

(h2 + k2)
=

=
f(x+ h, y + k)− f(x+ h, y) + f(x+ h, y)√

h2 + k2
−

−f(x, y)− fx(x, y)h− fy(x, y)k√
h2 + k2

=

per il teorema di Lagrange applicato alle funzionif(x+ h, ·) ef(·, y)

=
(fx(ξ, y)− fx(x, y))h+ (fy(x+ h, η)− fy(x, y))k

(h2 + k2)

con|x− ξ| < h e |y − η| < k.
Pertanto, osservando che ∣∣∣∣ h

h2 + k2

∣∣∣∣ ≤ 1 e

∣∣∣∣ k

h2 + k2

∣∣∣∣ ≤ 1
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per la continuit̀a difx edfy l’ultimo membro tende a0 quando(h, k) → (0, 0).
Possiamo affermare in maniera simile che

Sef : A −→ Rm, A ⊂ Rn, A aperto, ammette derivate parziali prime continue inA (cioè se ognuna
dellem componentifj è di classeC1: fj ∈ C1); allora f è differenziabile inA.

Sef : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto, e chiamiamo derivata parziale seconda dif rispetto alle variabili
xi edxj, calcolata inx, e scriviamofxixj

(x) la derivata rispetto axj della Funzionefxi
, calcolata inx.

Nel caso in cuin = 2 e le variabili inA si indichino con(x, y) possiamo calcolare4 derivate parziali
seconde:

fxx , fxy , fyx , fyy

Si pùo dimostrare che
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TEOREMA 2.8. -Schwartz - Siaf : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto, e supponiamo chef sia parzialmente
derivabile due volte inA e che almeno una trafxy efyx sia continua; allora

fxy(x, y) = fyx(x, y)

Infatti se ad esempio supponiamo chefxy sia continua, posto

ω(h, k) =
f(x+ h, y + k)− f(x+ h, y)− f(x, y + k) + f(x, y)

hk

si ha

fxy(x) = lim
k→0

lim
h→0

ω(h, k)

e

fyx(x) = lim
h→0

lim
k→0

ω(h, k)

Pertanto se proviamo, che

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
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esiste finito, avremo che

lim
h,k)→(0,0)

ω(h, k) = lim
k→0

lim
h→0

ω(h, k) = lim
h→0

lim
k→0

ω(h, k)

e l’uguaglianza delle due derivate seconde
Applicando il teorema di Lagrange alla funzione

h 7→ f(x+ h, y + k)− f(x+ h, y)

si ha

ω(h, k) =
fx(x+ ξ, y + k)− fx(x+ ξ, y)

k
, −h < ξ < h

ed applicando ancora Lagrange alla funzione

k −→ fx(x+ ξ, y + k)

si ottiene
ω(h, k) = fxy(x+ ξ, y + η), −k < η < k

Ora
lim

(h,k)→(0,0)
(ξ, η) = (0, 0)
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e pertanto, per la continuità difxy

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k) = fxy(x, y).

In generale possiamo enunciare il seguente teorema

TEOREMA 2.9. Siaf : A −→ Rm,A ⊂ Rn,A aperto, e supponiamo chef sia parzialmente derivabile
due volte inA; allora

fxixj
(x) = fxjxi

(x)

per tutti gli x ∈ A ove almeno una trafxixj
efxjxi

è continua.

Le derivate parziali di ordine superiore si definiscono in maniera del tutto simile.
Le derivate parziali seconde caratterizzano il gradiente della funzione∇f infatti, sef : A −→ R,

A ⊂ Rn, A aperto,̀e differenziabile inA, possiamo considerare la funzione

∇f : A −→ Rn

Se∇f è a sua volta differenziabile (ricordiamo che basta che le derivate parziali prime di∇f siano
continue), possiamo considerare∇(∇f)(x) e si vede che
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∇(∇f)(x) =

∇fx1(x)
· · ·

∇fxn(x)

 =

fx1x1(x) · · · fx1xn(x)
· · · · · · · · ·

fxnx1(x) · · · fxnxn(x)


La matrice∇(∇f)(x) si indica solitamente conHf(x) e si chiama matrice Hessiana dif in x.
La funzione quadraticag(h) = 〈h,Hf(x)h〉 viene di solito indicata con il nome di forma quadratica

hessiana dif in x.
Qualoraf ammetta derivate parziali seconde continue inA (f ∈ C2(A)), per il teorema di Schwarz, la

matriceHf(x) è simmetrica.
Per fissare le idee ricordiamo che nel caso di una funzione di due variabili a valori reali

Hf(x, y) = ∇(∇f)(x, y) =

(
∇fx(x, y)
∇fy(x, y)

)
=

(
fxx(x, y) fxy(x, y)
fyx(x, y) fyy(x, y)

)
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4. Formula di Taylor

Consideriamo una funzionef : A −→ R, A ⊂ Rn, A aperto, x0 ∈ A, e siah ∈ S(0, r) dover > 0 è
scelto in modo chex0 + S(0, r) ⊂ A.
Definiamoφ : (−1, 1) −→ R mediante la

ϕ(t) = f(x0 + th)

se supponiamof ∈ Ck (cioè seè derivabilek volte inA), avremo cheϕ è derivabilek volte in (−1, 1)
e si ha

ϕ′(t) = df(x0 + th)h = 〈h,∇f(x0 + th)〉

ϕ′′(t) =
d

dt

n∑
i=1

hifxi
(x0 + th) =

=
n∑

i=1

hi〈∇fxi
(x0 + th), h〉 = 〈h,Hf(x0 + th)h〉
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Possiamo pertanto ottenere una formula di Taylor anche per funzioni di più variabili, sviluppando la
funzioneϕ. Ci limitiamo al secondo ordine in quantoè l’unico di cui abbiamo necessità ed in ogni casòe
l’ultimo che possa essere enunciato senza eccessive difficoltà formali.

TEOREMA 2.10. Sef : A −→ R,A ⊂ Rn,A aperto,x ∈ A e sef ∈ C2(A), (e quindiè differenziabile
due volte).

Allora perh abbastanza piccolo si ha
•

f(x+ h) = f(x) + 〈h,∇f(x)〉+ 〈h,Hf(x+ ξh)h〉/2, ξ ∈ (0, 1)

(formula di Taylor con il resto di Lagrange)
•

f(x+ h) = f(x) + 〈h,∇f(x)〉+ 〈h,Hf(x)h〉/2 + ‖h‖2ω(h)

con limh→0 ω(h) = 0 eω(0) = 0
(formula di Taylor con resto di Peano).

DIMOSTRAZIONE.
Applicando aϕ la formula di McLaurin otteniamo

φ(1) = φ(0) + φ′(0) + φ′′(ξ)/2 0 < ξ < 1
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da cui tenuto conto che

φ′(t) = 〈h,∇f(x+ th)〉

φ′′(t) = 〈h,Hf(x+ th)h〉

si ricava la prima affermazione
Inoltre

f(x+ h) = f(x) + 〈∇f(x), h〉+ 〈h,Hf(x)h〉/2 + ‖h‖2ω(h)

non appena si definisca

ω(h) =
〈h, (Hf(x+ ξhh)−Hf(x))h〉

2‖h‖2

dovelimh→0 ω(h) = 0 in quantoHf è continuo e

|ω(h)| ≤ ‖Hf(x+ ξhh)−Hf(x)‖/2, ‖ξhh‖ ≤ ‖h‖.

2
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5. Massimi e Minimi Relativi

DEFINIZIONE 2.9. Diciamo chex è un punto di minimo (massimo) relativo perf se esiste una sfera
S(x, r), r > 0, tale che

f(y) ≥ f(x) ( f(y) ≤ f(x) ) ∀y ∈ S(x, r) ∩ A

TEOREMA 2.11. Sex è un punto di minimo (massimo) relativo perf interno al suo dominio, allora

• sef è differenziabile inx si ha∇f(x) = 0;
• sef ammette derivate seconde continue inx,Hf(x) è semidefinita positiva (negativa).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare cheϕ(t) = f(x+ th) ammette un punto di minimo relativo in0 e
che∀h ∈ S(0, r)

0 = φ′(0) = 〈∇f(x), h〉
ed anche

0 ≤ φ”(0) = 〈h,Hf(x)h〉
La prima condizione assicura che∇f(x) = 0, mentre la secondàe, per definizione, la semidefinitezza

di Hf(x). 2
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Se∇f(x) = 0 e Hf(x) è una forma quadratica non definita, allorax non è ńe punto di massimo
relativo, ńe punto di minimo relativo perf ; un punto siffatto viene solitamente indicato con il nome di
’punto sella’.

TEOREMA 2.12. Sef ∈ C2(A),

• ∇f(x) = 0
• Hf(x) è definita positiva (negativa)

allora x è punto di minimo (massimo) relativo perf .

DIMOSTRAZIONE. Si ha

f(x+ h)− f(x) = 〈h,Hf(x)h〉/2 + ‖h‖2ω(h)

con limh→0 ω(h) = 0 = ω(0).
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Se ne deduce che

f(x+ h)− f(x)

‖h‖2
=

1

2

〈
h

‖h‖
, Hf(x)

h

‖h‖

〉
+ ω(h) ≥

≥ min

{
1

2
〈u,Hf(x)u〉 : ‖u‖ = 1

}
+ ω(h) =

M

2
+ ω(h)

dove

M = min{〈u,Hf(x)u〉 : ‖u‖ = 1} = 〈u0, Hf(x)u0〉 > 0

in quanto‖u0‖ = 1
(Il minimo esiste per il teorema di WeierstraßedM > 0 perch́e Hf(x) è definita positiva eu0 6= 0.)
Pertanto, per il teorema della permanenza del segno, si può scegliereρ > 0 in modo che, seh ∈

S(0, ρ), si abbia

f(x+ h)− f(x)

‖h‖2
> 0

e la tesi. 2
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6. Convessit̀a

DEFINIZIONE 2.10. Siaf : A −→ R, A ⊂ Rn convesso; diciamo chef è convessa se

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ (0, 1)

Inoltre f si dice strettamente convessa se vale la disuguaglianza stretta.

Si prova facilmente che Sef è convessa allora

L−α = {(x ∈ Rn : f(x) ≤ α}

è un insieme convesso.
Con qualche difficolt̀a in più si prova che una funzionef convessa su un apertoA è continua.
Inoltre applicando i risultati noti per le funzioni convesse di una variabile alla funzione

ϕ(t) = f(x+ ty)

possiamo dimostrare che
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• Sef è convessa su un apertoA, f ′(x, y) esiste∀x ∈ A, ∀y ∈ Rn.
• sef ∈ C2(A), allora sono fatti equivalenti:

– f è convessa

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ∀x, y ∈ A
– Hf(x) è semidefinita positiva.

• le seguenti condizioni sono ciascuna sufficiente per la successiva:
– Hf(x) è definita positiva∀x ∈ A;
– f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ∀x, y ∈ A, y 6= x ;
– f è strettamente convessa.

7. Funzioni Implicite

Se

f : A −→ R A ⊂ R2

è una funzione reale di due variabili reali possiamo considerare l’insieme definito inR2 da

G = {(x, y) ∈ A : f(x, y) = 0 }

È naturale, per studiare tale insieme, cercare una funzioneφ il cui grafico coincida localmente conG.
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Ciò è equivalente a risolvere rispetto ady l’equazionef(x, y) = 0, edè il procedimento che si segue
quando, per studiare il luogo dei punti del piano in cui

x2 + y2 = 1

si ricava, ad esempio,

y =
√

1− x2 oppure y = −
√

1− x2

Nel caso in cui non sia facile esplicitare una delle due variabili in funzione della seconda, siamo
interessati a sapere seè possibile definire una delle due variabili in funzione dell’altra e a studiare qualche
propriet̀a della funzione che evidentemente nonè possibile scrivere esplicitamente in termini di funzioni
elementari.

TEOREMA 2.13. - Dini - SiaA = (x0 − a, x0 + a)× (y0 − b, y0 + b), f : A −→ R e supponiamo che
le seguenti condizioni siano verificate:

f ∈ C1(A)

f(x0, y0) = 0

fy(x0, y0) 6= 0
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Allora esisteδ > 0 ed esisteφ : (x0 − δ, x0 + δ) −→ (y0 − b, y0 + b) tale che

φ(x0) = y0

f(x, y) = 0 ⇔ y = φ(x), ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

φ è derivabile in(x0 − δ, x0 + δ) e

φ′(x) = −fx(x, φ(x))

fy(x, φ(x))
.

DIMOSTRAZIONE. Sia fy(x0, y0) > 0 e sianoα, β scelti in modo che0 < α < a, 0 < β < b e
fy(x, y) > M > 0 se|x− x0| ≤ α e |y − y0| ≤ β (ciò è possibile per la continuità di fy e per il teorema
della permanenza del segno).

Ora, evidentemente,f(x0, ·) è una funzione strettamente crescente in[y0 − β, y0 + β] e pertanto

f(x0, y0 − β) < f(x0, y0) = 0 < f(x0, y0 + β)

Ancora per il teorema della permanenza del segno, applicato adf(·, y0 − β) e adf(·, y0 + β), si pùo
scegliere0 < δ ≤ α, in modo che se

|x− x0| < δ
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FIGURA 2.2. Il teorema delle funzioni implicite

si abbia
f(x, y0 − β) < 0, f(x, y0 + β) > 0



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

FIGURA 2.3. Il teorema delle funzioni implicite

Pertanto se|x− x0| < δ, |y − y0| < β, si ha

fy(x, y) > 0, f(x, y0 − β) < 0, f(x, y0 + β) > 0
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e per ognix ∈ (x0 − δ, x0 + δ) si pùo affermare che esiste uno ed un solo valorey ∈ (y0 − β, y0 + β) tale
chef(x, y) = 0 (teorema degli zeri e stretta crescenza dif(x, ·)).

Possiamo pertanto definireφ : (x0 − δ, x0 + δ) −→ (y0 − β, y0 + β) mediante laφ(x) = y.
Vediamo ora di provare cheφ è continua e derivabile in(x0 − δ, x0 + δ).
Sianox, x+ h ∈ (x0 − δ, x0 + δ), allora

f(x+ h, φ(x+ h))− f(x, φ(x)) = 0

e pertanto, se definiamok(h) = φ(x+ h)− φ(x), avremo

f(x+ h, φ(x) + k(h))− f(x, φ(x)) = 0

Per il teorema di Lagrange si ha

fx(x+ τh, φ(x) + τk(h))h+ fy(x+ τh, φ(x) + τk(h))k(h) = 0

con0 < τ < 1, x+ τh ∈ (x0 − δ, x0 + δ) eφ(x) + τk(h) ∈ (y0 − β, y0 + β), per cui

φ(x+ h)− φ(x) = −hfx(x+ τh, φ(x) + τk(h))

fy(x+ τh, φ(x) + τk(h))
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e dal momento chefx edfy sono continue e

fy ≥M > 0 se (x, y) ∈ [x0 − α, x0 + α]× [y0 − β, y0 + β]

si ha
lim
h→0

φ(x+ h)− φ(x) = lim
h→0

k(h) = 0

Inoltre
φ(x+ h)− φ(x)

h
= −fx(x+ τh, φ(x) + τk(h))

fy(x+ τh, φ(x) + τk(h))

e tenuto conto che(h, k(h)) → 0 perh→ 0 si pùo concludere cheφ è derivabile inx e

φ′(x) = −fx(x, φ(x))

fy(x, φ(x))
.

2

La dimostrazione fattàe evidentemente valida solo nel caso in cuiA ⊂ R2 edf assuma valori reali,
ma l’enunciato, con le dovute modifiche, sussiste anche seA ⊂ Rn × Rm edf assume valori inRm.

TEOREMA 2.14. - funzioni implicite - Siaf : A×B −→ Rm,

A = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < a} , B = {y ∈ Rm : ‖y − y0‖ < b}
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e supponiamo che:

• f ∈ C1(A×B)
• f(x0, y0) = 0
• ∇yf(x0, y0) sia invertibile.

Allora esistonoρ, δ > 0 ed esiste una funzione

φ : D −→ E

ove

D = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < ρ} edE = {y ∈ Rm : ‖y − y0‖ < δ}

tali che

• φ(x0) = y0

• f(x, y) = 0 ⇔ y = φ(x), ∀x ∈ D
• φ è differenziabile inD e si ha

∇φ(x) = −[∇yf(x, φ(x))]−1∇xf(x, φ(x)) ∀x ∈ D.
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8. Massimi e Minimi Vincolati
Moltiplicatori di Lagrange

DEFINIZIONE 2.11. Siaf : A −→ R e siag : A −→ Rm,A ⊂ Rn; diciamo chex0 ∈ A è un punto di
massimo (o di minimo) relativo perf vincolato ag seg(x0) = 0 e se esisteδ > 0 tale che

f(x) ≤ f(x0) ( f(x) ≥ f(x0) ) ∀x ∈ {x ∈ A : g(x) = 0} ∩ S(x0, δ).

A tale proposito possiamo provare il seguente risultato.

TEOREMA 2.15. - dei moltiplicatori di Lagrange - Sianof : A −→ R e g : A −→ Rm, A ⊂ Rn,
m < n, A aperto,f, g ∈ C1(A); supponiamo inoltre chef abbia inx0 ∈ A un punto di minimo (o di
massimo) relativo vincolato ag.

Allora esistonoλ ∈ Rm eµ ∈ R non contemporaneamente nulli e tali che

µ∇f(x0) +
m∑

i=1

λi∇gi(x0) = 0.

Inoltre, se∇g(x0) ha caratteristica massima(= m), allora µ 6= 0 e si pùo supporreµ = 1.
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TEOREMA 2.16. Sianof : A −→ R e g : A −→ Rm, A ⊂ Rn aperto,m < n, f, g ∈ C1(A), x0 ∈ A;
supponiamo che esistaδ > 0 tale che

f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ {x ∈ A : gi(x) ≤ 0, i = 1, ..,m } ∩ S(x0, δ)

Allora, esistonoµ ∈ R, λ ∈ Rm tali che

µ∇f(x0) +
m∑

i=1

λi∇gi(x0) = 0

essendoλi = 0 segi(x0) < 0.
Se inoltre∇g(x0) ha caratteristica massima, si può supporreµ = 1 e si ha

λi ≥ 0 se gi(x0) = 0.

TEOREMA 2.17. - Kuhn-Tucker - SiaA ⊂ Rn aperto, convesso e sianof, gi : A −→ R, i =
1, 2, ...,m funzioni convesse; supponiamo chef, gi ∈ C1(A) e chex0 ∈ A sia scelto in modo che

gi(x0) = 0 per i = 1, 2, ..., k < m

gi(x0) < 0 per i = k + 1, ...,m



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Supponiamo inoltre chex0 sia estremale per la funzione

F (x) = f(x) +
k∑

i=1

λigi(x)

essendoλi ≥ 0 per i = 1, 2, ..., k ; allora

f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ A tali che gi(x) ≤ 0.

TEOREMA 2.18. Siaf : A −→ R,A ⊂ Rn convesso, chiuso e limitato,f convessa e continua; allora
il massimo dif in A è assunto anche in punti che sono sulla frontiera di A.

DIMOSTRAZIONE. Sia
f(x) = max{f(y) : y ∈ A}

allora, sex è interno adA, detti y, z ∈ A gli estremi del segmento ottenuto intersecandoA con una
qualunque retta passante perx, si ha

x = λy + (1− λ)z

e
f(x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(z) ≤ max{f(y), f(z)}
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2

Osservazione.Nel caso in cuiA sia poliedrale, ciòe se

A = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, gi lineare, i = 1, ..,m }
il massimo si pùo cercare solo tra i vertici della frontiera.
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CAPITOLO 3

INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI.

* La teoria dell’integrazione per le funzioni reali di pi ù variabili deve tenere conto che si pùo
integrare su sottoinsiemi di dimensione non necessariamente uguale al numero delle variabili.Ad
esempio sef dipende da3 variabili reali avremo bisogno di definire cosa si intende per integrale dif su un
sottoinsieme diR3, che possiamo intuitivamente definire come un solido (dimensione=3), una superficie
(dimensione=2) o una linea (dimensione=1).

Ricordiamo esplicitamente che il concetto di dimensione nonè semplice ǹe univocamente individuato:
possiamo parlare di dimensione vettoriale, di dimensione topologica, di dimensione frattale; qui abbiamo
fatto semplicemente ricorso ad un concetto intuitivo che si potrebbe precisare, ed in parte si preciserà,
parlando di dimensione topologica.

Per semplificare le notazioni e per facilitare la comprensione descriveremo il caso delle funzioni di3
variabili, essendo facile estendere i concetti al caso delle funzioni con più variabili, a prezzo di una certa
complicazione delle notazioni.
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1. Integrali Multipli

Cominciamo con il dare la definizione di integrale di una funzione limitata su una classe particolare di
sottoinsiemi diR3 gli intervalli; successivamente estenderemo la definizione ad una più generale classe di
insiemi.

1.1. Definizione di Integrale.

DEFINIZIONE 3.1. SianoI1, I2, I3 intervalli chiusi e limitati,Ii = [ai, bi], della retta reale.
Diciamo che

R = I1 × I2 × I3

è un intervallo chiuso e limitato inR3.

Nel seguito intenderemo riferirci sempre ad un intervallo chiuso e limitato, anche se queste due
propriet̀a non saranno esplicitamente menzionate.

L’interno diR risulta essere

int R = (a1, b1)× (a2, b2)× (a3, b3)
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DEFINIZIONE 3.2. SiaR un intervallo inR3; chiamiamo partizione diR il prodotto cartesianoP =
P1 × P2 × P3 dovePi è una partizione dell’intervalloIi

Denoteremo conP(R) l’insieme di tutte le partizioni dell’intervalloR.
SeP ∈ P(R), i punti di P dividonoR in un numeroN di intervalli chiusi la cui unionèeR. Tali

intervalli saranno indicati con

{Rk : k = 1, 2, ..., N}

DEFINIZIONE 3.3. SiaR un intervallo inR3 e sianoP,Q ∈ P(R); diciamo cheP è una partizione
più fine diQ e scriviamoP < Q seP ⊃ Q.

In altre paroleP è più fine diQ se e solo se ognuno degli intervalli in cuiP suddivideR è contenuto
in uno degli intervalli in cuiQ suddivideR.

DEFINIZIONE 3.4. SiaR un intervallo inR3, definiamo misura diR il numero

mis R = (b1 − a1)(b2 − a2)(b3 − a3)

DEFINIZIONE 3.5. SiaR un intervallo e siaP ∈ P(R); sianoRk, k = 1, 2, .., N , gli intervalli in cui
la partizioneP suddivideR.
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FIGURA 3.1.

FIGURA 3.2.

Siaf : R −→ R una funzione limitata e supponiamo che

m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ R
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Definiamo
mk = inf{f(x) : x ∈ Rk}
Mk = sup{f(x) : x ∈ Rk}

definiamo inoltre

L(f, P ) =
N∑

k=1

mk misRk

U(f, P ) =
N∑

k=1

Mk misRk

R(f, P,Ξ) =
N∑

k=1

f(ξk) misRk , ξk ∈ Rk

essendoΞ una funzione di scelta che assegna ad ogni intervalloRk un puntoξk.
L(f, P ) edU(f, P ) si dicono rispettivamente somme inferiori e somme superiori dif rispetto alla

partizioneP . R(f, P,Ξ) si dice somma di Riemann dif rispetto alla partizioneP e dipende, comèe
espressamente indicato, anche dalla scelta dei puntiξk in Rk.
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Esattamente come nel caso di una funzione reale di una variabile reale si può provare che

TEOREMA 3.1. SianoR un intervallo diR3, f : R −→ R limitata, allora, seP,Q ∈ P(R) e se
P < Q

mmisR ≤ L(f,Q) ≤ L(f, P ) ≤ R(f, P,Ξ) ≤ U(f, P ) ≤ U(f,Q) ≤M misR

e per ogniP,Q ∈ P(R)

mmisR ≤ L(f,Q) ≤ U(f, P ) ≤M misR

DEFINIZIONE 3.6. SiaR un intervallo inR3 e siaf : R −→ R una funzione limitata, definiamo
–∫
R

f(x)dx = inf{U(f, P ) : P ∈ P(R)}

–

∫
R

f(x)dx = sup{L(f, P ) : P ∈ P(R)}

essi si dicono rispettivamente, integrale superiore ed integrale inferiore della funzionef sull’ intervallo
R.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

E’ immediato provare che

mmisR ≤
–

∫
R

f(x)dx ≤
–∫
R

f(x)dx ≤M misR

1.2. Condizioni di Integrabilit à - Proprietà degli Integrali.

DEFINIZIONE 3.7. SiaR un intervallo inR3 e siaf : R −→ R una funzione limitata; diciamo che:

• f è integrabile se

–

∫
R

f(x)dx =

–∫
R

f(x)dx
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ed il valore comune ai due integrali superiore ed inferiore si chiama semplicemente integrale di
f suR e si denota ∫

R

f(x)dx

• f soddisfa la condizione di integrabilità se∀ε > 0 ∃Pε ∈ P(R) tale che0 ≤ U(f, Pε) −
L(f, Pε) < ε;

• f è integrabile secondo Cauchy-Riemann se∃I ∈ R tale che∀ε > 0 ∃Pε ∈ P(R) tale che se
P ∈ P(R), P < Pε si ha |R(f, P,Ξ) − I| < ε ∀Ξ ; il valore I si chiama anche questa volta
integrale dif suR.

Osserviamo che se la condizione di integrabilit̀a è soddisfatta se e solo se
comunque si scelgaP ∈ P(R), P < Pε si ha

0 ≤ U(f, P )− L(f, P ) ≤ U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε.
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Come per una sola variabile, si enuncia e si prova che

TEOREMA 3.2. Sia R un intervallo in R3 e sia f : R −→ R una funzione limitata; sono fatti
equivalenti:

• f è integrabile
• f soddisfa la condizione di integrabilità
• f è integrabile secondo Cauchy-Riemann.

TEOREMA 3.3. SiaR un intervallo inR3 e sianof, g : R −→ R funzioni limitate ed integrabili suR;
allora

• ∀α, β > 0, αf + βg è integrabile suR e∫
R

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫
R

f(x)dx+ β

∫
R

g(x)dx

• fg è integrabile suR;
• seS eT sono intervalli inR3 tali cheR = S ∪ T emis(S ∩ T ) = 0,∫

R

f(x)dx =

∫
S

f(x)dx+

∫
T

f(x)dx
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• sef ≥ 0 ∫
R

f(x)dx ≥ 0

• sef ≥ g ∫
R

f(x)dx ≥
∫

R

g(x)dx

• sef è continua,f ≥ 0, ∫
R

f(x)dx = 0 ⇒ f ≡ 0

• |f | è integrabile suR e ∣∣∣∣∫
R

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R

|f(x)|dx

seS eT sono intervalli,S ⊂ T ⊂ R e sef ≥ 0,∫
S

f(x)dx ≤
∫

T

f(x)dx
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TEOREMA 3.4. Sef : R −→ R,R ⊂ R3 intervallo, è continua, alloraf è integrabile.

1.3. Formule di Riduzione. L’integrale che abbiamo definito non può tuttavia essere calcolato, co-
me per il caso delle funzioni di una variabile reale, facendo uso del concetto di primitiva inR3; il con-
cetto di primitiva ed il teorema fondamentale del calcolo integrale trovano la loro naturale estensione
nell’ambito delle forme differenziali e del teorema di Stokes, di cui parleremo più avanti.

Il calcolo di integrali multipli si pùo per̀o ricondurre al calcolo di più integrali semplici mediante quelle
che si chiamano formule di riduzione.
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SeA ⊂ R3, la funzione
χA : R3 −→ R

definita da

χA(x) =

{
1 x ∈ A
0 x 6∈ A

si chiama funzione caratteristica diA.

TEOREMA 3.5. SiaR un intervallo inR3 e siaf : R −→ R integrabile.
Allora si ha ∫

R

f(x)dx =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

f(x1, x2, x3)dx3dx2dx1

ogniqualvolta esiste il secondo membro.

DIMOSTRAZIONE. SeP ∈ P(R),Rk = ×[aki, bki], allora si ha

mkχRk
(x) ≤ f(x) ≤ MkχRk

(x) ∀x ∈ Rk

integrandon volte su[aki, bki] e sommando suk si ottiene∑
mk misRk ≤

∫ b1

a1

...

∫ bn

an

f(x1, .., xn)dxn..dx1 ≤
∑

Mk misRk
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Poich́ef è integrabile, soddisfa il criterio di integrabilità, e si ha la tesi. 2

E’ necessario estendere la nozione di integrabilità su insiemi che siano più generali di un intervallo in
R3.

A questo scopo occorre precisare la classe dei sottoinsiemi diR3 sui quali è possibile integrare una
funzione.

1.4. Misura di sottoinsiemi di R3.

DEFINIZIONE 3.8. SiaA ⊂ R3 un insieme limitato e siaR un intervallo che contieneA. Definiamo

mis−(A) =

–

∫
R

χA(x)dx , mis+(A) =

–∫
R

χA(x)dx

mis−(A) emis+(A) si dicono, rispettivamente misura interna e misura esterna diA.
Diciamo cheA è un sottoinsieme misurabile diR3 semis−(A) = mis+(A); in tal caso definiamo

mis(A), misura diA, il loro comune valore.
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FIGURA 3.3.

E’ immediato verificare che la precedente definizione non dipende dalla scelta dell’ intervalloR tra
tutti quelli che contengonoA.
Si può inoltre verificare che

mis−(A) = sup
P∈P(R)

L(χA, P ) mis+(A) = inf
P∈P(R)

U(χA, P )

In altre parole
• mis−(A) è l’estremo superiore delle somme delle misure degli intervalli chiusi che sono

contenute inA
• mis+(A) è l’estremo inferiore delle somme delle misure degli intervalli chiusi che

contengono punti diA
Infine si può vedere con qualche attenzione che l’estremo superiore e l’estremo inferiore non
cambiano se si considerano intervalli aperti in luogo degli intervalli chiusi.
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È intuitivamente evidente, si veda la figura3.3, anche se non immediato da dimostrare che

TEOREMA 3.6. SiaA ⊂ R3 un sottoinsieme limitato, allora

mis+(∂A) = mis+(A)−mis−(A).

InoltreA è misurabile se e solo se∂A è misurabile ed ha misura nulla.
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Osserviamo anche che

misA = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃Pε ∈ P(R) : U ′(χA, Pε) < ε

Inoltre, tenuto conto che, semisA = misB = 0 allora misA ∪ B = 0, dal precedente teorema e dal
fatto che

∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B ∂(A ∩B) ⊂ ∂A ∪ ∂B ∂(A \B) ⊂ ∂A ∪ ∂B
si ottiene che, seA eB sono misurabili, alloraA ∪B, A ∩B, A \B sono misurabili.
Infine, tenendo conto che

χA∪B = χA + χB − χA∩B

si ottiene
misA ∪B = misA+ misB −misA ∩B
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Abbiamo con ciò che, seA,B ⊂ R3 sono misurabili e disgiunti, e sex ∈ R3, si ha
• misA ≥ 0
• misA ∪B = misA+ misB
• mis(x+ A) = misA
• mis(×n

i=1 [0, 1]) = 1

Si potrebbe anche vedere che tali propriet̀a sono, da sole, in grado di caratterizzare la misura sui
sottoinsiemi diR3

TEOREMA 3.7. SiaR ⊂ R3 un intervallo e siaf : R −→ R limitata; supponiamo inoltref continua
in R \D, misD = 0, allora f è integrabile inR.

TEOREMA 3.8. Siaf : A −→ Rm continua,A ⊂ R3 chiuso e limitato, allora

mis(gph(f)) = 0.

COROLLARIO 3.1. Siano g,f: A −→ R, A ⊂ R3 chiuso e limitato; allora, sef eg sono continue

{(x, y) ∈ Rn+1 : g(x) ≤ y ≤ f(x)}

è misurabile.
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1.5. Integrazione su Domini Normali. Definiamo ora l’integrale di una funzione limitata su un
insieme misurabile.

DEFINIZIONE 3.9. Siaf : R −→ R, A ⊂ R ⊂ R3, A limitato e misurabile,R intervallo in R3; si
definisce ∫

A

f(x)dx =

∫
R

χA(x)f(x)dx.

E’ banale verificare che la definizione non dipende dalla scelta dell’intervalloR che contieneA.

Possiamo dare il seguente criterio di integrabilità.

TEOREMA 3.9. Sia f : A −→ R, A ⊂ R3 chiuso, limitato e misurabile;f continua inA \ D,
misD = 0. Allora f è integrabile su A.

DEFINIZIONE 3.10. Diciamo cheA ⊂ Rn+1 è un dominio normale inRn+1 se esistono un insieme
D ⊂ Rn chiuso e limitato, e due funzioni continueg, h : D −→ R tali che

A = {(x, y) ∈ Rn × R : x ∈ D , g(x) ≤ y ≤ h(x)}
oppure se

A = {(x, y) ∈ Rn × R : a ≤ y ≤ b , x ∈ Dy}
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doveDy è un insieme misurabile inRn.

e si pùo verificare che

Ogni dominio normale in Rn+1 è un insieme misurabile.

Pertantòe lecito integrare funzioni continue, a meno di insiemi di misura nulla, su domini normali e si
ha il seguente

TEOREMA 3.10. SiaA un dominio normale inR3 e siaf : A −→ R una funzione continua inA \D
conmisD = 0.

Allora f è integrabile suA e si ha
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(3.1)
∫

A

f(x)dx =

∫
R

χA(x)f(x)dx =

=

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

χA(x1, x2, x3, y)f(x1, x2, x3, y)dydx3dx2dx1 =

=

∫
D

∫ h(x1,x2,x3)

g(x1,x2,x3)

f(x1, x2, ..., xn, y)dydx3dx2dx1

oppure

(3.2)
∫

A

f(x)dx =

∫
R

χA(x)f(x)dx =

=

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

χA(x1, x2, x3, y)f(x1, x2, x3, y)dydx3dx2dx1 =

=

∫ b

a

∫
Dy

f(x1, x2, ..., xn, y)dx3dx2dx1dy
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1.6. Trasformazione di coordinate in R3. È spesso utile, per tenere conto delle caratteristiche di
un insieme, considerare un cambiamento di variabili inR3.

Per cambiamento di variabili intendiamo una applicazione

V : R3 → R3

definita da

R3 3 (t, s, r) 7→ V (t, s, r) = (x(t, s, r), y(t, s, r), z(t, s, r)) ∈ R3

che risulti di classeC1 sia invertibile e sia tale che

∂(x, y, z)

∂(t, s, r)
= det

xt yt zt

xs ys zs

xr yr zr

 6= 0

Sono esempi di trasformazioni di coordinate
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• Il cambiamento di variabili lineari
x = a1u+ b1v + c1w

y = a2u+ b2v + c2w

z = a3u+ b3v + c3w

, u, v, w ∈ R , z ∈ R

cioè xy
z

 =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

uv
w


• Le coordinate cilindriche definite da

x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

z = z

, ρ ∈ [0,+∞) , θ ∈ [0, 2π] , z ∈ R

• Le coordinate sferichedefinite da
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
x = ρ cos θ cosφ

y = ρ sin θ cosφ

z = ρ sinφ

, ρ ∈ [0,+∞) , θ ∈ [0, 2π] , φ ∈ [−π/2, π/2]

Si verifica in tali casi che

• Per il cambiamento lineare

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3


• Per le coordinate cilindriche

∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, z)
= ρ



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

• Per le coordinate sferiche

∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, φ)
= ρ cosφ

TEOREMA 3.11. - Cambiamento di variabili per integrali multipli - Sia

φ : B −→ R3

doveB ⊂ R3 aperto eφ ∈ C1(B).
Supponiamo cheA sia un insieme misurabile conclA ⊂ B, tale cheφ è una funzione invertibile e∇φ

è una matrice invertibile suintA;
allora sef è limitata suφ(A) e continua suintφ(A), si ha∫

φ(A)

f(x)dx =

∫
A

f(φ(x))|det(∇φ(x))|dx.

1.7. Integrali Impropri in R3. Illustriamo ora per sommi capi il problema di definire l’integrale di
una funzione non limitata su un insieme limitato o non limitato.
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DEFINIZIONE 3.11. Siaf : A −→ R+,A ⊂ R3, f limitata ed integrabile in ogni compatto misurabile
K ⊂ A. Definiamo∫

A

f(x)dx = sup

{∫
K

f(x)dx : K ⊂ A ,K compatto e misurabile

}
La definizione si pùo facilmente estendere a funzioni di segno qualunque, non appena si ricordi che

f = f+ + f−.

Per il calcolo di
∫

A
f(x)dx è opportuno dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 3.12. SiaA ⊂ R3 diciamo cheKi è una successione di domini invadentiA se

• Ki sono insiemi compatti, misurabili,Ki ⊂ A
• Ki+1 ⊃ Ki

• ∀K ⊂ A,K compatto, misurabile,∃i tale cheKi ⊃ K.

TEOREMA 3.12. SiaA ⊂ R3 misurabile e siaf : A −→ R+ una funzione integrabile in ogni insieme
K ⊂ A, compatto e misurabile.
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Allora seKi è una successione di domini invadenti A, si ha∫
A

f(x)dx = lim
i

∫
Ki

f(x)dx

DIMOSTRAZIONE. Si ha ∫
Ki

f(x)dx ≤
∫

A

f(x)dx

e
∫

Ki
f(x)dx è una successione crescente per cui

lim
i

∫
Ki

f(x)dx = sup

{∫
Ki

f(x)dx

}
≤
∫

A

f(x)dx

D’altra parte, dal momento che,∀K ⊂ A esisteKi ⊃ K, si ha

sup

{∫
Ki

f(x)dx

}
≥ sup

{∫
K

f(x)dx : K ⊂ A

}
=

∫
A

f(x)dx

2
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TEOREMA 3.13. Siaf : A −→ R, A ⊂ R2 misurabile, chiuso e limitato; siax0 ∈ A, siaf continua
in A \ {x0} e

lim
x→x0

f(x) = +∞

Allora se

f(x) ≤ H

‖x− x0‖α
, H ≥ 0 , α < 2

f è integrabile in senso improprio suA.
Se invece

f(x) ≥ H

‖x− x0‖α
, H > 0 , α ≥ 2

e seA contiene un cono di verticex0 e ampiezza positiva, allora∫
A

f(x)dx = +∞.
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DIMOSTRAZIONE. SiaAk = cl(A \ S(x0, 1/k)), Ak è una successione di domini invadentiA; sia
h ∈ N, si ha, sek > h ∫

Ak

f(x)dx =

∫
Ah

f(x)dx−
∫

Ah\Ak

f(x)dx

inoltre ∫
Ah\Ak

f(x)dx ≤
∫ 2π

0

dθ

∫ 1/h

1/k

H

ρα
ρdρ

non appena si sia convenuto di indicare conρ e θ le coordinate polari nel piano, centrate inx0.
Per quel che riguarda il secondo enunciato, dettiθ0 eθ1 gli angoli che le semirette delimitanti il settore

formano con l’assex, si ha ∫
Ah\Ak

f(x)dx ≥
∫ θ1

θ0

dθ

∫ 1/h

1/k

H

ρα
ρdρ

2

In maniera analoga si può provare il seguente

TEOREMA 3.14. Siaf : A −→ R, A ⊂ R3 non limitato; siaf continua.
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Se

|f(x)| ≤ H

‖x‖α
, H ≥ 0 , α > 2

allora f è integrabile in senso improprio suA.
Se invece

f(x) ≥ H

‖x‖α
, H > 0 , α ≤ 2

e seA contiene un cono di ampiezza positiva, allora∫
A

f(x)dx = +∞.

2. Integrali dipendenti da un parametro.

Passiamo infine a illustrare brevemente il comportamento di un integrale rispetto a parametri contenuti
nella funzione da integrare.

Questo tipo di problematiche si incontra, ad esempio, quando si studiano le trasformazioni integrali
(Fourier, Laplace) o nella definizione di funzioni notevoli (come,ad esempio, la funzioneΓ).
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TEOREMA 3.15. Sia f : A × I −→ R, A ⊂ R3 chiuso e limitato,I = [a, b]. Supponiamof ∈
C0(A× I), allora F : A× I × I −→ R definita da

F (x, y, z) =

∫ z

y

f(x, t)dt

è continua inA× I × I; inoltre Fy edFz esistono e sono continue inA× I × I.
Se∇xf ∈ C0(A× I × I), allora F è differenziabile rispetto adx,

∇xF (x, y, z) =

∫ z

y

∇xf(x, t)dt

e quindi risulta∇xF è continuo inA× I × I eF ∈ C1(A× I × I) .

TEOREMA 3.16. Siaf : A×I −→ R,A ⊂ R3 chiuso e limitato,I = [a,+∞), una funzione continua.
Consideriamo

F (x) =

∫ +∞

a

f(x, t)dt
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Se esisteφ : I −→ R tale che

|f(x, t)| ≤ φ(t) ∀x ∈ A ;

∫ +∞

a

φ(t)dt < +∞

allora F è definita e continua inA.
Se inoltre∇xf esiste,̀e continuo inA× I, e se esisteψ : I −→ R tale che

‖∇xf(x, t)‖ ≤ ψ(t) ∀x ∈ A ;

∫ +∞

a

ψ(t)dt < +∞

allora F ∈ C1(A) e

∇F (x) =

∫ +∞

a

∇xf(x, t)dt .
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CAPITOLO 4

ARCHI E SUPERFICI NELLO SPAZIO.

In questa parte definiamo i concetti di arco, di superficie, di lunghezza di un arco e di area di una
superficie nello spazio euclideo a tre dimensioniR3 .

La generalizzazione dei concetti esposti al caso diRn, n > 3, è immediata, come del restoè ovvio che
per ottenere una trattazione delle curve inR2 è sufficiente porrez = 0.

1. Linee ed integrali di linea

DEFINIZIONE 4.1. Chiamiamo curva inR3 una funzione

γ : [a, b] −→ R3 , γ(t) = (x(t), y(t), z(t)).

Chiamiamo traccia diγ, o più raramente supporto diγ, l’insieme

Γ = R(γ) = {(x, y, z) ∈ R3 : ∃t ∈ [a, b] , (x, y, z) = (x(t), y(t), z(t))}
Indichiamo conγ̇ = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)) la derivata diγ.
Una curvaγ si dice:

• semplice, seè iniettiva,
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• chiusa, seγ(a) = γ(b),
• regolare, seγ ∈ C1([a, b]) e‖γ̇‖ 6= 0.

Osserviamo che la condizioneγ̇ 6= 0 significa che le tre derivatėx, ẏ, ż non sono mai contemporanea-
mente nulle ed̀e spesso espressa nella forma

ẋ2 + ẏ2 + ż2 > 0

DEFINIZIONE 4.2. Siaγ una curva regolare inR3 definiamo versore tangente alla curvaγ nel punto
(x(t), y(t), z(t)) il versore

Tγ(t) =
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
=

(
ẋ(t)

‖γ̇(t)‖
,
ẏ(t)

‖γ̇(t)‖
,
ż(t)

‖γ̇(t)‖

)
dove

‖γ̇(t)‖ =
√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t).

1.1. Lunghezza di una Linea. Passiamo ora a definire la lunghezza di una curvaγ.
Siaγ una curva regolare inR3.
Definiamo poligonale inscritta inΓ, associata alla partizioneP = {t0 < t1 < t2 < ....tn}, la spezzata

poligonaleΛ(Γ, P ) avente per vertici i puntiγ(ti).
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FIGURA 4.1.

Possiamo calcolare la lunghezza della poligonaleΛ(Γ, P ) mediante la

`(Λ(Γ, P )) =
n∑

i=1

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ =

=
n∑

i=1

√
(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2 + (z(ti)− z(ti−1))2
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Usando il teorema di Lagrange, seP ∈ P(a, b), si ha

`(Λ(Γ, P )) =
n∑

i=1

√
x2(t1i ) + y2(t2i ) + z2(t3i )(ti − ti−1)

essendot1i , t
2
i , t

3
i ∈ (ti−1, ti), mentre d’altro canto, le somme di Riemann di‖γ̇‖ sono date da

R(‖γ̇‖, P,Ξ) =
n∑

i=1

√
ẋ2(τi) + ẏ2(τi) + ż2(τi)(ti − ti−1)

`(Λ(Γ, P )) = R(‖γ̇‖, P,Ξ)−R(‖γ̇‖, P,Ξ) + `(Λ(Γ, P )) =

= R(‖γ̇‖, P,Ξ) +
n∑

i=1

|F (t1i , t
2
i , t

3
i )− F (τi, τi, τi)|(ti − ti−1)

non appena si sia definitaF : [a, b]3 −→ R mediante la

F (r, s, t) =
√
ẋ2(r) + ẏ2(s) + ż2(t)
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Dal momento cheF è continua sul cubo[a, b]3 ,si pùo dimostrare ricorrendo al concetto, non banale,
di uniforme continuit̀a che pur di scegliere la partizioneP sufficientemente fine si può supporre che

|F (t1i , t
2
i , t

3
i )− F (τi, τi, τi)| <

ε

b− a

poich̀e al raffinarsi della partizioneP si ha

R(‖γ̇‖, P,Ξ) →
∫ b

a

|γ̇(t)|dt

e

`(Λ(Γ, P ))−R(‖γ̇‖, P,Ξ) → 0

possiamo concludere che se|γ̇| è integrabile, allora

`(Λ(Γ, P )) →
∫ b

a

|γ̇(t)|dt



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

DEFINIZIONE 4.3. Diciamo che due curveγ1, γ2 regolari in R3 sono equivalenti se, essendo

γ1 : [a, b] −→ R3 , γ1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t))

γ2 : [c, d] −→ R3 , γ2(t) = (x2(t), y2(t), z2(t)),

esiste una funzioneφ : [a, b] −→ [c, d] tale che

• γ1(t) = γ2(φ(t)),
• φ ∈ C1([a, b]),
• φ(a) = c , φ(b) = d , φ(t) > 0 ∀t ∈ (a, b).

Ci riferiremo alla funzioneφ come ad un cambiamento regolare di parametrizzazione relativo alle
curveγ1 , γ2.

Ovviamente, dal momento cheφ è invertibile, ancheφ−1 è un cambiamento regolare di parametrizza-
zione. Pìu precisamente mentreφ trasformaγ2 in γ1 , φ−1 opera la trasformazione diγ1 in γ2.

1.2. Lunghezza d’Arco.
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TEOREMA 4.1. Siaγ una curva regolare inR3 e siaγ∗ una curva regolare inR3 ad essa equivalente;
si ha

`(γ) = `(γ∗)

DIMOSTRAZIONE. Siaφ un cambiamento regolare di parametrizzazione relativo alle curveγ e γ∗ ,
φ : [a, b] −→ [c, d] e sia

γ(t) = γ∗(φ(t)).

Dal momento cheφ > 0,

`(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖dt =

∫ b

a

‖(d/dt)γ∗(φ(t))‖dt =

=

∫ b

a

‖γ̇∗(φ(t))φ̇(t)‖dt =

∫ b

a

‖γ̇∗(φ(t))‖φ̇(t)dt

e applicando il teorema di integrazione per sostituzione
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`(γ) =

∫ φ−1(d)

φ−1(c)

‖γ̇∗(φ̇(t))‖φ(t)dt =

∫ d

c

‖γ̇∗(t)‖dt = `(γ∗)

2
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Seγ è una curva regolare inR3, la funzione

s : [a, b] −→ R
definita da

s(t) =

∫ t

a

‖γ(τ)‖dτ

si chiama lunghezza d’arco della curvaγ.
Per le ipotesi fatte,s è una funzione di classeC1([a, b]) strettamente crescente es(t) misura la lun-
ghezza del percorso compiuto da un punto che si muova, a partire daγ(a), lungo la traccia della
curva γ fino al punto γ(t).
Inoltre s è una funzione invertibile e dettat = s−1 la sua inversa essa pure risulta strettamente
crescente e di classeC1([0, `(γ)]).
Pertanto è possibile consideraret come un cambiamento regolare di parametrizzazione e, dettaγ∗

la curva che si ottiene daγ mediante tale cambiamento si ha

γ∗(s) = γ(t(s)).

Poichè
dt

ds
(s0) =

1

ds

dt
(t(s0))

si ottiene

γ̇∗(s) =
γ̇(t(s))

‖γ̇(t(s))‖
= Tγ(t(s)).
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DEFINIZIONE 4.4. Siaf : A −→ R, A ⊂ R3 e supponiamo cheγ sia una curva regolare inR3 con
traccia contenuta inA (o più brevemente siaγ una curva regolare inA).

Definiamo integrale di linea dif suγ∫
γ

fds =

∫ b

a

f(γ(t))ds(t) =

∫ b

a

f(γ(t))‖γ̇(t)‖dt

qualora l’ultimo integrale esista.

E’ immediato verificare che sef è una funzione continua suA e γ è una curva regolare inA allora
f è integrabile suγ.

1.3. Curvatura - Terna Intrinseca . Ricordiamo infine brevemente le definizioni di alcuni utili
elementi di una curva.
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Abbiamo gìa definito il vettore tangente ad una curva semplice regolare inR3 mediante la

Tγ(t) =
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
e abbiamo gìa provato che

Tγ∗(s) =

(
d

ds
x(t(s)),

d

ds
y(t(s)),

d

ds
z(t(s))

)
è un versore.

Definiamo curvatura diγ nel punto(x(t), y(t), z(t)) il valore

Kγ(t) =
‖γ̇(t) ∧ γ̈(t)‖
‖γ̇(t)‖3

(ove con il simbolo∧ si sia indicato il prodotto vettoriale inR3).
Definiamo altres̀ı raggio di curvatura diγ nel punto(x(t), y(t), z(t)) il valore

Rγ(t) =
1

Kγ(t)
.
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La definizione pùo giustificarsi nella seguente maniera:
Indichiamo conα l’angolo formato dai vettoriγ(t) eγ(t+ ∆t).
E’ naturale definire come curvatura media diγ nell’intervallo [t, t+ ∆t] il rapporto

α

|∆s|

essendo∆s = s(t+ ∆t)− s(t).
Posto∆γ(t) = γ(t+ ∆t)− γ(t), dal momento che si ha

sinα =
‖γ̇(t) ∧ γ̇(t+ ∆t)‖
‖γ̇(t)‖‖γ̇(t+ ∆t)‖

si ottiene

sinα =
‖γ̇(t) ∧∆γ̇(t)‖

‖γ̇(t)‖‖γ̇(t+ ∆t)‖
non appena si tenga conto del fatto che

γ̇(t+ ∆t) = γ̇(t) + ∆γ̇(t)
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e
γ̇(t) ∧ γ̇(t) = 0

Ma allora
α

|∆s|
=

α

sinα

sinα

|∆s|
e, poich́eα→ 0 quando∆t→ 0 per quanto abbiamo visto sopra, si ha

lim
∆t→0

α

|∆s|
= lim

∆t→0

‖γ̇(t) ∧∆γ̇(t)/∆t‖
‖γ̇(t)‖‖γ̇(t+ ∆t)‖|∆s/∆t|

=
‖γ̇(t) ∧ γ̈(t)‖
‖γ̇(t)‖3

Chiamiamo piano osculatore aγ nel punto(x(t), y(t), z(t)) il piano definito dall’equazione

〈(x, y, z), γ̇(t) ∧ γ̈(t)〉 = 0

La definizione di piano osculatore si può interpretare geometricamente come segue.
Consideriamo il piano chèe individuato dai vettori̇γ(t) e γ̇(t + ∆t); una normale a tale piano sarà

data da

γ̇(t) ∧ γ̇(t+ ∆t)

∆t
= γ̇(t) ∧ ∆γ̇(t)

∆t
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e, se∆t→ 0 essa tende a

γ̇(t) ∧ γ̈(t)
Pertantoγ̇(t) ∧ γ̈(t) è normale al piano che si ottiene come limite del piano considerato.

FIGURA 4.2.

In altri termini il piano osculatore alla curvaγ nel punto(x(t), y(t), z(t)) contiene i vettori̇γ(t) e γ̈(t).
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Nel caso in cui la curva sia parametrizzata secondo la lunghezza d’arco, dal momento che‖γ̇‖ = 1 si
ha

〈γ̇, γ̈〉 =
d

ds
‖γ̇(s)‖2/2 = 0

γ̇(s) si dicevettore tangenteaγ in γ(s)
γ̈(s) si dicevettore normale principaleaγ in γ(s)
γ̇(s) ∧ γ̈(s) si dicevettore binormaleaγ in γ(s) .
I vettori γ̇(s) , γ̈(s) , γ̇(s)∧ γ̈(s) costituiscono iltriedro principale, o naturale, della curvaγ nel punto

(x(s), y(s), z(s)); il triedro principaleè anche noto cometerna intrinsecadella curva.
Ricordiamo infine alcune classiche definizioni senza però entrare nei dettagli.
Seγ : [a, b] −→ R3 è una curva tale chez(t) ≡ 0, diremo cheγ è una curva piana.
Il vettore(−ẏ, ẋ) si dice vettore normale alla curvaγ.
SiaRγ(t) il raggio di curvatura diγ; diciamo centro di curvatura diγ il punto cγ(t) centro del cerchio

che ha per raggioRγ(t) edè tangente aγ.
cγ(t) descrive, al variare dit, una curvaγ# che si definisce evoluta della curvaγ; γ, a sua volta, si dice

involuta della curvaγ#.
Seγ(t) = (x(t), y(t)) , le equazioni della evoluta diγ sono date da
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x#(t) = x(t)− ẏ(t)
ẋ2(t) + ẏ2(t)

ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)ẍ(t)

y#(t) = y(t) + ẋ(t)
ẋ2(t) + ẏ2(t)

ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)x(t)

2. Superfici ed Integrali di Superficie

In analogia con quanto fatto per la lunghezza di una linea definiamo

DEFINIZIONE 4.5. SiaR = [a, b]× [c, d], chiamiamo superficie parametrica inR3 una funzione

S : R −→ R3 , S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Chiamiamo traccia o supporto diS l’insieme

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : ∃(u, v) ∈ R , (x, y, z) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)}
Osserviamo cheΣ = R(S) è il rango della funzioneS. Una superficie parametricaS in R3 si dice

• semplice, seè iniettiva,
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FIGURA 4.3.

• regolare, seS ∈ C1(R) e

∇S =

(
Su

Sv

)
=

(
∇uS
∇vS

)
ha caratteristica massima(= 2).
Chiamiamovettore normaleadS in (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) il vettore
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N(u, v) = Su(u, v) ∧ Sv(u, v) =

=

(
det

(
yu zu

yv zv

)
,− det

(
xu zu

xu zv

)
, det

(
xu yu

xv yv

))
=

=

(
∂(y, z)

∂(u, v)

∂(z, x)

∂(u, v)

∂(x, y)

∂(u, v)

)
E’ d’uso indicare conA,B,C le componenti del vettoreN . Pertanto

N(u, v) =

(
∂(y, z)

∂(u, v)

∂(z, x)

∂(u, v)

∂(x, y)

∂(u, v)

)
= (A,B,C)

e

‖N‖ =
√
A2 +B2 + C2

Per definire l’area di una porzione di superficie possiamo utilizzare le approssimazioni lineari della
funzioneS che definisce la superficie stessa.
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FIGURA 4.4.

SiaΩ = P ×Q una partizione dell’intervalloR , P ∈ P(a, b) ,Q ∈ P(c, d), e siano{Rk , k = 0..n}
i rettangoli in cuiP divideR.

Sia S : R −→ R3 una superficie semplice, regolare; chiamiamo approssimazione lineare della
superficieS relativa alla partizioneΩ ed alla sceltaΞ, Π(S,Ω,Ξ) la superficie
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Π(S,Ω,Ξ)(u, v) = S(ξi, ηj) + 〈∇S(ξi, ηj), (u− ξi, v − ηi)〉, (u, v) ∈ Rij

Definiamo approssimazione lineare dell’area della superficieS, relativa alla partizioneΩ ed alla scelta
Ξ,

La(S,Ω,Ξ) =
∑
ij

mis(Π(S,Ω,Ξ)(Rij)).

Diciamo infine che la superficieS ha areaA(S) se∀ε > 0 esisteΩε ∈ P(R) tale che∀Ω < Ωε, ∀Ξ si ha

|La(S,Ω,Ξ)− A(S)| < ε

ne segue che seS è una superficie parametrica semplice e regolare inR3; allora

A(S) =

∫
R

‖n(u, v)‖dudv

infatti si ha

mis(Π(S,Ω,Ξ)(Rij)) = ‖Su(ξi, ηj) ∧ Sv(ξi, ηj)‖(ui − ui−1)(vj − vj−1)
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da cui

(4.1) Λ(S,Ω,Ξ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

‖n(ξi, ηj)‖(ui − ui−1)(vj − vj−1) =

= R(‖n‖,Ω,Ξ)

Ricordando la definizione di integrabilità secondo Cauchy-Riemann si ha che

R(‖n‖,Ω,Ξ) →
∫∫

R

‖n‖dudv

e quindi

A(S) =

∫
R

‖n(u, v)‖dudv

ed indichiamo

A(S) =

∫
S

dσ

Si pùo provare, usando il teorema di cambiamento di variabili negli integrali multipli, che se

S : R −→ R3 ed S1 : R1 −→ R3
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FIGURA 4.5.

sono due rappresentazioni equivalenti della stessa superficie, cioè se

S(u, v) = S1(φ(u, v))

con

φ : R −→ R1
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, invertibile,φ ∈ C1(R), allora ∫
R

‖n(u, v)‖dudv =

∫
R1

‖n1(u, v)‖dudv.

Ciò consente di affermare che la definizione di area di una superficie non dipende dalla parametrizza-
zione scelta.

DEFINIZIONE 4.6. SiaS una superficie parametrica semplice e regolare inR3 e siaΣ ⊂ A ⊂ R3; sia
inoltre f : A −→ R; definiamo ∫

S

fdσ =

∫
R

f(S(u, v))‖n(u, v)‖dudv.

3. Forme Differenziali in R3

Il linguaggio delle forme differenzialìe abbastanza complesso ed astratto nonostante ciò le applica-
zioni della relativa teoria sono numerose e la teoria stessa consente di formulare l’estensione del teorema
fondamentale del calcolo integrale alle funzioni di più variabili.

Ci limitiamo ad illustrare le definizioni ed i risultati fondamentali, senza formalizzare le prime e senza
dimostrare i secondi, nel caso diR3.
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In R3 possiamo considerare
• forme differenziali di ordine 0 o 0−forme

ω0 = f(x, y, z)

• forme differenziali di ordine 1 o 1−forme

ω1 = f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz

• forme differenziali di ordine 2 o 2−forme

ω2 = f(x, y, z)dy ∧ dz + g(x, y, z)dz ∧ dx+ h(x, y, z)dx ∧ dy
• forme differenziali di ordine 3 o 3−forme

ω3 = f(x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz

essendof, g, h funzioni definite inR3 a valori inR.
Non precisiamo la natura dei simbolidx dy edz e dell’operazione di prodotto esterno∧.
Diciamo soltanto che i simbolidx dy edz ci daranno indicazioni su come trattare ciascuna delle forme

mentre il prodotto esterno soddisfa la seguente tabellina

∧ dx dy
dx 0 dx ∧ dy
dy −dx ∧ dy 0

Simmetricamente
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Possiamo considerare inR3

• varietà Ω0 di dimensione0 o 0−varietà
cioè unione finita di punti a ciascuno dei qualiè associato un segno (+ o−)

• varietà Ω1 di dimensione1 o 1−varietà
cioè unione finita di linee a ciascuna delle qualìe associato un segno (+ o−)

• varietà Ω2 di dimensione2 o 2−varietà
cioè unione finita di superfici a ciascuna delle qualìe associato un segno (+ o−)

• varietà Ω3 di dimensione3 o 3−varietà
cioè unione finita di volumi a ciascuno dei qualìe associato un segno (+ o−)

Possiamo poi considerare due operazioni:

• Un’operazione che indichiamo cond che trasforma unak−forma in una(k + 1)−forma
• Un’operazione che indichiamo con∂ che trasforma unak−variet̀a in una(k − 1)−veriet̀a

L’operazioned si definisce mediante le seguenti regole che riportiamo omettendo di scrivere esplicita-
mente la dipendenza da(x, y, z) delle funzionif , g, h e delle loro derivate.

dω0 = fx(x, y, z)dx+ fy(x, y, z)dy + fz(x, y, z)dz = fxdx+ fydy + fzdz
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dω1 = (fxdx+ fydy + fzdz) ∧ dx+
+ (gxdx+ gydy + gzdz) ∧ dy+
+ (hxdx+ hydy + hzdz) ∧ dz =

= fxdx ∧ dx+ fydy ∧ dx+ fzdz ∧ dx+
+ gxdx ∧ dy + gydy ∧ dy + gzdz ∧ dy+
+ hxdx ∧ dz + hydy ∧ dz + hzdz ∧ dz =

= (fy − gx)dy ∧ dx+ (fz − hx)dz ∧ dx+
+ (hy − gz)dy ∧ dz
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dω2 = (fxdx+ fydy + fzdz) ∧ dy ∧ dz+
+ (gxdx+ gydy + gzdz) ∧ dz ∧ dx+
+ (hxdx+ hydy + hzdz) ∧ dx ∧ dy =

= (fx + gy + hz)dx ∧ dy ∧ dz
Si ha inoltre che

dω3 = fxdx ∧ dx ∧ dy ∧ dz + fydy ∧ dx ∧ dy ∧ dz+
+ fzdz ∧ dx ∧ dy ∧ dz = 0

Per quanto riguarda l’operazione∂ usiamo le seguenti definizioni
SeV = V (t, s, r) è una3−variet̀a , ciòe se

V : [a, b]× [c, d]× [α, β] → R3

Chiamiamo frontiera diV e scriviamo∂V la 2−variet̀a che si ottiene considerando l’unione delle su-
perfici definite dalle seguenti parametrizzazioni a ciascuna delle quali attribuiamo un segno che chiamiamo
orientamento della superficie secondo la seguente regola:



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Attribuiamo l’indice 0 al primo estremo e l’indice 1 al secondo estremo di ciascuno dei segmenti
[a, b], [c, d], [α, β] e assegnamo ad ogni parametrizzazione il segno

(−1)posto della variabile+indice dell’estremo

V (a, s, r) con il segno−
[
(−1)1+0

]
V (b, s, r) con il segno+

[
(−1)1+1

]
V (t, c, r) con il segno+

[
(−1)2+0

]
V (t, d, r) con il segno−

[
(−1)2+1

]
V (t, s, α) con il segno−

[
− 1)3+0

]
V (t, s, β) con il segno+

[
(−1)3+1

]
SeS = S(u, v) è una2−variet̀a , ciòe se

S : [a, b]× [c, d] → R3
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Chiamiamo frontiera diS e scriviamo∂S la 1−variet̀a che si ottiene considerando l’unione delle linee
definite dalle seguenti trasformazioni a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato

S(a, v) con il segno−
[
(−1)1+0

]
S(b, v) con il segno+

[
(−1)1+1

]
S(u, c) con il segno−

[
(−1)2+0

]
S(u, d) con il segno+

[
(−1)2+1

]
Seγ = γ(t) è una1−variet̀a , ciòe se

γ : [a, b] → R3

Chiamiamo frontiera diγ e scriviamo∂γ la 0−variet̀a che si ottiene considerando l’unione dei punti
definiti dalle seguenti trasformazioni a ciascuna delle quali attribuiamo il segno indicato
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γ(a) con il segno−
[
(−1)1+0

]
γ(b) con il segno+

[
(−1)1+1

]
Per comprendere il significato dei segni occorre prima chiarire come unak−forma pùo essere integrata

su unak−variet̀a occorre ciòe definire il simbolo∫
Ck

ωk

• Seω0 = f(x, y, z) eC0 = ±P (cioè è la zero variet̀a costituita dal puntoP = (x, y, z) con il
segno±) ∫

C0

ω0 = ±f(P )

• Seω1 = f(x, y, z)dx+g(x, y, z)dy+h(x, y, z)dz eC1 = ±γ (cioè è la1−variet̀a costituita dalla
curvaγ = γ(t) con il segno±)∫

C1

ω1 = ±
∫ b

a

f(γ(t))ẋ(t) + g(γ(t))ẏ(t) + h(γ(t))ż(t)dt
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• Seω2 = f(x, y, z)dy∧dz+g(x, y, z)dz∧dx+h(x, y, z)dx∧dy eC1 = ±S (cioè è la2−variet̀a
costituita dalla superficieS = S(u, v) con il segno±∫

C2

ω2 = ±
∫ b

a

∫ d

c

f(S(u, v))
∂(y, z)

∂(u, v)
+ +g(S(u, v))

∂(z, x)

∂(u, v)
+

+ h(S(u, v))
∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

• Seω3 = f(x, y, z)dx∧dy∧dz eC3 = ±V = V (t, s, r) (cioè è la3−variet̀a costituita dal volume
V con il segno±)∫

C0

ω0 = ±
∫ b

a

∫ d

c

∫ β

α

f(V (t, s, r))
∂(x, y, z)

∂(t, s, r)
dtdsdr

A questo punto possiamo anche chiarire il significato del segno che abbiamo attribuito a i vari pezzi di
frontiera di una variet̀a.

3.0.1. Un’idea per rendersi conto dei segni. Consideriamo una1− forma

ω2 = f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz
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ed la2− variet̀aS2 costituita dal quadrato[0, 1]× [0, 1] nel pianoz = 0.
Possiamo parametrizzareS2 = S2(u, v) nella seguente maniera

S2


x = u

y = v

z = 0

, (u, v) ∈ [0, 1]× [0, 1]

∂S2, la frontiera diS2, è una curva costituita dalle lineeγ1(u) = S2(u, 0), γ2(v) = S2(0, v), γ3(u) =
S2(u, 1), γ4(v) = S2(1, v),

γ1


x = u

y = 0

z = 0

, u ∈ [0, 1] γ2


x = 1

y = v

z = 0

, v ∈ [0, 1]

γ3


x = u

y = 1

z = 0

, u ∈ [0, 1] γ4


x = 0

y = v

z = 0

, v ∈ [0, 1]
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Con le regole prima descritte attribuiamo il segno+ aγ1 eγ2 ed il segno− aγ3 eγ4.
Pertanto ∫

∂S2

ω2 = +

∫
γ1

ω2 +

∫
γ2

ω2 −
∫

γ3

ω2 −
∫

γ4

ω2

Se conveniamo che attribuire il segno+ ad un lato significa che quel latòe percorso nella direzione
positiva dell’asse cuìe parallelo mentre il segno− indica chèe percorso in direzione opposta,è immediato
verificare che con tali scelte di segno si vede che il perimetro del quadratoS2, che costituisce la frontiera
∂S2, è percorso in senso antiorario, se visto dall’alto (cioè da un punto di vista che giace nel semipiano
z > 0).

Se non avessimo fatto uso dei segni avremmo percorso i trattiγ1 eγ2 in senso antiorario, mentre i tratti
γ3 eγ4 sarebbero stati percorsi in senso orario.

Ancora seS1 è la variet̀a definita da

γ(t)


x = t

y = 0

z = 0

, t ∈ [0, 1]
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avremo che la frontiera∂γ è costituita dai due punti

P0 = γ(0) con il segno−
P1 = γ(1) con il segno+

Seω0 = f(x, y, z) è una0−forma

(4.2)
∫

∂S1

ω0 = −
∫

P0

ω0 +

∫
P1

ω0 = f(P1)− f(P0)

Si pùo provare che

TEOREMA 4.2. Siaωn unan− forma in A, allora

d(dωk) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il risultato nel caso in cuiω1 è una1-forma inR3

ω1 = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3
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si ha

dω1 =
∂f1

∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂f1

∂x3

dx3 ∧ dx1 +

+
∂f2

∂x1

dx1 ∧ dx2 +
∂f2

∂x3

dx3 ∧ dx2 +

+
∂f3

∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂f3

∂x2

dx2 ∧ dx3

e tenendo conto chedxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi,

d(dω1) =
∂2f1

∂x3∂x2

dx3 ∧ dx2 ∧ dx1 +
∂2f1

∂x2∂x3

dx2 ∧ dx3 ∧ dx1 +

+
∂2f2

∂x3∂x1

dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 +
∂2f2

∂x1∂x3

dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 +

+
∂2f3

∂x2∂x1

dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 +
∂2f3

∂x1∂x2

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

e ogni termine elide il successivo. 2
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DEFINIZIONE 4.7. Siaωn unan − forma differenziale inA, diciamo cheωn è esattase esiste una
(n− 1)− forma suA, ηn−1 tale che

dηn−1 = ωn

ηn−1 si chiama primitiva diωn.
Diciamo cheωn è chiusase

dωn = 0.

E’ immediata conseguenza del precedente teorema il seguente risultato.

TEOREMA 4.3. Siaωn unan− forma suA. Seωn è esatta, alloraωn è chiusa.

DIMOSTRAZIONE. Seωn è esatta,ωn = dηn−1 e

dωn = d(dηn−1) = 0.

2

Inoltre

Ogni 3− forma in R3 è chiusa
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A questo puntòe importante riconoscere tra len − forme su R3 quelle esatte e determinarne le
primitive. Questo problema infatti ha notevoli riscontri sia dal punto di vista matematico che dal punto di
vista fisico.

TEOREMA 4.4. Siaωn unan−forma differenziale su un insiemeA aperto e stellato; allora seωn è
chiusa si ha cheωn è esatta.

Poich̀e ci limitiamo a considerare soltanto forme differenziali inR3, possiamo discutere l’enunciato
precedente in ognuno dei tre casi che si presentano e dal momento che i risultati che riguardano le forme
differenziali sono strettamente collegati alla teoria dei campi vettoriali, ricordiamo che

è assegnato un campo vettoriale inR3 seè data una funzione

F : A −→ R3 , A ⊂ R3

F (x, y, z) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z))

f, g, h : A −→ R
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Ad un campo vettorialeF si può associare tanto una1−forma

ω1 = fdx+ gdy + hdz

che una2−forma

ω2 = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy
e gli integrali di linea di ω1 e di superficie diω2 rappresentano, rispettivamente il lavoro lungo una
linea ed il flusso attraverso una superficie del campo vettorialeF .

Una0− forma ed una3−forma sono semplicemente identificate da una funzione

f : A −→ R3 , A ⊂ R

mediante le

ω0 = f , ω3 = fdx ∧ dy ∧ dz
Si definiscedivergenza di un campo vettorialeF la funzione scalare

divF =
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z
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mentre si definiscerotore di un campo vettorialeF la funzione vettoriale

rotF = (hy − gz, fz − hx, gx − fy)

Se introduciamo il vettore formale

D =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
possiamo scrivere che

divF = 〈D,F 〉

rotF = D ∧ F

Ricordiamo anche

div∇φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= ∆φ

∆φ si chiama laplaciano della funzioneφ ed è di fondamentale importanza in svariati campi della
matematica e della fisica.
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3.1. Primitive di 1−forme. Consideriamo una1−forma

ω1 = f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz

ed il campo vettoriale

F = (f, g, h)

ad essa associato. Si ha

dω1 = (fy − gx)dy ∧ dx+ (fz − hx)dz ∧ dx+ (hy − gz)dy ∧ dz

e pertanto, affinch̀eω1 sia esatta deve esseredω1 = 0 e quindi

fy − gx = 0

fz − hx = 0

hy − gz = 0

cioè che

rotF = 0
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La 0−formaω0 = ϕ(x, y, z) è una primitiva diω1 sedω0 = ω1 cioè se

ϕx = f

ϕy = g

ϕz = h

ed in termini di campo vettoriale se

F = ∇ϕ

Possiamo definire

A(x, y, z) =

∫ x

x0

f(t, y, z)dt

e scegliere

ϕ(x, y, z) = A(x, y, z) + a(y, z)

Deve anche essere

g(x, y, z) = ϕy(t, y, z) = Ay(t, y, z) + ay(y, z)
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Poich̀ea dipende soltanto da(y, z), affinch̀e la precedente uguaglianza sia possibile occorre che la funzio-
ne

g(x, y, z)− Ay(x, y, z)

non dipenda dax; per verificare se questòe vero possiamo derivare rispetto adx ed otteniamo

gx − Ayx = gx − Axy = gx − fy = 0

in quanto valgono le condizioni necessarie.
Pertanto l’uguaglianza

ay(y, z) = g(x, y, z)− Ay(x, y, z)

è possibile e possiamo concludere che

a(y, z) =

∫ y

y0

(
g(x, η, z)− Ay(x, η, z)

)
dη + b(z) = B(y, z) + b(z)

Ma allora
ϕ(x, y, z) = A(x, y, z) +B(y, z) + b(z)

e deve infine essere

ϕz(x, y, z) = Az(x, y, z) +Bz(y, z) + bz(z) = h(x, y, z)
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Affinchè sia possibile trovareb in modo che la precedente uguaglianza sia soddisfattaè necessario che

Az(x, y, z) +Bz(y, z)− h(x, y, z)

dipenda solo daz e quindi che(
h(x, y, z)− Az(x, y, z)−Bz(y, z)

)
x

= 0(
h(x, y, z)− Az(x, y, z)−Bz(y, z)

)
y

= 0

Si ha

(h− Az −Bz)x = hx − Azx −Gzx = hx − Axz = hx − fz = 0

(h− Az −Bz)y = hy − Azy −Gzy = hy − Azy − gz + Fyz = hy − gz = 0

È allora sufficiente porre

b(z) =

∫ z

z0

(h− Az − az)(x, y, ζ)dζ
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3.2. Primitive di 2−forme. Consideriamo una2−forma

ω2 = f(x, y, z)dy ∧ dz + g(x, y, z)dz ∧ dx+ h(x, y, z)dx ∧ dy

ed il campo vettoriale

F = (f, g, h)

ad essa associato. Si ha

dω2 = (fx + gy + hz)dx ∧ dy ∧ dx

e pertanto, affinch̀eω2 sia esattadω2 = 0 e quindi

fx + gy + hz = 0

cioè che

divF = 0
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La 1−formaω1 = α(x, y, z)dx + β(x, y, z)dy + γ(x, y, z)dx cui associamo il campo vettorialeΦ =
(α, β, γ), è una primitiva diω2 sedω1 = ω2, cioè se

γy − βz = f

αz − γx = g

βx − αy = h

ed in termini di campo vettoriale se

Φ = rotF

Possiamo scegliere di cercare una primitiva per la quale risulti

γ(x, y, z) = 0

per cui, le prime due condizioni sono soddisfatte se

−βz = f

αz = g
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e allo scopòe sufficiente definire

α(x, y, z) =

∫ z

z0

g(x, y, ζ)dζ + a(x, y) = B(x, y, z) + a(x, y)

β(x, y, z) =

∫ z

z0

−f(x, y, ζ)dζ + b(x, y) = −A(x, y, z) + b(x, y)

Per quel che riguarda la terza condizione osserviamo che poichè supponiamo soddisfatta la condizione
necessaria per l’esistenza della primitiva diω2, si ha

(βx − αy − h)z = βxz − αyz − hz =

= βzx − αzy − hz = −gy − fx − hz = 0

ammesso che la condizione necessaria sia soddisfatta, e quindi

βx − αy − h

è costante rispetto az e si ha

(βx − αy − h)(x, y, z) = 0 ⇐⇒ (βx − αy − h)(x, y, z0) = 0
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Ma allora, poich̀e

Bx(x, y, z) =

∫ z

z0

gx(x, y, ζ)dζ

Ay(x, y, z) =

∫ z

z0

fy(x, y, ζ)dζ

avremo

(βx − αy − h)(x, y, z0) =

= (bx − ay − Ay −Bx − h) (x, y, z0) = (bx − ay − h) (x, y, z0) = 0

e l’ultima uguaglianzàe verificata se scegliamo, ad esempio,

a(x, y) = 0 , b(x, y) =

∫ x

x0

h(ξ, y, z)dξ

3.3. Primitive di 3−forme. Consideriamo una3−forma

ω3 = f(x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz
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si ha sempre
dω3 = 0

e pertantoω3 è sempre esatta
La 2−formaω2 = α(x, y, z)dx + β(x, y, z)dy + γ(x, y, z)dx cui associamo il campo vettorialeΦ =

(α, β, γ), è una primitiva diω3 sedω2 = ω3, cioè se

αx + βy + γz = f

ed in termini di campo vettoriale se
div Φ = f

Si verifica subito che possiamo trovare una primitiva definendo

α(x, y, z) = β(x, y, z) = 0 γ(x, y, z) =

∫ z

z0

f(x, yζ)dζ

4. Il Teorema di Stokes

Il teorema di Stokes costituisce la naturale estensione del teorema fondamentale del calcolo integrale,
cos̀ı come il concetto di potenziale di una forma differenziale costituisce la naturale estensione del concetto
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di primitiva di una funzione di una variabile reale, edè di grandissima importanza nella teoria e nelle
applicazioni.

Con le definizioni precedenti il teorema di Stokes può essere enunciato come segue

TEOREMA 4.5. - Stokes -Siaωn−1 una(n− 1)− forma differenziale suRk e siaC unan-varietà in
Rk; allora ∫

∂C

ωn−1 =

∫
C

dωn−1.

Il teorema di Stokes̀e suscettibile di significative conseguenze sia inR2 che inR3 soprattutto se si
tiene conto del fatto che, ad esempio inR3, le 1−forme e le2−forme possono essere identificate con un
campo vettoriale. (inR2 soltanto le1−forme)

4.1. Il teorema della divergenza inR3. Consideriamo una2-forma inR3

ω2(x, y, z) = f(x, y, z)dy ∧ dz + g(x, y, z)dz ∧ dx+ h(x, y, z)dx ∧ dy
ed il campo vettoriale che la identifica

F = (f, g, h)
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Si ha

dω2 = (fx + gy + hz)dx ∧ dy ∧ dz
SeV = V (t, s, r) è una3−variet̀a la cui frontieràe

∂V = +V (1, s, r) ∪ −V (0, s, r) ∪ −V (t, 1, r) ∪+V (t, 0, r) ∪+V (t, s, 1) ∪ −V (t, s, 0)

si ha

(4.3)
∫

∂V

fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy =

∫
V

(fx + gy + hz)dx ∧ dy ∧ dz

E, se si tiene conto che la normale a∂V è data da

N =
1

ν

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,−∂(x, z)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
=

1

ν

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
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ν =

√(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

si ottiene∫
∂V

fdy ∧ dz − gdx ∧ dz + hdx ∧ dy =

=

∫∫
D

1

ν

(
f
∂(y, z)

∂(u, v)
− g

∂(x, z)

∂(u, v)
+ h

∂(x, y)

∂(u, v)

)
νdudv =

=

∫∫
D

〈F,N〉νdudv =

∫∫
∂C

〈F,N〉dσ

Pertanto si ha

(4.4)
∫∫

∂V

〈F,Ne〉dσ =

∫ ∫∫
V

divFdxdydz

oveNe = N sgn JV è il versore normale a∂V orientato verso l’esterno diV .
La 4.3è nota come teorema di Gauss e la4.4è la formulazione del teorema della divergenza.
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Possiamo dimostrare il teorema della divergenza come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che

∫∫∫
V

fxdx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
∂V

fdy ∧ dz
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Si ha

∫∫
∂V

fdy ∧ dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

f
∂(y, z)

∂(s, r)

∣∣∣t=1

t=0
dsdr−

−
∫ 1

0

∫ 1

0

f
∂(y, z)

∂(t, s)

∣∣∣s=1

s=0
dtdr +

∫ 1

0

∫ 1

0

f
∂(y, z)

∂(t, s)

∣∣∣r=1

r=0
dtds =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

d

dt

(
f
∂(y, z)

∂(s, r)

)
dtdsdr−

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

d

ds

(
f
∂(y, z)

∂(t, s)

)
dsdtdr+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

d

dr

(
f
∂(y, z)

∂(t, s)

)
drdtds
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e ∫∫
∂V

fdy ∧ dz =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(fxxt + fyyt + fzzt)
∂(y, z)

∂(s, r)
+ f

d

dt

∂(y, z)

∂(s, r)
dtdsdr−

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(fxxs + fyys + fzzs)
∂(y, z)

∂(t, r)
+ f

d

ds

∂(y, z)

∂(t, r)
dtdsdr+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(fxxr + fyyr + fzzr)
∂(y, z)

∂(t, s)
+ +f

d

dr

∂(y, z)

∂(t, s)
dtdsdr =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(fxxt + fyyt + fzzt)
∂(y, z)

∂(s, r)
−

− (fxxs + fyys + fzzs)
∂(y, z)

∂(t, r)
+ (fxxr + fyyr + fzzr)

∂(y, z)

∂(t, s)
dtdsdr=

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

f

(
d

dt

∂(y, z)

∂(s, r)
− d

ds

∂(y, z)

∂(t, r)
+

d

dr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
dtdsdr
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Ma

(
d

dt

∂(y, z)

∂(s, r)
− d

ds

∂(y, z)

∂(t, r)
+

d

dr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
=

=

(
d

dt
det

(
ys zs

yr zr

)
− d

ds
det

(
yt zt

yr zr

)
+

d

dr
det

(
yt zt

ys zs

))
=

= det

(
yst zs

yrt zr

)
+ det

(
ys zst

yr zrt

)
− det

(
yts zt

yrs zr

)
− det

(
yt zts

yr zrs

)
+

+ det

(
ytr zt

ysr zs

)
+ det

(
yt ztr

ys zsr

)
= 0
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per cui

∫∫
∂V

fdy ∧ dz =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(fxxt + fyyt + fzzt)
∂(y, z)

∂(s, r)
−

− (fxxs + fyys + fzzs)
∂(y, z)

∂(t, r)
+ (fxxr + fyyr + fzzr)

∂(y, z)

∂(t, s)
dtdsdr=

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fx

(
xt
∂(y, z)

∂(s, r)
− xs

∂(y, z)

∂(t, r)
+ xr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
dtdsdr+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fy

(
yt
∂(y, z)

∂(s, r)
− ys

∂(y, z)

∂(t, r)
+ yr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
dtdsdr+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fz

(
zt
∂(y, z)

∂(s, r)
− zs

∂(y, z)

∂(t, r)
+ zr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
dtdsdr
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Poich̀e

(
yt
∂(y, z)

∂(s, r)
− ys

∂(y, z)

∂(t, r)
+ yr

∂(y, z)

∂t, s

)
=(
yt det

(
ys zs

yr zr

)
− ys det

(
yt zt

yr zr

)
+ yr det

(
yt zt

ys zs

))
= 0

e

(
zt
∂(y, z)

∂(s, r)
− zs

∂(y, z)

∂(t, r)
+ zr

∂(y, z)

∂t, s

)
=(
zt det

(
ys zs

yr zr

)
− zs det

(
yt zt

yr zr

)
+ zr det

(
yt zt

ys zs

))
= 0

Possiamo concludere
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∫∫
∂V

fdy ∧ dz =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fx

(
xt
∂(y, z)

∂(s, r)
− xs

∂(y, z)

∂(t, r)
+ xr

∂(y, z)

∂(t, s)

)
dtdsdr =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fx det

xt yt zt

xs ys zs

xr yr zr

 dtdsdr =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

fx
∂(x, y, z)

∂(t, s, r)
=

∫∫∫
V

fxdx ∧ dy ∧ dzdtdsdr

2

4.2. Il Teorema del Rotore. Se consideriamo una1-forma inR3

ω1 = fdx+ gdy + hdz
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e se

F = (f, g, h)

è il campo vettoriale ad essa associato, si ha

dω1 = (gx − fy)dx ∧ dy + (hy − gz)dy ∧ dz + (hx − fz)dx ∧ dz

SiaS = S(u, v) una2−variet̀a, ciòe sia

S : [0, 1]× [0, 1] → R3

e sia∂S la sua frontiera

∂S = −S(1, v) ∪+S(0, v) ∪+S(u, 1) ∪ −S(u, 0)

si ha
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(4.5)
∫

∂S

fdx+ gdy + hdz =

=

∫
S

(gx − fy)dx ∧ dy + (hy − gz)dy ∧ dz + (hx − fz)dx ∧ dz

Ricordando che il versore tangente a∂S è dato da

T =

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
,

ẏ√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

,
ż√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

)

si ha∫
∂S

fdx+ gdy + hdz =

∫ b

a

(fẋ+ gẏ + hż)dt =

=

∫ b

a

〈F, T 〉
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2dt =

∫
∂S

〈F, T 〉ds
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mentre∫
S

(gx − fy)dx ∧ dy + (hy − gz)dy ∧ dz + (hx − fz)dx ∧ dz =

=

∫∫
D

1

ν

(
(gx − fy)

∂(x, y)

∂(u, v)
+ (hy − gz)

∂(y, z)

∂(u, v)
+ (hx − fz)

∂(x, z)

∂(u, v)

)
νdudv =

=

∫∫
D

〈rotF,N〉νdudv =

∫∫
S

〈rotF,N〉dσ

Si ottiene percìo che

(4.6)
∫

∂C

〈F, T 〉ds =

∫∫
C

〈rotF,N〉dσ

La 4.6è nota come teorema del rotore.
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Osserviamo che nella formula compareN e nonNe.
Le formule4.6e4.4assumono un’interessante aspetto nel caso in cuiF = ∇φ.
Si ha infatti in tal caso che, seC2 è una2-variet̀a eC3 è una3-variet̀a

(4.7)
∫

∂C2

〈∇φ, T 〉ds = 0

∫∫
∂C3

〈∇φ,Ne〉ds =

∫∫∫
C3

∆φdxdydz

Possiamo dimostrare il teorema del rotore come segue.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo il teorema nel caso in cui

F = (0, 0, h(x, y, z))

per cui

rotF = (hy(x, y, z),−hx(x, y, z), 0)

In tal caso si ha
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∫
∂S

〈F, T 〉ds =

∫
∂S

hdz =

∫ 1

0

h(x(u, 0), y(u, 0), z(u, 0))zu(u, 0)−

− h(x(u, 1), y(u, 1), z(u, 1))zu(u, 1)du+

+

∫ 1

0

h(x(1, v), y(1, v), z(1, v))zv(1, v)−

− h(x(0, v), y(0, v), z(0, v))zv(0, v)dv =

= −
∫ 1

0

∫ 1

0

d

dv
h(x(u, v), y(u, v), z(u, v))zu(u, v)dvdu+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

d

du
h(x(u, v), y(u, v), z(u, v))zv(u, v)dudv =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

−(hxxv + hyyv + hzzv)zu − hzuv + (hxxu + hyyu + hzzu)zv + hzvududv =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

hx(xuzv − xvzu) + hy(yuzv − xvzu)dudv =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

hx
∂y, z

∂(u, v)
+ hy

∂(x, z)

∂(u, v)
dudv =

∫∫
∂S

〈rotFN〉dσ
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2

4.3. La formula di Green nel piano. Consideriamo la1− forma in R2

ω1(x, y) = f(x, y)dx+ g(x, y)dy

ed il campo vettoriale suR2

F = (f, g)

Avremo

dω1 = (−fy + gx)dx ∧ dy
Siaγ = γ(t) una1−variet̀a inR2, cioè sia

γ : [a, b] → R2

avremo

∂γ = +γ(b) ∪ −γ(a)
si ha
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(4.8)
∫

∂γ

fdx+ gdy =

∫
γ

(−fy + gx)dx ∧ dy.

Ora, seN è il versore normale a∂γ,

N =

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2
,− ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)

e pertanto∫
∂γ

fdx− gdy =

∫ b

a

(fẋ+ gẏ)dt =

=

∫ b

a

〈F,N〉(ẋ2 + ẏ2)dt =

∫
∂γ

〈F,N〉ds

La 4.8è nota come teorema di Green e si può dimostrare come segue.
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DIMOSTRAZIONE.∫
Ω

gx(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

gx(x(t, s), y(t, s))

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(t, s)

∣∣∣∣ dtds =

=

∫ b

a

∫ d

c

gx(x, y)[xtys − xsyt]dtds =

=

∫ b

a

∫ d

c

[
gx(x, y)xtys − gx(x, y)xsyt+

+ gy(x, y)ytys − gy(x, y)ysyt

]
dtds =

=

∫ b

a

∫ d

c

[
gx(x, y)xt + gy(x, y)yt

]
ys−

−
∫ b

a

∫ d

c

[
gx(x, y)xs + gy(x, y)ys

]
ytdtds =

=

∫ d

c

(∫ b

a

(
d

dt
g(φ(t, s))

)
ys(t, s)dt

)
ds−

−
∫ b

a

(∫ d

c

(
d

ds
g(φ(t, s))

)
ys(t, s)ds

)
dt =

=

∫ d

c

([
g(φ(t, s))ys(t, s)

]t=b

t=a
−
∫ b

a

g(φ(t, s))yst(t, s)dt

)
ds−

−
∫ b

a

([
g(φ(t, s))yt(t, s)

]s=d

s=c
−
∫ d

c

g(φ(t, s))yts(t, s)ds

)
dt =

=

∫ d

c

[
g(φ(b, s))ys(b, s)− g(φ(a, s))ys(a, s)

]
ds−

−
∫ b

a

[
g(φ(t, d))yt(t, d)− g(φ(t, c))yt(t, c)

]
dt =

=

∫
∂Ω

g(x, y)dy
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2

4.4. Campi conservativi. Concludiamo questo paragrafo precisando i risultati ottenuti per le1-
forme inR3 nell’ambito dello studio dei campi vettoriali.

DEFINIZIONE 4.8. SiaA ⊂ R3 aperto e siano

f, g, h : A −→ R , f, g, h ∈ C2(A)

Sia

ω = fdx+ gdy + hdz

e

F = (f, g, h)

ω è la 1-forma differenziale corrispondente al campo vettorialeF e reciprocamenteF è il campo vettoriale
che corrisponde alla 1-formaω.

Diamo ora alcune definizioni che sono la controparte relativa al campoF delle definizioni date in
precedenza, per le1-formeω.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

DEFINIZIONE 4.9. SiaF : A −→ R3, A ⊂ R3 aperto, un campo vettoraleF = (f, g, h). Diciamo
cheF è un campo chiuso se

rotF = (hy − gz, fz − hx, gx − fy) = (0, 0, 0)

Diciamo cheF è conservativo, oppure cheF ammette potenziale, se esiste

φ : A −→ R
tale che

∇φ = F

In tal casoφ si chiama potenziale diF .

Osserviamo che, evidentemente, un campo vettorialeè chiuso o conservativo se e solo se la corrispon-
dente1-formaω è chiusa o esatta, rispettivamente.

E’ pertanto conseguenza dei precedenti risultati che

TEOREMA 4.6. SiaF : A −→ Rk, A ⊂ Rk aperto; seF è conservativo alloraF è chiuso.

Possiamo osservare che il teoremaè immediata conseguenza del teorema di Schwarz.
Si pùo anche dimostrare che
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TEOREMA 4.7. SiaF : A −→ R3, A ⊂ R3 aperto, stellato. SeF è chiuso, alloraF è conservativo.

Il campo vettorialeF : R2 \ {(0, 0)} −→ R2 definito da

F (x, y) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
mostra che la condizioneA stellato noǹe inessenziale. Essa può tuttavia essere un po’ attenuata.

A questo scopo definiamo

DEFINIZIONE 4.10. Sia F : A −→ R3, A ⊂ R3 aperto, e siaγ una 1-varietà in Rk, γ(t) =
(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]; definiamo∫

γ

F =

∫
γ

ω =

∫ b

a

f(γ(t))ẋ(t) + g(γ(t))ẏ(t) + h(γ(t))ż(t)dt =

=

∫ b

a

〈F (γ(t)),
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
〉
√
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)dt =

∫
γ

〈F, Tγ〉ds

doveTγ(t) indica il vettore tangente unitario alla curvaγ.
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Possiamo dimostrare che

TEOREMA 4.8. SiaF : A −→ Rk, A ⊂ Rk aperto e connesso, un campo vettoriale; sono condizioni
equivalenti

(1) F è conservativo;
(2)
∫

γ
F = 0 su ogni curva chiusaγ contenuta inA;

(3)
∫

γ
F dipende solo dagli estremi diγ.

(Per semplicit̀a la funzioneF e la funzioneγ sono supposte di classeC2, maè sufficienteF ∈ C0 e γ
regolare a tratti.)

DIMOSTRAZIONE.
1) ⇒ 2)
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SeF = ∇φ conφ : A −→ R, si ha

(4.9)
∫

γ

F =

∫ b

a

φx(γ(t))ẋ(t) + φy(γ(t))ẏ(t) + φz(γ(t))ż(t)dt =

=

∫ b

a

d

dt
φ(γ(t))dt = φ(γ(b))− φ(γ(a)) = 0

2) ⇒ 3). Sianoγ1 eγ2 due curve con gli stessi estremi; alloraγ = γ1 − γ2 è chiusa e∫
γ

F =

∫
γ1

F −
∫

γ2

F = 0

3) ⇒ 1). Poich́e vale 3), seγ è una qualunque curva avente per estremiP = (x, y, z) ∈ A e P0 =
(x0, y0, z0) ∈ A fissato, possiamo definire

φ(x) =

∫
γ

F
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Si ha allora, ad esempio
φ(x+ t, y, z)− φ(x, y, z)

t
=

1

t

∫
γ∗
F

essendoγ∗(s) = (x+ s, y, z), 0 ≤ s ≤ t.
Pertanto

φ(x+ t, y, z)− φ(x, y, z)

t
=

1

t

∫ t

0

f(x+ s, y, z)ds = f(x+ σt, y, z)

0 ≤ σt ≤ t e

lim
t→0

φ(x+ t, y, z)− φ(x, y, z)

t
= lim

t→0
f(x+ σt) = f(x)

2

DEFINIZIONE 4.11. SiaA ⊂ R3, diciamo cheA è semplicemente connesso se ogni curva chiusa
contenuta inA può essere deformata con continuità sino a ridursi ad un punto senza uscire daA.

Per la precisione, seγ0, γ1 : [a, b] −→ A sono due curve chiuse, diciamo cheγ0 eγ1 sono omotope se
esisteψ ∈ C2,

ψ : [0, 1]× [a, b] −→ A
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tale che, ses ∈ [0, 1] e t ∈ [a, b]

ψ(0, t) = γ0(t) , ψ(1, t) = γ1(t), ψ(s, 0) = ψ(s, 1)

Diciamo cheA è semplicemente connesso se ogni1-varietà chiusa a valori inA è omotopa ad un
punto diA.

TEOREMA 4.9. SiaF : A −→ R3 un campo vettoriale chiuso,A ⊂ R3, e sianoγ0 e γ1 due curve
chiuse a valori inA, omotope, allora ∫

γ0

F =

∫
γ1

F.

DIMOSTRAZIONE. Poich̀eγ0 eγ1 sono omotope, esisteS tale che

S : [0, 1]× [a, b] −→ A

tale che, seu ∈ [0, 1] ev ∈ [a, b]

S(0, v) = γ0(v) , S(1, v) = γ1(v), S(u, 0) = S(u, 1)

Definiamo
γ2(u) = S(u, 0) = S(u, 1) , u ∈ [0, 1]
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Per il teorema di Stokes avremo
∂S = γ2 + γ1 − γ2 − γ0

per cui ∫
γ2

F +

∫
γ1

F −
∫

γ2

F −
∫

γ0

F =

∫
∂S

ω =

∫
S

dω = 0

e si pùo concludere che ∫
γ1

F −
∫

γ2

= 0

2

COROLLARIO 4.1. SiaF : A −→ Rk un campo vettoriale,A ⊂ Rk semplicemente connesso, allora
F è conservativo se e solo seF è chiuso.
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